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нEкoМУтAтиBЕIl ()Б.пAстI
3 E.IIЕ1VIЕЕIтAP}IOк) PЕДУI(r1I6Io MAтPllць

,[|oслidжуюпься ilакс||-1nIьIo пezolaвнi ideапl tlеt;oлtJmаn|||в'!tl|tr o6iqсntсfl Бс.

эу. Оnuсаttо нoвttt\ х.lаc иeшoяynrо/rlttotltlt oб.lо<:tltсti :1 е.1Pltс|||l|0I,|1о]|' 1]1.d!|Е1!|сlo

Цanpuць.

I} uaйбiльrrr зatалt,пit-t lpoрlli за71а.la пРO ПoRlIс оllrlсаll}lя як кOi\I).тa1'IlвIlпх'

так i ltскoв|y1'аTItllllllх кiлеltt', rla.'l якtllttt 21оtri:tl'tl;r \1it,LJ)llJ[fl |rB()'I\iI'l.l'ся Jцt} |(l

ttrllti.ltttlгсl дiаt.trtlальlroгo l!tl.lly сJк.пlсll,гnl)llllntt! l|с|)('.tIiо|)('ltllяI\lrr. ll()с'I.а|]]tr'Ilа ll

рo6о.ri [гl]. R даrriii с,гаLri oт1,tlrtл|I(t оll||{'('J(tJ(1|,(t k]|ii.\' Itl'l()il\ |jlltll!!tll\ llГ,

пастeй з олоltрItтаf|lIoю ;reщ'xltiгIо il{a'гl)ItI(Ь'

|loзнaчпlro череlr r1{'1(R) IiiлЬцe квaдрaTнllх I\'атPtllII> поРя/lку fl i} еЛс-

^!t]l!тanll! 
кiльrtя l?, а tleреl] u(11} - 

груlIY зпоpoтlliк r:лrltе*rтiв кiль'1я Л.

lIaвeдопlсl lteoбхiдпi оDItarlсП}l'.
oэrrа.tеяrrя !. I|iд е.пе,lttенlnII|нo|о ,||П|||p|!1|ек] []]] .r "n*n'n''..onllt 

кirьllя Л

рoзуl{iст\{o l{вадpa.тIry llraTpицю oдtlotO з тl)Ьoх llaсту'Illllх ,l]ltlllв:

l ) Jriaгоllaльнa I\taтрllця зi зпоp. гlliпttt .jtг\tоll l а|\tIl tt;l t.,:lоlrltiii .,1iаt.'llа:li:

2) lrar.prrця, вiдlttitlша вiд oдппшrll.i' rlаявнiстю дPя'(oгo Ilе}lу,llь()вoгO еJ'rnlе!{.

тa пoзa гоJ'oвIloto дiaгоrtaллю;
3) lrатplrця пеРeста'Iоnкlt, тобто lta,гpllll;I..яка ОтрlIlrv€,гI'ся.} o,l1lllIIlч1lol

tшляхoll пepcстalloвкIl .цeякпх iТ рядкiв i стoвтrt1iв.

oона.rенrrп 2. 1\{aтpпцi А i B ,з елt]l'е!I'l.аNrIl кiльr1я R с с.lс'м(пn|аI|1l'o

схвiвадсltlllнu"'ltrt(ппо..lttаЧ.lltltях,,1 l/i),якrrцliсtlvlуtt,'гrкit.;l'lt"ttг;tl,lti lta,lц /?

llа'з.рпt1i Рt ' . . ., I,l, Qt'.. 'Q" ni7цtl.вi.'1lttlх lt.:lllil'itr' ltttr

I1 Pn, А Qt (), = ll

()ояа.tсrlrrя 3. I(iльrк. It lt;l:rtlвirr.lься 
^i.lht{..il 

':| 
('|Г'lt(llШn]lнон, уr'lцьцt''l'

'tol}ip?,1ll,' 
якпlo довiльrtir lrir.трI1ця -,l € N,I,,(л) gp'11,)1p p'1с,t1уlLпar.lон! Р(()цЬ'

tJrгю, тoГlтo якttto -l F'1ntlсllгаPIto ()кt}iRl]|i'lIfl|а 2ri,'l.l,aлl,ttiii rlal;'tltli

diag(с1,12'....6'., t)''.''())'

fle9;??П1?с;J,l?s;11Л, i=1,2,.'',t'*1,(пiддiагorrл:Il,ltoI.;lrоr)ltiспt.l.tllrа.
гaлi кaiкузп' пряl\loкутlly iltа'гPIlllю' B якiir floi]a гojtoт]ttсt|() ДlаrоIIал.Jlt{) стoяTь

тlу.тi ) [гl] '

. IJiд ri,rьця е!1(JIе|tIn'ap?I|!T ii,tьltttхiв [,l] кiльlr.: l] t]]ll]ltеп,tfrpl!Oю рс.!1}кIl]с1{)

rria,rрпцr,вiдрiзпяс.tься,'гlllt,tцовiioгоo,lIта'lеtltli lrа1l)ttlli 11'....l'*, Qr' ..'Q"
с lle лrrurс звopотtriмlr, a 11 e.,teт'lсll.гapltlttrtlt. 13роll1.l'ti:l.. tll.' хiлl'lк'з.'JI.lleIl.tаг-
нoю peдyкlliею I{aтрпцЬ с дiльtlеlI еЛe]\lгItтаРtIllх..1iлl'llпкiв. |[рorс пе бу'ilь-лкс

кiлt't|o oл.t't.н,гаptlttх дiлt,ltltкiB г li..tl,l(ert ll рл..Nl{,ll,IаIltIllкl l,{'.t\,кlli.|О \tа'lРIlII!,.

tlpпкладоlr Taкoгo кiЛЬllя с кiпьlt.l I0l[.r.,,u]/(l,: +.vl + t1 1z. г'1.

llaступtli oзяatiettIlя б.v;р'rь сl}oрrr1.лl,r,ltalti д]rя rIl)аI}OLо oi\'Ioс1OроltllЬ.J!o

пltr|аЛк\.' хоvа ;rрo,rvt,tiло, tl1. псiх Тх r't.жtlа .tltll'f l}I!'llll) llr.1'.'.tlr'prtr.:tн:l..i l tl i jt'itl

л!вoгo ntrпадку.
0апа.rсrrrrя 4. I(iльцe R tlaэtrвас.гьt:я llpoсltrt нi.tt.цr'u Лr';y. ttкtltrl б1.jtl.

якlrй скitt.teltllоtlo1rоджtltltlii lr1lавlrii i.'1са:t /' Гол()|}llIt\r. ,I.()(il'.). ,'t]ls 6r'''ll''пкttх

а.Ь с tl iсlt1'с тirкс r1 € Ii. rrкl lll + bll'- tlll ,



()lrrrа.rонrrп 5. I|iд схiпletlшunl I,1|авILJ|' ,|nilцю?o.|| nodt,tьnorтпt для,Itoпiль.
flrtхeлe\tетtтia o'ьс'R,6f 0. poзyt'liсltoпослiдoвнiсTЬP;вrlостеii: о=bqt*тt,
b=l'g2|rэ, ...' r*-1 =rlqt+,'}+1'.цe rt+r=0' *€ьl .

orlпа.reяня 6. IIpавий iдеал кiльця l?, яxlll:t с itiiксl|llaлr'lllllt в пlпo;кltlli
lleголoB'{lIх пpaвп)i iдeaлiв, I{авI!ваютЬ ,||ахcltмаaьнo |Iе?o.|oвlll't| ttpавttlt i,)са-

zо't [1].

Tеtrpема !' Ilemti R - oqшtсlltь Безu i lV - aoвil|ь|Iшll ,tIaХСI.|la,1Ь|Iо

H€?o"|o6|I||Ii п1lnвuil idеа,n. Todi, lлл loвi,tьнttx а,ь с R , iэ у.tlовtt а € А,|'
b ф lV слii)уe, щo tl*ь 4 "M

JIoвeдetIня. He-хarl кiпьце Л о6пaстьБeз1', ,A-.{ -дoпiльtllrii ltа,к

ClI[lnЛ}:Ilo rreгo;loвttttl"t rrpавtlit iдeaл oблaстi It. Pозгляlleltо дoвiльнi eлсlIell.гIl
a,ьr n' rlкi' u1o o с,|\,|' ь ё' м.

llpltltyстrrllo. щo r. + b с м' ToбTo iсIIу€ eJIeI\'еllт ltt € ,V тaкltii' ш(o

а}b=ttt€fu1'1.дi 
, b=,l}_o. (l)

Oскill,кlt с.q.меIl.гll о i m(.М, тoiелсltепт ln-а€,{4.3вiдсп,Rpaховуlоtlrl
рiвнiсть(1),oтpпlryетrro,щoiепeмeпт ье.|\4. 

^цeсylleреltltтЬуlrовiтeореt'tll.oт;.ке, нaшlе прItтlylltellrrя невiрIlе, тoбто

а+Ь (',|r4

для дoвiльпrtx а с.|у4, ь ( .М. TЬopcьry дoвeдeтlo.

Tеopeмa 2. Hеtаd R * oбласnlь Безу, в tкif, вltхoнуюlnься пnсtnуnпi

у IIo в11:

I) махсttмtt,"l'ьlt'o пеeoлoв'la,J n1tавшf, ir}еn'л с ес)uпuн i dвo6i"lltttм;
2) dм буdь.якoеo е!|e,це|tnla а € R icп!с nla|сu17 еде'ltенnl а, с R' щo

RoR-o"R=R,а-;
3) dlя r)ooinьнux dвot еaeлеutltiа' tt1o ttс 1Iаnех'аIn,ь ЛnЁСrЛ1.lh||(l Ie2Оio-

внo.||у ll'pавo,rщ idеa,t.у, icttус ctсiпцеltlttlli лiвtlti i npaвuli ,1а|I||ю2 |lodiJ|ьIlocmi.
Т'or)i R с хiльцеll 3 rr1емен,n'al|нoю 7tеlукt1icю ,м&m?п1||'.

l[ o в с л с н tl'я. Рo:'lг:lяltеlto tr'а'тt)пtlю вtlглядy

дe RоЛ * RЬR + R,cR + ndn + R. Мoхливi вaступнi вItlrа,дкtt:

1) хoзa б oдпп eЛeiltеIlт мaтpшЦi l нe ltале;кtlть [!aксIlliaЛЬнo пeгoJroвнol{y
npаBoNry iдeалy "М;

2) всi елelrelrтlI мaтprrцi l вaлеxaть ltaксtll'aJ]Ьllo lleгoJlов}lому trpaBоI\'y
iдеaлу 'll4 .

l)о: rг:l яt'nltlo кo}кrlI Rtlпа.цок поtlеl)гОtto,

Runodoк l. Heхafi, э тoчrriстlo дo елсltептaрtroi еквiвалеtlтнoстi ltaтpttць,
слcl{eпт с мaтpпцi l нe налe;кltть I\{aксItI\tаЛЬIlo ltегoлoвIlo}ly прaвoпIy iдeaлy
М. f|кuю {iлсмеllт lr пaде>rtrrть ь{aксrlllалЬrlo пегoлoв'toltу пРавo!l{y iд.:i.лy .М'
To' дoДaвrrlП дo llpyгогo стoвпчикa пepпtrIir, lla lliсцi елeмеtiтa 6 lrш oтрllмaсllo
елeмент o -| 6, яxшй, aa тeopeмoю 1, ttе ttaлeжIlть l{aксrt}raльнo нeгoлoBнoмy
пpaвoт\{y iдeaпy "fu{ ' Toмy пpllпустIlllo! щo елe}rellт b с ,\4 ' Toдi, в силy
yt\loвl rlаxJIa,цеlltlх нa o6лaсть .R, для епеtuеlrт|в а i b iснус скiнrеннlrt]I лaнцюг
подiльпoстi

,t = (: uu) , no",r,

а_bq1 *11, b=,,1q2*l'z,'.., Tn-7='i}-l?п+,il'



пpliчoмy' зa теopеl'roю l, eлеl'tент l'l Ilе llaЛсжtlтIr tlaf,Сltlrn]ll,tlо Ilc!.()]lоllllо\lJ
пpaвol,y iдеaлy .{l . Tак сaмo, eлel!еIlтll |,1'Iз'..',ГI 4 ,\1 ' 

.lЪкllttl'lttttr'lt

Maсмo:

(: :) (_l' l) = (: l) ,t'rl6r:сl -,l I,

(: l) (; -l,) = (: ?) ,гoбr:o ,4 j,

i т.л. 3а скitlчсrltre 'lпслo кpoкiп [llt oТрIl\la.ltо

(" n),

{t't ,,\
II

дL('r 0\" \* *J'
oтже, в дal'olrly вIlпадкy д,rя дoвeлelItlfl 'гсоPсt'Il 'Il.)(,lа гllt,о i)().lr.'lяI'v.rll

тpпкутпi матрпtti вrllлядy
/" il\

'=t;';t'
дe cllelleПT tr llе нaЛежtlтЬ I\lаI{с}t]\raЛьllo rlегo.lс]l}ll()]\,t-v пpаlioll.v iltоалr- ,!l .

IIознaчпмo зeрeз Х пrнoжIтrly вriх дiльlltlкilr .| сJк'}tсllТа .r Тilкtlх! lllo
(с,0) е перrшlllt{ Рядкo}r llaтPllць' оЛеilr.IIтаl)l|O eнtritt;rlctt,llltlх,'16 lra-rlltttli .,l.
3рoзуIrriло, ц(o )кoдеIr з елeмerrтiв lllioжllllll Х tte шалrlкu'гь lrаКСIlltlJllr}lо }lоt G
лoвI|o^{y пpaвor'ty iдеaлy .iV1, оскiлькlI елo]\lPIt.I' J' с дi:lt,ltпхrrlt (лirrttlt а6tr n1lalпtt't
a6o дво6ivпlrм) елеlvlеllтa d

Heхaй елeмент ar € Х с мiпiпlальнlllt стoсoвl'o tlpаtloi по;1iпьltoсri' тo6то,
якщo а1 = p2а2q2 для дeякoгo еЛеlreнтa .l2 € "\, тo ct!еllellт qz € ll(R| '

[Ioкa;кспro, tцo такtllYt eлCllеtlт о1 iсliyr' l\{асlto:

Dлeмetrт

eлr}'eнт

41 = p2а2q2 = J,21\aЗqзq2 =

щh q p2а2R С 22IIзQЗR С

ц 4 М, тоlry iдeа'л |) p;сt;Г?, с гonоBIlll^t i,'(r'алort, r.сlбто, iсtt1'с ,гaкltit

3/ € l?' lцo
ф
tl
|) ll;оiR = уR.
t=1

oскiлькll у € p;а;R', тo уR = piаiR,, To6,|'o' лallr1юг (2) обрllвас't.ься ttа схitt-
чeнtlor'y кроr1i. Tакrrll urrнотrr,

,"|сt,0\
''-\0, ,,)'

дe eлеl{eЦт o' ё М .

Ilpппустrrпlо, як в!tп[e' Illo e,!емеПT ,,1 таксr)к lrC llа]lil;*tt!'1.Ь NIаксIlilаjIl,ItО
яeroлoвIlol'y прaвolry iдeaлу .M (яxщo 01 €.И. т.о. jl,)дr]Bllrtr.]l.J lll)}'roгo l)яJ(к;r
перrrllrii, llа мiсt1i eлentеllтa 61 oтрtlltllсlto r]JIсi|.lrl. (ll {}1. якlrii. :tа t.сoltоltoll l 

'
не нaлежtlть ,{-4 ).

3a yмовotо.теoрrl\|I'1 для eлемertтiв с1 i D1 iспус скiнчellllпii .lаttltt<'г пrl,'1iлl-
вoстi' томy

(2)

(;: .l ) 
- (ъ: ::)

i олемerrтш а2'b2 Q .М.десl=pа,2' p€R'

1 ilj-r



Altaлoгiнпo' мaемo

'flкщo eлемerrт tcz Ф tv1, тo зa yl!{oвolo тeopellu' для eлelreнтiв аz i tcz

iснус скiпзeннпil лaшцlоr пoдiльнoстi, i мп oтрlrмyсмo

laz tcz\. /on 0\
\о c,)-\ь4 "^)'

дe a2R * !c2R = aaIt. 3вiдси вt|пл!tвaс' щo 42 = а4q4 i а| - pс4{4. 3гiднo
мiшiмaльностi eлeмeнтi с1' едемenт м €u(R) i тolly eлeмeнт tc2 е а2R.

Якщoх<eлeмeнт tczёfu1, тo'всилyтeорeмt! l,eлeмeят a2*1cz {- ful ,

i trllI oтplrlryсмo' щo

(| |\(", tc2\_(a2 d2+'с2\
\o t/\o ",/=\0 сz ].

С)скiлькп eлeмеllтll a2 i а2 + lс2 нe ttшcжat'ь мaксиMaлЬнo tlегoлoвlrоl{y прa-

вoпlу iдeaлу .,4n{, тo дпя вих iсrlyс сxiвчeвlrиil лaнцюг пoдiльвoстi. Тbмy

(аz tсz\ o /ou 0\
\о с,/-\ь5 ,')'

дe а2R*(аz*tczJ,R=сsfi. Toдr в2=а5q3 i

al = pa5q5.

3 lriпilraльlroстi eлeмeнтa ol випливae' щo елемeнт aв с II(R) ' i тoмy
az*tcz € с2Е, тo6т0 tc2е'а2R.

oтxe, для дoвiльнoгo елeмegтa l спрaвeдлпве спiввiдяоtuепня

tez € аzR.

i]вiдсш вllплпвaс' щo
Rcz 9 аzR.

Taкllм .rпном' мI| отримyсмo

c2RСRc2R{а2R.

3вiдсп вппливaе' щo елeмeflт с2 с пoвr'rrltr пpaвим дiльrrпкolt eлеlteнтa с2.
Bunоdoк 2. Heчali всi eлемeнтш мaтрrrцi ,4 пa;reжить l'aкс!'llaпьнo Eеt.o-

лostiol{y пpaвомy iдeaлу }v|.

(Т :;) . (;; "1)
le а2R* b2R = аgR i a2 = a}q !\I|я деякoгo q € i' Toдi сr = po3q. 8гiдIro
мirriмaльнoстi eлel{eптa сt' eлeмент q с' u(R) i тoмy 62 с a2R, aoбao b2 = а2z

,tцядeякoгo z€Л.
Taкпм vпнoм, мaсмo

(", а,)/l -'\=(o, 0)
\о ",/\0 

1/_\g ,,)

IIехай t - дoвiльншй e,Ielleнт oблaстi i?. Tодi

(|'\(", 0\-/az tгz)
\0 l/\0 "r,/-\s ,r/
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B сплy yмoв, rraк.Ila'г{eннх lta о6лaсть R, iсн1'.е такlтii с,qсltеп'r / € Л, rцо

RаR+ nьR+ Rс,R'+'n'dR - In:: R'I.

Тtl,цi iснyють тaкi eлемeltтп an' 06' сg, 116 € l?. lto

а=fаj, b=fb6, c=fcо, d=Ido,

3вiдсш випливaс' щo мaтpttцю ,4 мп ltо;ttеtuo pol]пIlсатIl як дoб1тoк двoх l\,lа.

тр!|ць:

,s=(" 1)=r{ ч)r,. D.o\

\с .'/=\0 //\. аn)'
пpичo^'y ,RсоЛ* RboR* RcoR+ RdoR=,Гl' тaк як /? .- oблас'ть.

Елelrент / с дlo.eлемeнтolrl. 1.оlty, D даrlolry вПtlаjlк.}'' заltiсr ь псr.lаткопоt
мaтpпцi / дoстaтвьo poагляrryтш l!'атpltцю вtrгпядy

(nn f'n\
\"0 do/'

де .Ragftf RboR+ RcoR+ RdoR= R.
Aле, якщo вllкollyстЬся piвнiсть

RаgR* RboR+ Rc|lR+ I|rl6R= R'

тo хotta б oдин iз eлемeвтiв сo, Do, сo, /0 tlc на.nPжltтЬ lr{аltсtillaлЬtlo llе!.oJlo-
вrroмy пpaвoмy iдеaлу .М-. Taкltм нtrяoм, вt{падoк 2 aвoдlrться дo вl'tпaдкy 1.

oтхe' кiльцe Л с кiльцем з eлеilteнтhРrloю рeдукцi.ro tilafpr'|tЬ.

|. 3a6aвcnuф.6, B. o некoммyтатxвньlх кoлЬцaх эnеnteнTapпr'rx дeлll,гелel"t
lraт' хyрн. * 1987. _ т. 39. * Na 4' _ с,440-444,

2. Bougout .B. Annеaux Quasi.Еlсlidiеns: .I'lrеsс сlе сloсtсltг t,тoisietne сvс|е'
67 р.

3. Cohn Р. on thе strцсtuте of |hе GI'z o[ а ring ll I. |I. Р,. S. 19ti6.

P. 365-413.
4. I{aplonskу I. Еlеmentary divisots and morlrrlсs // 'I.rans. Аmст. I{аth. Soс. .- 1966.

- 66. - P. 46{ .- 491.
5. Zobauskу B' Ring with еlеmеntaтy rеduсtion matтix // Ring Тhеorу Conf' (]\Iiskols,

Ilungary). - 1996. - P. 14

н ЕкoIиlvtУтAтивIIьIЕ o БлAстIl
с элЕМЕнтAPнoЙ PEДУI{цlrЕЙ MATРIIц

Irсclефюmcl toхr||мвaънo нееnaвкIn€ ц|)еa.4ь| |tсto'tlltt!n1оmlв'!ь''x o6,nас'mеii Безу'
on|lcaньt нoвьtе к4вccь| неroлrуmomla||ьlx o('Iaсnrij с э.lслlенtnаpпoti pсdyхr1tсt! лс-
mpuц.

NoNсoМIvt UтAтIVE DOМA INs
wIтlI ЕLЕMENтARY REDUстION oF. МAтR|сЕs

Тhe паximвI nonprincipo| ideols of nonсommltatilе Bеэottt domоinз аrс inl'crз|igаtеd.
The neu claвses ol noncomnutatiчe domains юilh elemеntоr'у redцсtion of matrirc.з вtз
deccribed.
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