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Передмова

Даний посiбник укладено на основi курсу лекцiй з теорiї кiлець, якi автор

читає на механiко-математичному факультетi Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка. Посiбник охоплює весь теоретичний

матерiал з теорiї кiлець, який входить до навчальної програми норма-

тивного курсу “Алгебра i теорiя чисел”, що викладається в четвертому

семестрi для студентiв за спецiальностями “Математика” i “Статистика”.

Викладення матерiалу проiлюстровано на багатьох прикладах, якi, як

сподiвається автор, допоможуть зрозумiти матерiал курсу i ознайоми-

тися з основними конструкцiями в елементарнiй теорiї кiлець. У читача

цього посiбника ми передбачаємо володiння основами лiнiйної алгебри та

теорiї груп.
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Позначення

N натуральнi числа

Z цiлi числа

Q рацiональнi числа

R дiйснi числа

C комплекснi числа

Zn кiльце лишкiв за модулем n

Z[i] кiльце цiлих гаусових чисел

H тiло дiйсних кватернiонiв

(R,+) адитивна група кiльця R

R∗ i U(R) мультиплiкативна група кiльця R

R/I факторкiльце кiльця R за iдеалом I

(X) iдеал, породжений множиною X

R[x] кiльце многочленiв над кiльцем R

R[[x]] кiльце формальних степеневих рядiв над кiльцем R

RX кiльце функцiй з множини X в кiльце R

R1 × . . .×Rn прямий добуток кiлець Ri

Mn(F ) множина матриць розмiрностi n× n над полем F

GLn(F ) група невироджених матриць розмiрностi n× n

над полем F

Imϕ образ вiдображення ϕ

Kerϕ ядро вiдображення ϕ

Sn симетрична група на множинi з n елементiв

НСД(a, b) найбiльший спiльний дiльник чисел a i b

НСК(a, b) найменше спiльне кратне чисел a i b
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§ 1 Означення i приклади

Означення 1. Кiльцем називається непорожня множина R з двома

бiнарними операцiями, додавання “+” i множення “ ·”, якi задовольняють

таким умовам:

1) (R,+) є абелевою групою, яка називається адитивною групою

кiльця;

2) множення є асоцiативним: (a · b) · c = a · (b · c) для всiх a, b, c ∈ R;

3) виконуються дистрибутивнi закони: для всiх a, b, c ∈ R

a · (b+ c) = a · b+ a · c i (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Замiсть a · b ми зазвичай будемо писати просто ab. Нейтральний

елемент для додавання називається нулем i позначається 0. Обернений

до елемента a ∈ R вiдносно операцiї додавання називається протилежним

елементом i позначається −a. В цих позначеннях маємо a+ (−a) = 0.

Зауваження 1. Таким чином визначенi кiльця називають також асоцiа-

тивними кiльцями. Для неасоцiативних кiлець вимагають тiльки власти-

востi 1) i 3).

Означення 2. Кiльце R називається комутативним, якщо операцiя

множення є комутативною, тобто ab = ba для всiх a, b ∈ R.

Кiльце R називається кiльцем з одиницею, якщо iснує одиниця для

множення, тобто iснує елемент 1 ∈ R такий, що a · 1 = 1 · a = a для всiх

a ∈ R.

Зауваження 2. Чому в означеннi кiльця вимагається, щоб (R,+) було

саме абелевою групою? Одна з причин – це, якщо 1 ∈ R, то абелевiсть

випливає з дистрибутивних законiв:

(1 + 1)(a+ b) = 1(a+ b) + 1(a+ b) = a+ b+ a+ b

(1 + 1)(a+ b) = (1 + 1)a+ (1 + 1)b = a+ a+ b+ b

}

⇒
a+ b

=

b+ a
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Означення 3. Кiльце R з 1, де 1 6= 0, називається тiлом, якщо кожен

ненульовий елемент a ∈ R має обернений вiдносно множення, тобто

(R \ {0}, ·) є групою.

Комутативне тiло називається полем.

Умова 1 6= 0 рiвносильна R 6= {0} (див. твердження 1 нижче). Тобто

поле або тiло мiстить принаймнi два елементи 0 i 1.

Перш нiж розглянути приклади кiлець, ми доведемо деякi простi

тотожностi, якi виконуються в довiльному кiльцi i якi допоможуть

робити обчислення в кiльцях. Зокрема, цi тотожностi показують, що

операцiї додавання i множення в кiльцi добре узгодженнi мiж собою.

Твердження 1 (простi властивостi кiлець). Нехай R – кiльце. Тодi для

всiх елементiв a, b, c ∈ R виконуються рiвностi:

1) 0a = a0 = 0;

2) (−a)b = a(−b) = −(ab);

3) (−a)(−b) = ab;

4) a(b− c) = ab− ac i (a− b)c = ac− bc;

5) (a+ b)2 = a2 + b2 + ab+ ba;

6) (a1 + . . .+ an)(b1 + . . .+ bm) =
∑

i,j aibj;

7) якщо R – кiльце з 1, то одиниця єдина i (−1) · a = −a;

8) якщо R – кiльце з 1 i R 6= {0}, то 1 6= 0.

Доведення. Цi властивостi випливають з дистрибутивних законiв i скоро-

чення в адитивнiй групi кiльця. Доведемо властивостi 1), 2), 7), 8), а iншi

залишимо як вправу.

1) Використавши рiвнiсть 0 = 0+0 i дистрибутивний закон, отримуємо

a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Скорочуючи в адитивнiй групi кiльця, маємо a0 = 0. Аналогiчно

0a = 0.
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2) Використовуючи дистрибутивний закон i властивiсть 1), отримуємо

ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0.

Отже, (−a)b = −ab. Аналогiчно a(−b) = −ab.

7) Нехай 1 i 1′ – двi одиницi кiльця R. Тодi 1 = 1 · 1′ = 1′.

Рiвнiсть (−1)a = −a випливає з властивостi 2).

8) Вiзьмемо ненульовий елемент a ∈ R. Тодi a = a1 6= a0 = 0, отже,

1 6= 0.

Так само, як визначають пiдпростори у векторних просторах i

пiдгрупи в групах, визначають пiдструктури i в кiльцях.

Означення 4. Непорожня пiдмножина S кiльця R називається

пiдкiльцем, якщо S є кiльцем вiдносно операцiй визначених в R.

Аналогiчно доводиться наступний критерiй.

Твердження 2 (критерiй пiдкiльця). Нехай S – непорожня пiдмно-

жина кiльця R. Наступнi умови рiвносильнi:

1) S є пiдкiльцем R;

2) (S,+) є пiдгрупою (R,+) i S замкнена вiдносно множення;

3) a− b, ab ∈ S для всiх a, b ∈ S.

Приклади кiлець

Приклади 1. 1. Числовi кiльця. Множина цiлих чисел Z зi стан-

дартними операцiями додавання i множення чисел є комутативним

кiльцем з 1. Кiльце Z не є полем: не iснує оберненого вiдносно

множення, наприклад, для числа 2.

Множини рацiональних чисел Q, дiйсних чисел R i комплексних

чисел C зi стандартними операцiями додавання i множення є кому-

тативними кiльцями з 1. Маємо ланцюжок пiдкiлець Z ⊂ Q ⊂ R ⊂
C. Кiльця Q,R,C є полями.
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2. Множина парних цiлих чисел 2Z = {2n : n ∈ Z} є комутативним

кiльцем без 1. Кiльце 2Z є пiдкiльцем Z. Зауважте, що навiть якщо

кiльце має одиницю, ми не вимагаємо, щоб пiдкiльце мало одиницю.

Неважко описати всi пiдкiльця в кiльцi Z. Кожне пiдкiльце має

бути пiдгрупою адитивної групи кiльця. Ми знаємо з теорiї груп,

що єдиними пiдгрупами в Z є nZ для n ∈ N ∪ {0} (де 0Z = {0}).
Кожна пiдмножина nZ замкнена вiдносно множення. Отже, всi

вони є пiдкiльцями Z.

3. Кiльця лишкiв. Основним прикладом скiнченного кiльця є

циклiчна група Zn = {0, 1, . . . , n− 1} лишкiв за модулем n (n ∈ N) з

операцiєю множення a ·b = a · b. Кiльце Zn є комутативним кiльцем

з 1. Адитивна група кiльця Zn iзоморфна факторгрупi Z/nZ, i

пiзнiше ми отримаємо Zn як факторкiльце Z/nZ. Зауважимо, що

Zn не є пiдкiльцем Zn+1 або Z. Пiзнiше ми доведемо, що кiльце Zn

є полем тодi i лише тодi, коли n є простим числом.

В кiльцi Zn можуть виконуватись тотожностi, якi виглядають

дивно для тих, хто звик працювати з цiлими або дiйсними числами.

Наприклад, в кiльцi Z6 виконується 3 · 5 = 3 або 2 · 3 = 0, тобто, на

вiдмiну вiд звичних для нас цiлих чисел Z або полiв Q,R,C, в iнших

кiльцях добуток ненульових елементiв може дорiвнювати нулю. Цю

властивiсть ми будемо дослiджувати в наступному роздiлi.

4. Кiльця многочленiв. Ранiше ми розглядали многочлени вiд

однiєї змiнної над полями. Бiльш загально, можна розглядати

многочлени над кiльцями. Нехай R – комутативне кiльце з 1. Тодi

множина

R[x] = {a0 + a1x+ · · · + anx
n : ai ∈ R, n ≥ 0}

всiх многочленiв вiд однiєї змiнної над R є комутативним кiльцем

з 1. Кiльце R є пiдкiльцем R[x]. Наприклад, ми будемо розглядати

такi кiльця многочленiв: Z[x],Q[x],R[x],Zn[x] тощо.

5. Матричнi кiльця. Нехай R – кiльце. Множина квадратних

матриць Mn(R) розмiрностi n × n з коефiцiєнтами з кiльця R iз
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стандартними операцiями додавання i множення матриць є кiльцем

(n ∈ N). Якщо R – кiльце з 1, то одинична матриця E є одиницею

в Mn(R). Якщо n ≥ 2 i в кiльцi R iснує ненульовий добуток ab 6= 0,

то кiльце Mn(R) – некомутативне (навiть якщо R – комутативне):

(

a 0

0 0

)(

0 b

0 0

)

=

(

0 ab

0 0

)

6=
(

0 b

0 0

)(

a 0

0 0

)

=

(

0 0

0 0

)

.

Легко показати, якщо S – пiдкiльце R, то Mn(S) є пiдкiльцем

Mn(R). Наприклад, маємо ланцюжок пiдкiлець Mn(2Z) ⊂Mn(Z) ⊂
Mn(Q) ⊂ Mn(R) ⊂ Mn(C). Iншими прикладами пiдкiлець є

множина скалярних матриць, множини верхнiх трикутних матриць

i нижнiх трикутних матриць.

6. Тiло кватернiонiв. Розглянемо множину H = H(R), яка склада-

ється з елементiв вигляду a + bi + cj + dk, де a, b, c, d ∈ R, a i, j, k

– формальнi символи (вираз a+ bi+ cj + dk можна розглядати як

многочлен вiд змiнних i, j, k над полем R). Додавання в H визнача-

ється покоординатно, як для многочленiв:

(a+ bi+ cj + dk) + (a′ + b′i+ c′j + d′k) =

= (a+ a′) + (b+ b′)i+ (c+ c′)j + (d+ d′)k,

а множення – використовуючи спiввiдношення

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

i розкриваючи дужки за дистрибутивними законами. Наприклад:

(1 + 2i− j + 3k)(2i− k) = 1(2i− k) + 2i(2i− k) −
−j(2i− k) + 3k(2i− k) = 2i− k + 4i2 − 2ik − 2ji+

+jk + 6ki− 3k2 = 2i− k − 4 + 2j + 2k + i+ 6j + 3 =

= −1 + 3i+ 8j + k.
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i

jk

Правило множення i, j, k легко за-

пам’ятати, використовуючи наступний

рисунок: добуток двох елементiв,

якi розташованi послiдовно за стрiл-

кою, дорiвнює наступному елементу;

а добуток проти стрiлки – мiнус

наступний елемент.

Вiдносно цих операцiй H є некомутативним кiльцем з одиницею

1 = 1 + 0i+ 0j + 0k (перевiрте!), яке називається кiльцем (дiйсних)

кватернiонiв. Аналогiчно можна визначати кiльця рацiональних

кватернiонiв H(Q) i цiлих кватернiонiв H(Z). Крiм того, для

кожного ненульового елемента iснує обернений в H:

(a+ bi+ cj + dk)−1 =
a− bi− cj − dk

a2 + b2 + c2 + d2
∈ H.

Отже, H є тiлом, яке iсторично було одним з перших прикладiв

некомутативних тiл. Тiло кватернiонiв є дiйсним скiнченно

вимiрним тiлом, тобто тiлом, яке мiстить поле R i є скiнченно

вимiрним векторним простором над R. Вiдомий результат Фробе-

нiуса класифiкує всi такi тiла.

Теорема 3 (Фробенiус). Кожне дiйсне скiнченно вимiрне тiло

iзоморфне R, C або H.

7. Кiльця функцiй. Нехай X – довiльна непорожня множина i R

– деяке кiльце. Тодi множина всiх функцiй RX = {f : X → R}
є кiльцем вiдносно операцiй поточкового додавання i множення

функцiй:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) i (fg)(x) = f(x)g(x).

Якщо кiльце R – комутативне, то i кiльце RX – комутативне. Якщо

R – кiльце з 1, то i RX є кiльцем з 1, де одиниця – це константна

функцiя id(x) = 1 для всiх x ∈ X .

Використовуючи властивостi неперервних функцiй важко не поба-

чити, що множина C[a, b] = {f : [a, b] → R : f є неперервною}
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є комутативним кiльцем з 1, пiдкiльцем R[a,b]. Бiльш загально,

ланцюжок пiдкiлець C[a, b] ⊃ C1[a, b] ⊃ C2[a, b] ⊃ . . . утворюють

n-разiв диференцiйованi функцiї Cn[a, b] на вiдрiзку [a, b] (n ≥ 0).

8. Кiльця формальних степеневих рядiв. Нехай R – комутативне

кiльце з 1. Елементами кiльця формальних степеневих рядiв R[[x]]

є всi формальнi нескiнченнi суми
∑∞

n=0 anx
n, де an ∈ R для всiх n.

Додавання i множення визначаються як i для многочленiв:

∞
∑

n=0

anx
n +

∞
∑

n=0

bnx
n =

∞
∑

n=0

(an + bn)xn

∞
∑

n=0

anx
n ·

∞
∑

n=0

bnx
n =

∞
∑

n=0

(

n
∑

k=0

akbn−k

)

xn.

Кiльце R[[x]] є комутативним кiльцем з 1.

9. Квадратичнi поля. Нехай D ∈ Z є вiльним вiд квадратiв, тобто

D не дiлиться на квадрат жодного цiлого числа бiльше 1. Множина

Q[
√
D] = {a+b

√
D : a, b ∈ Q} ⊂ C зi стандартними операцiями дода-

вання i множення комплексних чисел утворює поле, яке називається

квадратичним полем. Замкненiсть вiдносно операцiй легко бачити,

а обернений до ненульового елемента можна знайти за формулою

(a+ b
√
D)−1 =

a− b
√
D

a2 −Db2
∈ Q[

√
D].

В полi Q[
√
D] визначають норму N : Q[

√
D] → Q за правилом

N(a+ b
√
D) = (a+ b

√
D)(a− b

√
D) = a2 −Db2.

Важливою властивiстю норми N є її мультиплiкативнiсть:

N(xy) = N(x)N(y)

для всiх x, y ∈ Q[
√
D] (перевiрте!).

Умова, що D є вiльним вiд квадратiв є природньою: перевiрте, що

розглядаючи Q[
√
D] для довiльного D ∈ Q, ми не отримаємо нових

кiлець.
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10. Кiльцем цiлих гаусових чисел називається множина

Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}

комплексних чисел, у яких дiйсна та уявна частини є цiлими

числами. Легко бачити, що Z[i] є пiдкiльцем C, оскiльки воно

замкнене вiдносно додавання i множення.

Бiльш загально, для D ∈ Z вiльного вiд квадратiв визначають

кiльце Z[
√
D] = {a + b

√
D : a, b ∈ Z}. Кiльце Z[

√
D] є пiдкiльцем

поля Q[
√
D]. Норму N(·), яку ми визначали в полi Q[

√
D], можна

звузити на кiльце Z[
√
D], при цьому важливо, що норма на кiльцi

Z[
√
D] приймає тiльки цiлi значення.

11. Груповi кiльця. Нехай G = {g1, g2, . . . , gn} – скiнченна група

з мультиплiкативною операцiєю i R – комутативне кiльце з 1.

Груповим кiльцем RG групиG над кiльцем R називається множина

формальних сум a1g1+a2g2+. . .+angn, де ai ∈ R, з покоординатною

операцiєю додавання

(a1g1 + . . .+angn)+(b1g1 + . . .+bngn) = (a1 +b1)g1 + . . .+(an +bn)gn,

а множення визначається для елементiв agi та bgj за правилом

(agi)(bgj) = abgk, де gk = gigj, i розповсюджується для всiх сум

за дистрибутивнiстю.

Наприклад, в груповому кiльцi ZS3 симетричної групи S3 маємо:

(

5(1 2) + (1 3) − 3(1 2 3)
)(

2(1 2) + 7(1 3 2)
)

= 5(1 2)
(

2(1 2) +

+7(1 3 2)
)

+ (1 3)
(

2(1 2) + 7(1 3 2)
)

− 3(1 2 3)
(

2(1 2) +

+7(1 3 2)
)

= 10ε+ 35(2 3) + 2(1 3 2) + 7(1 2) − 6(2 3)− 21ε =

= −11ε+ 7(1 2) + 29(2 3) + 2(1 3 2).

Якщо група G – абелева, то кiльце RG – комутативне. Якщо S

є пiдкiльцем R, то SG є пiдкiльцем RG. Крiм того, якщо H є

пiдгрупою G, то RH є пiдкiльцем RG.
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Вправи

1. Доведiть, що перетин пiдкiлець кiльця є пiдкiльцем.

2. Чи утворює пiдкiльце в кiльцi Mn(R) множина матриць S = {A ∈
Mn(R) : det(A) = ±1}?

3. Нехай 2M – це множина всiх пiдмножин множини M . Доведiть,

що множина 2M утворює кiльце вiдносно операцiй перетину ∩ i

симетричної рiзницi множин △.

4. Перевiрте мультиплiкативнiсть норми N(·), яка визначена на

квадратичному полi Q[
√
D] в прикладi 1.9.

§ 2 Дiльники нуля i оборотнi елементи

Дiльники нуля

Нехай R – довiльне кiльце.

Означення 5. Ненульовий елемент a ∈ R називається лiвим дiльником

нуля, якщо iснує ненульовий елемент b ∈ R такий, що ab = 0. Анало-

гiчно ненульовий елемент a ∈ R називається правим дiльником нуля,

якщо iснує ненульовий елемент b ∈ R такий, що ba = 0. Дiльником нуля

називається елемент, який є одночасно лiвим i правим дiльником нуля.

Означення 6. Комутативне кiльце з 1 6= 0 i без дiльникiв нуля назива-

ється областю цiлiсностi.

Для того, щоб довести, що комутативне кiльце з 1 6= 0 є областю

цiлiсностi, потрiбно розглянути рiвняння ab = 0 i довести, що a або b

дорiвнює нулю.

Приклади 2. 1. Кiльце Z є областю цiлiсностi.

2. Кожне поле є областю цiлiсностi. Дiйсно, якщо ab = 0 i a 6= 0,

то b = a−1ab = a−10 = 0. Отже, поля не мiстять дiльникiв нуля.

Зокрема, поля Q,R,C є областями цiлiсностi.
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3. В областi цiлiсностi будь-яке пiдкiльце з 1 6= 0 теж є областю

цiлiсностi. Зокрема, кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] i квадратичнi

кiльця Z[
√
D] є областями цiлiсностi, оскiльки вони є пiдкiльцями

поля комплексних чисел.

4. Кiльце многочленiв R[x] над областю цiлiсностi R теж є областю

цiлiсностi. Дiйсно, якщо f(x), g(x) ∈ R[x] – ненульовi многочлени

зi старшими коефiцiєнтами anx
n i bmx

m вiдповiдно, то многочлен

f(x)g(x) має старший коефiцiєнт anbmx
n+m. Оскiльки R – область

цiлiсностi, an 6= 0 i bm 6= 0, то i anbm 6= 0. Отже, f(x)g(x) 6= 0 i R[x]

не мiстить дiльникiв нуля.

Зокрема, кiльця Z[x],R[x] є областями цiлiсностi.

5. Кiльце Zn не завжди є областю цiлiсностi. Наприклад, в кiльцi Z6

виконується 2 · 3 = 0 i, отже, 2, 3 є дiльниками нуля.

Доведемо, що кiльце Zn є областю цiлiсностi тодi i лише тодi, коли

n – просте число. Припустимо, що n = ab для a, b ≥ 2. Тодi a, b 6= 0,

але a · b = n = 0. Бiльш загально, якщо НСД(a, n) = d > 1 i 1 < a <

n, то a є дiльником нуля, оскiльки ab = 0 для b = n
d
. Отже, Zn не є

областю цiлiсностi. Навпаки, нехай n – просте число i розглянемо

ненульовий елемент a. Тодi a i n взаємно простi i за узагальненим

алгоритмом Евклiда iснують u, v ∈ Z такi, що ua + vn = 1, тобто

u · a = 1. Отже, кожен ненульовий елемент має обернений. Значить

Zn є полем для простого n i, зокрема, областю цiлiсностi. Ми довели

бiльш сильний факт: Zn є полем ⇔ n – просте число.

6. Кiльце матриць Mn(R) мiстить дiльники нуля при n ≥ 2 i R 6= {0}.
Наприклад, в M2(Z) маємо

(

1 0

0 0

)

·
(

0 0

0 1

)

=

(

0 0

0 0

)

,

i, отже, матрицi в добутку є дiльниками нуля (опишiть всi дiльники

нуля!).
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7. Розглянемо кiльце функцiй RX для |X | ≥ 2 i R 6= {0}. Нехай f(x) ∈
RX – ненульова функцiя, яка приймає значення нуль в деякiй точцi

a ∈ X . Розглянемо функцiю g(x), яка дорiвнює нулю в усiх точках

крiм a. Тодi f(x)g(x) = 0 i, отже, f(x) є дiльником нуля.

Твердження 4. Комутативне кiльце R з 1 6= 0 є областю цiлi-

сностi тодi i лише тодi, коли в ньому можна скорочувати, тобто для

довiльних a, b, c ∈ R з умови ab = ac, a 6= 0, випливає b = c.

Доведення. Нехай R – область цiлiсностi. Якщо ab = ac для a 6= 0, то

ab−ac = a(b−c) = 0. Оскiльки в R немає дiльникiв нуля i a 6= 0, то b = c.

Навпаки, якщо в R виконується ab = 0 для a 6= 0, то з умови ab = 0 =

a0 випливає b = 0. Отже, R не мiстить дiльникiв нуля i тому є областю

цiлiсностi.

Теорема 5. Скiнченна область цiлiсностi є полем.

Доведення. Вiзьмемо довiльний елемент a ∈ R, a 6= 0. Потрiбно довести,

що iснує елемент b ∈ R такий, що ab = 1. Розглянемо вiдображення

R → R, x 7→ ax. Це вiдображення є iн’єктивним, оскiльки з умови ax = ay

випливає x = y за твердженням 4. Оскiльки |R| < ∞, то вiдображення

x 7→ ax також є сюр’єктивним (це стандартний факт, якщо X – скiнченна

множина, то вiдображення X → X є сюр’єктивним тодi i лише тодi, коли

воно є iн’єктивним). Отже, iснує b ∈ R, який вiдображається в одиницю

кiльця, тобто ab = 1. Звiдси випливає, що кожен ненульовий елемент має

обернений i R є полем.

Цiкаво, що для скiнченного кiльця комутативнiсть випливає з iсну-

вання обернених елементiв, тобто справедлива наступна теорема (без

доведення).

Теорема 6 (Веддерберн). Скiнченне тiло є полем.

Означення 7. Елемент a ∈ R називається нiльпотентним, якщо iснує

n ∈ N таке, що an = 0.

Перевiрте, що ненульовi нiльпотентнi елементи є дiльниками нуля.
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Оборотнi елементи

Нехай R – кiльце з 1 6= 0.

Означення 8. Елемент a ∈ R називається оборотним справа або лiвим

дiльником одиницi, якщо iснує b ∈ R такий, що ab = 1. Аналогiчно

елемент a ∈ R називається оборотним злiва або правим дiльником

одиницi, якщо iснує b ∈ R такий, що ba = 1.

Елемент a ∈ R, який є оборотним злiва i справа, називається оборо-

тним або дiльником одиницi.

Зауваження 3. 1. Елемент a ∈ R є оборотним тодi i лише тодi, коли

iснує b ∈ R такий, що ab = ba = 1 (доведiть).

2. Якщо ab = 1 = ca, то b = 1b = cab = c1 = c. Тобто, якщо a є

оборотним, то його обернений визначається однозначно i позначає-

ться a−1.

Твердження 7. Дiльники нуля не є оборотними.

Доведення. Нехай a ∈ R – оборотний елемент. Тодi, якщо ab = 0, то

b = 1b = a−1ab = a−10 = 0 i a не є лiвим дiльником нуля. Аналогiчно з

ba = 0 випливає b = b1 = baa−1 = 0a−1 = 0, i a не є правим дiльником

нуля.

Наслiдок 8. Кожне поле не мiстить дiльникiв нуля.

Твердження 9. Множина всiх оборотних елементiв кiльця утворює

групу вiдносно множення. Ця група позначається

R∗ = U(R) = {a ∈ R : a – оборотний}

i називається мультиплiкативною групою кiльця.

Доведення. Перевiримо аксiоми групи. Нехай a i b – оборотнi елементи.

Тодi ab · b−1a−1 = 1 i b−1a−1 · ab = 1. Отже, ab є оборотним i належить

множинi R∗. Множення є асоцiативним за означенням кiльця. Одиниця

кiльця є оборотним елементом i належить множинi R∗. Якщо елемент a є

оборотним, то i a−1 є оборотним (з оберненим a). Отже, R∗ є замкненим

вiдносно взяття обернених елементiв.
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Приклади 3. 1. В кiльцi Z оборотними елементами є 1 i −1, тобто

Z∗ = {±1} ∼= C2.

2. Розглядаючи дiльники нуля в кiльцi Zn, ми довели, що елемент

k є оборотним тодi i лише тодi, коли k i n взаємно простi. Отже,

мультиплiкативною групою кiльця Zn є група Z∗
n = {k : (k, n) =

1}. Зокрема, кожен ненульовий елемент кiльця Zn є або дiльником

нуля, або дiльником одиницi.

3. Нехай R – область цiлiсностi. Тодi мультиплiкативною групою

кiльця многочленiв R[x] є група R∗. Дiйсно, якщо p(x)q(x) = 1 в

R[x], то deg p(x) + deg q(x) = 0 i, отже, p(x), q(x) ∈ R. А оскiльки

p(x)q(x) = 1, то p(x), q(x) ∈ R∗.

Якщо R мiстить дiльники нуля, то це спостереження може не вико-

нуватись. Наприклад, в Z4[x] елемент 2x+ 1 є оборотним, оскiльки

(2x+ 1)2 = 1.

4. Мультиплiкативною групою кiльця матриць Mn(R) є загальна

лiнiйна група GLn(R).

5. В кiльцi функцiй R = {f : [a, b] → R} оборотними елементами є

функцiї f(x) такi, що f(x) 6= 0 для всiх x ∈ [a, b], з оберненою

функцiєю 1
f(x) .

6. Знайдемо оберненi в кiльцi цiлих гаусових чисел Z[i]. Для цього

використаємо норму N(a+bi) = a2+b2. Нехай α = a+bi – оборотний

елемент i αβ = 1 для деякого β ∈ Z[i]. Тодi

N(αβ) = N(α)N(β) = 1 ⇒ N(α) = a2 + b2 = 1 ⇒
⇒ a = ±1, b = 0 або a = 0, b = ±1.

Отже, (Z[i])∗ = {±1,±i}.
Аналогiчнi мiркування можна застосовувати в iнших квадратичних

кiльцях. Наприклад, в Z[
√

2] знаходження дiльникiв одиницi зводи-

ться до розв’язання рiвняння Пеля a2 − 2b2 = ±1 в цiлих числах.
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Вправи

1. Опишiть дiльники нуля, дiльники одиницi i нiльпотентнi елементи

в кiльцях Z40, Z[
√
−2], Z×Q, R[x], Z

[

2
15

]

, M2(R).

2. Нехай R – скiнченне кiльце i a ∈ R – не дiльник нуля. Доведiть, що

R є кiльцем з 1 i a є оборотним.

3. Нехай R – кiльце з 1. Доведiть, що сума довiльного нiльпотентного

i оборотного елементiв є оборотним елементом.

4. Нехай R – область цiлiсностi. Доведiть, що кiльце формальних

степеневих рядiв R[[x]] теж є областю цiлiсностi.

5. Опишiть всi областi цiлiсностi R, в яких a2 = 1 для всiх a ∈ R.

§ 3 Iдеали

Нехай R – кiльце.

Означення 9. Пiдкiльце I кiльця R називається лiвим iдеалом, якщо

ra ∈ I для всiх a ∈ I, r ∈ R (RI ⊂ I). Аналогiчно пiдкiльце I називається

правим iдеалом, якщо ar ∈ I для всiх a ∈ I, r ∈ R (IR ⊂ I).

Пiдкiльце I кiльця R називається iдеалом або двостороннiм iдеалом,

якщо I є лiвим i правим iдеалом.

Зрозумiло, що в комутативному кiльцi кожен лiвий iдеал є правим i

навпаки. Тому має сенс говорити тiльки про просто iдеали.

Як ми побачимо далi, iдеали в кiльцях вiдiграють роль подiбну до

нормальних пiдгруп в групах. Аналогiчно до критерiю пiдкiльця дово-

диться наступний критерiй iдеалу.

Твердження 10 (критерiй iдеалу). Непорожня пiдмножина I ⊂ R є

iдеалом тодi i лише тодi, коли

1) a− b ∈ I для всiх a, b ∈ I;

2) ra ∈ I i ar ∈ I для всiх a ∈ I, r ∈ R.
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Приклади 4. 1. В довiльному кiльцi R пiдмножини {0} i R завжди

є iдеалами, якi називаються тривiальними iдеалами. В кожному

полi є тiльки тривiальнi iдеали. Це випливає з того, що кожен нену-

льовий iдеал I мiстить деякий оборотний елемент a, а отже, i кожен

елемент кiльця: b = ba−1a ∈ I для всiх b. Аналогiчно доводиться, що

в будь-якому кiльцi, якщо iдеал мiстить деякий оборотний елемент,

то вiн спiвпадає з усiм кiльцем.

Iдеал I називається власним, якщо I 6= R.

2. Для кожного n пiдкiльце nZ є iдеалом в Z.

3. Взагалi кажучи, не кожне пiдкiльце є iдеалом. Наприклад, в кiльцi

матрицьM2(Z) множина дiагональних матриць є пiдкiльцем, але не

є iдеалом. Також лiвий iдеал не завжди є правим: в M2(Z) множини

I =

{(

a 0

b 0

)

: a, b ∈ Z
}

J =

{(

a b

0 0

)

: a, b ∈ Z
}

є лiвим i правим iдеалом вiдповiдно, але не є двостороннiми iдеа-

лами. Двостороннiми iдеалами є, наприклад, M2(nZ) для довiль-

ного n. Бiльш загально, якщо I – iдеал в R, то Mn(I) – iдеал в

Mn(R) (чи є iншi iдеали?).

4. Нехай R – комутативне кiльце з 1. Для довiльного a ∈ R множина

(a) = {ar : r ∈ R} є iдеалом в R, який мiстить a. Це випливає з

наступних тотожностей:

ar − ar′ = a(r − r′) ∈ I та (ar)r′ = a(rr′) ∈ I

для всiх r, r′ ∈ R. Наприклад, в Z маємо (3) = 3Z.

Властивостi iдеалiв

Твердження 11. Перетин довiльної родини (лiвих, правих) iдеалiв

кiльця R є (лiвим, правим) iдеалом.
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Доведення. Нехай {Iλ}λ∈Λ – родина iдеалiв в кiльцi R. Застосуємо

критерiй iдеалу до перетину I = ∩λ∈ΛIλ:

a, b ∈ I ⇒ a, b ∈ Iλ для всiх λ ∈ Λ

⇒ a− b, ar ∈ Iλ для всiх λ ∈ Λ, r ∈ R

⇒ a− b, ar ∈ I

Означення 10. Нехай A – довiльна пiдмножина кiльця R. Iдеал

(A) =
⋂

A⊂I, I – iдеал

I

називається iдеалом, породженим множиною A. Еквiвалентно, (A) – це

найменший (за включенням) iдеал, який мiстить A (зрозумiйте чому).

Iдеал, породжений одним елементом, називається головним. Iдеал,

породжений скiнченною множиною, називається скiнченно породженим.

Твердження 12 (будова головних iдеалiв). Нехай R – кiльце, a ∈ R i

A ⊂ R. Тодi:

1) (a) = {ra+as+na+r1as1+. . .+rmasm : r, s, ri, si ∈ R, n ∈ Z,m ∈ N};

2) якщо 1 ∈ R, то

(a) = RaR = {r1as1 + . . .+ rmasm : ri, si ∈ R,m ∈ N};

3) якщо 1 ∈ R i R – комутативне, то

(a) = aR = Ra = {ar : r ∈ R};

4) aR = {ar : r ∈ R} – правий iдеал;

Ra = {ra : r ∈ R} – лiвий iдеал;

5) якщо 1 ∈ R i R – комутативне, то

(A) = {r1a1 + . . .+ rnan : ri ∈ R, ai ∈ A, n ∈ N}.
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Доведення. Ми доведемо пункт 1), iншi пункти доводяться аналогiчно.

Зрозумiло, що оскiльки iдеал (a) мiстить елемент a, то вiн має мiстити

всi добутки ra, as, riasi, na та їх суми (ви зрозумiли, що таке na?). Отже,

множина з лiвого боку рiвностi, позначимо її I, мiститься в (a). З iншого

боку, неважко перевiрити, що множина I задовольняє критерiю iдеалу, i

сама є iдеалом. Оскiльки (a) – це найменший iдеал, що мiстить a, i a ∈ I,

то отримуємо (a) = I.

Приклади 5. 1. Нульовий iдеал в будь-якому кiльцi є головним:

(0) = {0}. Все кiльце не обов’язково є головним iдеалом (можна

взяти довiльний неголовний iдеал як саме кiльце, див. приклад 4

нижче). Але, якщо кiльце мiстить одиницю, то R = (1).

2. В кiльцi Z всi iдеали головнi, оскiльки кожен iдеал має вигляд nZ

i nZ = (n).

3. Аналогiчно в кiльцi многочленiв F [x] над полем F всi iдеали

головнi. Доведемо цей факт. Нехай I – нетривiальний iдеал в F [x],

тобто I 6= {0} i I 6= F [x]. Iдеал I мiстить деякий ненульовий

многочлен g(x) найменшого степеня. Причому g(x) не може бути

константою, оскiльки iнакше g(x) ∈ F ∗ є оборотним, i тодi I = F [x].

Отже, deg g(x) ≥ 1. Вiзьмемо довiльний ненульовий f(x) ∈ I i подi-

лимо f(x) на g(x) з остачею:

f(x) = g(x)q(x) + r(x), де r(x) ≡ 0 або deg r(x) < deg g(x).

Випадок deg r(x) < deg g(x) є неможливим, оскiльки r(x) = f(x) −
g(x)q(x) належить iдеалу I i не може мати степiнь менше g(x) за

вибором g(x). Отже, r(x) ≡ 0 i f(x) дiлиться на g(x). Звiдси маємо

I = (g(x)).

4. Вкажемо приклад не головного iдеалу. В кiльцi Z[x] розглянемо

iдеал

(2, x) = {2f(x) + xg(x) : f(x), g(x) ∈ Z[x]} =

= {2m+ a1x+ . . .+ anx
n : m, ai ∈ Z, n ∈ N}.
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Припустимо цей iдеал є головним i (2, x) = (a(x)) для деякого a(x) ∈
Z[x]. Оскiльки 2 ∈ (a(x)), то 2 = a(x)b(x) i, отже, a(x) ∈ {±1,±2}.
Якщо a(x) = ±1, то (1) = (−1) = Z[x] 6= (2, x). Якщо a(x) = ±2, то

(2) = (−2) = {2f(x) : f(x) ∈ Z[x]} 6∋ x i (2) 6= (2, x). Протирiччя.

Отже, iдеал (2, x) в кiльцi Z[x] не є головним.

Твердження 13. Нехай R – комутативне кiльце з 1 6= 0. Тодi R є

полем тодi i лише тодi, коли єдиними iдеалами в R є тривiальнi iдеали

{0} i R.

Доведення. В прикладi 4.1 ми довели твердження в один бiк: поле

мiстить тiльки тривiальнi iдеали. Навпаки, вiзьмемо ненульовий елемент

a ∈ R. Тодi iдеал (a) – ненульовий i, отже, має спiвпадати з R (iнших

iдеалiв немає). Оскiльки 1 ∈ R = (a), то iснує b ∈ R такий, що ab = 1.

Отже, кожен ненульовий елемент є оборотним, i R є полем.

Операцiї з iдеалами

Нехай I, J – iдеали кiльця R.

Означення 11. Сумою iдеалiв I i J називається множина I+J = {a+b :

a ∈ I, b ∈ J}.
Добутком iдеалiв I i J називається множина IJ = {a1b1 + . . .+ anbn :

ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N}.

Зауваження 4. Сума I +J – це найменший iдеал кiльця R, що мiстить

I i J . Дiйсно, неважко перевiрити, що I+J є iдеалом i I та J мiстяться в

I + J . З iншого боку, кожен iдеал, який мiстить I та J , повинен мiстити

суми a+ b для a ∈ I, b ∈ J , а отже, має мiстити I+J . Тому для головних

iдеалiв можна записати рiвнiсть (a) + (b) = (a, b).

Зауважимо, що для a ∈ I, b ∈ J добуток ab мiститься i в I, i в J , а

отже, i в перетинi I ∩ J . Зокрема, IJ ⊂ I ∩ J .

Твердження 14. Нехай I1, . . . , In – iдеали в кiльцi R. Тодi

1) I1 + I2 + . . .+ In i I1I2 . . . In – iдеали;

2) (I1I2)I3 = I1(I2I3);
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3) J(I1 + . . .+ In) = JI1 + . . .+ JIn, (I1 + . . .+ In)J = I1J + . . .+ InJ .

Доведення. 1) Достатньо довести для n = 2 та iдеалiв I, J . Застосуємо

критерiй iдеалу до суми I + J :

(a+ b) − (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) ∈ I + J,

r(a+ b) = ra+ rb ∈ I + J, (a+ b)r = ar + br ∈ I + J

для всiх a, a′ ∈ I, b, b′ ∈ J , r ∈ R. Аналогiчно для добутку IJ :

(a1b1 + . . .+ anbn) − (a′1b
′
1 + . . .+ a′mb

′
m) =

= a1b1 + . . .+ anbn + (−a′1)b′1 + . . .+ (−a′m)b′m ∈ I + J,

r(a1b1 + . . .+ anbn) = (ra1)b1 + . . .+ (ran)bn ∈ I + J,

(a1b1 + . . .+ anbn)r = a1(b1r) + . . .+ an(bnr) ∈ I + J

для всiх ai, a
′
i ∈ I, bi, b

′
i ∈ J , r ∈ R.

2),3) – самостiйно.

Приклади 6. В кiльцi Z виконується

nZ+mZ = dZ, nZ ∩mZ = lZ, nZ ·mZ = nmZ,

де d = НСД(n,m) i l = НСК(n,m). Для прикладу, розглянемо iдеали 6Z

i 10Z. Тодi

6Z+ 10Z = {6n+ 10m : n,m ∈ Z} = 2Z,

6Z · 10Z = {(6n1)(10m1) + . . .+ (6nk)(10mk) : ni,mi ∈ Z} = 60Z,

6Z ∩ 10Z = 30Z.

Вправи

1. Доведiть пункти 2)-5) твердження 12.

2. Нехай S – пiдкiльце кiльця R. Доведiть, що S ∩ I є iдеалом кiльця

S для кожного iдеалу I кiльця R. Наведiть приклад, коли не кожен

iдеал в S має вигляд S ∩ I для деякого iдеалу I в R.
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3. Нехай R – комутативне кiльце. Доведiть, що множина нiль-

потентних елементiв N(R) утворює iдеал. Наведiть приклад неко-

мутативного кiльця R, в якому N(R) не є iдеалом.

4. Нехай R – кiльце з 1. Доведiть, що кожен iдеал в кiльцi матриць

Mn(R) має вигляд Mn(I) для деякого iдеалу I в R.

5. Доведiть, що добуток двох скiнченно породжених iдеалiв в комута-

тивному кiльцi є скiнченно породженим iдеалом.

§ 4 Гомоморфiзми i факторкiльця

Нехай R i S – кiльця.

Означення 12. Вiдображення ϕ : R → S називається гомоморфiзмом

кiлець, якщо для всiх a, b ∈ R виконується

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) i ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Означення 13. Бiєктивний гомоморфiзм називається iзоморфiзмом.

Кiльця R i S називаються iзоморфними, позначається R ∼= S, якщо iснує

iзоморфiзм ϕ : R → S.

Iзоморфiзм R → R називається автоморфiзмом кiльця R.

Сюр’єктивний гомоморфiзм називається епiморфiзмом.

Iн’єктивний гомоморфiзм називається мономорфiзмом. Мономорфiзм

кiлець R → S також називається вкладенням R в S.

Гомоморфiзм кiлець також є гомоморфiзмом вiдповiдних адитивних

груп. Тому ми можемо застосовувати вiдомi теореми про гомоморфiзми

груп до гомоморфiзмiв кiлець. Так само, як в теорiї груп, важливу роль

вiдiграє ядро гомоморфiзму.

Означення 14. Ядром гомоморфiзму ϕ : R → S називається множина

Kerϕ = {r ∈ R : ϕ(r) = 0}.

Приклади 7. 1. Для кожного n ∈ N вiдображення ϕn : Z → Zn,

ϕn(a) = a mod n, є гомоморфiзмом кiлець з ядром nZ.
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2. Гомоморфiзм адитивних груп кiлець не обов’язково є гомо-

морфiзмом кiлець. Наприклад, розглянемо вiдображення ϕn : Z→
Z, визначене за правилом ϕn(a) = na (n ∈ Z). Вiдображення ϕn є

гомоморфiзмом адитивних груп для всiх n:

ϕn(a+ b) = n(a+ b) = na+ nb = ϕn(a) + ϕn(b).

Але ϕn(ab) = nab, а ϕn(a)ϕn(b) = n2ab. Отже, ϕn є гомоморфiзмом

кiлець тiльки, коли n2 = n, тобто n = 0, 1.

3. Вiдображення ϕ : R[x] → R, визначене за правилом ϕ(f(x)) = f(0),

є гомоморфiзмом кiлець:

ϕ(f(x) + g(x)) = (f + g)(0) = f(0) + g(0) = ϕ(f(x)) + ϕ(g(x)),

ϕ(f(x)g(x)) = (fg)(0) = f(0)g(0) = ϕ(f(x)) + ϕ(g(x)).

Бiльш загально, розглянемо кiльце функцiй RX = {f : X → R}
з множини X в кiльце R. Для кожної точки a ∈ X вiдображення

“обчислення в точцi”

ϕa : RX → R, ϕa(f(x)) = f(a)

є гомоморфiзмом кiлець (доводиться як i вище).

Твердження 15. Нехай ϕ : R → S – гомоморфiзм кiлець. Тодi

1) образ Imϕ є пiдкiльцем в S;

2) ядро Kerϕ є iдеалом в R.

Доведення. 1) Застосовуємо критерiй пiдкiльця: для всiх s1, s2 ∈ Imϕ

виконується

s1 = ϕ(r1)

s2 = ϕ(r2)
⇒ ϕ(r1 − r2) = s1 − s2 ∈ Imϕ

ϕ(r1r2) = s1s2 ∈ Imϕ
⇒ Imϕ — пiдкiльце.

2) Застосовуємо критерiй iдеалу: для всiх a1, a2 ∈ Kerϕ i r ∈ R вико-

нується
ϕ(a1) = ϕ(a2) = 0 ⇒ ϕ(a1 − a2) = 0 ⇒ r1 − r2 ∈ Kerϕ,

ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) = ϕ(r)0 = 0 ⇒ ra ∈ Kerϕ,

ϕ(ar) = ϕ(a)ϕ(r) = 0ϕ(r) = 0 ⇒ ar ∈ Kerϕ.

Отже, Kerϕ є iдеалом в кiльцi R.
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Факторкiльця

Нехай I – iдеал кiльця R. Тодi I є пiдгрупою адитивної групи кiльця

(R,+), а оскiльки остання група є абелевою за означенням кiльця, то

I є нормальною пiдгрупою. Ми можемо розглянути факторгрупу R/I,

елементами якої є класи сумiжностi a + I, a ∈ R, а операцiя додавання

визначається за правилом

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I.

Визначимо операцiю множення (a+ I)(b + I) = ab+ I.

Твердження 16. Група R/I з таким чином визначеною операцiєю

множення є кiльцем, яке називається факторкiльцем.

Якщо R – комутативне, то R/I теж комутативне.

Якщо R – кiльце з 1, то R/I теж кiльце з 1 = 1 + I.

Доведення. Перевiримо коректнiсть множення, тобто, що воно не зале-

жить вiд вибору представникiв класiв. Нехай a+I = a′+I i b+I = b′+I,

i нам потрiбно перевiрити, що a′b′+I = ab+I. Маємо a′ = a+ i i b′ = b+j

для деяких i, j ∈ I. Використовуючи властивостi iдеалiв, отримуємо

a′b′ + I = (a+ i)(b+ j) + I = ab+ aj + ib+ ij + I = ab+ I,

де остання рiвнiсть випливає з aj + ib + ij ∈ I. Звернiть увагу, що з

коректностi множення можна вивести означення iдеалу (як?).

Iншi властивостi перевiряються безпосередньо i залишаються як

вправа.

Як в теорiї груп iснує тiсний зв’язок мiж нормальними пiдгрупами i

гомоморфiзмами груп, так i в теорiї кiлець iдеали тiсно пов’язанi з гомо-

морфiзмами кiлець. Наступнi теореми є прямими аналогами вiдповiдних

теорем з теорiї груп (див. [3, Роздiл 4.2]).

Теорема 17 (Перша теорема про гомоморфiзм). 1. Якщо ϕ : R → S

– гомоморфiзм кiлець, то Imϕ ∼= R/Kerϕ.
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2. Якщо I – iдеал кiльця R, то вiдображення

π : R→ R/I, π(a) = a+ I

є сюр’єктивним гомоморфiзмом з ядром I, який називається кано-

нiчною проекцiєю з R на R/I або канонiчним епiморфiзмом.

Зокрема, множина iдеалiв в кiльцi R спiвпадає з множиною ядер гомо-

морфiзмiв, визначених на R.

Доведення. 1) З першої теореми про гомоморфiзм груп ми знаємо, що

вiдображення

ψ : R/Kerϕ→ Imϕ, ψ(a+ Kerϕ) = ϕ(a)

є iзоморфiзмом адитивних груп. Залишається перевiрити, що ψ зберiгає

множення:

ψ((a+ Kerϕ)(b + Kerϕ)) = ψ(ab+ Kerϕ) = ϕ(ab) =

= ϕ(a)ϕ(b) = ψ(a+ Kerϕ)ψ(b + Kerϕ).

Отже, ψ є iзоморфiзмом кiлець.

2) Аналогiчно з теорiї груп ми знаємо, що π є сюр’єктивним гомомор-

фiзмом адитивних груп з ядром I. Перевiряємо, що π зберiгає множення:

π(ab) = ab+ I = (a+ I)(b + I) = π(a)π(b).

Наступнi теореми доводяться по такiй самiй схемi. З теорiї груп

вiдомо, що результат виконується для адитивних груп кiлець, i просто

перевiряємо, що при цьому зберiгається множення.

Теорема 18 (Друга теорема про гомоморфiзм). Нехай J – пiдкiльце i I

– iдеал кiльця R. Тодi I + J – пiдкiльце R, I ∩ J – iдеал R i (I + J)/I ∼=
I/(I ∩ J).

Теорема 19 (Третя теорема про гомоморфiзм). Нехай I, J – iдеали

кiльця R i I ⊂ J . Тодi J/I – iдеал в R/I i (R/I)/(J/I) ∼= R/J .
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Теорема 20 (Теорема про вiдповiднiсть iдеалiв). Нехай I – iдеал кiльця

R. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж множинами

{Iдеали J в кiльцi R, що мiстять I} ↔ {Iдеали в R/I},

яка визначається за правилом J 7→ J/I. Зокрема, кожен iдеал в R/I

має вигляд J/I для деякого iдеалу J в R, що мiстить I.

Приклади 8. 1. З прикладу 7 ми знаємо, що ϕ : Z → Zn, ϕ(a) =

a mod n, є гомоморфiзмом кiлець з ядром Kerϕ = nZ. Отже, за

першою теоремою про гомоморфiзм маємо iзоморфiзм кiлець Zn
∼=

Z/nZ.

2. В полi F єдиними iдеалами є тривiальнi iдеали {0} i F . Отже,

факторкiльцями поля будуть лише F/{0} = F i F/F = {0}, i нiчого

цiкавого ми таким способом не отримуємо.

Аналогiчно, якщо ϕ : F → P – ненульовий гомоморфiзм полiв,

то ядро Kerϕ не спiвпадає з F . Отже, Kerϕ = {0} (iнших iдеалiв

немає) i ϕ є iн’єктивним. Тому для полiв має сенс говорити тiльки

про вкладення. В той же час, поля можна отримувати як фактор-

кiльця деяких кiлець.

3. Важливу роль в теорiї кiлець i полiв вiдiграють фактор-

кiльця кiльця многочленiв. Розглянемо, наприклад, факторкiльце

R[x]/(f(x)) кiльця R[x] по головному iдеалу (f(x)). Iдеал (f(x))

складається з усiх многочленiв, що дiляться на f(x). Тому якщо

deg f(x) = n, то в кожному класi сумiжностi g(x) + (f(x)) iснує

єдиний многочлен степеня < n – це в точностi остача при дiленнi

g(x) на f(x) (доведiть!). Многочлени степеня < n часто вибирають

у якостi представникiв класiв сумiжностi, i тодi факторкiльце запи-

сують у виглядi

R[x]/(f(x)) = {a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + (f(x)) : ai ∈ R}.

Також використовується позначення

a0 + a1x+ . . .+ an−1xn−1 = a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + (f(x)).

29



Сума таких многочленiв обчислюється стандартно (покоорди-

натно). При множеннi ми можемо отримати многочлен степеня ≥ n.

В цьому випадку додатково обчислюють остачу при дiленнi на f(x).

Наприклад, в R[x]/(x2 + 1) маємо

2 − 3x · 1 + 2x = 2 + x− 6x2 = 8 + x− 6(x2 + 1) = 8 + x.

А в кiльцi R[x]/(x2) виконується x · x = x2 = 0, тобто елемент x

є дiльником нуля. Отже, факторкiльце областi цiлiсностi може не

бути областю цiлiсностi.

4. Розглянемо кiльце C[a, b] неперервних дiйсних функцiй на вiдрiзку

[a, b]. Для кожного c ∈ [a, b] вiдображення

ϕ : C[a, b] → R, ϕ(f(x)) = f(c)

є сюр’єктивним гомоморфiзмом кiлець з ядром Kerϕ = {f(x) ∈
C[a, b] : f(c) = 0}. Отже, C[a, b]/Kerϕ ∼= R.

Аналогiчно в довiльному кiльцi функцiй RX виконується

RX/{f ∈ RX : f(c) = 0} ∼= R

для кожного c ∈ X .

5. Використаємо першу теорему про гомоморфiзм, щоб довести

R[x]/(x2 + 1) ∼= C. Для цього розглянемо гомоморфiзм

ϕ : R[x] → C, ϕ(f(x)) = f(i).

Оскiльки ϕ(a+ bx) = a+ bi для всiх a, b ∈ R, то ϕ є сюр’єктивним.

Знайдемо ядро Kerϕ. За означенням многочлен f(x) ∈ R[x] нале-

жить Kerϕ тодi лише тодi, коли f(i) = 0. Оскiльки f(x) має дiйснi

коефiцiєнти, то з f(i) = 0 випливає f(−i) = 0. Отже, f(x) має

дiлитися на (x − i)(x + i) = x2 + 1. I навпаки, якщо f(x) дiлиться

на x2 + 1, то f(i) = 0. Отже, ядро складається з многочленiв, якi

дiляться на x2 + 1, тобто спiвпадає з головним iдеалом (x2 + 1). За

першою теоремою про гомоморфiзм отримуємо R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
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6. Побудуємо матричне зображення поля комплексних чисел C. В

кiльцi M2(R) розглянемо пiдкiльце

S =

{(

a b

−b a

)

: a, b ∈ R
}

i визначимо вiдображення

ϕ : S → C, ϕ

((

a b

−b a

))

= a+ bi.

Неважко перевiрити, що ϕ є iзоморфiзмом.

7. НехайR – кiльце i I – iдеал в R. Тодi Mn(I) – iдеал в кiльцi матриць

Mn(R). Вiдображення ϕ : Mn(R) → Mn(R/I), яке дiє за правилом

(aij) 7→ (aij + I), є сюр’єктивним гомоморфiзмом з ядром Mn(I).

Отже, Mn(R)/Mn(I) ∼= Mn(R/I).

8. Опишемо факторкiльце Z[i]/(3+i). Для цього розглянемо гомомор-

фiзм

ϕ : Z→ Z[i]/(3 + i), ϕ(n) = n = n+ (3 + i).

В кiльцi Z[i]/(3 + i) виконується 3 + i = 0, i тому i = −3. Тодi

ϕ(a− 3b) = a− 3b = a+ −3b = a+ ib = a+ bi,

i, отже, ϕ є сюр’єктивним. Доведемо, що Kerϕ = 10Z. Оскiльки

10 = (3 + i)(3 − i), то 10Z ⊂ Kerϕ. Навпаки, якщо n ∈ Kerϕ, то n

дiлиться на 3 + i та iснують a, b ∈ Z такi, що

n = (3 + i)(a+ bi) = (3a− b) + i(a+ 3b).

Оскiльки n ∈ Z, то уявна частина з рiвностi має дорiвнювати нулю.

Отже, a = −3b i n = −10b ∈ 10Z. Таким чином, ми отримуємо,

що Z[i]/(3 + i) ∼= Z10. Також можна безпосередньо перевiрити, що

вiдображення

ψ : Z[i]/(3 + i) → Z10, ψ(a+ bi) = a− 3b
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є iзоморфiзмом кiлець (тут важливо, що 3
2

= −1, тобто 3 є коренем

з −1 в кiльцi в Z10, так само, як i в C). Можна описати i всi

факторкiльця кiльця цiлих гаусових чисел, але це не так просто

i ми не будемо цього робити. Зацiкавлений читач може почитати як

це робиться в роботi [6].

Вправи

1. Чи є слiд i детермiнант гомоморфiзмами кiльця Mn(R)?

2. Перевiрте, що вiдображення ϕ : S → C, визначене в прикладi 8.6.,

є iзоморфiзмом.

3. Побудуйте таблицю множення для факторкiльця Z2[x]/(x
2 + 1).

4. Доведiть, що кiльце M4(R) мiстить пiдкiльце iзоморфне тiлу

кватернiонiв H.

5. Чи iзоморфнi кiльця R[x]/(x2 − 1), R[x]/(x2 + 1) i R[x]/(x2)?

§ 5 Простi iдеали та максимальнi iдеали

На даний момент ми знаємо не так багато полiв: Q,Q[
√
D],R,C i Zp

для простого p. Крiм того, на вiдмiну вiд кiлець, де є конструкцiї фактор-

кiльця, прямого добутку, кiльця многочленiв, кiльця матриць, кiльця

функцiй тощо, якi дозволяють будувати новi кiльця з вже вiдомих, ми

не маємо конструкцiї, яка б дозволила будувати новi поля. Далi ми спро-

буємо зрозумiти, для яких iдеалiв факторкiльце є полем, що дозволить

будувати новi поля з кiлець.

Означення 15. Iдеал M кiльця R називається максимальним, якщо

M 6= R i єдиними iдеалами, що мiстять M , є M i R.

M ⊆ J ⊆ R ⇒ J = M або J = R

Не в кожному кiльцi iснують максимальнi iдеали, але в кiльцi з 1 6= 0

можна довести, використовуючи лему Цорна, що кожен iдеал мiститься

в максимальному iдеалi.
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Теорема 21. Нехай R – комутативне кiльце з 1 i M – iдеал в R. Тодi

M є максимальним тодi i лише тодi, коли факторкiльце R/M є полем.

Доведення. Щоб краще розiбратися, ми доведемо теорему двома спо-

собами. Перший спосiб буде оснований на теоремi про вiдповiднiсть

iдеалiв, а другий – за означенням.

Перше доведення. За теоремою 20 iснує взаємно однозначна вiдповiд-

нiсть мiж iдеалами в R, що мiстятьM , та iдеалами в R/M . За означенням

iдеал M є максимальним тодi i лише тодi, коли промiжнi iдеали тiльки

M та R. Це еквiвалентно умовi, що єдиними iдеалами в R/M є тривiальнi

iдеали {0+M} та R/M . За твердженням 13 це можливо тодi i лише тодi,

коли R/M є полем. Помiтимо, що M 6= R, оскiльки в полi R/M не менше

двох елементiв.

Друге доведення. Необхiднiсть. Нехай M – максимальний iдеал в

кiльцiR. КiльцеR/M є комутативним з 1 = 1+M , причому 1+M 6= 0+M ,

оскiльки M 6= R. Вiзьмемо ненульовий елемент a + M ∈ R/M (тобто

a 6∈M) i доведемо, що вiн має обернений.

Розглянемо множину J = {ra + m : r ∈ R,m ∈ M}. Тодi M  J .

Покажемо, що J – iдеал кiльця R. За критерiєм iдеалу маємо:

(r1a+m1) − (r2a+m2) = (r1 − r2)a+ (m1 −m2) ∈ J,

r′(ra +m) = r′ra+ r′m ∈ J

для всiх r, r′, ri ∈ R та mi ∈ M . Оскiльки iдеал M є максимальним, то

J = R. Отже, 1 ∈ J та iснують b ∈ R i m ∈M такi, що ba+m = 1. Тодi

1 +M = ab+m+M = ab+M = (a+M)(b+M).

Отже, b+M є оберненим до a+M , i R/M є полем.

Достатнiсть. Нехай факторкiльце R/M є полем. Тодi 0+M 6= 1+M

i, отже,M 6= R. Нехай J – iдеал в R iM  J . Вiзьмемо довiльний елемент

a ∈ J , a 6∈M . Тодi a+M 6= 0 +M i елемент a+M має обернений в полi

R/M : iснує b +M такий, що (a +M)(b +M) = ab +M = 1 +M . Отже,

iснує m ∈ M такий, що ab + m = 1. Але ab + m ∈ J за властивостями

iдеалiв. Отже, 1 ∈ J i J = R.
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Приклади 9. 1. В кiльцi Z iдеал nZ є максимальним тодi i лише

тодi, коли n – просте число, оскiльки тiльки в цьому випадку Z/nZ

є полем.

2. Розглянемо кiльце Z[i] i доведемо, що iдеал

M = (3) = {a+ bi ∈ Z[i] : a i b дiляться на 3}

є максимальним. Нехай M мiститься в деякому iдеалi J i M 6= J .

Вiзьмемо елемент a+bi ∈ J такий, що a або b не дiлиться на 3. Тодi

a2 + b2 теж не дiлиться на 3 (доведiть!). Отже, НСД(3, a2 + b2) = 1 i

iснують u, v ∈ Z такi, що 3u+ (a2 + b2)v = 1. За визначенням 3 ∈ J ,

а оскiльки J – iдеал, то i a2 + b2 = (a+ ib)(a− ib) ∈ J . Отже, 1 ∈ J i

J = Z[i]. Ми довели, що M – максимальний iдеал, а Z[i]/M є полем

(скiльки в ньому елементiв?).

Не для кожного простого числа p головний iдеал (p) в кiльцi Z[i]

є максимальним. Наприклад, iдеал (5) не є максимальним. Це

випливає з того, що 5 = (2 + i)(2 − i) i в факторкiльцi Z[i]/(5)

маємо дiльники нуля 2± i+(5). Пiзнiше ми опишемо всi такi простi

числа.

3. Iдеал (x) в R[x] є максимальним, оскiльки R[x]/(x) ∼= R – поле.

Але в Z[x] iдеал (x) – не максимальний, оскiльки Z[x]/(x) ∼= Z – не

поле; також можна вказати промiжний iдеал: (x) ⊂ (2, x) ⊂ Z[x].

Оскiльки Z[x]/(2, x) ∼= Z2 є полем, то iдеал (2, x) – максимальний.

Коли ми будемо вивчати поля, то доведемо, що кожне скiнченне

поле можна побудувати як факторкiльце кiльця Z[x] по деякому

максимальному iдеалу.

4. В кiльцi функцiй R = {f : [a, b] → Q} для кожної точки c ∈ [a, b]

iдеал

Mc = {f(x) ∈ R : f(c) = 0}

є максимальним, оскiльки R/Mc
∼= Q – поле.

Нехай R – комутативне кiльце.
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Означення 16. Iдеал I кiльця R називається простим, якщо I 6= R i

для довiльних a, b ∈ R з умови ab ∈ I випливає a ∈ I або b ∈ I.

ab ∈ I ⇒ a ∈ I або b ∈ I

Термiн “простий iдеал” пояснюється аналогiєю з наступною власти-

вiстю простих чисел: якщо просте число p дiлить добуток цiлих чисел

ab, то p дiлить a або b.

Теорема 22. Нехай R – комутативне кiльце з 1 i I – iдеал в R. Тодi I

є простим тодi i лише тодi, коли R/I є областю цiлiсностi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай I – простий iдеал. Кiльце R/I є кому-

тативним з 1 = 1 + I, причому 1 + I 6= 0 + I, оскiльки I 6= R. Шукаємо

дiльники нуля:

ab+ I = (a+ I)(b+ I) = 0 + I ⇒ ab ∈ I ⇒ a ∈ I або b ∈ I,

тобто a+ I = 0 + I або b+ I = 0 + I. Отже, дiльникiв нуля немає i R/I є

областю цiлiсностi.

Достатнiсть. Нехай R/I – область цiлiсностi. З умови 1 + I 6= 0 + I

випливає, що I 6= R. Нехай ab ∈ I для деяких a, b ∈ R. Тодi (a+I)(b+I) =

ab+ I = 0 + I, а оскiльки R/I не мiстить дiльникiв нуля, то a+ I = 0 + I

або b + I = 0 + I, iншими словами a ∈ I або b ∈ I. Отже, iдеал I –

простий.

Оскiльки кожне поле є областю цiлiсностi, ми отримуємо наступний

результат.

Наслiдок 23. Кожний максимальний iдеал в комутативному кiльцi з

1 є простим iдеалом.

Приклади 10. 1. В кiльце Z iдеал nZ є простим тодi i лише тодi,

коли n є простим числом або n = 0. Зокрема, додатне цiле число n

є простим тодi i лише тодi, коли nZ є простим iдеалом в Z. Це дає

пояснення слову “простий” в означеннi простого iдеалу.
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2. Як ми зауважили в попередньому прикладi, iдеал (x) в Z[x] не є

максимальним, але є простим, оскiльки Z[x]/(x) ∼= Z – область цiлi-

сностi. Також нульовий iдеал {0} є простим в Z[x], але не є макси-

мальним.

3. Розглянемо головнi iдеали (f(x)) в кiльцi многочленiв F [x] над

полем F . Якщо многочлен f(x) – незвiдний, то кожен много-

член g(x) 6∈ (f(x)) є взаємно простим з f(x). Отже, iснують

u(x), v(x) ∈ F [x] такi, що u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1. Тому в фактор-

кiльцi F [x]/(f(x)) маємо v(x) · g(x) = 1 i елемент g(x) є оборо-

тним. Отже, F [x]/(f(x)) є полем, а iдеал (f(x)) – максимальний

i простий. Навпаки, якщо iдеал (f(x)) є максимальним, то вiн є

простим. Якщо припустити, що f(x) – звiдний i f(x) = a(x)b(x), то

a(x)b(x) ∈ (f(x)). Звiдси отримуємо a(x) ∈ (f(x)) або b(x) ∈ (f(x)),

тобто f(x) дiлить a(x) або b(x). Отже, f(x) є незвiдним.

Наприклад, за основною теоремою алгебри маємо, що максимальнi

iдеали в C[x] мають вигляд (x−z) для z ∈ C. Цiкаво (i це не випад-

ково), що iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть z 7→ (x − z) мiж

C та множиною максимальних iдеалiв в C[x].

Вправи

1. Доведiть, що iдеал (2 + i) є максимальним в кiльцi Z[i].

2. Знайдiть всi максимальнi iдеали в кiльцi формальних степеневих

рядiв F [[x]] над полем F .

3. Нехай R – скiнченне комутативне кiльце з 1. Доведiть, що кожен

простий iдеал в R є максимальним.

4. Нехай P – простий iдеал в комутативному кiльцi R. Доведiть, що

якщо IJ ⊂ P для деяких iдеалiв I i J , то I ⊂ P або J ⊂ P .

5. Нехай R – комутативне кiльце з 1. Доведiть, що R мiстить точно

один простий iдеал тодi i лише тодi, коли кожен необоротний

елемент кiльця є нiльпотентним.
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§ 6 Китайська теорема про остачi

В цьому роздiлi всi кiльця будуть комутативними з 1 6= 0.

Означення 17. (Зовнiшнiм) прямим добутком кiлець R1, . . . , Rn нази-

вається множина R1 × . . .×Rn = {(a1, . . . , an) : ai ∈ Ri} з операцiями

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

Легко перевiрити, що R1 × . . . × Rn є комутативним кiльцем з 1.

Кожне кiльце Rk вкладається в прямий добуток, а також є гомоморфним

образом прямого добутку:

ık : Rk → R1 × . . .×Rn,

ak 7→ (0, . . . , ak, . . . , 0),

πk : R1 × . . .×Rn → Rk

(a1, . . . , an) 7→ ak

є iн’єктивним i сюр’єктивним гомоморфiзмом вiдповiдно. Образи

Ik = Im ık = {0} × . . .×Rk × . . .× {0}

є iдеалами в кiльцi R1 × . . .×Rn. З будови цих iдеалiв одразу видно, що

виконуються такi властивостi:

I1 + . . .+ In = R1 × . . .×Rn,

Ik ∩ (I1 + . . .+ Ik−1 + Ik+1 + . . .+ In) = {0} для всiх k = 1, . . . , n.

Наступне твердження показує, що цi властивостi повнiстю характери-

зують прямий добуток.

Твердження 24. Нехай I1, . . . , In – iдеали в кiльцi R такi, що

1) I1 + . . .+ In = R;

2) Ik ∩ (I1 + . . .+ Ik−1 + Ik+1 + . . .+ In) = {0} для k = 1, . . . , n.

Тодi R ∼= I1 × I2 × . . .× In.
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Доведення. З теорiї груп ми знаємо, що за умов 1), 2) вiдображення

ϕ : I1 × . . .× In → R, ϕ((a1, . . . , an)) = a1 + . . .+ an

є iзоморфiзмом адитивних груп. Залишається перевiрити, що ϕ зберiгає

множення. Зауважимо, що з умови 2) випливає Ii ∩ Ij = {0} при i 6= j.

Оскiльки для ai ∈ Ii, aj ∈ Ij виконується aiaj ∈ Ii ∩ Ij = {0}, то aiaj = 0.

Отже,

(a1 + . . .+ an)(b1 + . . .+ bn) = a1b1 + . . .+ anbn

i ϕ є гомоморфiзмом кiлець.

Якщо кiльце R i iдеали I1, . . . , In задовольняють умовам 1), 2) з твер-

дження, то кажуть, що R розкладається у (внутрiшнiй) прямий добуток

своїх iдеалiв I1, . . . , In.

Теорема 25 (Китайська теорема про остачi). Нехай I1, I2, . . . , In – iдеали

кiльця R. Тодi вiдображення

ϕ : R → R/I1 ×R/I2 × . . .×R/In,

r 7→ (r + I1, r + I2, . . . , r + In)

є гомоморфiзмом кiлець з ядром I1 ∩ I2 ∩ . . . ∩ In.

Якщо Ii + Ij = R для всiх i 6= j, то I1 ∩ I2 ∩ . . .∩ In = I1I2 . . . In i ϕ –

сюр’єктивне. Зокрема,

R/I1I2 . . . In ∼= R/I1 × R/I2 × . . .×R/In.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок n = 2. Нехай I = I1 i J = I2.

З означення факторкiльця одразу отримуємо, що вiдображення

ϕ : R→ R/I ×R/J ϕ(r) = (r + I, r + J)

є гомоморфiзмом. Знаходимо ядро:

Kerϕ = {r ∈ R : r + I = I i r + J = J} =

= {r ∈ R : r ∈ I, r ∈ J} = I ∩ J.
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Тi самi мiркування працюють для довiльного n. Нехай тепер I + J = R i

доведемо, що Imϕ = R. Оскiльки I+J = R i 1 ∈ R, то iснують a ∈ I, b ∈ J

такi, що a+ b = 1. Тодi

ϕ(a) = (a+ I, a+ J) = (I, 1 − b+ J) = (I, 1 + J),

ϕ(b) = (b + I, b+ J) = (1 − a+ I, b+ J) = (1 + I, J).

Для всiх (r1 + I, r2 + J) ∈ R/I ×R/J виконується

ϕ(r2a+ r1b) = ϕ(r2)ϕ(a) + ϕ(r1)ϕ(b) = (r2 + I, r2 + J)(I, 1 + J) +

+(r1 + I, r1 + J)(1 + I, J) = (I, r2 + J) + (r1 + I, J) =

= (r1 + I, r2 + J).

Отже, ϕ – сюр’єкцiя.

Перевiримо, що I ∩ J = IJ . Включення IJ ⊂ I ∩ J виконується для

iдеалiв завжди. Навпаки, нехай c ∈ I ∩ J . Тодi c = c · 1 = ca + cb ∈ IJ .

Отже, I ∩ J ⊂ IJ .

За iндукцiєю випадок довiльного n зводиться до n = 2 i двох

iдеалiв I1 та I2 . . . In. Потрiбно тiльки довести, що виконується умова

I1 + I2I3 . . . In = R. Оскiльки I1 + Ij = R, то aj + bj = 1 для деяких

aj ∈ I1 i bj ∈ Ij . Тодi

1 = (a2 + b2) · . . . · (an + bn) = a+ b2 · · · bn,

де a ∈ I1. Отже, iдеал I1 + I2 . . . In мiстить одиницю i збiгається з R.

Зауваження 5. Умову 1 ∈ R можна замiнити на R2 +Ik = R для всiх k.

Iдеали I та J кiльця R, для яких I + J = R, називаються взаємно

простими. Назва пояснюється наступним спостереженням: в кiльцi Z

головнi iдеали (n) i (m) є взаємно простими тодi i лише тодi, коли числа

n i m є взаємно простими.

Наслiдок 26. Нехай n = pn1

1 pn2

2 . . . pnk

k – канонiчний розклад у добуток

простих. Тодi маємо iзоморфiзм кiлець

Z/nZ ∼= Z/pn1

1 Z× Z/pn2

2 Z× . . .× Z/pnk

k Z
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та iзоморфiзм вiдповiдних мультиплiкативних груп

(Z/nZ)
∗ ∼= (Z/pn1

1 Z)
∗ × (Z/pn2

2 Z)
∗ × . . .× (Z/pnk

k Z)
∗
.

Або в iнших позначеннях: Z∗
n
∼= Z∗

p
n1

1

× Z∗
p

n2

2

× . . .× Z∗
p

nk
k

.

Доведення. Розглянемо iдеали I1 = pn1

1 Z, . . . , Ik = pnk

k Z в кiльцi Z.

Згадаємо, що aZ + bZ = НСД(a, b)Z. Оскiльки НСД(pni

i , p
nj

j ) = 1 при

i 6= j, то Ii + Ij = Z, i виконуються умови попередньої теореми. Маючи

I1 . . . Ik = I1∩ . . .∩Ik = nZ i застосувавши теорему, отримуємо потрiбний

результат.

Наслiдок 27 (Класична китайська теорема про остачi). Нехай

n1, n2, . . . , nk – взаємно простi натуральнi числа, тобто НСД(ni, nj) =

1 при i 6= j. Тодi для довiльних цiлих чисел a1, a2, . . . , ak ∈ Z система

конгруенцiй

x ≡ a1 mod n1

x ≡ a2 mod n2

...

x ≡ ak mod nk

має розв’язок в Z, який визначається однозначно по модулю n =

n1n2 . . . nk.

Розв’язок можна знайти за допомогою наступного алгоритму. Покла-

демо n = n1n2 . . . nk.

1. Обчислюємо n′
i = n

ni
= n1 . . . ni−1ni+1 . . . nk для i = 1, . . . , k.

2. Знаходимо ti ∈ Z таке, що tin
′
i ≡ 1 mod ni, тобто ti є оберненим

до n′
i в кiльцi Zni

(i = 1, . . . , k). Це можна зробити, оскiльки

НСД(ni, n
′
i) = 1 i, отже, n′

i є оборотним в Zni
.

3. Тодi розв’язком є x = a1t1n
′
1 + a2t2n

′
2 + . . .+ aktkn

′
k mod n.

Перевiряємо: x ≡ aitin
′
i ≡ ai mod ni для всiх i.
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Приклади 11. Розв’яжемо систему конгруенцiй










x ≡ 2 mod 3

x ≡ 2 mod 4

x ≡ 3 mod 5

.

За алгоритмом отримуємо: n = 60, n′
1 = 20, n′

2 = 15, n′
3 = 12.

20t1 ≡ 1 mod 3 ⇒ 2t1 ≡ 1 mod 3 ⇒ t1 ≡ 2 mod 3,

15t2 ≡ 1 mod 4 ⇒ 3t2 ≡ 1 mod 4 ⇒ t2 ≡ 3 mod 4,

12t3 ≡ 1 mod 5 ⇒ 2t3 ≡ 1 mod 5 ⇒ t3 ≡ 3 mod 5.

Отже, x ≡ 2 · 2 · 20 + 2 · 3 · 15 + 3 · 3 · 12 ≡ 278 ≡ 38 mod 60.

Вправи

1. Нехай Ik – iдеал в кiльцi Rk для k = 1, . . . , n. Доведiть, що I1 ×
. . .× In є iдеалом в прямому добутку R1 × . . .×Rn. Доведiть, якщо

всi Rk є кiльцями з 1, то кожен iдеал в R1 × . . . × Rn має вигляд

I1 × . . .× In. Наведiть приклад двох кiлець R1, R2 (без одиницi) та

iдеалу I в R1 × R2, який не можна представити у виглядi I1 × I2

для деяких iдеалiв I1, I2.

2. Розв’яжiть рiвняння x4 + 12x3 + 3x2 + 8 ≡ 0 mod 20.

§ 7 Подiльнiсть в кiльцях

Основна вiдмiннiсть полiв вiд кiлець полягає в тому, що в полях

довiльний елемент можна подiлити на довiльний ненульовий елемент. В

кiльцях ситуацiя з подiльнiстю бiльш цiкава. Однi елементи дiляться на

iншi, може iснувати дiлення з остачею, або кожен елемент може розкла-

датися у добуток простих. Розглядаючи можливi узагальнення дiлення

з остачею, видiляють кiлька важливих класiв кiлець. Серед них евклi-

довi кiльця, кiльця голових iдеалiв i факторiальнi кiльця, якi ми будемо

вивчати в цьому роздiлi.

Всi кiльця в цьому роздiлi будемо вважати комутативними.
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7.1 Евклiдовi кiльця

Такi вiдомi областi цiлiсностi як кiльце цiлих чисел Z та кiльце много-

членiв F [x] над полем F мають певнi спецiальнi властивостi, якi не роздi-

ляють всi областi цiлiсностi. Наприклад, в цих кiльцях iснує дiлення з

остачею та алгоритм Евклiда. Наступне означення видiляє клас кiлець з

цiєю властивiстю.

Означення 18. Область цiлiсностi R називається евклiдовим кiльцем,

якщо iснує функцiя N : R \ {0} → N ∪ {0} така, що:

1) для всiх ненульових a, b ∈ R виконується N(a) ≤ N(ab);

2) для всiх a, b ∈ R i b 6= 0 iснують q, r ∈ R такi, що

a = qb + r i r = 0 або N(r) < N(b).

Функцiя N(·) називається евклiдовою нормою.

Зауваження 6. 1. Можна показати, що умова 1) є зайвою: якщо в

областi цiлiсностi iснує норма з властивiстю 2), то iснує норма з

властивостями 1) i 2) (доведiть!).

2. Умову 2) можна переформулювати в термiнах iдеалiв: для кожного

ненульового головного iдеалу I = (b) в кiльцi R кожен ненульовий

клас в факторкiльцi R/I має представника r з N(r) < N(b).

Приклади 12. 1. Кожне поле F є евклiдовим кiльцем. Норму можна

визначити як N(a) = 0 для всiх a ∈ F . Умова 1) очевидно виконує-

ться, а умова 2) випливає з того, що кожен елемент можна подiлити

без остачi на довiльний ненульовий елемент: a = (ab−1)b+ 0.

2. Кiльце Z є евклiдовим кiльцем з нормою N(a) = |a|. Подiливши

довiльне цiле число a з остачею на ненульове число b, отримаємо a =

qb+ r, де r = 0 або |r| < |b|. Зауважте, що q, r можуть визначатися

не однозначно. Наприклад, 5 = 2 · 2 + 1 = 3 · 2 + (−1).
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3. Кiльце многочленiв F [x] над довiльним полем F є евклiдовим

кiльцем. Норма многочлена f(x) ∈ F [x] визначається як N(f(x)) =

deg f(x). Алгоритм дiлення з остачею дає нам f(x) = q(x)g(x)+r(x),

де r(x) ≡ 0 або deg r(x) < deg g(x).

4. Кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] = {a + bi : a, b ∈ Z} є евклiдовим

кiльцем. Доведемо це. Визначимо нормуN(a+bi) = a2+b2 = |a+bi|2
як квадрат модуля комплексного числа. Використавши мультиплi-

кативнiсть модуля, отримуємо:

N((a+ bi)(c+di)) = |(a+ bi)(c+di)|2 = |a+ bi|2 · |c+di|2 ≥ N(a+ bi),

де останню нерiвнiсть ми отримали з |c + di|2 = c2 + d2 ≥ 1 для

ненульового c+di ∈ Z[i]. Перевiримо другу умову. Нехай α = a+bi ∈
Z[i], β = c+ di ∈ Z[i], β 6= 0. Подiлимо α на β в полi C ⊃ Z[i]:

α

β
=
a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i = r + si,

де r, s ∈ Q – це вiдповiдно дiйсна та уявна частини числа. Набли-

зимо r i s цiлими числами n i m так, що |r−n| ≤ 1/2 i |s−m| ≤ 1/2.

Тодi α = (n + mi)β + γ для деякого γ ∈ Z[i]. Перевiримо, що

N(γ) < N(β):

γ = α− (n+mi)β = ((r − n) + (s−m)i)β ⇒
N(γ) = N((r − n) + (s−m)i)N(β) ≤

≤
(

(r − n)2 + (s−m)2
)

N(β) ≤

≤
(

1

22
+

1

22

)

N(β) ≤ 1

2
N(β) < N(β).

Отже, N(·) є евклiдовою нормою, а Z[i] – евклiдовим кiльцем.

Аналогiчне доведення працює i для кiльця Z[
√
−2]. Але, наприклад,

кiльце Z[
√
−5] – не евклiдове. Для того, щоб це показати, за означе-

нням, потрiбно довести, що на кiльцi не можна визначити евклiдову

норму. Напряму це довести може бути складно. Тому часто вико-

ристовують властивостi характернi для евклiдових кiлець. Якщо

кiльце не має такої властивостi, то воно – не евклiдове.
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Теорема 28. Кожен iдеал в евклiдовому кiльцi є головним.

Доведення. Нехай R – евклiдове кiльце i I – iдеал в R. Якщо I = {0}, то

I = (0) i iдеал головний. Нехай I 6= {0}, i знайдемо ненульовий елемент

b ∈ I, який має найменшу норму, тобто N(b) = min{N(a) : a ∈ I, a 6= 0}.
Очевидно (b) ⊂ I. Доведемо, що I ⊂ (b). Вiзьмемо довiльний елемент

a ∈ I i подiлимо з остачею на b:

a = qb+ r, де r = 0 або N(r) < N(b).

Оскiльки a ∈ I i qb ∈ I, то r = a − qb ∈ I. З вибору елемента b i умови

N(r) < N(b) випливає r = 0. Отже, a = qb ∈ (b) i I = (b).

7.2 Кiльця головних iдеалiв

Означення 19. Область цiлiсностi, в якiй кожен iдеал є головним, нази-

вається кiльцем головних iдеалiв.

Приклади 13. 1. Евклiдовi кiльця є кiльцями головних iдеалiв за

теоремою 28. Зокрема, в кiльцi Z[i] всi iдеали головнi.

2. В кiльцi Z[x] iдеал (2, x) не є головним (див. приклад 5). Отже, Z[x]

не є кiльцем головних iдеалiв i не є евклiдовим кiльцем.

3. Повернемося до кiльця Z[
√
−5] i доведемо, що воно не є кiльцем

головних iдеалiв. Дiйсно, розглянемо норму N(a+b
√
−5) = a2+5b2,

яка є мультиплiкативною (але не евклiдовою). Розглянемо iдеал

I = (2, 1 +
√
−5) i доведемо, що вiн не головний. Зауважимо, що

нормиN(2) = 4 iN(1+
√
−5) = 6 дiляться на 2, тому норма кожного

елемента iдеалу дiлиться на 2. Зокрема, I 6= Z[
√
−5]. Припустимо

цей iдеал є головним i I = (a+b
√
−5) для деяких a, b ∈ Z. Оскiльки

2 ∈ (a+ b
√
−5), то отримуємо:

2 = α(a+ b
√
−5) для деякого α ∈ Z[

√
−5] ⇒

4 = N(2) = N(α)(a2 + 5b2) ⇒ a2 + 5b2 = 1, 2 або 4.

Розглянемо цi випадки. Якщо a2 + 5b2 = 1, то a + b
√
−5 = ±1 i

I = Z[
√
−5]; протирiччя. Рiвняння a2 + 5b2 = 2 не має розв’язкiв в
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цiлих числах (доведiть!). Якщо a2 + 5b2 = 4, то N(α) = 1 i α = ±1.

Тодi a+ b
√
−5 = ±2, але 1 +

√
−5 6∈ (2); протирiччя. Отже, iдеал I

– не головний.

Нагадаємо, що кожен максимальний iдеал в комутативному кiльцi з 1

є простим (див. наслiдок 23). Простий iдеал – не завжди максимальний.

Наприклад, в Z нульовий iдеал – не максимальний. Але всi ненульовi

простi iдеали в Z є максимальними. Ця властивiсть виконується для всiх

кiлець головних iдеалiв.

Твердження 29. Кожен ненульовий простий iдеал в кiльцi головних

iдеалiв є максимальним.

Доведення. Нехай (p) – ненульовий простий iдеал в кiльцi головних

iдеалiв R. Нехай (p) ⊂ (a), i нам потрiбно довести, що (a) = (p) або

(a) = R. Оскiльки p ∈ (a), то p = ar для деякого r ∈ R. Тодi ar ∈ (p)

i з простоти iдеалу (p) випливає, що a ∈ (p) або r ∈ (p). Якщо a ∈ (p),

то (a) = (p). Якщо r ∈ (p), то r = ps для деякого s ∈ R. Пiдставляємо в

p = ar i отримуємо p = ra = psa. Оскiльки R – область цiлiсностi, то ми

можемо скоротити p i отримуємо sa = 1. Отже, a ∈ R∗ i (a) = R.

Нагадаємо, що кiльце многочленiв F [x] над полем F є евклiдовим

кiльцем, а отже, i кiльцем головних iдеалiв. В той же час, кiльце Z[x] не

є кiльцем головних iдеалiв.

Наслiдок 30. Якщо кiльце многочленiв R[x] є кiльцем головних iдеалiв,

то R є полем.

Доведення. Кiльце R є пiдкiльцем R[x]. Оскiльки R[x] – область цiлi-

сностi, то i R – область цiлiсностi. За теоремою 22 iдеал (x) є ненульовим

простим iдеалом, оскiльки R[x]/(x) ∼= R – область цiлiсностi. За попере-

днiм твердженням, (x) є максимальним iдеалом. Отже, за теоремою 21

факторкiльце R[x]/(x) ∼= R є полем.

Твердження 31. В кiльцi головних iдеалiв R довiльний зростаючий

ланцюг iдеалiв I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . стабiлiзується, тобто iснує n таке,

що In = In+1 = . . ..
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Доведення. Доведемо, що I = ∪∞
i=1Ii є iдеалом в R. Якщо a, b ∈ I, то

a ∈ Ii та b ∈ Ij для деяких i, j ∈ N. Можна вважати i ≤ j. Тодi a, b ∈ Ij i

тому a− b ∈ Ij ⊂ I. Також ra ∈ Ij ⊂ I для всiх r ∈ R. Отже, I – iдеал.

Оскiльки R – кiльце головних iдеалiв, то iснує елемент a ∈ R для

якого I = (a). Iснує n ∈ N таке, що a ∈ In i тому In = I = (a). Зокрема,

In = In+1 = . . ..

Зауваження 7. Не кожне кiльце головних iдеалiв є евклiдовим кiльцем.

Прикладом є кiльце Z[1+
√
−19

2 ], доведення можна знайти в [7, ст. 282].

Властивiсть бути кiльцем головних iдеалiв можна охарактеризувати

через iснування спецiальної норми на кiльцi, схожу на евклiдову норму,

яка називається нормою Дедекiнда-Хассе. Детальнiше про це можна

прочитати в [7, Роздiл 8.2].

Вправи

1. Доведiть, що кiльце Z[
√

2] є евклiдовим кiльцем.

2. Доведiть, що кiльце Z[
√
−3] не є кiльцем головних iдеалiв.

3. Нехай R – область цiлiсностi, в якiй кожен спадний ланцюг iдеалiв

стабiлiзується. Доведiть, що R – поле.

4. Доведiть, що факторкiльце кiльця головних iдеалiв за простим

iдеалом є кiльцем головних iдеалiв.

5. Доведiть, що кiльце Z[−1+
√
−3

2 ] є евклiдовим кiльцем.

7.3 Подiльнiсть в кiльцях

Нехай R – комутативне кiльце.

Означення 20. Кажуть, що ненульовий елемент b ∈ R дiлить елемент

a ∈ R, якщо iснує x ∈ R такий, що a = bx. Позначають b | a.
Елементи a, b ∈ R називають асоцiйованими, якщо a | b i b | a.

Одразу з означення випливають такi властивостi вiдношення подiль-

ностi.
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Твердження 32. 1. Якщо a | b i b | c, то a | c.

2. Якщо a | b i a | c, то a | (b± c).

3. Якщо a | b, то a | br для всiх r ∈ R.

4. Елемент u є оборотним тодi i лише тодi, коли u | 1.

Твердження 33. Нехай R – комутативне кiльце з 1 i a, b, u ∈ R. Тодi

1) b | a тодi i лише тодi, коли (a) ⊂ (b);

2) a i b є асоцiйованими тодi i лише тодi, коли (a) = (b);

3) вiдношення асоцiйованостi є вiдношенням еквiвалентностi;

4) якщо a = bu для u ∈ R∗, то a i b – асоцiйованi;

5) якщо R – область цiлiсностi, то a i b – асоцiйованi тодi i лише

тодi, коли iснує u ∈ R∗ такий, що a = bu.

Доведення. 1) Згадаємо, що в комутативному кiльцi з 1 головний iдеал

складається з елементiв (b) = {br : r ∈ R}. Отже, a = bx для деякого

x ∈ R тiльки, коли a ∈ (b), що еквiвалентно (a) ⊂ (b).

2) випливає з 1).

3) випливає з 2).

4) Якщо a = bu для u ∈ R∗, то b = au−1. Отже, a | b i b | a, i елементи

a, b асоцiйованi.

5) Нехай R – область цiлiсностi. Нехай a i b – асоцiйованi та можемо

вважати, що вони ненульовi. Iснують x, y ∈ R такi, що a = bx i b = ay.

Тодi

a = ayx ⇒ a(1 − yx) = 0, a 6= 0 ⇒ 1 − yx = 0 ⇒ xy = 1.

Отже, x, y є оборотними елементами, що i потрiбно було довести.
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7.4 Найбiльший спiльний дiльник

Нехай R – комутативне кiльце.

Означення 21. Найбiльшим спiльним дiльником елементiв a, b ∈ R

(одночасно не рiвних нулю) називається ненульовий елемент d ∈ R такий,

що

1) d | a i d | b (тобто d є спiльним дiльником a i b);

2) якщо d′ | a i d′ | b для d′ ∈ R, то d′ | d.

Позначають НСД(a, b).

Нехай R – кiльце з 1. Найбiльший спiльний дiльник можна визначити

на мовi iдеалiв таким чином. Нехай (a, b) – iдеал породжений елементами

a i b. Тодi елемент d є НСД(a, b), якщо

1) (a, b) ⊂ (d);

2) якщо (a, b) ⊂ (d′) для d′ ∈ R, то (d) ⊂ (d′).

З цього переформулювання означення одразу випливає наступне

твердження.

Твердження 34. Нехай R – комутативне кiльце з 1. Якщо для нену-

льових елементiв a, b ∈ R iдеал (a, b) є головним i (a, b) = (d), то d є

НСД(a, b).

Тому часто найбiльший спiльний дiльник позначається так само як

iдеал породжений елементами a, b, тобто через (a, b).

Твердження 35. Нехай R – область цiлiсностi. Якщо d i d′ –

найбiльшi спiльнi дiльники елементiв a i b, то iснує u ∈ R∗ такий,

що d′ = du. Зокрема, якщо для елементiв a, b iснує найбiльший спiльний

дiльник, то вiн визначається однозначно з точнiстю до асоцiйованостi.

Доведення. З означення найбiльшого спiльного дiльника маємо (d) = (d′)

i можемо застосувати твердження 33.
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Наслiдок 36. Нехай R – кiльце головних iдеалiв i a, b ∈ R, a, b 6= 0.

Нехай головний iдеал (a, b) породжується елементом d. Тодi:

1) d є НСД(a, b) i визначається однозначно з точнiстю до множення

на оборотний в R;

2) d є R-лiнiйною комбiнацiєю елементiв a i b, тобто iснують x, y ∈
R такi, що d = ax+ by.

Приклади 14. 1. В Z найбiльшим спiльним дiльником чисел 6 i 10 є

±2. В термiнах iдеалiв маємо (6, 10) = (2) = (−2).

2. В кiльцi Q[x] найбiльшим спiльним дiльником многочленiв x2 − 2x

та x3 + x є многочлени ax для всiх a ∈ Q∗.

3. Найбiльший спiльний дiльник може не iснувати. Наприклад,

розглянемо кiльце парних чисел 2Z = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}.
Число 2 взагалi не має дiльникiв в 2Z! Тому числа 2 i 4 не мають

найбiльшого спiльного дiльника.

Iнший приклад. Розглянемо елементи 4 i 2 + 2
√
−3 кiльця Z[

√
−3].

Знаходимо дiльники числа 4: ±1, ±2, ±1 ±
√
−3, ±4. Перевiряємо,

якi з них дiлять число 2 + 2
√
−3 i, таким чином, знаходимо спiльнi

дiльники: ±1,±2,±1 ±
√
−3. Серед спiльних дiльникiв немає дiль-

ника, який би дiлився на решту дiльникiв: числа ±1,±1 ±
√
−3 не

дiляться на 2, а ±2 не дiляться на 1+
√
−3. Отже, НСД(4, 2+2

√
−3)

в кiльцi Z[
√
−3] не iснує.

4. Як ми побачили в твердженнi 34, якщо iдеал, породжений елемен-

тами a i b, є головним, то найбiльший спiльний дiльник НСД(a, b)

iснує. Але НСД(a, b) може iснувати, навiть якщо цей iдеал – не

головний. Наприклад, в кiльцi Z[x] iдеал (2, x) – не головний. Спiль-

ними дiльниками 2 i x є тiльки ±1, i тому 1 є НСД(2, x). Або в

термiнах iдеалiв: iдеал (2, x) є максимальним, i тому Z[x] = (1) є

єдиним головним iдеалом, що мiстить (2, x). В той же час (1) 6=
(2, x).
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Кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв, i тому в евклi-

дових кiльцях найбiльший спiльний дiльник iснує для довiльної пари

елементiв. Бiльш того, в евклiдових кiльцях найбiльший спiльний

дiльник можна знайти алгоритмiчно за допомогою алгоритму Евклiда.

Теорема 37 (Алгоритм Евклiда). Нехай R – евклiдове кiльце i a, b ∈ R,

a, b 6= 0. Послiдовно подiлимо з остачею:

a = q0b+ r0, N(b) > N(r0),

b = q1r0 + r1, N(r0) > N(r1),

r0 = q2r1 + r2, N(r1) > N(r2),

...

rn−2 = qnrn−1 + rn, N(rn−1) > N(rn),

rn−1 = qn+1rn,

де rn – це остання ненульова остача. Тодi d = rn є найбiльшим спiльним

дiльником елементiв a i b.

НСД(a, b) = остання ненульова остача.

Доведення. Згiдно наслiдку 36, достатньо довести, що (d) = (a, b). З попе-

реднiх рiвностей послiдовно отримуємо

d | rn, d | qn+1rn = rn−1, d | qnrn−1 + rn = rn−2, . . . d | b, d | a.

Отже, (d) ⊃ (a, b). Навпаки, виражаємо остачi i отримуємо:

r0 = a− q0b ∈ (a, b), r1 = b − q1r0 ∈ (a, b), . . . , rn = d ∈ (a, b).

Отже, (d) ⊂ (a, b), що i потрiбно було довести.

Звернiть увагу, що алгоритм Евклiда дозволяє не тiльки знайти

найбiльший спiльний дiльник, а i його R-лiнiйне зображення d = ax+ by.

Для цього потрiбно послiдовно виражати d через попереднi остачi:

d = rn−2 − qnrn−1 = rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2) =

= −qnrn−3 + (1 + qnqn−1)rn−2 = . . . = ax+ by.
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Вправи

1. Знайдiть НСД елементiв 8 − 6i i 1 − 7i кiльця Z[i].

2. Чи iснує НСД елементiв 1 + 4
√
−3 i 2 +

√
−3 кiльця Z[

√
−3]?

7.5 Факторiальнi кiльця

В множинi натуральних чисел N важливу роль вiдiграють простi числа.

Вiдомо, що кожне число розкладається у добуток простих, причому одно-

значно з точнiстю до порядку множникiв. В кiльцi многочленiв F [x] над

полем F роль простих чисел вiдiграють незвiднi (нерозкладнi) много-

члени i кожен многочлен розкладається у добуток незвiдних. Визначимо

поняття простого i нерозкладного елемента в довiльнiй областi цiлiсностi.

Нехай R – область цiлiсностi.

Означення 22. Елемент r ∈ R називається нерозкладним, якщо

1) r – ненульовий i необоротний;

2) з умови r = ab для деяких a, b ∈ R випливає, що a або b є оборотним.

Ненульовий необоротний елемент r ∈ R називається розкладним, якщо

вiн розкладається у добуток r = ab, де a i b – необоротнi.

Означення 23. Ненульовий елемент p ∈ R називається простим, якщо

iдеал (p) є простим iдеалом. Iншими словами, ненульовий елемент p є

простим тодi i лише тодi, коли

1) p не є оборотним;

2) якщо p | ab для деяких a, b ∈ R, то p | a або p | b.

Твердження 38. В областi цiлiсностi кожен простий елемент є

нерозкладним.

Доведення. Нехай (p) – простий iдеал i p = ab. Тодi ab ∈ (p) i з означення

простого iдеалу маємо, що a ∈ (p) або b ∈ (p). Можна вважати a ∈ (p) i,

отже, a = pr для деякого r ∈ R. Тодi p = ab = prb. В областi цiлiсностi

можна скорочувати, скорочуємо p i маємо rb = 1. Отже, b є оборотним,

що i потрiбно було довести.
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Приклади 15. 1. Нагадаємо, що натуральне число n > 1 назива-

ється простим, якщо воно має тiльки два натуральних дiльники

1 i n. В кiльцi Z простими елементами є ±p, де p – просте число,

якi також є нерозкладними елементами. Так само в кiльцi много-

членiв F [x] над полем F поняття простого i нерозкладного елемента

збiгаються – ними є незвiднi многочлени.

2. В довiльнiй областi цiлiсностi нерозкладнi елементи не обов’язково

простi. Наприклад, розглянемо кiльце Z[
√
−3] i доведемо, що число

2 є нерозкладним, але не є простим. Якщо припустити, що 2 розкла-

дається у добуток

2 = (a+ b
√
−3)(c+ d

√
−3),

то, взявши норму, отримуємо

4 = (a2 + 3b2)(c2 + 3d2) ⇒ a2 + 3b2 = 1, 2 або 4.

Розглянемо випадки. Якщо a2 + 3b2 = 1, то a = ±1, b = 0 i a +

b
√
−3 = ±1 є оборотним. Рiвняння a2 + 3b2 = 2 не має розв’язкiв в

цiлих числах. Якщо a2 + 3b2 = 4, то c2 + 3d2 = 1, i c+ d
√
−3 = ±1

є оборотними. Отже, число 2 є нерозкладним елементом.

В той же час 2 не є простим, оскiльки

2 | (1 +
√
−3)(1 −

√
−3) = 4,

але 2 не дiлить 1 ±
√
−3.

3. В кiльцi многочленiв Q[x, y] вiд двох змiнних x, y розглянемо

пiдкiльце R = (x2, y2, xy). Елементи x2, y2, xy є нерозкладними в

кiльцi R. Але xy – не простий: xy дiлить добуток x2y2, але не дiлить

нi x2, нi y2.

Твердження 39. В кiльцi головних iдеалiв елемент є нерозкладним

тодi i лише тодi, коли вiн простий.

Доведення. Нехай p – нерозкладний елемент i доведемо, що (p) є не

тiльки простим, а i максимальним iдеалом. Нехай (p) мiститься в iдеалi
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M . Оскiльки всi iдеали головнi, то M = (a) для деякого a ∈ R. Тодi

p ∈ (a) i p = ra для деякого r ∈ R. Оскiльки p – нерозкладний, то r або a

є оборотним. Якщо r – оборотний, то a i p асоцiйованi, i (a) = (p). Якщо

a – оборотний, то (a) = R. Отже, iдеал (p) є максимальним, а кожен

максимальний iдеал є простим за наслiдком 23.

Приклади 16. Кiльце многочленiв F [x] над полем F є кiльцем головних

iдеалiв. Застосувавши попереднiй результат до кiльця F [x], ми отри-

муємо факт, який вже доводили ранiше: многочлен f(x) є незвi-

дним (нерозкладним) ⇔ iдеал (f(x)) є максимальним ⇔ факторкiльце

F [x]/(f(x)) є полем.

Означення 24. Область цiлiсностi R називається факторiальним

кiльцем, якщо виконуються умови:

1) кожен ненульовий необоротний елемент a ∈ R можна розкласти в

добуток a = p1p2 . . . pn, де pi – нерозкладнi елементи;

2) розклад в 1) визначається однозначно з точнiстю до асоцiйованих

елементiв, тобто якщо

a = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm,

де pi, qi – нерозкладнi, то n = m, i iснує перестановка σ ∈ Sn така,

що pi i qσ(i) є асоцiйованими для всiх i.

Приклади 17. 1. Кiльце Z є факторiальним кiльцем за основною

теоремою арифметики. Кожне число розкладається у добуток

простих. Розклад не однозначний, наприклад, 6 = 2 ·3 = (−2) ·(−3),

але однозначний з точнiстю до порядку i множення на ±1.

2. Кiльце многочленiв F [x] над полем F є факторiальним кiльцем:

iснування i єдинiсть розкладу многочленiв у добуток незвiдних

множникiв доводиться в курсi лiнiйної алгебри.

3. Кiльце Z[
√
−5] є областю цiлiсностi, але не є факторiальним

кiльцем. Число 6 має два рiзнi розклади у добуток нерозкладних:

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5).
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Аналогiчно кiльце Z[
√
−3] не є факторiальним, оскiльки можна

розглянути розклади 4 = 2 · 2 = (1 +
√
−3)(1 −

√
−3).

В той же час, кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] є факторiальним. Це

буде випливати з теореми 42, яку ми сформулюємо нижче.

Твердження 40. В факторiальних кiльцях елемент є простим тодi i

лише тодi, коли вiн нерозкладний.

Доведення. Ми вже знаємо, що простi елементи є нерозкладними. Дове-

демо, що нерозкладнi елементи є простими. Нехай елемент p – нерозкла-

дний i p | ab. Тодi ab = pc для деякого c ∈ R. Нам потрiбно довести, що

p | a або p | b. Розкладемо a i b у добуток нерозкладних a = p1p2 . . . ps i

b = q1q2 . . . qt, i пiдставимо в ab = pc:

p1p2 . . . psq1q2 . . . qt = pc.

З однозначностi розкладу випливає, що p є асоцiйованим з деяким pi

або qj , нехай з pi. Тодi pi = pu для оборотного u ∈ R. Отже, a =

(pu)p1 . . . pi−1pi+1 . . . ps i p | a.

Для знаходження найбiльшого спiльного дiльника в кiльцi Z можна

використовувати не тiльки алгоритм Евклiда, а i розклад чисел у добуток

простих. Аналогiчний результат справедливий для всiх факторiальних

кiлець.

Твердження 41. Нехай R – факторiальне кiльце i a, b ∈ R, a, b 6= 0.

Нехай

a = upk1

1 p
k2

2 . . . pkn

n i b = vpm1

1 pm2

2 . . . pmn

n ,

де u, v ∈ R∗ оборотнi, pi – попарно неасоцiйованi нерозкладнi, ki,mi ≥ 0.

Тодi елемент

d = p
min(k1,m1)
1 p

min(k2,m2)
2 . . . pmin(kn,mn)

n

є НСД(a, b). Зокрема, у факторiальному кiльцi довiльнi два ненульовi

елементи мають найбiльший спiльний дiльник.
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Доведення. За побудовою, d дiлить a i b. Нехай d′ дiлить a i b. Тодi в

розкладi d′ = q1q2 . . . qm у добуток нерозкладних кожен qi є асоцiйованим

з деяким pj . Крiм того, степiнь, в якому pj входить в розклад d′, не

може перевищувати степенi, в якому pj входить в розклад a i b. Отже, d′

дiлить d.

Теорема 42. Кожне кiльце головних iдеалiв є факторiальним кiльцем.

Доведення. Нехай R – кiльце головних iдеалiв. Спочатку доведемо, що

кожен ненульовий необоротний елемент розкладається у добуток нероз-

кладних, а потiм доведемо єдинiсть такого розкладу.

Iснування розкладу. Нехай a ∈ R, a 6= 0 i a 6∈ R∗. Спочатку доведемо,

що iснує розклад a = p1b, де p1 – нерозкладний. Якщо a – нерозкладний,

то доведено. Якщо нi, то a = a1b1, де a1 i b1 – необоротнi. Отже, (a)  (a1).

Якщо a1 – нерозкладний, то доведено. Якщо нi, то a1 = a2b2, де a2 i b2

– необоротнi. Отже, (a1)  (a2) i т.д. Якщо цей процес не закiнчиться за

скiнченну кiлькiсть крокiв, то ми отримаємо нескiнченний зростаючий

ланцюг iдеалiв

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . . ,

де всi iдеали рiзнi. Це протирiчить твердженню 31: в кiльцi головних

iдеалiв кожен зростаючий ланцюг iдеалiв стабiлiзується. Отже, цей

процес закiнчиться на деякому an, тобто an – нерозкладний дiльник a,

що ми й хотiли довести.

Тепер доведемо, що a розкладається у добуток нерозкладних

елементiв. Нехай a = p1b1, де p1 – нерозкладний i (a) ⊂ (b1). Якщо b1
– нерозкладний, то доведено. Якщо нi, то b1 = p2b2, де p2 – нерозкла-

дний, i (b1) ⊂ (b2). Знову отримаємо зростаючий ланцюг iдеалiв

(a) ⊂ (b1) ⊂ (b2) ⊂ . . . ,

який повинен стабiлiзуватися, тобто процес закiнчиться через скiнченну

кiлькiсть крокiв. Отже, a = p1p2 . . . pn.

Єдинiсть розкладу. Iндукцiя за кiлькiстю множникiв в розкладi. При

n = 1 елемент a нерозкладний. Тому в довiльному iншому розкладi a = pb
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з нерозкладним p елемент b має бути оборотним. Нехай n ≥ 1 i ми маємо

два розклади

a = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm, (1)

де pi, qj – нерозкладнi. За твердженням 39 елементи pi, qj є простими.

Оскiльки p1 | q1q2 . . . qm, то p1 дiлить деякий qi, нехай q1. Оскiльки q1 –

нерозкладний, то q1 = p1u з оборотним u. Отже, p1 i q1 є асоцiйованими.

Пiдставляємо q1 = p1u в (1), скорочуємо p1 i отримуємо розклад

p2p3 . . . pn = (uq2)q3 . . . qm = q′2q3 . . . qm,

що мiстить менше n множникiв. Застосовуємо припущення iндукцiї.

Теорема 43 (без доведення). Нехай R – факторiальне кiльце. Тодi

кiльце многочленiв R[x] теж є факторiальним.

Приклади 18. Кiльце Z[x] є факторiальним, але не є кiльцем головних

iдеалiв. Оскiльки Z[x1, x2, . . . , xk] = Z[x1, . . . , xk−1][xk], то за iндукцiєю

отримуємо, що всi цi кiльця є факторiальними.

В цьому роздiлi ми розглянули кiлька важливих класiв кiлець i

довели, що справедливi наступнi включення:

поля ⊂ евклiдовi

кiльця
⊂ кiльця головних

iдеалiв
⊂

Z Z[1+
√
−19

2 ] Z[x]

⊂ факторiальнi

кiльця
⊂ областi

цiлiсностi
⊂ комутативнi

кiльця

Z[x] Z[
√
−3] Z4

де пiд знаками включення вказано приклади кiлець, якi роздiляють

сумiжнi класи.

Вправи

1. Чи має елемент 10 + 4
√
−5 кiльця Z[

√
−5] однозначний розклад у

добуток нерозкладних?
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2. Знайдiть кiлькiсть дiльникiв елемента 86 − 162i в кiльцi Z[i].

3. Доведiть, що в кiльцi з мультиплiкативною нормою кожен елемент

розкладається у добуток нерозкладних елементiв.

4. Доведiть, що область цiлiсностi R є факторiальним кiльцем тодi

i лише тодi, коли кожен ненульовий простий iдеал в R мiстить

простий елемент.

7.6 Простi числа в Z[i] i розклад натуральних чисел

у суму двох квадратiв

Коли цiле число n розкладається у суму двох квадратiв, тобто n = a2+b2

для a, b ∈ Z? Це цiкаве питання тiсно пов’язане з кiльцем цiлих гаусових

чисел Z[i]. Оскiльки норма в Z[i] визначається за правилом N(a + bi) =

a2 + b2, то справедливе твердження:

число n ∈ Z розкладається у суму двох квадратiв n = a2 + b2

тодi i лише тодi, коли n є нормою цiлого гаусового числа a+bi.

З мультиплiкативностi норми випливає, що добуток сум квадратiв є

сумою квадратiв. Ми знаємо, що кiльце Z[i] є факторiальним i кожен

елемент розкладається у добуток простих елементiв. Отже, кожна сума

квадратiв є добутком норм простих елементiв в Z[i]. Тому питання зводи-

ться до опису простих елементiв в Z[i]. Простi елементи в Z[i] будемо

називати простими гаусовими числами. Оскiльки Z ⊂ Z[i], то нату-

ральнi числа, якi є простими гаусовими числами, є звичайними простими

числами. Але не кожне просте цiле число залишається простим в Z[i].

Твердження 44. Просте число p не є простим гаусовим числом тодi

i лише тодi, коли p є сумою двох квадратiв.

Доведення. Якщо p = a2 + b2, то воно розкладається у добуток p =

(a + bi)(a − bi) i не є нерозкладним/простим в Z[i]. Навпаки, нехай p

– не простий елемент в Z[i]. Оскiльки кiльце Z[i] факторiальне, то p

розкладається у добуток простих гаусових чисел p = p1p2 . . . pk (k ≥
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2). Використавши мультиплiкативнiсть норми, отримаємо добуток цiлих

чисел

p2 = N(p) = N(p1)N(p2) . . . N(pk).

Нагадаємо, що N(α) = 1 для α ∈ Z[i] тодi i лише тодi, коли α ∈ (Z[i])∗ =

{±1,±i}. Оскiльки N(pi) > 1 i p – просте число, то з однозначностi

розкладу в Z випливає, що k = 2 i N(p1) = N(p2) = p. Отже, число

p є нормою цiлого гаусового числа i тому розкладається у суму двох

квадратiв.

Теорема 45 (Теорема Ферма про суму двох квадратiв). Просте число

p є сумою двох квадратiв тодi i лише тодi, коли p = 2 або p ≡ 1 mod 4.

Доведення. Доведемо, що якщо непарне число n розкладається у суму

двох квадратiв, то n ≡ 1 mod 4. Квадрат цiлого числа може давати тiльки

остачi 0 або 1 при дiленнi на 4. Отже, сума квадратiв дає остачi 0, 1 або 2

при дiленнi на 4, але 0 i 2 неможливi для непарного n. З цього випливає

твердження в один бiк.

Доведемо достатнiсть. Число 2 є сумою квадратiв 2 = 12 + 12. Нехай

p ≡ 1 mod 4 i покладемо k = p−1
2 . Розглянемо число n = k! i помiтимо,

що

n = (−1)(−2) . . . (−k) ≡ (p− 1)(p− 2) . . . (p− k) mod p,

де ми використали парнiсть числа k. Тодi

n2 ≡ 1 · 2 · . . . · k · (k + 1) · . . . · (p− 2) · (p− 1) ≡ (p− 1)! mod p,

де ми використали p−k = k+1. За теоремою Вiлсона, (p−1)! ≡ −1 mod p.

Отже, n2 ≡ −1 mod p i значить p дiлить n2+1 = (n−i)(n+i). Припустимо,

що p є простим гаусовим числом. Тодi p дiлить n− i або n+ i. З рiвняння

n− i = p(a+ bi) або n+ i = p(a+ bi) ми отримуємо p | 1, що неможливо.

Отже, p не є простим в Z[i], i ми можемо використати твердження 44.

Наслiдок 46. Простими елементами в кiльцi Z[i] є:

1) 1 + i i асоцiйованi з ним;

2) простi числа p ∈ Z такi, що p ≡ 3 mod 4, i асоцiйованi з ними;
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3) a+ bi для кожного розкладу p = a2 + b2, a, b ∈ Z, де p ∈ Z – просте

число i p ≡ 1 mod 4.

Доведення. Доведемо, що якщо N(a + bi) є простим числом, то a + bi є

простим гаусовим. Нехай a + bi = αβ для α, β ∈ Z[i]. Тодi N(a + bi) =

N(α)N(β) є розкладом простого числа. Отже, N(α) = 1 або N(β) = 1 i

вiдповiдний елемент є оборотним, що i потрiбно було довести. З цього

випливає простота елементiв з пунктiв 1) i 3). Числа з пункту 2) є

простими за твердженням 44 i теоремою 45.

Навпаки, нехай a+bi є простим гаусовим числом. Тодi (a+bi)(a−bi) =

a2 + b2 є цiлим числом, i воно розкладається у добуток простих цiлих

чисел. Отже, a + bi дiлить деяке просте число p i має норму p або p2.

Тому пункти 1), 2), 3) охоплюють всi простi гаусовi числа.

Наслiдок 47. Натуральне число n ≥ 2 можна представити у виглядi

суми квадратiв двох цiлих чисел тодi i лише тодi, коли в розкладi n

у добуток простих кожне просте p ≡ 3 mod 4 з’являється в парному

степенi.

Доведення. Як ми вже зауважували, добуток сум квадратiв є сумою

квадратiв. Оскiльки число 2 i простi числа p ≡ 1 mod 4 розкладаються

у суму квадратiв, а простi p ≡ 3 mod 4 входять в парному степенi, то

добуток теж є сумою квадратiв.

Навпаки, нехай n = a2 + b2 = N(a+ bi) для a, b ∈ Z. Розклавши a+ bi

у добуток простих гаусових чисел, маємо, що n є добутком норм простих

елементiв в Z[i]. Знаходимо норми простих гаусових чисел з наслiдку 46:

1) N(1 + i) = 2;

2) N(p) = p2, де p ≡ 3 mod 4;

3) N(a+ bi) = p, де p ≡ 1 mod 4.

Звiдси випливає розклад числа n.

Приклади 19. 1. Просте число 5 розкладається у суму двох

квадратiв 5 = 22 + 12 = (2 − i)(2 + i), 5 ≡ 1 mod 4 i не є простим
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в Z[i]. Просте число 7 не розкладається у суму двох квадратiв,

7 ≡ 3 mod 4, i тому залишається простим в Z[i].

2. Число 315 = 32 · 5 · 7 не розкладається у суму двох квадратiв,

оскiльки 7 ≡ 3 mod 4 входить в розклад в непарному степенi. Число

2205 = 32 · 5 · 72 є сумою квадратiв: 2205 = 422 + 212.

3. Розкладемо число 150 у добуток простих елементiв Z[i]. Для цього

спочатку розкладемо число у добуток простих в Z: 150 = 2 · 3 · 52.

Тепер кожне просте p 6≡ 1 mod 4 розкладемо у суму двох квадратiв

2 = 12 + 12 = (1 + i)(1− i) i 5 = 22 + 12 = (2 + i)(2− i) i пiдставимо:

150 = (1 − i)(1 + i)3(2 + i)2(2 − i)2.

Вправи

1. Чи розкладаються у суму двох квадратiв числа 380, 4165?

2. Розкладiть у добуток простих гаусових чисел числа 100, 460.
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