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Ëüâiâñüêèì ìàòåìàòèêàì

i ëîãiêàì ìèíóëîãî i ìàéáóòíüîãî.

ÂÑÒÓÏ

Ìåòîþ öüîãî ïîñiáíèêà ¹ âèêëàä áàçîâèõ òåì ç ìàòåìàòè÷íî¨

ëîãiêè, ùî âõîäÿòü äî ïðîãðàìè öüîãî êóðñó äëÿ ñòóäåíòiâ ìåõà-

íiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåòiâ óíiâåðñèòåòiâ. Ìè îçíàéîìèìî

÷èòà÷à ç ÷èñëåííÿìè âèñëîâëåíü i ïðåäèêàòiâ, åëåìåíòàìè òåîði¨

àëãîðèòìiâ òà îñíîâàìè òåîði¨ ìîäåëåé. Öi òåìè ¹ öåíòðàëüíèìè,

ïðîòå ÷àñ âiä ÷àñó ìè âiäõèëÿ¹ìîñü âiä íèõ ùîá òîðêíóòèñü ií-

øèõ ïèòàíü, ÿêi ìîæóòü çàöiêàâèòè ñòóäåíòiâ i çãîäîì âïëèíóòè

íà ¨õ âèáið âëàñíî¨ òåìàòèêè äîñëiäæåíü. Âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè-

÷íî¨ ëîãiêè äîïîìîæå çðîçóìiòè, ùî òàêå àêñiîìà, òåîðåìà, äî-

âåäåííÿ, ëîãi÷íèé çàêîí òîùî. Ç ðîçâèòêîì ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè

òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ïðîãðåñ ó ãàëóçi îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà

êiáåðíåòèêè.

Îäíèì iç îñíîâíèõ ïîíÿòü â ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi ¹ ïîíÿòòÿ

ôîðìàëüíî¨ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîâè. Ôîðìàëüíà ëîãiêî-ìàòåìà-

òè÷íà ìîâà âiäîáðàæà¹ òi ÷è iíøi ñóòò¹âi ðèñè ïðèðîäíèõ àáî

øòó÷íèõ ìîâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â íàóêîâèõ äîñëiäæåííÿõ.

Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ ôîðìàëüíèõ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íèõ ìîâ ¹

ìîâà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêié ïðèäiëÿ¹òüñÿ çíà÷íà óâàãà ÿê

ïåðøié, i íàéïðîñòiøié, ìîäåëi ëîãi÷íîãî ÷èñëåííÿ.



Ó ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ÷àñòî ¹ öiëi ìà-

òåìàòè÷íi òåîði¨, ÿê îò ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç, àëãåáðà, ãåîìåòðiÿ,

àðèôìåòèêà òà ií. Äëÿ òîãî, ùîá âèâ÷àòè òó ÷è iíøó òåîðiþ çà-

ñîáàìè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ¨¨ óòî÷íþþòü i çàïèñóþòü çà äîïî-

ìîãîþ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîâè. Öåé åòàï íàçèâà¹òüñÿ ôîðìà-

ëiçàöi¹þ òåîði¨. Îäåðæàíó â ðåçóëüòàòi ôîðìàëüíó ìàòåìàòè÷íó

òåîðiþ ïiääàþòü ñòðîãîìó àíàëiçó, â ïðîöåñi ÿêîãî äîñëiäæóþòü

¨¨ âëàñòèâîñòi.

Âàæëèâèìè âëàñòèâîñòÿìè ôîðìàëüíèõ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íèõ

òåîðié ¹ íåñóïåðå÷ëèâiñòü, ïîâíîòà òà ðîçâ'ÿçíiñòü. Íåñóïåðå÷ëè-

âiñòü òåîði¨ îçíà÷à¹ íåìîæëèâiñòü îäíî÷àñíîãî âèâîäó â ðàìêàõ

äàíî¨ òåîði¨ ÿêîãî-íåáóäü òâåðäæåííÿ òà éîãî çàïåðå÷åííÿ. Ïîâ-

íîòà îçíà÷à¹, ùî â òåîði¨ íå iñíó¹ òâåðäæåíü, ÿêi íå ìîæíà íi

äîâåñòè, íi ñïðîñòóâàòè. Íàðåøòi ðîçâ'ÿçíiñòü îçíà÷à¹ iñíóâàí-

íÿ àëãîðèòìó (ïðàâèëà), ùî äîçâîëÿ¹ äëÿ êîæíîãî òâåðäæåííÿ

òåîði¨ âèÿñíèòè, iñòèííå âîíî ÷è õèáíå.

Çíà÷íå ìiñöå ó öié êíèæöi âiäâîäèòüñÿ òåîði¨ àëãîðèòìiâ, ó

çâ'ÿçêó ç ¨¨ ïðèêëàäíèì çíà÷åííÿì. Íåôîðìàëüíî ïiä àëãîðè-

òìîì ðîçóìiþòü iíñòðóêöiþ, ÿêà âèçíà÷à¹ ïåâíèé ïðîöåñ, ùî ïå-

ðåòâîðþ¹ (çìiííi) âõiäíi äàíi äî øóêàíîãî ðåçóëüòàòó. Çîêðåìà,

ïðàâèëà äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ öiëèõ àáî äiéñíèõ ÷èñåë, îá÷è-

ñëåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà öiëèõ ÷èñåë àáî ïîëiíî-

ìiâ, îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi ¹ ïðèêëàäàìè àëãîðèòìiâ. Ïîíÿ-

òòÿ àëãîðèòìó ôîðìóâàëîñÿ ç äàâíiõ ÷àñiâ, àëå ïåðøi ðîáîòè,

ïðèñâÿ÷åíi óòî÷íåííþ òà ôîðìàëiçàöi¨ öüîãî ïîíÿòòÿ áóëè îïó-

áëiêîâàíi À. Òþðiíãîì, Å. Ïîñòîì, Æ. Åðáðàíîì, Ê. Ãåäåëåì, À.

Ìàðêîâèì, À. ×åð÷åì ó 30-õ ðð. XX ñò. Ó öèõ ðîáîòàõ çàïðî-

ïîíîâàíi ïîòóæíi ìîäåëi îá÷èñëåíü, òàêi ÿê ìàøèíè Òþðiíãà,
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ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, íîðìàëüíi àëãîðèòìè Ìàðêîâà òà iíøi. Äî-

ñèòü øâèäêî âèÿñíèëîñü, ùî âñi öi ìîäåëi åêâiâàëåíòíi. Öå áóëî

îñíîâîþ äëÿ òåçè ×åð÷à ïðî òå, ùî êîæíà ìåõàíi÷íà îá÷èñëþ-

âàëüíà ïðîöåäóðà ìîæå áóòè âèêîíàíà ìàøèíîþ Òþðiíãà. Òîìó

òåðìií �îá÷èñëþâàëüíà ïðîöåäóðà� � öå ìàéæå ñèíîíiì òåðìiíó

�ìàøèíà Òþðiíãà�.

Ç ÷èñëåííÿì âèñëîâëåíü òiñíî ïîâ'ÿçàíi áóëåâi àëãåáðè, ÿêi âi-

äiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè àëãåáðà¨÷íîìó àíàëiçi ëîãi÷íèõ ñè-

ñòåì. Âèâ÷àþòüñÿ òàêîæ iíøi ïîäiáíi ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ÷èñëå-

ííÿì âèñëîâëåíü, çîêðåìà, àëãåáðè Õåéòiíãà.

Ïðîïîíîâàíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ìiñòèòü âåëèêó êiëüêiñòü

âïðàâ äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ òà ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàí-

íÿ òèïîâèõ çàäà÷. Â ñòàíäàðòíîìó êóðñi ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè,

â ìåæàõ ïåðåäáà÷åíî¨ êiëüêîñòi ãîäèí, âñi âïðàâè ïðàêòè÷íî íå-

ìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè, ïðîòå ¨õ ìîæíà ç óñïiõîì âèêîðèñòîâóâàòè

äëÿ ôîðìóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü.

Öåé ïîñiáíèê ¹ ñèíòåçîì ëåêöiéíèõ êóðñiâ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ëî-

ãiêè, ùî ¨õ ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ ïî÷åðãîâî ÷èòàëè àâòîðè

ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Ðàíiøå ïðè âèêëàäàííi ëîãiêè àâòîðè îáõîäèëè ïðîáëåìó âiäñó-

òíîñòi äîáðîòíîãî ïiäðó÷íèêà âèäàííÿì ðÿäó ìåòîäè÷íèõ ðîçðî-

áîê, àëå öå, ÿê âèÿâèëîñü, äîïîìàãà¹ òiëüêè òèì÷àñîâî, îñêiëüêè

öi ìàòåðiàëè âèäàâàëèñü íå äîñòàòíüî ÿêiñíî i øâèäêî âòðà÷àëè

ñâî¹ ïðèçíà÷åííÿ, ñòàâàëè áiáëiîãðàôi÷íîþ ðiäêiñòþ.

Ìè íàìàãàëèñü íàïèñàòè ïîñiáíèê, ÿêèé ìîæíà áóëî á âèêîðè-

ñòîâóâàòè äëÿ ïåðøîãî çíàéîìñòâà ñòóäåíòiâ ç ñèñòåìîþ ëîãiêè,

îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè òà åëåìåíòàðíèìè ïðèéîìàìè îïåðóâàííÿ

ç íèìè. Ìè òàêîæ ïðèäiëÿ¹ìî áàãàòî óâàãè ìîòèâàöi¨ ïîíÿòü, ùî
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ââîäÿòüñÿ, òà íàìàãà¹ìîñü âñåái÷íî iëþñòðóâàòè ¨õ. Íàïðàöüîâà-

íèé íàìè ìàòåðiàë òàêîãî ïëàíó âêëþ÷åíèé ó äàíèé ïîñiáíèê i

öèì ñàìèì âií çíîâó ñòàíå äîñòóïíèì äëÿ ñòóäåíòiâ.

Ìè ïåðåäáà÷à¹ìî ó ÷èòà÷à ëèøå âîëîäiííÿ çíàííÿìè â ìåæàõ

óíiâåðñèòåòñüêèõ êóðñiâ, ÿêi ÷èòàþòü íà ïåðøîìó ðîöi íàâ÷àííÿ.

Ó êíèæêó âêëþ÷åíî áàãàòî âïðàâ i çàäà÷ ðiçíîãî ðiâíÿ ñêëàäíî-

ñòi, ñåðåä ÿêèõ îñíîâíà ìàñà ìà¹ iëþñòðàòèâíèé õàðàêòåð. Ìè ðå-

êîìåíäó¹ìî ðîçâ'çóâàòè ¨õ, îñêiëüêè êîæíà ç íèõ âiäîáðàæà¹ òîé

÷è iíøèé íþàíñ ó ïðàêòè÷íié ïîâåäiíöi òîãî ÷è iíøîãî ëîãi÷íîãî

ïîíÿòòÿ. Óñïiøíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñâiä÷èòèìå ïðî óñïiøíå çàñâî¹í-

íÿ âiäïîâiäíî¨ ÷àñòèíè òåêñòó êíèæêè. Äî ñêëàäíiøèõ âïðàâ ìè

íàâîäèìî âêàçiâêè, ÿêi ìàþòü ïîêàçàòè øëÿõ äî ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñå-

ðåä âïðàâ ¹ ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü i êîíêðåòèçóþòü çàãàëüíi

òåîðåìè, à ¹ é òàêi, ðîç'ÿçàííÿ ÿêèõ âèìàãà¹ ïåâíî¨ êìiòëèâîñòi

òà íàïîëåãëèâîñòi.

Ìè ñïîäiâà¹ìîñü, ùî îïðàöþâàâøè öþ êíèæêó i ãëèáîêî çà-

ñâî¨âøè âèêëàäåíèé òóò ìàòåðiàë, ñòóäåíò çìîæå ïåðåõîäèòè äî

âèâ÷åííÿ áiëüø ñåðéîçíèõ êíèã, ïðèñâÿ÷åíèõ ìàòåìàòè÷íié ëî-

ãiöi, òåîði¨ ìîäåëåé, òåîði¨ ìíîæèí òà òåîði¨ àëãîðèòìiâ. Ó ïåð-

ñïåêòèâi âií ëåãêî âèêîðèñòîâóâàòèìå ëîãi÷íó ìîâó òà ñèìâîëiêó

ïðè âèêëàäi iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií, çìîæå ðîçiáðàòèñü

ó òåîðåòè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòÿõ ïîáóäîâè ñó÷àñíèõ ìîâ ïðîãðà-

ìóâàííÿ, òà ñêîðèñòàòèñü íàäáàíèìè ëîãi÷íèìè ïðèéîìàìè ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííi íàéðiçíîìàíiòíiøèõ çàäà÷ â ñâî¨é ïîâñÿêäåííié äi-

ÿëüíîñòi.

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi ñâî¨ì êîëåãàì-ñïiâðîáiòíèêàì ç êàôåäðè

àëãåáðè i ëîãiêè çà ñïiëêóâàííÿ, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî ðÿä ìiñöü öi¹¨

êíèæêè âäàëîñÿ âèêëàñòè ïðîçîðiøå i êîðîòøå.
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Ðîçäië 1

ÑÅÌIÎÒÈÊÀ, ËÎÃI×ÍI ÌÎÂÈ, ÁÓËÅÂI

ÀËÃÅÁÐÈ ÒÀ ÀËÃÅÁÐÀ ÂÈÑËÎÂËÅÍÜ

Îäíèì iç îñíîâíèõ ïîíÿòü â ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi ¹ ïîíÿòòÿ

ôîðìàëüíî¨ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîâè. Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ

òàêèõ ìîâ ¹ ìîâà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäå-

íî çàãàëüíó iíôîðìàöiþ ïðî ñåìiîòèêó òà ìîâè ïåðøîãî ïîðÿä-

êó, ðîçãëÿíóòî çàãàëüíó áóäîâó ôîðìàëüíî¨ ìîâè äëÿ òîãî, ùîá

ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ïîáóäóâàòè äâi ôîðìàëüíi ëîãi÷íi ìîâè:

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü òà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Ïîðÿä ç òèì ðîçãëÿäà¹òüñÿ àëãåáðà âèñëîâëåíü òà áóëåâi àëãå-

áðè. Ëîãiêà âèñëîâëåíü ¹ íàéáiëüø ðîçâèíóòîþ ÷àñòèíîþ ñó÷à-

ñíî¨ ëîãiêè, ÿêà âêëþ÷à¹ â ñåáå àëãåáðó âèñëîâëåíü òà ÷èñëåí-

íÿ âèñëîâëåíü. Â àëãåáði âèñëîâëåíü äîñëiäæóþòüñÿ ëîãi÷íi îïå-

ðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè, ùî ìàþòü ïåâíå çíà÷åííÿ iñòèííîñòi.

Ñó÷àñíà àëãåáðà ëîãiêè ðîçãëÿäà¹ îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëþâàííÿ-

ìè ÿê áóëåâó ôóíêöiþ i âèâ÷à¹ âiäíîñíî íèõ òàêi ïèòàííÿ, ÿê

ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ ó ÄÍÔ, ÊÍÔ, ÄÄÍÔ, ÄÊÍÔ, ïîëiíîìà

Æåãàëêiíà, òàáëèöi iñòèííîñòi ôîðìóë, ôóíêöiîíàëüíó ïîâíîòó

òà çàìêíåíi êëàñè ôóíêöié.

1.1. Ñåìiîòèêà òà ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó

Â êîæíié ãàëóçi ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òà ÷è

iíøà ìîâà. Ó ÕÕ ñò. ñôîðìóâàëàñü îñîáëèâà íàóêà ïðî çíàêè òà
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ìîâó ÿê çíàêîâó ñèñòåìó � ñåìiîòèêà. Çàñíîâíèêàìè ñåìiîòèêè

ââàæàþòüñÿ àìåðèêàíñüêi â÷åíi ×. Ïiðñ1 òà ×. Ìîððiñ2.

Óñi ìîâè ïîäiëÿþòüñÿ íà ïðèðîäíi òà øòó÷íi. Ïðèðîäíi ìîâè,

ÿê îò óêðà¨íñüêà, àíãëiéñüêà, ðîñiéñüêà òîùî, âèíèêëè iñòîðè-

÷íî, ó ïðîöåñi äiÿëüíîñòi ëþäåé. Â íèõ ðîçðiçíÿþòü àëôàâiò i

ãðàìàòèêó. Àëôàâiò � öå ñóêóïíiñòü çíàêiâ (áóêâ), ç ÿêèõ áóäó-

þòü ñëîâà, à çi ñëiâ óòâîðþþòü ðå÷åííÿ. Ñóêóïíiñòü âñiõ ñëiâ,

íàÿâíèõ ó áóäü-ÿêié ìîâi, íàçèâàþòü ¨¨ ëåêñèêîþ. Ãðàìàòèêà �

öå ïðàâèëà, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ çi ñëiâ i ðå÷åíü áóäóþòü òåêñòè

(ñóêóïíiñòü ðå÷åíü).

Ïðèðîäíi ìîâè ôóíêöiîíóþòü íà ðiçíèõ ðiâíÿõ i â ðiçíèõ ôîð-

ìàõ, ÿê òî ìîâà ðîçìîâíà i ëiòåðàòóðíà, ìîâà áóäåííà i íàóêîâà,

ìîâà çàñîáiâ ìàñîâî¨ iíôîðìàöi¨ i ïðîôåñiéíà òîùî. Ïðèðîäíà

ìîâà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå çi çìiñòîâíèõ ñëiâ òà ðå÷åíü (âîíè âèçíà-

÷àþòüñÿ äëÿ êîæíî¨ ìîâè îêðåìî).

Øòó÷íi ìîâè ñòâîðþþòüñÿ ëþäüìè ç ïåâíîþ ìåòîþ: äëÿ ñêîðî-

÷åííÿ çàïèñó òåêñòiâ, óíèêíåííÿ áàãàòîçíà÷íîñòi ïðèðîäíî¨ ìîâè

òîùî. Äî øòó÷íèõ ìîâ íàëåæàòü, íàïðèêëàä, ìîâè ïðîãðàìóâàí-

íÿ (Àëãîë, Ôîðòðàí, Ïàñêàëü òà ií.), àçáóêà Ìîðçå, çíàêè äî-

ðîæíüîãî ðóõó, ñïåöiàëüíi ìîâè ðiçíèõ, çîêðåìà ïðèðîäíè÷èõ,

íàóê, ìîâà åñïåðàíòî. Êðiì öèõ ìîâ iñíóþòü øòó÷íi ôîðìàëüíi

ìîâè, ÿêi îáñëóãîâóþòü ìàòåìàòèêó; ¨õ ÷àñòî íàçèâàþòü ÷èñëåí-

íÿìè.

Ïîáóäîâà ðiçíèõ øòó÷íèõ ìîâ ïiäêîðÿ¹òüñÿ ïåâíèì çàãàëüíèì

çàêîíîìiðíîñòÿì. Äëÿ îïèñó öèõ ìîâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòàìî-

âà. Òåêñò öüîãî ïîñiáíèêà, à òàêîæ êîæíèé ìàòåìàòè÷íèé òåêñò

1×àðëüç Ïiðñ (Charles Peirce) (1839�1914) � àìåðèêàíñüêèé ôiëîñîô, ëî-

ãiê, ìàòåìàòèê. Ââiâ ëîãi÷íó ôóíêöiþ, íàçâàíó ñòðiëêîþ Ïiðñà.
2×àðëüç Ìîððiñ (Charles W. Morris) (1901�1979) � àìåðèêàíñüêèé

ôiëîñîô.
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(ïiäðó÷íèê, ñòàòòÿ, ìîíîãðàôiÿ i ò.ï.), ¹ ïðèêëàäîì òåêñòó, íà-

ïèñàíîãî íà ìåòàìîâi.

Êîðîòêî ðîçãëÿíåìî çàãàëüíi ïðèíöèïè ïîáóäîâè øòó÷íèõ ìîâ,

i ñêîðèñòà¹ìîñÿ íèìè äëÿ ïîáóäîâè äâîõ ëîãi÷íèõ ìîâ, ÿêi çà

òðàäèöi¹þ íàçèâàòèìåìî ÷èñëåííÿìè, � ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü òà

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Ñïî÷àòêó íàâåäåìî ðÿä ïðîñòèõ îçíà÷åíü,

ùîá çðîçóìiòè, ÿêi ñàìå âëàñòèâîñòi ôîðìàëüíèõ ìîâ áåðóòüñÿ

çà îñíîâó ó àáñòðàêòíèõ êîíñòðóêöiÿõ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Àëôàâiò �öå ñêií÷åííà ìíîæèíà ñèìâî-

ëiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ áóêâàìè àáî ëiòåðàìè. Íàäàëi ëiòåðîþ X

ïîçíà÷àòèìåìî äåÿêèé ôiêñîâàíèé àëôàâiò.

Íàïðèêëàä,X1 = {à, á, . . . , ÿ}� óêðà¨íñüêèé àëôàâiò ç 33 áóêâ,

X2 = {a, b, c, . . . , z}�ëàòèíñüêèé àëôàâiò ç 26 áóêâ, àáî X3 =

{e, ∗, r,¬}� àëôàâiò ìîâè SELF (äèâ. Äîäàòîê 1).

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Ñëîâîì â àëôàâiòi X íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åí-

íà âïîðÿäêîâàíà ïîñëiäîâíiñòü áóêâ öüîãî àëôàâiòó áåç ïðîïó-

ñêiâ. Ìíîæèíó âñiõ ñëiâ â àëôàâiòi X ïîçíà÷èìî ÷åðåç W (X).

Çãiäíî öüîãî îçíà÷åííÿ �ñëîâî� òà �âëñîî� ¹ ñëîâàìè àëôàâiòó

X1, à �r¬ ∗ ee� � ñëîâîì àëôàâiòó X2.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Äëÿ ñëiâ α i β âèçíà÷åíå ñëîâî αβ, ÿêå îòðè-

ìó¹òüñÿ øëÿõîì äîïèñóâàííÿ âñiõ áóêâ ñëîâà β äî ñëîâà α. Ñëîâî

αβ íàçèâàþòü äîáóòêîìñëiâ α i β, àáî ¨õ êîíêàòåíàöi¹þ.

Íàïðèêëàä, êîíêàòåòàöi¹þ ñëiâ �ñëîâî� òà �ñïîëó÷åííÿ� â àë-

ôàâiòi X1 ¹ ñëîâî �ñëîâîñïîëó÷åííÿ� â öüîìó æ àëôàâiòi. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî îïåðàöiÿ êîíêàòåíàöi¨ ñëiâ â äàíîìó àëôàâiòi ¹ àñî-

öiàòèâíîþ, àëå íå êîìóòàòèâíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Êiëüêiñòü áóêâ ó ñëîâi íàçèâà¹òüñÿ äîâæè-

íîþ ñëîâà. Äîâæèíó ñëîâà α ïîçíà÷àþòü l(α).

Áóêâè àëôàâiòó ¹ ñëîâàìè äîâæèíè 1. Ôóíêöiÿ äîâæèíè ñëîâà

l : W (X) → N, î÷åâèäíî, ìà¹ âëàñòèâiñòü: l(αβ) = l(α) + l(β).

Äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòîâóþòü ïîðîæí¹ ñëîâî Λ� ñëîâî, ùî

íå ìiñòèòü æîäíî¨ áóêâè. Ïîðîæí¹ ñëîâî Λ ¹ íåéòðàëüíèì åëå-

ìåíòîì ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîíêàòåíàöi¨. Òîáòî, ÿêùî Λ�ïîðîæí¹

ñëîâî, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëîâà α âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: Λ · α =

α · Λ = Λ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Ñëîâî β íàçèâà¹òüñÿ ïiäñëîâîì ñëîâà α,

ÿêùî α = α1βα2 äëÿ äåÿêèõ ñëiâ α1, α2 â àëôàâiòi X.

Íàïðèêëàä, ñëîâî �íàöiÿ� ïiäñëîâîì ñëîâà �êîíêàòåíàöiÿ�. Î÷å-

âèäíî, ùî ñëîâî β ìîæå âõîäèòè â ñëîâî α ÿê ïiäñëîâî äåêiëüêà

ðàçiâ.

Ðåçóëüòàòîì çàìiíè âõîäæåííÿ ïiäñëîâà β â ñëîâi α1βα2 íà

ñëîâî γ ¹ ñëîâî α1γα2. Ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè â ñëîâi α çàìiñòü

áóêâè a ñëîâà β ¹ ñëîâî, ùî îòðèìó¹òüñÿ çi ñëîâà α îäíî÷àñíîþ

çàìiíîþ âñiõ âõîäæåíü áóêâè a íà ñëîâî β.

Ââàæàòèìåìî, ùî ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ñëîâàìè ñòî¨òü ïî-

ðîæí¹ ñëîâî Λ. Âîíî âiäïîâiäàòèìå ïðîïóñêó ìiæ ñëîâàìè, ÿê ó

ïðèðîäíèõ ìîâàõ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñëiâ ó àëôàâiòi X

íàçèâàþòü ðå÷åííÿì ó àëôàâiòi X.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. Äîâæèíîþ ðå÷åííÿ íàçèâàþòü ñóìó äîâ-

æèí âñiõ ñëiâ, ÿêi âõîäÿòü ó öå ðå÷åííÿ.

Ôóíêöiÿ äîâæèíè ðå÷åííÿ l : S(X) → N ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi,

ùî é ôóíêöiÿ äîâæèíè ñëîâà.
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Çðîçóìiëî, ùî íå âñi ñëîâà ÷è ðå÷åííÿ â äàíîìó àëôàâiòi ìà-

þòü ñìèñëîâå çíà÷åííÿ. Ó ìíîæèíi W (X)
∪
S(X) ñëiâ òà ðå÷åíü

â àëôàâiòi X çà ïåâíèìè ïðàâèëàìè âèîêðåìëþþòü ïiäìíîæèíó

�ïðàâèëüíèõ� ñëiâ òà ðå÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. Ìîâîþ â àëôàâiòi X íàçèâàþòü ïiäìíîæè-

íó ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèõ ñëiâ òà ðå÷åíü â àëôàâiòi X.

Îòæå, ìîâà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå çi çìiñòîâíèõ ñëiâ òà ðå÷åíü,

ÿêi äëÿ êîæíî¨ ç ìîâ âîíè âèçíà÷àþòüñÿ çà ñâî¨ìè ïðàâèëàìè,

ùî ñêëàäàþòü ¨¨ ãðàìàòèêó. Íàïðèêëàä, â óêðà¨íñüêîìó àëôà-

âiòi ìîæíà âèîêðåìèòè ñëîâà óêðà¨íñüêî¨ ìîâè òà ãðàìàòè÷íî

ïðàâèëüíi ðå÷åííÿ. Òàê îòðèìó¹ìî ìíîæèíó òåêñòiâ óêðà¨íñüêî¨

ìîâè, ÿêó ìîæíà ôîðìàëüíî òðàêòóâàòè ÿê äåÿêèé íàáëèæåíèé

îïèñ óêðà¨íñüêî¨ ìîâè. Çðîçóìiëî, ùî ó ïðèðîäíèõ ìîâàõ ïiäìíî-

æèíà �ïðàâèëüíèõ� òåêñòiâ, ÿê ïðàâèëî, ìà¹ äóæå íå÷iòêi ìåæi,

òîäi ÿê ó øòó÷íèõ ìîâàõ öi ìåæi ÷iòêî îêðåñëåíi.

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. Ïðàâèëà óòâîðåííÿ �ïðàâèëüíèõ� âèðàçiâ

(ôîðìàëüíî¨) ìîâè íàçèâàþòü ñèíòàêñèñîì, à ïðàâèëà ñïiâñòàâ-

ëåííÿ ïðàâèëüíèõ âèðàçiâ ç êîíêðåòíèìè îá'¹êòàìè òà âëàñòèâî-

ñòÿìè öèõ îá'¹êòiâ íàçèâàþòü ñåìàíòèêîþ. Ñèíòàêñèñ òà ñåìàí-

òèêà ôîðìàëüíî¨ ìîâè âèâ÷à¹òüñÿ çà ïîñåðåäíèöòâîì ìåòàìîâè.

Ó öüîìó ïîñiáíèêó, â îñíîâíîìó, ðîçãëÿíóòî äâà òðàäèöiéíi

äëÿ êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ÷èñëåííÿ: ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü òà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Âîíè ¹ ïðèêëàäàìè ÷èñëåíü ìîâè

ïåðøîãî ïîðÿäêó. Êîæíîìó ç íèõ ïðèñâÿ÷åíî îêðåìèé ðîçäië. ßê

i äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëåííÿ, äî ñèíòàêñèñó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü òà

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ âõîäÿòü: ìîâà, àêñiîìè òà ïðàâèëà âèâåäå-

ííÿ. Â òðàäèöiéíîìó ðîçóìiííi, àêñiîìè �öå ðå÷åííÿ äàíî¨ ìî-

âè, iñòèííiñòü ÿêèõ ãàðàíòîâàíà ïðàêòèêîþ, i òîìó áåçñóìíiâíà.
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Ïðàâèëà âèâåäåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ñòðîãîãî âèâåäåííÿ ç

àêñiîì íîâèõ òâåðäæåíü, ùî íàçèâàþòüñÿ òåîðåìàìè.

1.2. Âèñëîâëåííÿ òà äi¨ íàä íèìè

Ðå÷åííÿ ìîæóòü áóòè iñòèííèìè, õèáíèìè, àáî òàêèìè, ïðî ÿêi

íå ìîæíà ñêàçàòè iñòèííi âîíè ÷è õèáíi. Ñåðåä óñiõ ðå÷åíü ìîâè

òi, ïðî ÿêi ìîæíà ñêàçàòè iñòèííi âîíè ÷è õèáíi, íàçèâàþòü âè-

ñëîâëåííÿìè. Ïðè öüîìó â ôîðìàëüíié ëîãiöi íå ñòî¨òü ïèòàííÿ

ïðî òå, ÷îìó äàíå âèñëîâëåííÿ ¹ iñòèííèì ÷è õèáíèì. Çàóâàæè-

ìî, ùî âèñëîâëåííÿ ¹ ïåðâiñíèì ïîíÿòòÿì ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

Âèñëîâëåííÿì òðàäèöiéíî ââàæàþòü çìiñòîâíå ãðàìàòè÷íî ïðà-

âèëüíå ðå÷åííÿ â îäíié ç ïðèðîäíiõ àáî øòó÷íèõ ìîâ, ïðî ÿêå

ìîæíà îäíîçíà÷íî ñêàçàòè� iñòèííå âîíî ÷è õèáíå.

Ïðèêëàä 1.2.1. (1) Ðå÷åííÿ �7 � ïðîñòå ÷èñëî�, �2× 2 =

5�, �ïiñëÿ çèìè ïî÷èíà¹òüñÿ âåñíà�, �iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷è-

ñëî n, ùî ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ X2−3X+2 = 0� ¹ âèñëîâ-

ëåííÿìè.

(2) Ðå÷åííÿ �X2 − 3X + 2 = 0�, �çìiíèìî æèòòÿ íà êðàùå�,

�íàâiùî �âà çiðâàëà ÿáëóêî?�, �to be or not to be� íå ¹

âèñëîâëåííÿìè.

Ðiçíi àâòîðè ïîçíà÷àþòü iñòèííiñòü òà õèáíiñòü ÷èñëîâëåíü ïî

ðiçíîìó. Íàïðèêëàä: i� iñòèíà, x�õèáíiñòü; t� iñòèíà (true),

f �õèáíiñòü (false); 1� iñòèíà, 0� õèáíiñòü. Â ìàòåìàòè÷íié ëî-

ãiöi çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóþòü òðåòþ ç îïèñàíèõ ìîæëèâîñòåé,

ÿêî¨ äîòðèìóâàòèìåìîñü i ìè â öié êíèæöi. Ïðè öüîìó �iñòèííå�

÷è �õèáíå� ¹ çíà÷åííÿì iñòèííîñòi âèñëîâëåííÿ.

Âèñëîâëåííÿ ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè áóêâàìè ëàòèíñüêîãî

àëôàâiòó P1, P2, . . ., Pn, . . ., P , Q, R, . . ., A, B, C, D òîùî. Ìíî-

æèíó âñiõ âèñëîâëåíü ïîçíà÷èìî ÷åðåç S. ×åðåç t(A) ïîçíà÷èìî
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çíà÷åííÿ iñòèííîñòi âèñëîâëåííÿ A. Êîæíîìó iñòèííîìó âèñëîâ-

ëåííþ A ç ìíîæèíè S ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî 1, à êî-

æíîìó õèáíîìó âèñëîâëåííþ A�÷èñëî 0. Ïðè öüîìó îäåðæèìî

âiäîáðàæåííÿ t : S → {0, 1}, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ iñòèíè.

Òîáòî

t(A) =

1, ÿêùî âèñëîâëåííÿ A iñòèííå,

0, ÿêùî A õèáíå.

Ïðèêëàä 1.2.2. Ç àðèôìåòèêè âiäîìî, ùî âèñëîâëåííÿ �7 �

ïðîñòå ÷èñëî� ¹ iñòèííèìè, à âèñëîâëåííÿ �2× 2 = 5� ¹ õèáíèì.

Íà ìíîæèíi âñiõ âèñëîâëåíü S ìîæíà çàäàòè ïåâíi ëîãi÷íi îïå-

ðàöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ç îäíèõ âèñëîâëåíü ìîæíà óòâîðþâàòè

iíøi. Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ iñòèííîñòi íîâèõ âèñëîâëåíü áóäå âè-

çíà÷àòèñÿ çíà÷åííÿìè iñòèííîñòi äàíèõ âèñëîâëåíü.

Íàä âèñëîâëåííÿìè âèêîíóþòü òàêi îñíîâíi ëîãi÷íi îïåðàöi¨:

¬� çàïåðå÷åííÿ, ∧�êîí'þíêöiÿ, ∨�äèç'þíêöiÿ, →� iìïëiêà-

öiÿ, ↔� åêâiâàëåíöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.3. (1) Çàïåðå÷åííÿ ¬. Çàïåðå÷åííÿì âè-

ñëîâëåííÿ A íàçèâàþòü âèñëîâëåííÿ ¬A, ÿêå iñòèííå òî-
äi é ëèøå òîäi, êîëè A õèáíå. ßêùî A� âèñëîâëåííÿ, òî

¬A (âîíî ÷èòà¹òüñÿ �íå A�) � âèñëîâëåííÿ, äëÿ ÿêîãî

t(¬A) = 1− t(A).

(2) Êîí'þíêöiÿ ∧. Êîí'þíêöi¹þ âèñëîâëåíü A i B íàçèâà-

þòü âèñëîâëåííÿ A ∧ B, ÿêå iñòèííå òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè âèñëîâëåííÿ A i B iñòèííi. Òîäi âèñëîâëåííÿ A i B

íàçèâàþòüñÿ êîí'þíêòèâíèìè ÷ëåíàìè. ßêùî A i B �

âèñëîâëåííÿ, òî A ∧B (÷èòà¹òüñÿ �A i B�) � âèñëîâëåí-

íÿ, äëÿ ÿêîãî t(A ∧B) = min{t(A), t(B)}.
(3) Äèç'þíêöiÿ ∨. Äèç'þíêöi¹þ âèñëîâëåíü A i B íàçèâà-

þòü âèñëîâëåííÿ A ∨ B, ÿêå iñòèííå òîäi é ëèøå òîäi,
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êîëè õî÷à á îäíå ç âèñëîâëåíü A àáî B iñòèííå. ßêùî

A i B � âèñëîâëåííÿ, òî A ∨ B (÷èòà¹òüñÿ �A àáî B�) �

âèñëîâëåííÿ, äëÿ ÿêîãî t(A∨B) = max{t(A), t(B)}. Iíà-
êøå êàæó÷è, äèç'þíêöiÿ A ∨ B õèáíà òîäi i òiëüêè òîäi

êîëè îáèäâà äèç'þíêòèâíi ÷ëåíè A i B õèáíi.

(4) Iìïëiêàöiÿ →. Iìïëiêàöi¹þ âèñëîâëåíü A i B íàçèâà-

þòü âèñëîâëåííÿ A → B, ÿêå õèáíå òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè àíòåöåäåíò3 A iñòèííèé, à êîíñåêâåíò4 B õèáíèé.

ßêùî A i B � âèñëîâëåííÿ, òî A→ B (÷èòà¹òüñÿ �ÿêùî

A òî B� àáî �ç A âèïëèâà¹ B�) � âèñëîâëåííÿ, äëÿ ÿêîãî

t(A→ B) = max{1− t(A), t(B)}.
(5) Åêâiâàëåíöiÿ ↔. Åêâiâàëåíöi¹þ âèñëîâëåíü A i B íàçè-

âàþòü âèñëîâëåííÿ A↔ B, ÿêå iñòèííå òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè îáèäâà A i B íàáóâàþòü îäíàêîâèõ çíà÷åíü iñòèí-

íîñòi. ßêùî A i B � âèñëîâëåííÿ, òî A ↔ B (÷èòà¹òüñÿ

�A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè B� àáî �A åêâiâàëåíòíå B�) �

âèñëîâëåííÿ, äëÿ ÿêîãî t(A↔ B) =

1, t(A) = t(B),

0, t(A) ̸= t(B).

Íàâåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié ìîæíà îá'¹äíàòè

ó òàêié ñïiëüíié òàáëèöi iñòèííîñòi.

t(A) t(B) t(¬A) t(A ∨B) t(A ∧B) t(A→ B) t(A↔ B)

0 0 1 0 0 1 1

0 1 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 1 1 1

Âèñëîâëåííÿ ïîäiëÿþòü íà ïðîñòi òà ñêëàäíi.

3Àíòåöåäåíò (âiä ëàò. ante-cedens � ïîïåðåäíié) � ïðè÷èíà, ïîñèëàííÿ
4Êîíñåêâåíò (ëàò. concequens) � âèñíîâîê, íàñëiäîê
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Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Âèñëîâëåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, àáî àòî-

ìàðíèì, ÿêùî æîäíà éîãî ÷àñòèíà íå ¹ âèñëîâëåííÿì. Âèñëîâ-

ëåííÿ, óòâîðåíi ç iíøèõ âèñëîâëåíü çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî

÷èñëà ëîãi÷íèõ îïåðàöié, íàçèâàþòü ñêëàäíèìè.

Ïðèêëàä 1.2.5. �7 � ïðîñòå ÷èñëî � � ïðîñòå âèñëîâëåííÿ, à

ðå÷åííÿ �ßêùî öiëå ÷èñëî a ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà 7, òî a = 1 àáî

a = −1 àáî a = 7 àáî a = −7� � ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ.

Ïðèêëàä 1.2.6. Íåõàé çàäàíî äâà ïðîñòi âèñëîâëåííÿ:

A� �2 ïðîñòå ÷èñëî� òà B � �2 + 2 = 4�.

Çàñòîñîâóþ÷è äî íèõ ëîãi÷íi îïåðàöi¨, îòðèìà¹ìî òàêi ñêëàäíi

âèñëîâëåííÿ:

• ¬A� �2�íå ïðîñòå ÷èñëî�;

• A ∨B � �2 ïðîñòå ÷èñëî àáî 2 + 2 = 4�;

• A→ B � �ßêùî 2 ïðîñòå ÷èñëî, òî 2 + 2 = 4�;

• A↔ B � �2�ïðîñòå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 2 + 2 = 4�;

• A ∧B � �2 ïðîñòå ÷èñëî i 2 + 2 = 4�.

1.3. Ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü òà ¨õ åêâiâàëåíòíiñòü

Íàéðîçâèíåíiøîþ ÷àñòèíîþ ñó÷àñíî¨ ëîãiêè ¹ òàê çâàíà ëîãi-

êà âèñëîâëåíü, àáî ïðîïîçèöiéíà ëîãiêà (âiä àíãë. proposition �

ðå÷åííÿ, òâåðäæåííÿ). Îñíîâíèì ïðåäìåòîì âèâ÷åííÿ ëîãiêè âè-

ñëîâëåíü ¹ ïðîñòi âèñëîâëåííÿ. Ïðè÷îìó ó ëîãiöi âèñëîâëåíü íå

àíàëiçó¹òüñÿ âíóòðiøíÿ ñòðóêòóðà ïðîñòîãî âèñëîâëåííÿ ÷è éîãî

çìiñò, íàòîìiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ç ïðîñòèõ âèñëîâëåíü óòâîðþ-

þòüñÿ ñêëàäíi, i ÿê çàëåæèòü çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ñêëàäíîãî âè-

ñëîâëåííÿ âiä çíà÷åíü ïðîñòèõ âèñëîâëåíü, ùî äî íüîãî âõîäÿòü.

Ïðè öüîìó íå ñòî¨òü ïèòàííÿ ïðî òå, ÷îìó äàíå âèñëîâëåííÿ ¹

iñòèííèì ÷è õèáíèì.
15



Ëîãiêà âèñëîâëåíü âêëþ÷à¹ â ñåáå àëãåáðó âèñëîâëåíü, â ÿêié

äîñëiäæóþòüñÿ îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè, ùî ìàþòü ïåâíå çíà-

÷åííÿ iñòèííîñòi, òà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ïðè öüîìó ââàæàþòü

ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè âñi âèñëîâëåííÿ, ÿêi íàáóâàþòü îäíàêî-

âèõ çíà÷åíü iñòèííîñòi ïðè îäíàêîâèõ çíà÷åííÿõ ïðîñòèõ âèñëîâ-

ëåíü, ùî äî íèõ âõîäÿòü, íå çâàæàþ÷è íà ¨õ çìiñò.

Ðîçãëÿíåìî àëôàâiò àëãåáðè âèñëîâëåíü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðî-

ïîçèöiéíèõ çìiííèõ (çìiííèõ âèñëîâëåíü, ÿêèìè ïîçíà÷àþòüñÿ

ïðîñòi âèñëîâëåííÿ; âîíè ¹ áóêâàìè àëôàâiòó) P1, P2, . . ., Pn,

. . ., P , Q, R, . . ., A, B, C, D . . ., ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê (ñèìâîëiâ ëîãi-

÷íèõ îïåðàöié) ¬ (çàïåðå÷åííÿ), ∧ (êîí'þíêöiÿ), ∨ (äèç'þíêöiÿ),

→ (iìïëiêàöiÿ), ↔ (åêâiâàëåíöiÿ), òà äóæîê �(�, �)�.

Ç ñèìâîëiâ öüîãî àëôàâiòó óòâîðþþòü ñëîâà, ñåðåä ÿêèõ �çìi-

ñòîâíèìè�, ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèìè, ¹ ôîðìóëè.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü áóäóþòüñÿ ií-

äóêòèâíèì øëÿõîì ç ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ P1, . . ., Pn, . . ., P ,

Q, R, . . ., A, B, C, D . . ., ç âèêîðèñòàííÿì ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê òà

äóæîê çà äîïîìîãîþ òàêèõ ïðàâèë:

(1) Êîæíà ïðîïîçèöiéíà çìiííà ¹ ôîðìóëîþ àëãåáðè âè-

ñëîâëåíü;

(2) ßêùî A i B �ôîðìóëè, òî ¬A, (A∨B), (A∧B), (A→ B),

(A↔ B)�ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü.

Ïðèêëàä 1.3.2. (1) ((¬A ∨B) → (A→ B));

(2) (((P → Q) → R) → ((P → Q) → (P → R)));

(3) ((P1 ∨ P2) → (P1 ∧ (P2 → P3)).

Çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ îïåðàöié ìîæíà áóäóâàòè ñêëàäíi âè-

ñëîâëåííÿ, âêàçóþ÷è íà ïîðÿäîê äié çà äîïîìîãîþ äóæîê.
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Êiëüêiñòü äóæîê ìîæíà ñêîðîòèòè, ÿêùî äîìîâèòèñü, ùî ñïî-

÷àòêó âèêîíóþòü çàïåðå÷åííÿ, ïîòiì êîí'þíêöiþ, äèç'þíêöiþ, i

íàðåøòi � iìïëiêàöiþ òà åêâiâàëåíöiþ. ßêùî äóæêè âiäñóòíi, ïî-

ðÿäîê âèêîíàííÿ îïåðàöié ¹ òàêèì: ¬, ∧, ∨, →, ↔.

Òàêîæ ÷àñòî äîìîâëÿþòüñÿ ïðîïóñêàòè ïàðó çîâíiøíiõ äóæîê

ó çàïèñi ôîðìóëè.

Ïðèêëàä 1.3.3. (1) Âèêîðèñòîâóþ÷è öi äîìîâëåíîñòi, êiëü-

êiñòü äóæîê ó ôîðìóëi (((¬P → Q) → R)∨ ((P ∧¬Q) →
(P ∧ R))) ìîæíà ñêîðîòèòè: ¬P → Q → R ∨ P ∧ ¬Q →
P ∧R.

(2) Òàê ñàìî ìîæíà âiäíîâèòè äóæêè: ¬B ∨ (C → A∧B) ↔
(A ∨B ∧ ¬C → ¬A ∧B) ∧A = ((¬B ∨ (C → (A ∧B))) ↔
(((A ∨ (B ∧ ¬C)) → (¬A ∧B)) ∧A)).

Çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè A öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åí-

íÿ iñòèííîñòi çìiííèõ, ç ÿêèõ ïîáóäîâàíà ôîðìóëà A. Çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ iñòèíèííîñòi äëÿ ñêëàäíèõ ôîðìóëè çðó÷íî îá÷èñëþâà-

òè çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi.

Ïðèêëàä 1.3.4. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóëè

A = (P ∨Q) → (P ∧ (Q→ R)).

t(P ) t(Q) t(R) t(P ∨Q) t(Q→ R) t(P ∧ (Q→ R)) t(A)

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìâîëè àëôàâiòó àëãåáðè âèñëîâëåíü, áóäü-

ÿêå ñêëàäåíå âèñëîâëåííÿ ìîæíà ôîðìàëiçóâàòè, çàïèñàâøè ó

âèãëÿäi ôîðìóëè, ÿêà âèðàæà¹ éîãî ëîãi÷íó ñòðóêòóðó.

Ïðèêëàä 1.3.5. Âèñëîâëåííÿ �ßêùî ÷èñëî 70 êðàòíå 5 i 7, òî

âîíî êðàòíå 35� ìà¹ òàêó ëîãi÷íó ñòðóêòóðó: (A ∧B) → C.

Ïðèêëàä 1.3.6. Çàïèøåìî ìîâîþ àëãåáðè âèñëîâëåíü òàêå ðå-

÷åííÿ �ßêùî ãðîøi íå ïàõíóòü àáî éäå äîù, òî ñîáàêà íå âiçüìå

ñëiä�, i çíàéäåìî éîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi.

Àòîìàðíèìè âèñëîâëåííÿìè ó öüîìó âèïàäêó ¹ òàêi: A� �ãðî-

øi íå ïàõíóòü�, B � �éäå äîù�, C � �ñîáàêà âiçüìå ñëiä�. Òîäi ðå-

÷åííÿ çàïèøåòüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ àëãåáðè âèñëîâëåíü: A∨B →
¬C. Ïîáóäó¹ìî äëÿ íå¨ òàáëèöþ iñòèííîñòi.

t(A) t(B) t(C) t(A ∨B) t(¬C) t((A ∨B) → ¬C)
0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 1 1

0 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 1

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 0

Äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ðå÷åííÿ ÷àñòî çðó÷íî êî-

ðèñòóâàòèñÿ ñêîðî÷åíèìè òàáëèöÿìè iñòèííîñòi. Äëÿ öüîãî âèïè-

ñóþòü ôîðìóëó àëãåáðè âèñëîâëåíü, äëÿ ÿêî¨ ïîòðiáíî ñêëàñòè

òàáëèöþ iñòèííîñòi. Äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ íàáîðiâ çíà÷åíü ïðîïî-

çèöiéíèõ çìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü ó äàíó ôîðìóëó, ïiä âñiìà âõîäæå-

ííÿìè êîæíî¨ ç áóêâ çàïèøåìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ iñòèííîñòi.
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Äàëi ïiä êîæíîþ ëîãi÷íîþ çâ'ÿçêîþ çàïèøåìî çíà÷åííÿ iñòèííî-

ñòi âiäïîâiäíî¨ ôîðìóëè â ïîðÿäêó âèêîíàííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè áóäå çàïèñàíå ïiä ñèìâîëîì ëîãi-

÷íî¨ îïåðàöi¨, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ îñòàííüîþ� ò.ç. ãîëîâíà çâ'ÿçêà.

Ïðèêëàä 1.3.7. Çàïèøåìî ñêîðî÷åíó òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ

ôîðìóëè (((A ∧ C) ∨ (B ∧D)) → ((A ∨B) ∧ (C ∨D))). Îñêiëüêè

ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ ¹ 4, òàáëèöÿ iñòèííîñòi ìiñòèòèìå 24 = 16

ðÿäêiâ.

(A ∧ C) ∨ (B ∧ D) → (A ∨ B) ∧ (C ∨ D)

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ßê áà÷èìî, öÿ ôîðìóëà ¹ òîòîæíî iñòèííîþ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî òðàïëÿþòüñÿ òàêi ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ,

çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ÿêèõ ìîæíà âèçíà÷èòè, íàâiòü íå çíàþ÷è
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çíà÷åíü iñòèííîñòi àòîìàðíèõ âèñëîâëåíü, ÿêi äî íèõ âõîäÿòü.

Íàâåäåìî ïðèêëàä âèñëîâëåíü òàêîãî òèïó.

Ïðèêëàä 1.3.8. Âèñëîâëåííÿ A ∨ B ∨ ¬A òà A → (B ∨ ¬B)

iñòèííi, à âèñëîâëåííÿ A ∧ (B ∧ ¬B) òà ¬(A ∨ ¬A) õèáíi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.9. Ôîðìóëà A, äëÿ ÿêî¨ t(A) = 1 òîòîæíî, íà-

çèâà¹òüñÿ òàâòîëîãi¹þ5. Ôîðìóëà A, äëÿ ÿêî¨ t(A) = 0 òîòîæíî,

íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðå÷íiñòþ. Ôîðìóëà, ÿêà íå ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, íà-

çèâà¹òüñÿ âèêîíóâàíîþ.

Ïðèêëàä 1.3.10. Òàâòîëîãiÿìè ¹ òàêi âàæëèâi ôîðìóëè: A ∨
¬A (çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî), ¬(A∨¬A) (çàêîí âèêëþ÷åííÿ
ñóïåðå÷íîñòi), A→ A (çàêîí òîòîæíîñòi).

Äëÿ òîãî, ùîá âñòàíîâèòè, ÷è ¹ äàíà ôîðìóëà àëãåáðè âèñëîâ-

ëåíü òàâòîëîãi¹þ àáî ñóïåðå÷íiñòþ, ìîæíà ïîáóäóâàòè òàáëèöþ

iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨ ôîðìóëè. ßêùî îñòàííié ñòîâïåöü öi¹¨ òàáëèöi

ìiñòèòèìå ëèøå îäèíèöi, ôîðìóëà ¹ òàâòîëîãi¹þ. ßêùî âñi íóëi,

òî ôîðìóëà ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, à êîëè ¹ õî÷à á îäíà îäèíèöÿ i õî÷à

á îäèí íóëü, òî ìà¹ìî ñïðàâó ç âèêîíóâàíîþ ôîðìóëîþ.

Òàêó ïåðåâiðêó òàêîæ ìîæíà âèêîíóâàòè òàê çâàíèì ìåòî-

äîì âiäøóêàííÿ êîíòðïðèêëàäó (âiä ñóïðîòèâíîãî). ßêùî çíà-

éäåòüñÿ íàáið çíà÷åíü ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ, íà ÿêîìó ôîðìóëà

íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0, ôîðìóëà íå ¹ òàâòîëîãi¹þ. ßêùî ïðè ñïðîái

âiäøóêàòè êîíòðïðèêëàä ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi, ôîðìóëà ¹

òàâòîëîãi¹þ. Ïðîiëþñòðó¹ìî öåé ìåòîä íà ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 1.3.11. Ïåðåâiðèìî, ùî ôîðìóëà P = (A → B) ∧
(C → D) −→ ((A ∨ C) → (B ∨D)) òàâòîëîãi¹þ.

5Òåðìií òàâòîëîãiÿ â ëîãiêó ââiâ Ëþäâiã Âiò åíøòåéí (Ludwig Wi-

ttgenstein) (1889�1951) � àâñòðî-àíãëiéñüêèé ôiëîñîô, ëîãiê, îäèí iç çàñíîâ-

íèêiâ àíàëiòè÷íî¨ ôiëîñîôi¨ (ç ãð. ταυτo� òå ñàìå, λoγoς �ìîâà).
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Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà íå ¹ òàâòîëîãi¹þ. Òîäi õî÷à á íà îäíî-

ìó íàáîði iñòèííîñíèõ çíà÷åíü àòîìàðíèõ âèñëîâëåíü ôîðìó-

ëà P íàáóäå çíà÷åííÿ 0. Öå ìîæëèâî òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè âñi êîí'þíêòèâíi ÷ëåíè â àíòåöåäåíòi iñòèííi, à êîíñåêâåíò

((A∨C) → (B∨D)) ¹ õèáíèì. Àëå êîíñåêâåíò ((A∨C) → (B∨D))

ó ñâîþ ÷åðãó ¹ iìïëiêàöi¹þ, ÿêà õèáíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àí-

òåöåíäåíòA∨C ¹ iñòèííèì, à êîíñåêâåíòB∨D� õèáíèé. Îñòàíí¹

ìîæëèâî òiëüêè ïðè t(B) = 0 i t(D) = 0.

Ç öüîãî òà iñòèííîñòi ôîðìóëè (A → B) ∧ (C → D) âèïëè-

âà¹, ùî t(A) = 0 i t(C) = 0. Àëå òîäi t(A ∨ C) = 0. Îòðèìàíà

ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà ñïðàâäi ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Ïðèêëàä 1.3.12. Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëà (A → B) → ((A →
C) → (B → C)) íå ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî, çíàéäåìî íàáið çíà÷åíü ïðîïîçèöiéíèõ

çìiííèõ, ïðè ÿêèõ ôîðìóëà ¹ õèáíîþ. ßêùî ôîðìóëà íå ¹ òàâ-

òîëîãi¹þ, òî õî÷à á íà îäíîìó íàáîði âîíà íàáóäå çíà÷åííÿ 0. Ç

òîãî, ùî iìïëiêàöiÿ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi íóëü âèïëèâà¹,

ùî t(A → B) = 1 i t((A → C) → (B → C)) = 0. Ç îñòàííüîãî

îòðèìó¹ìî, ùî t(A → C) = 1 i t(B → C) = 0. Òîäi î÷åâèäíî,

ùî t(B) = 1 i t(C) = 0. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî iìïëiêàöi¨ ìîæóòü

íàáóâàòè çíà÷åííÿ t(A → B) = 1 òà t(A → C) = 1 òiëüêè ïðè

çíà÷åííi iñòèííîñòi t(A) = 0.

Îòæå, ïðè t(A) = 0, t(B) = 1 i t(C) = 0 ôîðìóëà (A → B) →
((A→ C) → (B → C)) ¹ õèáíîþ, òîáòî âîíà íå ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Ðàçîì ç òèì öÿ ôîðìóëà íå ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, à îòæå öå âèêîíó-

âàíà ôîðìóëà.

Îçíà÷åííÿ 1.3.13. Äâi ôîðìóëè A i B íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-

ëåíòíèìè, ÿêùî t(A) = t(B).
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ A ≡ B äëÿ åêâiâàëåíòíèõ ôîðìóë A i B.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäíîøåííÿ ≡ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-

òíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü. (Çàëèøà¹ìî

öå ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.) Òîäi ìíîæèíà ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâ-

ëåíü çà öèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè

åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ. Äî êîæíîãî ç êëàñiâ âõîäÿòü âñi ôîðìó-

ëè, ÿêi íàáóâàþòü îäíàêîâèõ çíà÷åíü iñòèííîñòi ïðè îäíàêîâèõ

çíà÷åííÿõ ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ. Â êîæíîìó òàêîìó êëàñi çðó-

÷íî âìiòè âèáèðàòè ïðåäñòàâíèê ÿêíàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó, ÿê

îò ôîðìóëó, ùî ìiñòèòü ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê

÷è ôîðìóëó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ò. ç. íîðìàëüíié ôîðìi.

Ïðèêëàä 1.3.14. Ïåðåâiðèìî åêâiâàëåíòíiñòü (P → Q) ≡ (¬P∨
Q). Öå ìîæíà çðîáèòè, ïîáóäóâàâøè òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ îáîõ

ôîðìóë P → Q i ¬P ∨Q:

t(P ) t(Q) t(¬P ) t(P → Q) t(¬P ∨Q)

0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 0 1 1

Ïîðiâíþþ÷è äâà îñòàííiõ ñòîâï÷èêè öi¹¨ òàáëèöi, áà÷èìî, ùî

t(P → Q) = t(¬P ∨Q), îòæå (P → Q) ≡ (¬P ∨Q).

Òâåðäæåííÿ 1.3.15. Íåõàé A, B i C � äîâiëüíi ôîðìóëè àë-

ãåáðè âèñëîâëåíü. Òîäi ïåðåëi÷åíi íèæ÷å ïàðè ôîðìóë åêâiâàëåí-

òíi:

1) A ∨B ≡ B ∨A (Êîìóòàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨);

1′) A ∧B ≡ B ∧A (Êîìóòàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨);

2) A∨ (B ∨C) ≡ (A∨B)∨C (Àñîöiàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨);

2′) A∧ (B∧C) ≡ (A∧B)∧C (Àñîöiàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨);
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3) (A ∨B) ∧B ≡ B (Çàêîí ïîãëèíàííÿ);

3′) (A ∧B) ∨B ≡ B (Çàêîí ïîãëèíàííÿ);

4) A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)(Äèñòðèáóòèâíiñòü);
4′) A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C) (Äèñòðèáóòèâíiñòü);
5) (A ∨ ¬A) ∧B ≡ B;

5′) (A ∧ ¬A) ∨B ≡ B;

6) ¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B (Çàêîí äå Ìîðãàíà6);

6′) ¬(A ∨B) ≡ ¬A ∧ ¬B (Çàêîí äå Ìîðãàíà);

7) A ∧A ≡ A (Çàêîí iäåìïîòåíòíîñòi);

7′) A ∨A ≡ A (Çàêîí iäåìïîòåíòíîñòi);

8) ¬¬A ≡ A (Çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ);

9) A ∧ 0 ≡ 07;

9′) A ∨ 0 ≡ A;

10) A ∧ 1 ≡ A;

10′) A ∨ 1 ≡ 1;

11) A ∧ ¬A ≡ 0 (Çàêîí ñóïåðå÷íîñòi);

11′) A ∨ ¬A ≡ 1 (Çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî);

12) A→ B ≡ ¬A ∨B;
13) A→ B ≡ ¬B → ¬A (Çàêîí êîíòðàïîçèöi¨).

Äîâåäåííÿ. 3)Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, çàêîí ïîãëèíàííÿ (A∨
B) ∧B ≡ B, ïîáóäóâàâøè òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë

t(A) t(B) t(A ∨B) t(B ∧ (A ∨B))

0 0 0 0

0 1 1 1

1 0 1 0

1 1 1 1

6Îãàñòåñ äå Ìîðãàí (Augustus de Morgan) (1806�1871) �øîòëàíäñüêèé

ìàòåìàòèê i ëîãiê.
7Òóò i äàëi 0 îçíà÷à¹ äîâiëüíó ñóïåðå÷íiñòü, à 1 � äîâiëüíó òàâòîëîãiþ.
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Ç ðiâíîñòi äðóãîãî òà ÷åòâåðòîãî ñòîâïöiâ òàáëèöi iñòèííîñòi âè-

ïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü ïîòðiáíèõ ôîðìóë.

12) Öþ åêâiâàëåíòíiñòü äîâåäåíî ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi.

13) Äîâåäåìî çàêîí êîíòðàïîçèöi¨ A→ B ≡ ¬B → ¬A:

t(A) t(B) t(A→ B) t(¬B) t(¬A) t(¬B → ¬A)
0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 1

Ïîðiâíÿâøè äðóãèé i îñòàííié ñòîâïöi òàáëèöi, áà÷èìî, ùî t(A→
B) = t(¬B → ¬A), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
Äîâåäåííÿ iíøèõ òâåðäæåíü çâîäèòüñÿ äî ïðîñòî¨ ïåðåâiðêè

âèïèñàíèõ åêâiâàëåíòíîñòåé çà äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, òàáëèöü

iñòèííîñòi. �

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi åêâiâàëåíòíi ôîðìóëè, çðó÷íî ïåðåâiðÿòè

åêâiâàëåíòíiñòü iíøèõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü, áåç âèêîðè-

ñòàííÿ òàáëèöü iñòèííîñòi. Öi åêâiâàëåíòíîñòi âèðàæàþòü äîáðå

âiäîìi çàêîíè êëàñè÷íî¨ ëîãiêè, íàçâè ÿêèõ çàïèñàíi ñïðàâà â

äóæêàõ. Äëÿ ¨õ çàñâî¹ííÿ i óñâiäîìëåííÿ ïîòðiáíî äîáðå ïîïðà-

êòèêóâàòèñÿ.

Ïðèêëàä 1.3.16. Ïåðåâiðèìî åêâiâàëåíòíiñòü ¬(A ∧B) ∨ (A ∧
¬B) ∨ (A ∧B) ≡ ¬B.
Çàñòîñîâóþ÷è ïîñëiäîâíî çàêîí äå Ìîðãàíà äëÿ êîí'þíêöi¨,

äèñòðèáóòèâíiñòü êîí'þíêöi¨, çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî òà êî-

ìóòàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨, îòðèìà¹ìî òàêi åêâiâàëåíòíîñòi:

¬(A∧B)∨(A∧¬B)∨(A∧B) ≡6,4′ (¬A∨¬B)∨A∧(¬B∨B) ≡11′

¬A ∨ ¬B ∨A ≡11′ (¬A ∨A) ∨ ¬B ≡ 1 ∨ ¬B ≡ ¬B.
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Çàïðîïîíîâàíi ó òâåðäæåííi âëàñòèâîñòi çðó÷íî òàêîæ âèêî-

ðèñòîâóâàòè äëÿ çâåäåííÿ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü äî ëîãi-

÷íî åêâiâàëåíòíèõ ôîðìóë, çîêðåìà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ ëîãi-

÷íèõ çâ'ÿçîê.

Ïðèêëàä 1.3.17. Çâåäåìî ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü äî åêâi-

âàëåíòíèõ ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ áóêâ òà (àáî) ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê.

(1) (¬(C → ¬B)∨¬(A∧B)∨ (B ∧¬C)) → ¬B ≡12,6 (¬(¬C ∨
¬B) ∨ ¬A ∨ ¬B ∨ (B ∧ ¬C)) → ¬B ≡6′,1 ((C ∧ B) ∨ (B ∧
¬C) ∨ ¬A ∨ ¬B) → ¬B ≡1′ ((B ∧ C) ∨ (B ∧ ¬C) ∨ ¬A ∨
¬B) → ¬B ≡4′ (((C ∨ ¬C) ∧ B) ∨ ¬A ∨ ¬B) → ¬B ≡11′

(B ∨ ¬A ∨ ¬B) → ¬B ≡11′ ¬A→ ¬B ≡13 B → A.

(2) ((A∨B)∧ (B → A))∨ (A∧C) ≡12 ((A∨B)∧ (¬B ∨A))∨
(A∧C) ≡4 A∨ (B ∧¬B)∨ (A∧C) ≡11 A∨ (A∧C) ≡3′ C.

1.4. Áóëåâi àëãåáðè

1.4.1. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè áóëåâèõ àëãåáð.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. Áóëåâîþ àëãåáðîþ8 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíàB,

íà ÿêié çàäàíi äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ ∪ (îá'¹äíàííÿ, àáî

áóëåâå äîäàâàííÿ) i · (ïåðåòèí, àáî áóëåâå ìíîæåííÿ), òà îäíà

óíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ¯ (áóëåâå äîïîâíåííÿ), i öi îïåðàöi¨

çàäîâîëüíÿþòü òàêi àêñiîìè:

1) a ∪ b = b ∪ a; 1′)a · b = b · a;
2) a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c; 2′)a · (b · c) = (a · b) · c;
3) ((a ∪ b) · b) = b; 3′)(a · b) ∪ b = b;

4) a∪ (b · c) = (a · b)∪ (a · c); 4′)a · (b∪ c) = (a∪ b) · (a∪ c);
5) ((a ∪ ā) · b) = b; 5′)(a · ā) ∪ b = b

8Äæîðäæ Áóëü (George Boole) (1815�1864) � áðèòàíñüêèé ìàòåìàòèê i

ôiëîñîô.
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äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ B.

Ïðèêëàä 1.4.2. (1) Áóëåâà àëãåáðà ç äâîìà åëåìåíòàìè.

ÍåõàéB = {0, 1}�ìíîæèíà ç îïåðàöiÿìè a∪b = max{a, b},
a · b = min{a, b}, 0̄ = 1, 1̄ = 0. Çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðå-

äíüî¨ ïåðåâiðêè ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà {0, 1}
¹ áóëåâîþ àëãåáðîþ ñòîñîâíî öèõ îïåðàöié.

(2) Íåõàé B = 2M �ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíî-

æèíèM çi çâè÷àéíèìè òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îïåðàöi-

ÿìè îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ A ∪B, A ·B =

A∩B, Ā =M \A, äå A,B ∈ 2M �ïiäìíîæèíè ìíîæèíè

M . Ç âëàñòèâîñòåé îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè âèïëèâà¹,

ùî öå áóëåâà àëãåáðà.

(3) ÍåõàéA�íåïîðîæíÿ ìíîæèíà,M = 2A �ìíîæèíà âñiõ

ïiäìíîæèí ìíîæèíè A. Âèçíà÷èìî íà 2A îïåðàöi¨:

X ⊕ Y = (X ∪ Y )\(X ∩ Y ) i X ⊙ Y = X ∩ Y . Ìíîæèíà

M ¹ êiëüöåì ñòîñîâíî öèõ îïåðàöié. Öå êiëüöå ¹ áóëå-

âèì, áî âîíî êîìóòàòèâíå, i êîæíèé åëåìåíò â íüîìó ¹

iäåìïîòåíòîì.

(4) Íåõàé B � áóëåâà àëãåáðà, M �íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à

BM � ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü çM â B. Îçíà÷èìî îá'-

¹äíàííÿ, ïåðåòèí òà äîïîâíåííÿ ôóíêöié ç BM ó òàêèé

ñïîñiá:

f ∪ g � öå ôóíêöiÿ äëÿ ÿêî¨ (f ∪ g)(x) = f(x) ∪ g(x),
f · g � öå ôóíêöiÿ äëÿ ÿêî¨ (f · g)(x) = f(x) · g(x),
f̄ � öå ôóíêöiÿ äëÿ ÿêî¨ f̄(x) = f(x).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öi îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü âñi

àêñiîìè ç îçíà÷åííÿ áóëåâî¨ àëãåáðè. Âèêîíà¹ìî öþ ïå-

ðåâiðêó äëÿ àêñiîìè 4. Ïåðåâiðêè âñiõ iíøèõ àêñiîì âè-

êîíóþòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Íåõàé x äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè M , f, g, h ∈
BM . Òîäi

(f ∪ (g · h))(x) = f(x) ∪ (g · h)(x) =

= (f(x) ∪ (g(x)) · (f(x) ∪ h(x)) =

= (f ∪ g)(x) · (f ∪ h)(x) = ((f ∪ g) · (f ∪ h))(x).

Îòæå çíà÷åííÿ ôóíêöié f ∪ (g · h) òà (f ∪ g) · (f ∪ h) ¹
îäíàêîâèìè äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ M, òîìó f ∪ (g ·
h) = (f ∪ g) · (f ∪ h).

(5) Òåïåð ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé âàæëèâèé ÷àñòêîâèé êëàñ

áóëåâèõ àëãåáð ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó. Íåõàé

B = {0, 1}, M = {0, 1} × . . .× {0, 1}︸ ︷︷ ︸
n

.

Ó öüîìó âèïàäêó áóëåâó àëãåáðó BM ïîçíà÷àòèìåìî

÷åðåç Fn. Áóëåâà àëãåáðà Fn ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ôóíêöié

f(x1, . . . xn) âiä n çìiííèõ x1, . . ., xn, êîæíà ç ÿêèõ íà-

áóâà¹ çíà÷åííÿ â ìíîæèíi {0, 1}, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ âñiõ
ôóíêöié òåæ íàëåæàòü äî ìíîæèíè {0, 1}. Òàêi ôóíêöi¨
íàçèâàþòü áóëåâèìè ôóíêöiÿìè.

Ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿíóòè îá'¹äíàííÿ F = ∪Fn. Ìíî-

æèíà F , ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, òåæ ¹ áóëåâîþ àëãå-

áðîþ.

(6) Íåõàé B1, . . . , Bn � áóëåâi àëãåáðè. Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åí-

íèé äåêàðòîâèé äîáóòîê B = B1 × . . . × Bn ç îïåðàöi-

ÿìè îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ, âèçíà÷åíèìè

ïîêîìïîíåíòíî:

(x1, . . . , xn) ∪ (y1, . . . , yn) = (x1 ∪ y1, . . . , xn ∪ yn);

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = (x1 · y1, . . . , xn · yn);
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(x1, . . . , xn) = (x̄1, . . . , x̄n).

Ëåãêî ïðåâiðèòè, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê áóëåâèõ àëãåáð

¹ áóëåâîþ àëãåáðîþ.

1.4.2. Àëãåáðà Ëiíäåíáàóìà-Òàðñüêîãî. Ðîçãëÿíåìî ùå

îäèí ïðèêëàä áóëåâî¨ àëãåáðè, ÿêà íàçâàíà íà ÷åñòü ëîãiêiâ À. Ëií-

äåíáàóìà9 òà À. Òàðñüêîãî10.

Áóëåâi àëãåáðè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç åëåìåíòàðíîþ ëîãiêîþ âèñëîâ-

ëåíü. Åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü óçãîäæó¹-

òüñÿ ç ëîãi÷íèìè îïåðàöiÿìè. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3. ßêùî A1, A2, B1, B2 � ôîðìóëè ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü i A1 ≡ A2, B1 ≡ B2, òî ¬A1 ≡ ¬A2, A1∨B1 ≡ A2∨B2,

A1 ∧B1 ≡ A2 ∧B2 i A1 → B1 ≡ A2 → B2.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, íàïðèêëàä, ùî (A1 → B1) ≡ (A2 →
B2). Ìà¹ìî t(A1) = t(A2), t(B1) = t(B2), t(A1 → B1) = max{1 −
t(A1), t(B1)} = max{1 − t(A2), t(B2)} = t(A2 → B2). Àíàëîãi÷íî

ïåðåâiðÿþòüñÿ iíøi åêâiâàëåíòíîñòi. �

Íåõàé F �ìíîæèíà âñiõ ôîðìóë àëãåáðè âèñëîâëåíü ðàçîì ç

ëîãi÷íèìè îïåðàöiÿìè íàä âèñëîâëåííÿìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L

ôàêòîð-ìíîæèíó F/ ≡ ìíîæèíè F çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-

òíîñòi ≡. Êëàñ âñiõ ôîðìóë, ÿêi åêâiâàëåíòíi ôîðìóëi A, ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç [A]. Ìíîæèíà [A] ¹ åëåìåíòîì ç L. ßêùî A1 ≡ A2,

òî [A1] = [A2]. Îçíà÷èìî îïåðàöi¨ íàä åëåìåíòàìè ìíîæèíè L çà

9Àäîëüô Ëiíäåíáàóì (Adolf Lindenbaum) (1904�1941) � ïîëüñüêèé ìà-

òåìàòèê i ëîãiê.
10Àëüôðåä Òàðñêèé (Alfred Tarski) (1901�1983) � âèäàòíèé ïîëüñüêî-

àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê i ëîãiê, îäèí ç ïðåäñòàâíèêiâ Ëüâiâñüêî-

Âàðøàâñüêî¨ øêîëè. Çàñíîâíèê ôîðìàëüíî¨ òåîði¨ iñòèííîñòi.
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ïðàâèëàìè:

¬[A] = [¬A]; [A] ∨ [B] = [A ∨B];

[A] ∧ [B] = [A ∧B]; [A] → [B] = [A→ B].

Ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ 1.4.3 ïîêàçó¹, ùî êîëè [A1] = [A2] i [B1] =

[B2], òî ¬[A1] = ¬[A2], [A1] ∨ [B1] = [A2] ∨ [B2], [A1] ∧ [B1] =

[A2]∧ [B2] i [A1] → [B1] = [A2] → [B2]. Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàöi¨ ∨,
∧ òà ¬ íà ìíîæèíi L âèçíà÷åíi êîðåêòíî. Ç òâåðäæåííÿ 1.3.15 ÿê

íàñëiäîê âèïëèâà¹ òàêèé îïèñ âëàñòèâîñòåé îñíîâíèõ ëîãi÷íèõ

îïåðàöié.

Òâåðäæåííÿ 1.4.4. Îïåðàöi¨ ∨, ∧ òà ¬ ìàþòü òàêi âëàñòè-

âîñòi:

1) [A] ∨ [B] = [B] ∨ [A];

1′) [A] ∧ [B] = [B] ∧ [A];

2) [A] ∨ ([B] ∨ [C]) = ([A] ∨ [B]) ∨ [C];

2′) [A] ∧ ([B] ∧ [C]) = ([A] ∧ [B]) ∧ [C];

3) ([A] ∨ [B]) ∧ [B] = [B];

3′) ([A] ∧ [B]) ∨ [B] = [B];

4) [A] ∨ ([B] ∧ [C]) = ([A] ∧ [B]) ∨ ([A] ∧ [C]);

4′) [A] ∧ ([B] ∨ [C]) = ([A] ∨ [B]) ∧ ([A] ∨ [C]);

5) ([A] ∨ ¬[A]) ∧ [B] = [B];

5′) ([A] ∧ ¬[A]) ∨ [B] = [B];

Öå òâåðäæåííÿ íàñïðàâäi ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà L ¹ áóëåâîþ

àëãåáðîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.5. Ìíîæèíà L (ôàêòîð-ìíîæèíà âñiõ ôîðìóë

àëãåáðè âèñëîâëåíü çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ôîðìóë) ðà-

çîì ç âèçíà÷åíèìè íà íié îïåðàöiÿìè êîí'þíêöi¨ ∧, äèç'þíêöi¨ ∨
òà çàïåðå÷åííÿ ¬ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ Ëiíäåíáàóìà�Òàðñüêîãî.
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1.4.3. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi áóëåâèõ àëãåáð. Äîâåäåìî

òåïåð äåÿêi íàéïðîñòiøi íàñëiäêè ç àêñiîì áóëåâî¨ àëãåáðè. Çà-

óâàæèìî, ùî àêñiîìè 1�5′ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îïåðàöié ∪ òà ·:
ðàçîì ç êîæíîþ àêñiîìîþ öÿ ñèñòåìà àêñiîì ìiñòèòü ùå îäíó,

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç äàíî¨ çàìiíîþ îïåðàöié ∪ íà · i · íà ∪. Òîìó
êîæíà âëàñòèâiñòü îïåðàöié áóëåâî¨ àëãåáðè ìà¹ äâî¨ñòó âëàñòè-

âiñòü, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç äàíî¨ çàìiíîþ ∪ íà · i · íà ∪ âiäïîâiäíî.

Íåõàé B �äîâiëüíà áóëåâà àëãåáðà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.6. Îïåðàöi¨ ∪ i · iäåìïïîòåíòíi, òîáòî äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ B âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

6) a ∪ a = a, 6′)a · a = a.

Êðiì öüîãî,

7) a · b = a⇐⇒ a ∪ b = b, 7′)a ∪ b = a⇐⇒ a · b = b.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 6). Ìà¹ìî

a =3) a∪(a·b) =4) (a∪a)·(a∪b) =4) (a·(a∪b))∪(a·(a∪b)) =3) a∪a.

Òóò iíäåêñè áiëÿ çíàêiâ = îçíà÷àþòü ïîñèëàííÿ íà àêñiîìó, ç

âèêîðèñòàííÿì ÿêî¨ îäåðæó¹òüñÿ äàíà ðiâíiñòü. Àíàëîãi÷íî äî-

âîäèòüñÿ i ðiâíiñòü 6′).

Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 7). Íåõàé a · b = a. Ïiä-

ñòàâèâøè öå â 3′), îäåðæèìî a ∪ b = b. Íàâïàêè, ÿêùî a ∪ b = b,

òî a · b = a · (a ∪ b) =1) (a ∪ b) · a =3) a. �

Îçíà÷åííÿ 1.4.7. Êàæóòü, ùî a ≤ b äëÿ åëåìåíòiâ a i b áóëå-

âî¨ àëãåáðè B, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà a∪ b = b. Çà âëàñòèâiñòþ

7, âîíà åêâiâàëåíòíà óìîâi a · b = a.

Òâåðäæåííÿ 1.4.8. Íåõàé a, b, c� äîâiëüíi åëåìåíòè áóëåâî¨

àëãåáðè B. Òîäi
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8) a ≤ a;

9) a ≤ b ∧ b ≤ a =⇒ a = b;

10) a ≤ b ∧ b ≤ c =⇒ a ≤ c.

Äîâåäåííÿ. 8 âèïëèâà¹ ç 6.

Îñêiëüêè a ≤ b i b ≤ a, òî a = a·b i a = a∪b. Òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è
a = a∪ b â a = a · b, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü: a = a · b = (a∪ b) · b =3) b.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî 9.

Òåïåð äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 10. Íåõàé a ≤ b i b ≤ c. Òîäi a = a·b
òà b = b ·c. Îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü a = a ·b = a ·(b ·c) = (a ·b) ·c = a ·c,
ùî îçíà÷à¹, ùî a ≤ c. �

Äîâåäåíå òâåðäæåííÿ ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî âiäíîøåííÿ ≤ ¹ âiä-

íîøåííÿì ïîðÿäêó íà áóëåâié àëãåáði B.

Åëåìåíòè a ∪ b òà a · b iíîäi íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî, òî÷íîþ
âåðõíüîþ òà òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàíÿìè åëåìåíòiâ a i b. Íàñòó-

ïíå òâåðäæåííÿ 1.4.9 îá ðóíòîâó¹ òàêó òåðìiíîëîãiþ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.9. Íåõàé a i b� äîâiëüíi åëåìåíòè áóëåâî¨

àëãåáðè B. Òîäi

11) a ≤ a ∪ b, b ≤ a ∪ b;
12) a ≤ c ∧ b ≤ c =⇒ a ∪ b ≤ c;

13) a · b ≤ a, a · b ≤ b;

14) c ≤ a ∧ c ≤ b =⇒ c ≤ a · b.

Äîâåäåííÿ. 11. Çãiäíî ç àêñiîìîþ 3, (a ∪ b) · b = b. Òîäi

b ≤ a ∪ b. Âðàõîâóþ÷è àêñiîìó 1, îòðèìó¹ìî a ≤ a ∪ b.
12. a ∪ c = c i b ∪ c = c. Òîìó

c =6) c ∪ c = (a ∪ c) ∪ (b ∪ c) =1),2) (a ∪ b) ∪ (c ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c.

Îòæå a ∪ b ≤ c.

Âëàñòèâîñòi 13 i 14 ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî. �
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Òâåðäæåííÿ 1.4.10. Íåõàé a i b� äîâiëüíi åëåìåíòè áóëåâî¨

àëãåáðè B. Òîäi

15) a ∪ ā = b ∪ b̄, a · ā = b · b̄.

Äîâåäåííÿ. Ç àêñiîìè 5 i îçíà÷åííÿ ≤ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

a∪ ā ≤ b. Îñêiëüêè a i b�äîâiëüíi åëåìåíòè ç B, çàìiñòü b ìîæíà

ïiäñòàâèòè b ∪ b̄, i òîäi a ∪ ā ≤ b ∪ b̄. Òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè

b ∪ b̄ ≤ a ∪ b̄. Òàêèì ÷èíîì, ïåðøà ç âëàñòèâîñòåé 15 äîâåäåíà.

Àíàëîãi÷íî, ç 5 îòðèìó¹ìî a·ā ≤ b, à çâiäñè a·ā ≤ b·b̄. Îñêiëüêè
a i b�äîâiëüíi, b · b̄ ≤ a · ā, òîìó a · b̄ = b · b̄. �

Ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè a ∪ ā i a · ā íå

çàëåæàòü âiä a. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a áóëåâî¨ àëãåáðè B

ìîæíà çðó÷íî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

16) 1 = a ∪ ā, 16′) 0 = a ∪ ·a,

äå a�äîâiëüíèé åëåìåíò áóëåâî¨ àëãåáðè B. Òàêi åëåìåíòè iñíó-

þòü â êîæíié áóëåâié àëãåáði. Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ

åëåìåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.11. Íåõàé a� äîâiëüíèé åëåìåíò áóëåâî¨ àë-

ãåáðè B. Òîäi

17) 0 ≤ a, a ≤ 1, a ∪ 0 = a, a · 0 = 0, a ∪ 1 = 1, a · 1 = a.

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî 0 ≤ a i a ≤ 1 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

îçíà÷åíü åëåìåíòiâ 0 òà 1. a · 0 = a · (a · ā) = (a · a) · ā) = a · ā = 0.

Çà àêñiîìîþ 3, a · 1 = a · (a∪ ā) = a. Íàðåøòi, a∪ 0 = a∪ (a∪ ā) =
(a ∪ a) ∪ ā) = a ∪ ā = 0. �

Âëàñòèâiñòü 17 îçíà÷à¹, ùî 1 òà 0 ¹, âiäïîâiäíî, íàéáiëüøèì òà

íàéìåíøèì åëåìåíòîì áóëåâî¨ àëãåáðè B.

Íàâåäåìî âëàñòèâiñòü, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ îïåðàöiþ áóëåâîãî äî-

ïîâíåííÿ â òåðìiíàõ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó.
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Òâåðäæåííÿ 1.4.12. Íåõàé a� äîâiëüíèé åëåìåíò áóëåâî¨ àë-

ãåáðè B. Òîäi

18) a ∪ c = 1 ∧ a · c = 0 ⇐⇒ c = ā.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ ⇐= î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ îáåð-

íåíî¨ iìïëiêàöi¨ =⇒ íåîáõiäíî çðîáèòè äåÿêi îá÷èñëåííÿ. Äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ B

c =17) 0∪c =16) (a · ā)∪c =1),4′) (a∪c) ·(ā∪c) = 1 ·(ā∪c) =17) ā∪c.

Îòæå ā ≤ c. Ç iíøîãî áîêó

c =17) 1 · c =16) (a ∪ ā) · c =4) (a · c) ∪ (ā · c) = 0 ∪ (ā · c) =17) ā · c.

Öå îçíà÷à¹, ùî c ≤ ā. Òàêèì ÷èíîì c = ā. �

Íàñëiäîê 1.4.13. Íåõàé a äîâiëüíèé åëåìåíò áóëåâî¨ àëãåáðè

B. Òîäi

19) a = ¯̄a.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ ç 18, ÿêùî çàìiñòü a ïiä-

ñòàâèòè ā, à çàìiñòü c ïiäñòàâèòè a i âèêîðèñòàòè 16 i 16′. �

Òâåðäæåííÿ 1.4.14 (Çàêîíè äå Ìîðãàíà). Íåõàé a i b� äî-

âiëüíi åëåìåíòè áóëåâî¨ àëãåáðè B. Òîäi

20) a ∪ b = ā · b̄, a · b = ā ∪ b̄.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c = ā · b̄. Òîäi

(a ∪ b) · c = (a ∪ b) · (ā · b̄) = (a · ā · b̄) ∪ (b · ā · b̄) = 0 ∪ 0 = 0.

(a ∪ b) ∪ c = (a ∪ b) ∪ (ā · b̄) = (a ∪ b ∪ ā) · (a ∪ b ∪ b̄) = 1 · 1 = 1.

Çâiäñè òà ç 18 îäåðæó¹ìî ā · b̄ = a ∪ b. Äðóãèé çàêîí äå Ìîðãàíà

a · b = ā ∪ b̄ ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî. �
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Òâåðäæåííÿ 1.4.15. Íåõàé a i b� äîâiëüíi åëåìåíòè áóëåâî¨

àëãåáðè B. Òîäi

21) a ≤ b⇐⇒ b̄ ≤ ā;

22) 0̄ = 1, 1̄ = 0;

23) a ≤ b⇐⇒ a\b = 0, äå a\b = a · b̄.

Äîâåäåííÿ. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ ñà-

ìîñòiéíî. �

Çàóâàæèìî, ùî íàâiòü âiçóàëüíî âëàñòèâîñòi áóëåâèõ àëãåáð

íàãàäóþòü âëàñòèâîñòi ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

1.4.4. Äèç'þíêòèâíà òà êîí'þíêòèâíà íîðìàëüíi ôîð-

ìè. Ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçãëÿäó ñêií÷åííèõ áóëåâèõ àëãåáð Fn.

Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòàìè àëãåáðè Fn ¹ áóëåâi ôóíêöi¨ � âiä-

îáðàæåííÿ f : {0, 1}n → {0, 1}, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(x1, . . . , xn), äå f(x1, . . . , xn) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âñþäè âè-

çíà÷åíó ôóíêöiþ çi çíà÷åííÿìè â ìíîæèíi {0, 1} âiä n çìiííèõ

x1, . . ., xn, êîæíà ç ÿêèõ íàáóâà¹ çíà÷åíü ç ìíîæèíè {0, 1}.

Îçíà÷åííÿ 1.4.16. Íåõàé a, b ∈ {0, 1}. Ïîçíà÷èìî

ba =

b, ÿêùî a = 1,

1− b, ÿêùî a = 0,

òîáòî 11 = 1, 01 = 0, 10 = 0, 00 = 1. Iíàêøå êàæó÷è,

ba =

1, ÿêùî a = b,

0, ÿêùî a ̸= b.

Íàãàäà¹ìî, êðiì öüîãî, ùî äëÿ x, y ∈ {0, 1}, x∩y = min{x, y} =

xy, x ∪ y = max{x, y}.
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Òåîðåìà 1.4.17. Ó âèùåíàâåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ äîâiëüíó ôóí-

êöiþ f ∈ Fn ìîæíà çàïèñàòè ó äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîð-

ìi:

f(x1, . . . , xn) =
∪

a1,...,an∈{0,1}n
f(a1, . . . , an)x

a1
1 x

a2
2 · · ·xann . (∗)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî â ðåçóëüòàòi ïiäñòà-

íîâêè x1 = b1, . . ., xn = bn ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (*) îäåðæó-

¹òüñÿ f(b1, . . . , bn). Ñïðàâäi,∪
a1,...,an∈{0,1}n

f(a1, . . . , an)b
a1
1 b

a2
2 · · · bann =

=
∪

a1,...,an∈{0,1}n
f(a1, . . . , an)·

1, ÿêùî a1 = b1 . . . an = bn,

0, ÿêùî (a1, . . . , an) ̸= (b1, . . . , bn)

= f(b1, . . . , bn).

ßêùî f ôóíêöiÿ, ÿêà íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî íóëþ, òî ðiâíiñòü

(*) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(x1, . . . , xn) =
∪

f(a1, . . . , an) = 1,

(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n

xa11 · xa22 · · ·xann . (ÄÍÔ)

�

Òåîðåìà 1.4.18. ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ Fn íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî

1, òî ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó êîí'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi:

f(x1, . . . , xn) =
∩

f(a1, . . . , an) = 0,

(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n

(xā11 ∪xā22 ∪ · · · ∪xānn ), (KÍÔ)

äå xā = xa =

1, ÿêùî x ̸= a,

0, ÿêùî x = a.
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Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f̄ =

1, ÿêùî f = 0,

0, ÿêùî f = 1
íå ¹ òîòîæíî

ðiâíà íóëþ. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè â äè-

ç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi:

f̄ =
∪

f(a1, . . . , an) = 1,

(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n

xa11 · xa22 · · ·xann .

Çâiäñè, âèêîðèñòàâøè çàêîí äå Ìîðãàíà, îäåðæèìî

f = ¯̄f =
∩

f(a1, . . . , an) = 0,

(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n

(xā11 ∪ xā22 ∪ · · · ∪ xānn ).

�

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà çàñòîñóâàòè äî ôîðìóë ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü. Íåõàé A(P1, . . . , Pn)� âèêîíóâàíà ôîðìóëà ÷èñëåí-

íÿ âèñëîâëåíü, ïîáóäîâàíà ç ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ P1, . . ., Pn,

à fA � âiäïîâiäíà ¨é ôóíêöiÿ iñòèííîñòi. Ôóíêöiÿ fA ¹ áóëåâîþ

ôóíêöi¹þ ç áóëüîâî¨ àëãåáðè Fn, òîìó ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè â äè-

ç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi

fA(x1, . . . , xn) =
∪

fA(a1,...,an)=1

xa11 x
a2
2 · · ·xann

. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü

A1 =
∨

fA(a1,...,an)=1

(P a11 ∧ P a22 ∧ · · · ∧ P ann ),

äå

P a =

P, ÿêùî a = 1,

¬P, ÿêùî a = 0.
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Äëÿ ôóíêöi¨ iñòèííîñòi fA1 ôîðìóëè A1 ïðè (b1, . . . , bn) ∈ {0, 1}n

ìà¹ìî

fA1(b1, . . . , bn) = max
fA(a1,...,an)=1

{ba11 · . . . · bann } =

=
∪

fA(a1,...,an)=1

(ba11 · . . . · bann ) = fA(b1, . . . , bn).

Öå é îçíà÷à¹, ùî A ≡ A1.

Îçíà÷åííÿ 1.4.19. Êàæóòü, ùî ôîðìóëà A(P1, . . . , Pn) ìà¹

äîñêîíàëó äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, ÿêùî A = ∨iXi, äå

Xi = P a1i1 ∧ P a2i2 . . . ∧ P ani
n , aji ∈ {0, 1}, P 1

i = Pi, P 0
i = ¬Pi.

Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ êîæíà (íå òîòîæíî íóëüî-

âà) áóëüîâà ôóíêöiÿ, çîêðåìà ôóíêöiÿ iñòèííîñòi âèîêíóâàíî¨

ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, çàïèñó¹òüñÿ â äèç'þíêòèâíié íîð-

ìàëüíié ôîðìi, òî ìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.4.20. Êîæíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü A, ÿêà

íå ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi, ùî ìà¹ äîñêîíàëó äè-

ç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó:

A(P1, . . . , Pn) =
∨

fA(a1,...,an)=1

(P a11 ∧ P a22 ∧ · · · ∧ P ann ).

Òåîðåìà 1.4.21. Êîæíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü A, ÿêà

íå ¹ òàâòîëîãi¹þ, åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi, ùî ìà¹ äîñêîíàëó êîí'-

þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó:

A(P1, . . . , Pn) =
∧

fA(a1,...,an)=0

(P ā11 ∨ P ā22 ∨ · · · ∨ P ānn ).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi. �

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ôîðìóëà A(P1, . . . , Pn) ¹ òàâòîëîãi¹þ,

òî âîíà åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi P1 ∨ ¬P1, à ÿêùî A(P1, . . . , Pn) ¹

ñóïåðå÷íiñòþ, òî âîíà åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi P1 ∧ ¬P1,
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Çàóâàæåííÿ 2. Ç âèãëÿäó ÊÍÔ (ÄÍÔ) ëåãêî âñòàíîâèòè, ÷è

¹ äàíà ôîðìóëà òîòîæíî iñòèííîþ (òîòîæíî õèáíîþ). Íàãàäà¹ìî

òàêîæ, ùî öå çàâæäè çðîáèòè, ïîáóäóâàâøè âiäïîâiäíi òàáëèöi

iñòèííîñòi.

Ç ïîïåðåäíiõ äâîõ òåîðåì âèïëèâà¹ ïðàêòè÷íèé ñïîñiá çàïè-

ñó ÄÄÍÔ òà ÄÊÍÔ, åêâiâàëåíòíî¨ äàíié ôîðìóëi. Äëÿ çàïèñó

ÄÄÍÔ, åêâiâàëåíòíî¨ äàíié ôîðìóëi, ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè òà-

áëèöþ iñòèííîñòi öi¹¨ ôîðìóëè, à ïîòiì êîæíîìó íàáîðó ïðîïî-

çèöiéíèõ çìiííèõ, íà ÿêèõ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ iñòèííîñòi íàáóâà¹

çíà÷åííÿ 1, çàïèñàòè åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨. Àíàëîãi÷íî çàïè-

ñó¹òüñÿ ÄÊÍÔ, àëå çà íàáîðàìè, íà ÿêèõ ôîðìóëà ¹ õèáíîþ.

Ïðèêëàä 1.4.22. Çàïèøåìî â ÄÄÍÔ òà ÄÊÍÔ ôîðìóëó A =

(P1 → (¬P2 → P3)) ∧ P2. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ öi¹¨

ôîðìóëè.

(P1 → (¬ P2 → P3)) ∧ P2

0 1 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 1 1

Òîäi ÄÄÍÔ: A ≡ (¬P1 ∧P2 ∧¬P3)∨ (¬P1 ∧P2 ∧P3)∨ (P1 ∧P2 ∧
¬P3) ∨ (P1 ∧ P2 ∧ P3).

ÄÊÍÔ: A ≡ (P1 ∨P2 ∨P3)∧ (P1 ∨P2 ∨¬P3)∧ (¬P1 ∨P2 ∨P3)∧
(¬P1 ∨ P2 ∨ ¬P3).
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1.4.5. Ïîâíîòà i çàìêíåíiñòü ñèñòåì áóëüîâèõ ôóí-

êöié. Íåõàé F � îá'¹äíàííÿ âñiõ ìíîæèí Fn, n = 1, 2, . . ..

Îçíà÷åííÿ 1.4.23. Ñèñòåìà ôóíêöié S ⊂ F íàçèâà¹òüñÿ ïîâ-

íîþ, ÿêùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ ç F ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñó-

ïåðïîçèöi¨ ôóíêöié ñèñòåìè S.

Ïðèêëàä 1.4.24. (1) Ñèñòåìà F ïîâíà.

(2) Ñèñòåìà S = {x̄, x1 ∨ x2, x1 ∧ x2} ïîâíà. Öå âèïëèâà¹ ç

òåîðåìè ïðî äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

(3) ßêùî äî ïîâíî¨ ñèñòåìè ôóíêöié äîëó÷èòè ùå äåêiëüêà

ôóíêöié, òî îäåðæèòüñÿ ïîâíà ñèñòåìà ôóíêöié.

(4) Ñèñòåìà {0, 1} íå ¹ ïîâíîþ. (Òóò 0 i 1� òîòîæíi ôóí-

êöi¨.)

Òâåðäæåííÿ 1.4.25. Íåõàé S1 òà S2 � äâi ñèñòåìè ôóíêöié,

ïðè÷îìó S2 �ïîâíà. ßêùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ ñèñòåìè S2 ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié ñèñòåìè S1, òî ñèñòå-

ìà S1 ïîâíà.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. �

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ.

Ïðèêëàä 1.4.26. (1) S1 = {x̄, x1∧x2}, S2 = {x̄, x1∨x2, x1∧
x2}. Ìà¹ìî x1 ∨ x2 = x̄1 ∧ x̄2. Cèñòåìà S2 ïîâíà, òîìó é
ñèñòåìà S1 ïîâíà.

(2) Ïîâíà ñèñòåìà ç îäíî¨ ôóíêöi¨ øòðèõ Øåôåðà11. Ðîç-

ãëÿíåìî ñèñòåìó ôóíêöié S1 = {x1|x2}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ

11Ãåíði Øåôåð (Henry Maurice She�er) (1882�1964) � àìåðèêàíñüêèé ëî-

ãiê óêðà¨íñüêîãî ïîõîäæåííÿ. Äîâiâ (1913), ùî áóëåâó àëãåáðó ìîæíà çàäàòè,

âèêîðèñòîâóþ÷è ¹äèíó îïåðàöiþ.
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ç ¹äèíî¨ ôóíêöi¨ x1|x2 =df x1 ∧ x2 = x̄1 ∨ x̄2, ÿêà íàçè-

âà¹òüñÿ øòðèõ Øåôåðà. Âñi iíøi áóëåâi ôóíêöi¨ äåÿêî¨

ôóíêöiîíàëüíî ïîâíî¨ ñèñòåìè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íå¨.

Ìà¹ìî

x1|x1 = x̄1 ∨ x̄1 = x̄1,

(x1|x2)
∣∣(x1|x2) = (x1 ∧ x2)

∣∣(x1 ∧ x2) = (x1 ∧ x2) ∧ (x1 ∧ x2) =

= (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x2) = x1 ∧ x2.

Îñêiëüêè ñèñòåìà S2 ïîâíà çà ïîïåðåäíiì ïðèêëàäîì, òî

é ñèñòåìà S1 ïîâíà.

(3) Ñòðiëêà Ïiðñà{↓}, äå a ↓ b = a ∨ b, òàêîæ óòâîðþ¹ ïîâíó

ñèñòåìó ç îäíî¨ ôóíêöi¨.

(4) Íåõàé S1 = {0, 1, x1 ∧ x2, x1 + x2}, äå

x1 + x2 =

1, x1 ̸= x2

0, x1 = x2,

S2 = {x̄, x1 ∧ x2}. Ìà¹ìî 0 = x ∧ x̄, 1 = 0̄ = x ∧ x̄,
x1 + x2 = (x1 ∧ x̄2) ∧ (x̄1 ∧ x2), x̄ = 1+ x. Îòæå, ñèñòåìà

S1 ïîâíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñèñòåìà S2 ïîâíà.

Ïðèðîäíiì ¹ ïèòàííÿ: ÷è ¹ ôóíêöiîíàëüíî ïîâíîþ äåÿêà ìíî-

æèíà ôóíêöié? Ó 1941 ð. àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Åìiëü Ïîñò

ñôîðìóëþâàâ i äîâiâ íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó ïîâíîòè ìíî-

æèíè ôóíêöié, âiäîìó ÿê êðèòåðié Ïîñòà. Âií ôîðìóëþ¹òüñÿ â

òåðìiíàõ ïåðåäïîâíèõ êëàñiâ. Çàöiêàâëåíèé ÷èòà÷ ìîæå îçíàéî-

ìèòèñü ç íèì, íàïðèêëàä ó [62].

Îçíà÷åííÿ 1.4.27. Íåõàé S �äåÿêà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ôóí-

êöié F . Çàìèêàííÿì ìíîæèíè S íàçèâàþòü ìíîæèíó âñiõ áóëüî-

âèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ñóïåðïîçèöiÿìè ôóíêöié ç ìíîæèíè S.

Ïîçíà÷èìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè S ÷åðåç S̃.
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Ïðèêëàä 1.4.28. (1) ßêùî S = F , òî é S̃ = F .
(2) Íåõàé S = {1, x1 + x2}. Çàìèêàííÿì öi¹¨ ìíîæèíè S ¹

êëàñ âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöié, òîáòî ôóíêöié, ÿêi ìàþòü

âèãëÿä

f(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . .+ cnxn (mod 2),

äå ci ∈ {0, 1}.

Òâåðäæåííÿ 1.4.29. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè ôóíêöié S ìà¹ òà-

êi âëàñòèâîñòi:

(1) S̃ ⊃ S;

(2) ˜̃S = S̃;

(3) S1 ⊂ S2 =⇒ S̃1 ⊂ S̃2;

(4) S̃1 ∪ S2 ⊃ S̃1 ∪ S̃2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé çàëèøà¹ìî ÷èòà-

÷åâi ÿê âïðàâó. �

Îçíà÷åííÿ 1.4.30. Ìíîæèíà S íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî

âîíà çáiãà¹òüñÿ çi ñâî¨ì çàìèêàííÿì S̃. Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà

S ¹ ïîâíîþ, ÿêùî S̃ = F .

Çàóâàæåííÿ 3. Iñíó¹ öiëèé ðîçäië ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ÿêèé

íàçèâàþòü òåîði¹þ áóëåâèõ àëãåáð. � ÷óäîâi ìîíîãðàôi¨, ïðèñâÿ-

÷åíi öié òåîði¨, äå ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ç ïðîáëåìàòèêîþ ñó÷à-

ñíèõ äîñëiäæåíü áóëåâèõ àëãåáð. Âiäñèëà¹ìî çàöiêàâëåíîãî ÷èòà-

÷à äî ïðàöü [45], [60], [21]. Ãëèáøå ç ïîíÿòòÿìè ïîâíîòè, çàìêíå-

íîñòi, íåçàëåæíîñòi òà ðiçíèìè àëãîðèòìi÷íèìè òåîðiÿìè ìîæíà

ïîçíàéîìèòèñÿ çà êíèãàìè [62], [37].
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1.5. Çàäà÷i i âïðàâè äî ðîçäiëó 1

(1) Ñêiëüêè ðiçíèõ âõîäæåíü ìà¹ ïîðîæí¹ ñëîâî Λ â ñëîâî

äîâæèíè n?

(2) ßêi ç íàâåäåíèõ âèðàçiâ ¹ âèñëîâëåííÿìè? Çíàéòè çíà-

÷åííÿ iñòèííîñòi âèñëîâëåíü.

1) Âèõîäÿ÷è ç êiìíàòè, âèìèêàéòå ñâiòëî.

2) ×èñëî 357 êðàòíå 7.

3) ×è iñíó¹ íàéìåíøå ïðîñòå ÷èñëî?

4) Íå iñíó¹ íàéáiëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

5) 7<7.

6) Äàâàéòå ïiäåìî â êiíî.

7) Iñíóþòü ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè.

8) ×èñëî 777 êðàòíå 7, àëå íå êðàòíå 11.

9) ßêùî 8<13 i 13<7, òî 8<7.

10) ×îòèðèêóòíèê ¹ ïðÿìîêóòíèêîì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè éîãî äiàãîíàëi ðiâíi.

(3) Çàïèñàòè ó âèãëÿäi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü çàïðî-

ïîíîâàíi òâåðäæåííÿ, ïîçíà÷àþ÷è ïðîñòi âèñëîâëåííÿ

áóêâàìè, i âèçíà÷èòè ¨õ iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü:

1) Òðèêóòíèê ðiâíîñòîðîííié òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âií ðiâíîáåäðåíèé.

2) Ôiãóðà ¹ êâàäðàòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà

¹ ðiâíîñòîðîííiì ÷îòèðèêóòíèêîì, äiàãîíàëi ÿêîãî

âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.

3) Äëÿ òîãî, ùîá ïàðàëåëîãðàì áóâ êâàäðàòîì, íåîáõi-

äíî, àëå íå äîñòàòíüî, ùîá éîãî äiàãîíàëi áóëè ðiâíi

ìiæ ñîáîþ.

4) ×èñëî ïðîñòå òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåïàðíå.
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5) Ñèìåòðè÷íiñòü âiäíîøåííÿ R ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ

òîãî, ùîá âiäíîøåííÿ R áóëî âiäíîøåííÿì åêâiâà-

ëåíòíîñòi.

6) Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî áóëî êðàòíå 3, äîñòàòíüî, àëå

íå íåîáõiäíî, ùîá âîíî áóëî êðàòíå 6.

7) Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ïîäiëüíîñòi ÷èñëà

íà 6 ¹ ïîäiëüíiñòü éîãî íà 3 i íà 2.

8) x2 − 7x + 10 = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x = 2 àáî

x = 5.

9) Óìîâà, ùî íåïîðîæíÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíî-

æèíà X ¹ ñêií÷åííîþ, ¹ äîñòàòíüîþ, àëå íå íåîáõi-

äíîþ äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà X ìiñòèëà ìiíiìàëü-

íèé òà ìàêñèìàëüíèé åëåìåíòè.

10) Ùîá ÷îòèðèêóòíèê áóâ ðîìáîì, äîñòàòíüî, ùîá âií

áóâ êâàäðàòîì.

(4) Çàïèñàòè òâåðäæåííÿ ëîãiêî ìàòåìàòè÷íîþ ñèìâîëiêîþ

i âèçíà÷èòè ¨õ iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü:

1) ßêùî 3219 êðàòíå 111, òî 3219 êðàòíå 37, à ÿêùî

3219 íå êðàòíå 37, òî 3219 íå êðàòíå 111.

2) Íåïðàâèëüíî, ùî ÷èñëî 35 íå êðàòíå 21 òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè 35 íå êðàòíå 3 i íå êðàòíå 7.

3) Íåïðàâèëüíî, ùî ïðèíàéìíi îäíå ç ÷èñåë 35, 57, 77

ïðîñòå.

4) x2 > 4 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x > 2 àáî x < −2.

5) x2 < 4 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x < 2 àáî x > −2.

6) Ôóíêöiÿ äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi òiëüêè òîäi, êîëè

âîíà íåïåðåðâíà â öié òî÷öi.

7) ABCD� ïðàâèëüíèé ÷îòèðèêóòíèê, êîëè âií ¹ ïðÿ-

ìîêóòíèêîì.
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8) Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî áóëî ïðîñòèì, íåîáõiäíî, ùîá

âîíî áóëî íåïàðíèì.

9) Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü a0 = 1, äå a�

äiéñíå ÷èñëî, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ñïðàâäæó-

âàëàñÿ íåðiâíiñòü a ̸= 0.

10) Äëÿ òîãî, ùîá ñïðàâäæóâàëàñÿ íåðiâíiñòü a ≥ 0,

äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà a > 0.

(5) Ïîáóäóâàòè òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë:

1) ((P → Q) ∨ (P → (Q ∧ P ))) ;
2) (¬ (P → ¬ (Q ∧ P )) → (P ∨R)) ;
3) ((P ∧ (Q→ P )) → ¬P ) ;
4) (((P ∧ ¬Q) → Q) → (P → Q)) ;

5) ((P → (Q→ R)) → ((P → Q) → (P → R))) ;

6) ((P ∧ (Q ∨ ¬P )) ∧ ((¬Q→ P ) ∨Q)) ;

7) ((P → ¬(P ∧Q)) → (Q→ ¬P ));
8) ((P → Q) → ((Q→ R) → (P → R)));

9) ((¬P → (Q↔ ¬R)) ∧ (P ∨ (¬Q→ R) ∨ ¬Q));

10) ((P → ¬(Q ∧ ¬P )) ∨ (P ↔ (¬Q→ ¬P ))).
(6) Ñêiëüêè ðÿäêiâ ìiñòèòü òàáëèöÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè, äî

ÿêî¨ âõîäÿòü n ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ?

(7) Ñêiëüêè ðÿäêiâ ìiñòèòü òàáëèöÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè äëÿ

ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü Q? Íå ñêëàäàþ÷è òàáëèöi

iñòèííîñòi, âèçíà÷èòè, íà ñêiëüêîõ íàáîðàõ à) t(Q) = 0;

á) t(Q) = 1.

1) Q = (A ∨B ∨ C) → D;

2) Q = (A ∧B ∧ C) → D;

3) Q = A→ (B ∨ C ∨D);

4) Q = A→ (B ∧ C ∧D);

5) Q = A→ (B ∧ C ∧D);
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6) Q = (A ∨B) → (C ∨D);

7) Q = (A ∧B) → (C ∧D);

8) Q = (A ∧B ∧ ¬C) → (D ∨ E ∨ ¬F );
9) Q = (A ∨ ¬B ∨ ¬C) → (D ∧ ¬E);

10) Q = P → (P1 ∨ P2 ∨ . . . ∨ Pn).
(8) Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ òàáëèöü iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóëè,

ùî ìiñòèòü n ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ i íàáóâà¹ çíà÷åííÿ

1 òiëüêè íà k íàáîðàõ (k ≤ 2n)?

(9) Ç äâîõ àòîìàðíèõ âèñëîâëåíü P i Q çà äîïîìîãîþ äâîõ

ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê

a) ¬ òà ∧
á) ¬ òà ∨
â) ¬ òà →

ïîáóäóâàòè ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ A, ÿêå ¹ iñòèííèì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

1) îáèäâà àòîìàðíi âèñëîâëåííÿ iñòèííi;

2) P iñòèííå, à Q õèáíå;

3) P õèáíå, à Q iñòèííå;

4) îáèäâà àòîìàðíi âèñëîâëåííÿ õèáíi.

(10) Ç òðüîõ àòîìàðíèõ âèñëîâëåíü P ,Q i R ïîáóäóâàòè ñêëà-

äíå âèñëîâëåííÿ A, ÿêå ¹ iñòèííèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè

1) âñi òðè àòîìàðíi âèñëîâëåííÿ iñòèííi;

2) ïðèíàéìíi îäíå ç âèñëîâëåíü P , Q i R iñòèííå;

3) òiëüêè îäíå ç âèñëîâëåíü P , Q i R iñòèííå;

4) âñi òðè àòîìàðíi âèñëîâëåííÿ õèáíi;

5) âèñëîâëåííÿ P õèáíå, à Q àáî R iñòèííi.

(11) Äîâåñòè òîòîæíó iñòèííiñòü ôîðìóë:

1) (P ∨ ¬P ) ;
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2) ((P → Q) ∨ (Q→ P )) ;

3) ((P → Q) ∨ (P → ¬Q)) ;

4) (P → (Q→ P )) ;

5) (¬P → (P → Q));

6) (P → (Q→ (P ∧Q))) ;

7) ((¬P → ¬Q) → (Q→ P )) ;

8) (P → (¬P ∨Q)) ;

9) (P → ¬P ) → ¬P ;
10) (¬P → P ) → P ;

11) (P → (P → Q)) → (P → Q);

12) ((P ∧Q) → P ) ;

13) ((P ∧Q) → Q) ;

14) (P → (P ∨Q)) ;

15) (Q→ (P ∨Q)) ;

16) (¬¬P → P ) ;

17) (P → ¬¬P ) ;
18) ((P ∨ P ) → P ) ;

19) ((¬Q→ ¬P ) → ((¬Q→ P ) → Q)) ;

20) (((P → Q) → P ) → P ) ;

21) ((P → Q) → ((Q→ R) → (P → R))) ;

22) ((P → Q) → ((Q→ (Q→ R)) → (P → R))) ;

23) ((P → R) → ((Q→ R) → ((P ∨Q) → R))) ;

24) ((Q→ R) → ((P ∨Q) → (P ∨R))) ;
25) ((P → Q) → ((P → ¬Q) → ¬P )) .

(12) Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôîðìóëè ¹ òàâòîëîãiÿìè:

1) (((P ∨Q) ∧ ¬P ) → Q) ;

2) ((P → Q) → ((P ∧R) → Q)) ;

3) ((P → Q) → (P → (Q ∨R))) ;
4) ¬P ∨ ¬Q ∨ (P ∧Q);
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5) (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧Q) ∨ (P ∧ ¬Q);

6) (((P → Q) ∨ (P → R) ∨ (P → S)) → (P → (Q ∨R ∨ S))) ;
7) (((P → Q) ∧ (R→ Q) ∧ (S → Q)) → ((Q ∧R ∧ ¬S) → Q)) ;

8) ((((P ∧Q) → R) ∧ ((P ∧Q) → ¬P )) → (¬P ∧ ¬Q ∧ ¬R)) ;
9) (((¬P ∧Q) ∨ (P ∨ ¬Q)) → ((P → (Q ∨R)) → (P → R))) ;

10) (((P ∨Q) ∧ (P → Q)) → (Q→ P )) ;

11) (P ∨ ((¬P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q))) ;

12) ¬ (P ∧ (¬P ∧Q)) ;

13) (P → ((¬Q ∧Q) → R)) ;

14) (((P → Q) ∧ (Q→ P )) → (P ∨Q)) ;

15) (((P ∨Q) → (P ∨ ¬Q)) → (¬P ∨Q)) ;

16) (((P ∧Q) ∨ (P → Q)) → (P → Q)) ;

17) (((P → Q) ∧ (Q→ R)) → (P → R)) ;

18) (((P → Q) ∧ (R→ S)) → ((P ∧R) → (Q ∧ S))) ;
19) ((((P ∧Q) → R) ∧ ((P ∨Q) → ¬P )) → (P ∧Q ∧R)) ;
20) ((P → (Q→ R)) ↔ (Q→ (P → R))) ;

21) ((P ∨Q ∨R) → (¬P → ((P ∨R) ∧ ¬P ))) ;
22) ((¬ (P → Q) ∧ (Q→ P )) → (P ∧ ¬Q)) ;

23) (((P → Q) ∧ (R→ S)) → ((P ∧ S) → (Q ∨R))) ;
24) (((P → Q) → (Q→ R)) → ((R→ P ) → (Q→ P ))) ;

25) ((P → Q) ↔ ((P ∧Q) ↔ P )) ;

30) (((P ∨Q) → R) → ((P → R) ∨ (Q→ R))).

(13) Ìåòîäîì âiäøóêàííÿ êîíòðïðèêëàäó âñòàíîâèòè, ùî íà-

ñòóïíi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü ¹ òàâòîëîãiÿìè:

1) (A→ B) ∧ (C → D) → (A ∨ C → B ∨D);

2) A ∨B → ((A→ C) ∧ (B → D) → C ∨D);

3) (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C));

4) (A→ (B → C)) → ((D → A) → (D → (B → C)));

5) (A→ (B → C)) → ((D → B) → (A→ (D → C)));
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6) (A→ B) → (A ∧ ¬B → B);

7) (A→ B) → ((B → C) → (A→ C));

8) ((A→ B) → A) → A;

9) (A→ (A→ B)) → (A→ B);

10) (A→ (B → C)) → ((C → D) → (A→ (B → D))).

(14) Ïåðåâiðèòè, ùî òàêi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü ¹ ñó-

ïåðå÷íîñòÿìè:

1) ¬B ∧A ∧ (A→ B);

2) A ∨B ↔ ¬A ∧ (B → ¬B);

3) (A→ (B → C)) ∧ (A→ B) ∧A ∧ ¬C.
(15) Äîâåñòè, ùî òàêi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü íå ¹ ñó-

ïåðå÷íîñòÿìè:

1) ¬ (P → ¬P ) ;
2) ((P → Q) → (Q→ P )) ;

3) ((Q→ (P ∧R)) ∧ ¬ ((P ∨R) → Q)) .

(16) Äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ôîðìóë ¹ ðå-

ôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì, òîáòî âiäíî-

øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âèñëîâëåíü.

(17) Äîâåñòè òàêi åêâiâàëåíòíîñòi, êîðèñòóþ÷èòü âëàñòèâî-

ñòÿìè òà çàêîíàìè àëãåáðè ëîãiêè.

1) A↔ B ≡ (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B);

2) A↔ B ≡ ¬(A ∧ ¬B) ∧ (¬A ∧B);

3) A ∨B ≡ ¬A→ B;

4) A ∧B ≡ ¬(A→ ¬B);

5) ¬A ≡ A→ ¬A;
6) A ∨B ∨ C ∨D ≡ (¬A ∧ ¬B ∧ ¬C) → D;

7) (A ∧B) → C ≡ (A ∧ ¬C) → ¬B;
8) (A→ C) ∧ (B → C) ≡ ((A ∨B) → C);

9) ((A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧B)) ≡ ((A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B));
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10) ((A ∨B) → ¬B) ≡ ¬B;
11) ((A↔ B) ∧ ((A ∧ ¬B) ∨B)) ≡ (A ∧B);

12) ((A→ B) ∧A ∧B) ≡ ((A→ B) ∧A);
13) (((A ∧B) → C) → (A→ C)) ≡ (¬A ∨ V ∨ C);
14) (((A → B) ∨ (A → C)) → (A → (B → C))) ≡ (¬A ∨

¬B ∨ C);
15) (((A∧B) → C) → (C → (A∧B))) ≡ ((C → A)∧(C →

B)).

(18) Çàñòîñîâóþ÷è çàêîíè äå Ìîðãàíà, çàìiíèòè òâåðäæåííÿ

ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè:

1) Íåïðàâèëüíî, ùî 247 êðàòíå 17 i êðàòíå 13;

2) Íåïðàâèëüíî, ùî 7 àáî 11 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà 782;

3) Íåïðàâèëüíî, ùî 0 àáî 1 ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ x5 −
3x+ 1 = 0;

4) Íåïðàâèëüíî, ùî △ABC ¹ ðiâíîáåäðåííèé ïðÿìî-

êóòíèé òðèêóòíèê;

5) Çíàþ÷è îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë, ñôîðìóëþâàòè óìîâó íåðiâíîñòi äâîõ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë, âèêîðèñòàâøè çàêîí äå Ìîðãàíà.

(19) Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí êîíòðàïîçèöi¨, çàìiíèòè òâåðäæå-

ííÿ ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè:

1) ßêùî ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà âiäðiçêó [a, b], òî âî-

íà îáìåæåíà íà öüîìó âiäðiçêó;

2) ßêùî ÷èñëî n êðàòíå 3 i êðàòíå 5, òî n êðàòíå 15;

3) ßêùî äîáóòîê äâîõ ÷èñåë a i b äîðiâíþ¹ 0, òî õî÷

îäíå ç öèõ ÷èñåë a àáî b äîðiâíþ¹ 0;

4) ßêùî ab = 1, òî b = 0 i a ̸= 0, àáî a = 1 (a, b�

äiéñíi ÷èñëà);
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5) ßêùî äîáóòîê äâîõ öiëèõ ÷èñåë m, n ¹ íåïàðíèì

÷èñëîì, òî m i n�íåïàðíi ÷èñëà.

(20) Çàìiíèòè òâåðäæåííÿ ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè:

1) ßêùî ôóíêöiÿ f �äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî

âîíà íåïåðåðâíà â öié òî÷öi;

2) ßêùî ÷èñëî a äiëèòüñÿ íà 9 i äiëèòüñÿ íà 3, òî âîíî

äiëèòüñÿ íà 36;

3) ßêùî x(x− 1) = 0, òî x = 0 àáî x = 1;

4) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {xn} ìîíîòîííà i îáìåæåíà, òî
âîíà çáiæíà;

5) lnx = 0 àáî x ̸= 1.

(21) Ïåðåòâîðèòè ôîðìóëó àëãåáðè âèñëîâëåíü â ðiâíîñèëü-

íó, çâiâøè ÷èñëî ëîãi÷íèõ îïåðàöié ó äàíèõ ôîðìóëàõ

äî n.

1) (¬(A→ B) ∧ ¬(A ∧B)) ∨B (n = 1);

2) (A ∧B) ∨ (¬B ∧ C) ∨B (n = 1);

3) (¬A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B) ∨ (A ∧B) (n = 1);

4) (¬(A ∨B) → (A ∧B ∧ ¬C)) ∨ (¬A ∧B ∧ C) (n = 2);

5) (A→ B) → ¬B (n = 1);

6) ((A→ B) ∧ (A ∨ (B ∧ C)) ∧ (A→ C)) ∨ ¬C (n = 1);

7) ¬(A→ B) ∨ ¬(C → B) ∨B (n = 2);

8) ((A∨B)∧ (B → A))∨ (B ∧C)∨ (A∧¬B)∨ (B ∧¬C)
(n = 1);

9) (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B) ∨ (A ∧ ¬B) (n = 1);

10) (A ∨ (B → C)) ∧ (A ∨B ∨ C) ∧ (A ∨ C ∨D) (n = 1);

11) (¬A ∧B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ C) ∨ (A ∧B ∧ C) (n = 2);

12) (¬(B ∨ C) → (B ∧ C ∧D)) ∨ (¬B ∧D) (n = 2);

13) (A∧B)∨(A∧¬C)∨(¬A→ B)∨A∨(B∧¬C) (n = 1);

14) ¬(C → ¬B) ∨ (¬B ∧A) ∨ ((B ∧ ¬C) → ¬B) (n = 1);
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15) (A ∧ C) ∨ (¬B ∧ C) ∨ (¬A ∧B) ∨ (A ∧ ¬C) (n = 2).

16) ¬(A→ B) ∨ ¬(C → B) ∨ ¬B (n = 1);

17) (A∧¬B)∨(A∧C)∨(¬A→ C)∨A∨(¬B∧C) (k = 1);

18) (¬(A→ B) ∧ ¬(A ∧B)) ∨B (k = 1);

19) ((A ∨B) ∧ (B → A)) ∨ ¬(A→ C) (n = 0);

20) ¬(C → ¬B) ∨ (¬B ∧A) ∨ (B ∧ ¬C)) → ¬A (n = 1).

(22) Âèçíà÷èòè ÷èñëî âñiõ ðiçíèõ áóëüîâèõ ôóíêöié:

1) âiä îäíîãî àðãóìåíòó;

2) âiä äâîõ àðãóìåíòiâ;

3) âiä n àðãóìåíòiâ,

ïðè÷îìó âõîäæåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ äîïóñêà¹òüñÿ.

(23) Âèçíà÷èòè ÷èñëî âñiõ ðiçíèõ áóëüîâèõ ôóíêöié:

1) âiä îäíîãî àðãóìåíòó;

2) âiä äâîõ àðãóìåíòiâ,

ïðè óìîâi, ùî æîäíèé ç àðãóìåíòiâ íå âõîäèòü ôiêòèâíî.

(24) Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ñèñòåìè áóëüîâèõ ôóíêöié ¹ ïîâ-

íèìè:

1) {∨,∧,−};
2) {∨,−};
3) {∧,−};
4) {−,→}, äå a→ b = a ∨ b;
5) {|}, äå a | b = a ∧ b;
6) {↓}, äå a ↓ b = a ∨ b;
7) {0,→}, äå 0(a) = 0 ∀a ∈ {0, 1};
8) {→,9}, äå a9 b = (b→ a);

9) {≡,∨, 0}, äå a ≡ b = (a→ b) ∧ (b→ a);

10) {0, 1, [, , ]}, äå 1(a) = a ∀a ∈ {0, 1}, [a, b, c] = (b ∧ a) ∨
(b ∧ c).
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(25) Äîâåñòè, ùî òàêi ñèñòåìè áóëüîâèõ ôóíêöié ¹ íåïîâíè-

ìè:

1) {−};
2) {∧,→};
3) {→};
4) {∨,→};
5) {∨};
6) {∧};
7) {∧,∨};
8) {≡};

9) {≡,+}, äå a, b ∈ {0, 1}, a+ b =

1, ÿêùî a ̸= b,

0, ÿêùî a = b.
.

(26) Ñèñòåìà ôóíêöié S íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ, ÿêùî æî-

äíà ôóíêöiÿ f ∈ S íå ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê ñóïåðïîçèöiÿ

ôóíêöié ç S {f}. Äîâåñòè, ùî òàêi ñèñòåìè ôóíêöié ¹ íå-
çàëåæíèìè:

1) {−,≡};
2) {−,+}
3) {≡,+}
4) {≡,∨}
5) {→,9};
6) {≡,∧, 0};
7) {0, 1, [, , ]}.

(27) Ïîêàçàòè, ùî çàìèêàííÿ ìíîæèíè ôóíêöié S ìà¹ òàêi

âëàñòèâîñòi:

1) S̃ ⊃ S;

2) ˜̃S = S̃;

3) S1 ⊂ S2 =⇒ S̃1 ⊂ S̃2;

4) S̃1 ∪ S2 ⊃ S̃1 ∪ S̃2.
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(28) Äâåñòè, ùî êîæíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêà íå

¹ òàâòîëîãi¹þ, åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi, ùî ìà¹ äîñêîíàëó

êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

(29) Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b áóëüîâî¨ àë-

ãåáðè B âiðíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) a ≤ b⇐⇒ b̄ ≤ ā;

2) 0̄ = 1, 1̄ = 0;

3) a ≤ b⇐⇒ a \ b = 0, äå a \ b = a · b.
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Ðîçäië 2

×ÈÑËÅÍÍß ÂÈÑËÎÂËÅÍÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îçíàéîìèìîñÿ ç ïðèéîìàìè ôîðìàëiçàöi¨

ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ íà ïðèêëàäi ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ïðè ôîð-

ìàëiçàöi¨ òî¨ ÷è iíøî¨ òåîði¨ ïîâíiñòþ àáñòðàãóþòüñÿ âiä ¨¨ çìi-

ñòó. Ïðè öüîìó ìîâà ¹ íàáîðîì òåêñòiâ, íàïèñàíèõ ñïåöiàëüíî

ðîçðîáëåíîþ ìîâîþ ç âèêîðèñòàííÿì ïåâíèõ ïðàâèë íàïèñàííÿ

òåêñòiâ. Êîæíà ìîâà ïî÷èíà¹òüñÿ ç àëôàâiòó. Äåÿêi ñëîâà, òîáòî

ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi áóêâ àëôàâiòó, íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè

òåîði¨, à ïåâíîãî òèïó ðå÷åííÿ (ïîñëiäîâíîñòi ñëiâ) � ñåêâåíöi-

ÿìè, àêñiîìàìè òà òåîðåìàìè ôîðìàëüíî¨ òåîði¨. Ïîñëiäîâíîñòi

ñåêâåíöié, òîáòî ðå÷åíü ïåâíîãî âèäó, íàçèâàþòü äîâåäåííÿìè.

Ôîðìàëiçàöiÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü äà¹ íàì îäèí ç íàéïðîñòi-

øèõ ïðèêëàäiâ ôîðìàëüíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨.

2.1. Ìîâà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü

2.1.1. Àëôàâiò, ôîðìóëè, ñåêâåíöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî áóäü-

ÿêå ÷èñëåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìîâè, àêñiîì òà ïðàâèë âèâåäåííÿ.

Ìîâà, ó ñâîþ ÷åðãó, ñêëàäà¹òüñÿ ç àëôàâiòó, ñëiâ òà ðå÷åíü. Ðîç-

ãëÿíåìî òåïåð ôîðìàëüíó êîíñòðóêöiþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Àëôàâiò ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ñêëàäà¹òüñÿ

ç òðüîõ ãðóï ñèìâîëiâ:

(1) ïðîïîçèöiéíi çìiííi : áóêâè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó p, q,

r, s, . . . ìîæëèâî ç iíäåêñàìè p1, q1, r1, . . ., p2, q2, r2, . . .;
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(2) ëîãi÷íi çâ'ÿçêè: ¬� çàïåðå÷åííÿ, ∧�êîí'þíêöiÿ, ∨�

äèç'þíêöiÿ, →� iìïëiêàöiÿ, ↔� åêâiâàëåíöiÿ;

(3) äîïîìiæíi ñèìâîëè: �(� � ëiâà äóæêà, �)� � ïðàâà äóæ-

êà, � ,� � êîìà òà ñèìâîë âèâiäíîñòi �⊢�.

Òàêèì ÷èíîì àëôàâiò ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ìîæíà çàïèñàòè

ÿê ìíîæèíó:

{p, q, r, s, p1, q1, r1, . . . , p2, q2, r2, . . . , ¬, ∧, ∨, →, ↔, (, ), , ⊢}.

Çàóâàæåííÿ 4. Òóò ñèìâîëè ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê ¬, ∧ , ∨, →,

↔ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê áóêâè àëôàâiòó, à íå ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ùî ¨ì

âiäïîâiäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Ñëîâî â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü � öå

äîâiëüíà ñêií÷åííà (ìîæëèâî ïîðîæíÿ) ïîñëiäîâíiñòü áóêâ àëôà-

âiòó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ñëîâî β íàçèâà¹òüñÿ ïiäñëîâîì ñëîâà

α, ÿêùî α = α1βα2 äëÿ äåÿêèõ ñëiâ α1, α2 ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

Ðå÷åííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü � öå ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñëiâ,

ìiæ ÿêèìè ¹ îäíîáóêâåííi ïðîïóñêè.

Âñi ñëîâà â öüîìó àëôàâiòi óòâîðþþòü ìíîæèíó, ÿêó ïîçíà÷à-

òèìåìî ÷åðåç E(×Â). Íàäàëi E(×Â)�ìíîæèíà âñiõ ñëiâ (âèðà-

çiâ) â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ó öié øòó÷íié ìîâi � ìîâi

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü � íàñ öiêàâèòèìóòü ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíi

ñëîâà i ðå÷åííÿ. Òàêèìè ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèìè âèðàçàìè ¹

ôîðìóëè òà ñåêâåíöi¨.

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ âæå ïîáóäîâàíèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü âèêîðèñòîâóâàòèìåìî áóêâè ãðåöüêîãî àëôàâiòó, íàïðèêëàä

ϕ, ψ. Âîíè ¹ ñèìâîëàìè ìåòàìîâè (ìîâè, íà ÿêié äîâîäÿòüñÿ

òâåðäæåííÿ ïðî öå ÷èñëåííÿ), i íå âõîäÿòü äî àëôàâiòó ÷èñëåí-

íÿ âèñëîâëåíü.
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Äåÿêi ïîíÿòòÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, çîêðåìà ôîðìóëè, ñòðîãî

âèçíà÷àþòüñÿ iíäóêòèâíèì øëÿõîì. Ïåðøèé ïóíêò òàêîãî îçíà-

÷åííÿ ¹ áàçîþ iíäóêöi¨ (â íüîìó áåçïîñåðåäíüî âêàçó¹òüñÿ, ÿêi

êîìáiíàöi¨ ñèìâîëiâ ñëiä ââàæàòè ôîðìóëàìè), à iíøi � êðîêîì

iíäóêöi¨ (ïðàâèëà ïîáóäîâè) � ïðàâèëà, çà ÿêèìè áóäóþòüñÿ iíøi

ôîðìóëè. ßêùî âæå ïîáóäîâàíi äåÿêi ôîðìóëè, òî ç íèõ çà öèìè

ïðàâèëàìè ìîæíà ïîáóäóâàòè iíøi ôîðìóëè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Ñëîâî â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü íà-

çèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ öüîãî ÷èñëåííÿ, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íà-

ñòóïíi âèìîãè:

1. êîæíà ïðîïîçèöiéíà çìiííà (áóêâà) ¹ ôîðìóëîþ (¨¨ íà-

çèâàþòü àòîìàðíîþ ôîðìóëîþ);

2. ÿêùî ϕ, ψ�ôîðìóëè, òî ñëîâà

¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ)

òàêîæ ¹ ôîðìóëàìè;

3. Ñëîâî â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ¹ ôîðìóëîþ ÷è-

ñëåííÿ âèñëîâëåíü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öå âèïëèâà¹

ç ïóíêòiâ 1 i 2 .

Çðîçóìiëî, ùî ôîðìóëàìè ¹ ëèøå òi ñëîâà, ÿêi ìîæíà ïîáó-

äóâàòè ç ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ, çàñòîñóâàâøè äî íèõ ñêií÷åííå

÷èñëî ñèìâîëiâ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê. Ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ÷èñëåí-

íÿ âèñëîâëåíü ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (×Â). Çàóâàæèìî, ùî ñèìâîë

âèâiäíîñòi �⊢� íå áåðå ó÷àñòi ó ïîáóäîâi ôîðìóë.

Ïðèêëàä 2.1.4. Íèæ÷åíàâåäåíi ñëîâà ¹ ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü:

(1) ((¬A ∨B) → (A→ B));

(2) (((P → Q) → R) → ((P → Q) → (P → R)));
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(3) ((P1 ∨ P2) → (P1 ∧ (P2 → P3)).

(4) Ñëîâî ¬(P1 ∨ P2) ∨ (P1 ∧ (P2 → P3) íå ¹ ôîðìóëîþ ÷è-

ñëåííÿ âèñëîâëåíü, áî âiäñóòíi çîâíiøíi äóæêè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Ïiäôîðìóëîþ ôîðìóëè ϕ íàçèâàþòü áóäü-

ÿêå ïiäñëîâî ñëîâà ϕ, ÿêå ñàìå ¹ ôîðìóëîþ.

Ïðèêëàä 2.1.6. Ôîðìóëà (((P0 → P1)∧ (¬P1 → P2)) ↔ (¬P0 ∨
P2)) ìiñòèòü òàêi ïiäôîðìóëè: P0, P1, ¬P1, (P0 → P1), P2, (P1 →
P2), (((P0 → P1)∧(P1 → P2)), ¬P0, (¬P0∨P2), (((P0 → P1)∧(P1 →
P2)) ↔ (¬P0 ∨ P2)).

Çà äîïîìîãîþ ñèìâîëó âèâiäíîñòi �⊢� ç ôîðìóë ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü óòâîðèòè íîâi ñëîâà � ñåêâåíöi¨ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ äî-

âiëüíó, àëå ôiêñîâàíó â ìåæàõ êîíòåêñòó, ìíîæèíó ôîðìóë ÷è-

ñëåííÿ âèñëîâëåíü (ãiïîòåç). Íàïðèêëàä, Γ = {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn}�
ñêií÷åííà ìíîæèíà ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ñôîðìóëþ¹ìî

òåïåð ñòðîãå îçíà÷åííÿ ñåêâåíöi¨ i ïîÿñíèìî, ÿê ñåêâåíöi¨ ÷èòà-

þòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.7. Íåõàé Γ� ñêií÷åííà ìíîæèíà. Ñåêâåíöi¹þ

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü íàçèâàþòüñÿ ñëîâî â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü îäíîãî ç òàêèõ ÷îòèðüîõ òèïiâ:

1. Γ ⊢ ϕ (�ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ ϕ�);

2. ⊢ ϕ (�ϕ âèâiäíà (òåîðåìà)� );

3. Γ ⊢ (�ìíîæèíà ôîðìóë Γ ñóïåðå÷ëèâà�);

4. ⊢ (�ñóïåðå÷íiñòü�).

Ñåêâåíöiþ ïåðøîãî òèïó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ.
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Âîíà ÷èòà¹òüñÿ: �ç ôîðìóë ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn âèâîäèòñÿ ôîðìóëà

ψ�. Ôîðìóëè, ÿêi ñòîÿòü ïåðåä ñèìâîëîì âèâiäíîñòi, íàçèâàþ-

òüñÿ ïîñèëàííÿìè ñåêâåíöi¨, à òi, ùî ïiñëÿ íüîãî, � âèñíîâêàìè

ñåêâåíöi¨.

ßêùî ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

ôîðìàëüíi çàïèñè ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü ïðèðîäíî¨ ìîâè, íàïðè-

êëàä óêðà¨íñüêî¨, òî ñåêâåíöi¨ ìîæíà ââàæàòè åëåìåíòàìè (êðî-

êàìè) ôîðìàëiçàöi¨ äîâåäåíü òåîðåì ÷è iíøèõ òâåðäæåíü ïðèðî-

äíî¨ ìîâè. Â íèõ ìîæíà âèäiëèòè óìîâó, ïðèïóùåííÿ (ïîñèëàííÿ

ñåêâåíöi¨), à òàêîæ âèñíîâîê. I ÿêùî ñèìâîë âèâiäíîñòi ðîçóìiòè

ÿê çíàê (ëîãi÷íîãî) ñëiäóâàííÿ, òî ñåêâåíöiÿ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ

ìîæå âèðàæàòè òâåðäæåííÿ � ç iñòèííîñòi ãiïîòåç ϕ1, ϕ2, . . .,

ϕn ëîãi÷íî âèïëèâà¹ âèñëîâëåííÿ ψ�, à ñåêâåíöiÿ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢
îçíà÷àòèìå ñóïåðå÷ëèâiñòü ïðèïóùåíü ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn.

Íàãàäà¹ìî, ùî ó öüîìó çàïèñi ñèìâîëè ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn, ψ ïî-

çíà÷àþòü äåÿêi ôîðìóëè i íå âõîäÿòü äî àëôàâiòó ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü. Òîìó âèðàç ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ ¹ ëèøå ñõåìîþ ñåêâåíöi¨.

Êîëè â öþ ñõåìó çàìiñòü êîæíîãî ç ñèìâîëiâ ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn, ψ âïè-

ñàòè äåÿêó êîíêðåòíó ôîðìóëó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, îäåðæèìî

÷àñòêîâèé âèïàäîê ñõåìè ñåêâåíöi¨. Òî÷íî òàê ñàìî â îçíà÷åííi

2.1.3 ôîðìóëè ×Â ìè ôîðìàëüíî çàïèñóâàëè ñõåìè ôîðìóë, âè-

êîðèñòîâóþ÷è çìiííi ìåòàìîâè (ìåòàçìiííi) äëÿ ïîçíà÷åííÿ ðà-

íiøå ïîáóäîâàíèõ ôîðìóë. Ñõåìà ôîðìóë �öå âèðàç ìåòàìîâè,

ÿêèé ïîçíà÷à¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó âñiõ òèõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü, ÿêi ìîæíà ç íüîãî îòðèìàòè ïiñëÿ çàìiíè ìåòàçìií-

íèõ öi¹¨ ñõåìè êîíêðåòíèìè ôîðìóëàìè öüîãî ÷èñëåííÿ.

Ïðèêëàä 2.1.8. (1) Γ, ϕ ⊢ ψ ¹ ñõåìîþ ñåêâåíöi¨, à ñëîâî

P0 ∨ ¬P0, ¬P1, P0 ∧ P1, ¬(P1 ↔ P2) ⊢ (P1 ∧ ¬P2) →
(P2 ∧ ¬(P3 ∨ ¬P0)) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì öi¹¨ ñõåìè.
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(2) Ñëîâî ((P0 ↔ ¬P1) → ¬P2) ∨ P1 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì

ñõåìè ôîðìóëè (ϕ→ ψ) ∨ χ.

Âèêîðèñòàííÿ ñõåì ïîøèðþ¹òüñÿ i íà àêñiîìè òà ïðàâèëà âè-

âåäåííÿ ÷èñëåííÿ.

2.1.2. Àêñiîìè i ïðàâèëà âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü. ×èñëåííÿ âèñëîâëåíü ìà¹ ñâî¨ àêñiîìè òà ïðàâèëà âèâåäå-

ííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî äàòè îçíà÷åííÿ àêñiîì i ïðàâèë

âèâåäåííÿ â áóäü-ÿêîìó ÷èñëåííi, äî àëôàâiòó öüîãî ÷èñëåííÿ

äîëó÷àþòü ñèìâîë âèâiäíîñòi �⊢�. Òîäi, íàïðèêëàä, ñëîâî ϕ ⊢ ψ

ó çáàãà÷åíîìó àëôàâiòi áóäå ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíèì i áóäå íàëå-

æàòè äî ìíîæèíè ñåêâåíöié.

Àêñiîìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ñåêâåí-

öié. Àêñiîì â ÷èñëåííi ìîæå áóòè ñêií÷åííå àáî íåñêií÷åííå ÷è-

ñëî, òîìó ¨õ çðó÷íî çàïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ ñõåì.

Ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü ¹ ëèøå îäíà ñõåìà àêñiîì: ϕ ⊢ ϕ. Êîí-
êðåòíi àêñiîìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü � öå ÷àñòêîâi âèïàäêè öi¹¨

ñõåìè, i ëèøå âîíè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.9. Ñõåìîþ àêñiîì ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü íàçè-

âàþòü ñõåìó ñåêâåíöié âèãëÿäó

ϕ ⊢ ϕ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.10. Àêñiîìîþ íàçèâà¹òüñÿ ñëîâî, ùî îäåðæó-

¹òüñÿ ç ñõåìè àêñiîì ïiäñòàíîâêîþ çàìiñòü ñèìâîëó ϕ êîíêðåòíî¨

ôîðìóëè.

Ïðèêëàä 2.1.11. Îäíà ç êîíêðåòíèõ àêñiîì ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü ìà¹ òàêèé âèãëÿä: P ∨Q ⊢ P ∨Q.

Îòæå, ìè áóäó¹ìî ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ç íåñêií÷åííîþ ìíî-

æèíîþ àêñiîì, ÿêi çàäàþòüñÿ îäíîþ ñõåìîþ àêñiîì.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S = S(I) ìíîæèíó âñiõ ñåêâåíöié äåÿêîãî

÷èñëåííÿ I.

Îçíà÷åííÿ 2.1.12. n-àðíèì ïðàâèëîì âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ I

íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâà ôóíêöiÿ Sn → S âiä n çìiííèõ, àðãóìåíòè

ÿêî¨ íàáóâàþòü çíà÷åííÿ íà ìíîæèíi S(I), i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

òàêîæ íàëåæàòü ìíîæèíi S(I).

Îòæå, n-àðíå ïðàâèëî âèâåäåííÿ äåÿêèì íàáîðàì ç n ñåêâåíöié

÷èñëåííÿ I ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü íîâó ñåêâåíöiþ. Çàóâàæèìî,

ùî òàêèõ ôóíêöié ¹ áàãàòî. Òóò ìè ðîçãëÿíåìî ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü ç îäíi¹þ ñõåìîþ àêñiîì i öiëèì ñïèñêîì ïðàâèë âèâåäåííÿ.

Â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü ¹ 12 îñíîâíèõ ïðàâèë âèâåäåííÿ, êîæíå

ç ÿêèõ ìà¹ ñâîþ íàçâó.

Ïðàâèëà âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü

1. Ïðàâèëî ââåäåííÿ êîí'þíêöi¨1:

Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ ψ
Γ1,Γ2 ⊢ (ϕ ∧ ψ)

.

2. Ïðàâèëî óñóíåííÿ êîí'þíêöi¨ ñïðàâà:

Γ ⊢ (ϕ ∧ ψ)
Γ ⊢ ϕ

.

3. Ïðàâèëî óñóíåííÿ êîí'þíêöi¨ çëiâà:

Γ ⊢ (ϕ ∧ ψ)
Γ ⊢ ψ

.

4. Ïðàâèëî ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨ ñïðàâà:

Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ (ϕ ∨ ψ)

.

1×èòà¹òüñÿ òàê: �ÿêùî ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà ϕ i ç

ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà ψ, òî ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâî-

äèòüñÿ ôîðìóëà (ϕ ∧ ψ) .�
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5. Ïðàâèëî ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨ çëiâà:

Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ (ψ ∨ ϕ)

.

6. Ïðàâèëî ðîçáîðó âèïàäêiâ (óñóíåííÿ äèç'þíêöi¨):

Γ1, ϕ ⊢ ψ; Γ2, χ ⊢ ψ; Γ3 ⊢ (ϕ ∨ χ)
Γ1,Γ2,Γ3,⊢ ψ

.

7. Ïðàâèëî ââåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (äåäóêöi¨ Åðáðàíà2) :

Γ, ϕ ⊢ ψ
Γ ⊢ (ϕ→ ψ)

.

8. Modus ponens (MP) (ïðàâèëî óñóíåííÿ iìïëiêàöi¨):

Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ (ϕ→ ψ)

Γ1,Γ2 ⊢ ψ
.

9. Ïðàâèëî ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî (óñóíåííÿ çàïå-

ðå÷åííÿ):

Γ,¬ϕ ⊢
Γ ⊢ ϕ

.

10. Ïðàâèëî âèÿâëåííÿ ñóïåðå÷íîñòi :

Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ ¬ϕ
Γ1,Γ2 ⊢

.

11. Ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ïîñèëàíü:

Γ1, ϕ, ψ, Γ2 ⊢ χ
Γ1, ψ, ϕ, Γ2 ⊢ χ

.

12. Ïðàâèëî ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü (ðîçøèðåííÿ):

Γ ⊢ ψ
Γ, ϕ ⊢ ψ

.

2Æàê Åðáðàí (Jacques Herbrand) (1908�1931) �ôðàíöóçüêèé

ìàòåìàòèê.
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Ïðàâèëà âèâåäåííÿ äîçâîëÿþòü ç îäíi¹¨ àáî êiëüêîõ ñåâåíöié

îòðèìàòè (âèâåñòè) íîâó ñåêâåíöiþ. Çàóâàæèìî, ùî êîæíå ç öèõ

ïðàâèë çîáðàæà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó êîíêðåòíèõ ïðàâèë âèâå-

äåííÿ, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó ñèíòàêñè÷íó ñòðóêòóðó. Òîáòî, ÿêùî

â ïðàâèëàõ âèâåäåííÿ çàìiñòü Γ,Γ1, Γ2 âçÿòè êîíêðåòíi ïîñëiäîâ-

íîñòi ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, à çàìiñòü ϕ, ψ, χ�êîíêðåí-

òi ôîðìóëè, òî îòðèìó¹ìî ÷àñòêîâi âèïàäêè, àáî çàñòîñóâàííÿ,

ïðàâèë âèâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 2.1.13. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ìiðêóâàííÿ â ïðèðîäíié

ìîâi çà ïðàâèëîì modus ponens: �ßêùî ñüîãîäíi ïîíåäiëîê, òî

ñòóäåíò ïiäå íà ïàðè. Ñüîãîäíi ïîíåäiëîê. Îòæå, ñòóäåíò ïiäå íà

ïàðè.� Ðîçãëÿíåìî àòîìàðíi âèñëîâëþâàííÿ A� �ñüîãîäíi ïîíå-

äiëîê�, B � �ñòóäåíò ïiäå íà ïàðè�. Òîäi ìiðêóâàííÿ ôîðìàëüíî

çàïèøåòüñÿ òàê:
⊢ (A→ B); ⊢ A

⊢ B
.

Âîíî ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðàâèëà âèâåäåííÿ modus ponens.

Çàóâàæèìî, ùî òå ñàìå ìiðêóâàííÿ ìîæíà áóëî á çàïèñàòè ó

âèãëÿäi ñåêâåíöi¨ (A→ B), A ⊢ B àáî ôîðìóëè ((A→ B)∧A) →
B.

ßê áà÷èìî, ïðàâèëà âèâåäåííÿ ôîðìàëiçóþòü äåÿêi íàéïðî-

ñòiøi ïðàâèëüíi ìiðêóâàííÿ, ùî äîçâîëÿþòü ðîáèòè ëîãi÷íi âè-

ñíîâêè íà ïiäñòàâi ðàíiøå âiäîìèõ ñóäæåíü, òîáòî ïåðåõîäèòè âiä

îäíèõ iñòèííèõ òâåðäæåíü (òåîðåì) äî iíøèõ iñòèííèõ òâåðäæåíü

(òåîðåì).

Çàóâàæèìî, ïðîòå, ùî ïðàâèëüíiñòü ìiðêóâàíü ñàìà ïî ñîái íå

ãàðàíòó¹ ïðàâèëüíîñòi (iñòèííîñòi) âèñíîâêó. Âèñíîâîê ¹ iñòèí-

íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi âèõiäíi òâåðäæåííÿ ¹ iñòèííèìè.

Àëå ïîíÿòòÿ iñòèííîñòi âèõîäèòü çà ìåæi ñèíòàêñèñó ÷èñëåííÿ.
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Ïðèêëàä 2.1.14. Ìiðêóâàííÿ �ßêùî êiò ìà¹ õâiñò, òî âií ìà¹

âóõà. ßêùî êiò ìà¹ øåðñòü, òî âií ìà¹ âóõà. Êiò ìà¹ õâiñò àáî

ìà¹ øåðñòü. Îòæå, âií ìà¹ âóõà.� ¹ ïðèêëàäîì ïðàâèëüíîãî çà-

ñòîñóâàííÿ ïðàâèëà ðîçáîðó âèïàäêiâ, àëå äà¹ õèáíi çà çìiñòîì

âèñíîâêè, îñêiëüêè ïîñèëàííÿ ¹ õèáíèìè. Ðîçãëÿíåìî àòîìàðíi

âèñëîâëþâàííÿ A� �êiò ìà¹ õâiñò�, B � �êiò ìà¹ øåðñòü�, C � �êiò

ìà¹ âóõà�. Òîäi ìiðêóâàííÿ ôîðìàëüíî çàïèøåòüñÿ òàê:

A ⊢ C; B ⊢ C; ⊢ A ∨B
⊢ C

.

Îòæå, ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêå íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ×Â, âè-

çíà÷à¹òüñÿ ìîâîþ, ñõåìîþ àêñiîì ϕ ⊢ ϕ òà ïðàâèëàìè âèâåäåííÿ

1�12.

Ñèñòåìà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêó ìè òóò ïîäà¹ìî, ¹ äîñèòü

ðîçïîâñþäæåíîþ; çàöiêàâëåíèé ÷èòà÷ ìîæå â öüîìó ïåðåêîíà-

òèñü, îçíàéîìèâøèñü ç ïiäðó÷íèêàìè [24], [43], [31] çi ñïèñêó

ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè.

2.1.3. Ôîðìàëüíi äîâåäåííÿ â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü.

Àêñiîìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ðàçîì ç ïðàâèëàìè âèâåäåííÿ ïîâ-

íiñòþ âèçíà÷àþòü ïîíÿòòÿ âèâiäíèõ ôîðìóë i ñåêâåíöié ×Â, àáî

òåîðåì.

Ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü ðîçãëÿäàþòü äâà òèïè äîâåäåíü: ëiíiéíi

äîâåäåííÿ òà äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà.

Îçíà÷åííÿ 2.1.15. Ëiíiéíèì äîâåäåííÿì ó ÷èñëåííi âèñëîâ-

ëåíü íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñåêâåíöié ×Â, ó ÿêié

êîæíà ñåêâåíöiÿ ¹ àáî àêñiîìîþ, àáî îòðèìó¹òüñÿ ç ïîïåðåäíiõ

ñåêâåíöié çà îäíèì ç ïðàâèë âèâåäåííÿ 1 � 12.

Îçíà÷åííÿ 2.1.16. Êiëüêiñòü ñåêâåíöié ó ëiíiéíîìó äîâåäåííi

íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ äîâåäåííÿ.
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Ïðèêëàä 2.1.17. Ïîñëiäîâíiñòü ñåêâåíöié

ϕ ⊢ ϕ; ϕ, ψ ⊢ ϕ; ψ ⊢ ψ; ψ, ϕ ⊢ ψ; ϕ, ψ ⊢ ψ; ϕ, ψ ⊢ ϕ ∧ ψ;

ϕ ⊢ ψ → (ϕ ∧ ψ)

¹ ëiíiéíèì äîâåäåííÿì ñåêâåíöi¨ ϕ ⊢ ψ → (ϕ ∧ ψ). Öÿ ïîñëi-

äîâíiñòü òàêîæ ¹ ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî äîâåäåííÿ êîæíî¨ ïîïåðå-

äíüî¨ ñåêâåíöi¨.

Îçíà÷åííÿ 2.1.18. Ïîíÿòòÿ äåðåâà ó ×Â ââîäÿòü iíäóêòèâíî:

(1) Êîæíà ñåêâåíöiÿ S ¹ äåðåâîì.

(2) ßêùî D1, . . . , Dn �äåðåâà, i S � ñåêâåíöiÿ, òî âèðàç

D1, . . . , Dn

S

�äåðåâî.

(3) Âèðàç ¹ äåðåâîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií îäåðæó¹òüñÿ

çà ïðàâèëàìè (1) i (2).

Îçíà÷åííÿ 2.1.19. Ñåêâåíöi¨, íàä ÿêèìè íåìà¹ ãîðèçîíòàëü-

íî¨ ðèñêè, íàçèâàþòü ïî÷àòêîâèìè; ñåêâåíöiþ, ïiä ÿêîþ íåìà¹

ðèñêè, íàçèâàþòü çàêëþ÷íîþ; ÷àñòèíó äåðåâà, ÿêà ñêëàäà¹üñÿ ç

ðèñêè i ñåêâåíöié áåçïîñåðåäíüî íàä ðèñêîþ òà ïiä ðèñêîþ, íà-

çèâàþòü ïåðåõîäîì.

Îçíà÷åííÿ 2.1.20. Äåðåâîì äîâåäåííÿ ó ×Â íàçèâà¹òüñÿ äå-

ðåâî, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ ñåêâåíöi¨, äâi âåðøèíè s i t ç'¹äíàíi

ðåáðîì, ÿêùî t îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî ïðàâèëà âè-

âåäåííÿ . . . , s, . . .
t , à ïî÷àòêîâi ñåêâåíöi¨ ó äåðåâi ¹ àêñiîìàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.21. Êàæóòü, ùî ñåêâåíöiÿ S âèâîäèòüñÿ ç ñå-

êâåíöié S1 . . . Sn çà äîïîìîãîþ äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà, ÿêùî

iñíó¹ äåðåâî äîâåäåííÿ ×Â, â ÿêîìó S1, . . . , Sn ¹ âåðøèíàìè, à

S � çàêëþ÷íà ñåêâåíöiÿ äåðåâà.
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Çàóâàæåííÿ 5. (1) Îäíà i òà ñàìà ñåêâåíöiÿ ìîæå âõî-

äèòè â äåðåâî êiëüêà ðàçiâ.

(2) Äåðåâî ìîæå ìàòè áàãàòî ïî÷àòêîâèõ ñåêâåíöié.

(3) Äåðåâî ìà¹ ¹äèíó çàêëþ÷íó ñåêâåíöiþ.

(4) Äåðåâî, ùî ¹ äîâåäåííÿì ó âèãëÿäi äåðåâà, ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ãðàô, íàïðèêëàä:
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Ïðèêëàä 2.1.22. Ïîáóäó¹ìî äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà äëÿ

ñõåìè ñåêâåíöié φ,ψ ⊢ φ ∧ ψ.
Ðîçãëÿíåìî àêñiîìè φ ⊢ φ i ψ ⊢ ψ. Ââåäåìî äîäàòêîâi ïîñèëàí-

íÿ ψ i ϕ çà ïðàâèëîì 12 i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðàâèëîì ïåðåñòàíîâêè

ïîñèëàíü 11:

ϕ ⊢ ϕ
ϕ, ψ ⊢ ϕ

(12) i

ψ ⊢ ψ
ψ,φ ⊢ ψ

(12)

ϕ, ψ ⊢ ψ (11).

Çâiäñè íà îñíîâi ïðàâèëà 1 îòðèìó¹ìî: ϕ, ψ ⊢ ϕ ∧ ψ.
Îòæå, äåðåâî äîâåäåííÿ öi¹¨ ñõåìè ñåêâåíöié ìà¹ âèãëÿä:

ϕ ⊢ ϕ
ϕ, ψ ⊢ ϕ

ψ ⊢ ψ
ψ, ϕ ⊢ ψ
ϕ, ψ ⊢ ψ

ϕ, ψ ⊢ (ϕ ∧ ψ)
.
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Îçíà÷åííÿ 2.1.23. Êàæóòü, ùî ñåêâåíöiÿ S âèâiäíà, ÿêùî

âîíà âèâîäèòüñÿ òiëüêè ç àêñiîì. Âèâiäíi ñåêâåíöi¨ íàçèâàþòü

òàêîæ òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 2.1.24. Ñåêâåíöiÿ ìà¹ ëiíiéíå äîâåäåííÿ òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî ñåêâåíöiÿ S ìà¹ ëiíié-

íå äîâåäåííÿ â ×Â, òîäi iñíó¹ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñåêâåíöié

×Â, ïðè÷îìó âñi ñåêâåíöi¨ S1, . . ., Sn ¹ àáî àêñiîìàìè, àáî îòðè-

ìóþòüñÿ ç ïîïåðåäíiõ çà ïðàâèëàìè âèâåäåííÿ. Âñi àêñiîìè, ÿêi

éäóòü äî ïåðøî¨, ÿêà íå ¹ àêñiîìîþ, çàïèñó¹ìî çâåðõó. Ïåðåãëÿ-

äà¹ìî íàñòóïíó: ÿêùî âîíà àêñiîìà, çàïèñó¹ìî çâåðõó, ÿêùî âè-

âîäèòüñÿ � çíèçó i ò.ä. Îñêiëüêè ñåêâåíöié ¹ ñêií÷åíà êiëüêiñòü,

ìè îòðèìó¹ìî äåðåâî äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ S, çíàþ÷è ëiíiéíå äî-

âåäåííÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî S ìà¹ äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà.

(⇐=) Íåõàé S ìà¹ äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà. Âèïèñó¹ìî âñi

ñåêâåíöi¨ ç âåðõíüîãî ïîâåðõó ïiäðÿä, ïîòiì � âñi ñåêâåíöi¨, ÿêi íà

íèæ÷îìó ïîâåðñi, i ò.ä. Îñêiëüêè ïîâåðõiâ ñêií÷åííà êiëüêiñòü,

ñåêâåíöié áóäå ñêií÷åííà êiëüêiñòü. �

Ïðèêëàä 2.1.25. Ëiíiéíå äîâåäåííÿ ñõåìè ñåêâåíöié ϕ ⊢ ψ →
(ϕ ∧ ψ) ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà:

ϕ ⊢ ϕ
ϕ, ψ ⊢ ϕ

ψ ⊢ ψ
ψ, ϕ ⊢ ψ
ϕ, ψ ⊢ ψ

ϕ, ψ ⊢ (ϕ ∧ ψ)
ϕ ⊢ ψ → (ϕ ∧ ψ)

.

Îçíà÷åííÿ 2.1.26. Ñåêâåíöi¨, ÿêi ìàþòü äîâåäåííÿ, íàçèâà-

þòü ùå òåîðåìàìè (àáî âèâiäíèìè ñåêâåíöiÿìè).

Îçíà÷åííÿ 2.1.27. Ôîðìóëó ϕ ×Â íàçèâàþòü òåîðåìîþ (àáî

âèâiäíîþ), ÿêùî ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ ¹ âèâiäíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 2.1.28. Ïðàâèëî âèâåäåííÿ ó ×Â íàçèâà¹òüñÿ äîïó-

ñòèìèì, ÿêùî éîãî ïðè¹äíàííÿ äî ñïèñêó ïðàâèë âèâåäåííÿ 1 �

12 íå çáiëüøó¹ ìíîæèíó âèâiäíèõ ñåêâåíöié, îòðèìàíèõ çà ïðà-

âèëàìè 1� 12 i öüîãî äîäàòêîâîãî ïðàâèëà.

Òâåðäæåííÿ 2.1.29. Íàâåäåíi íèæ÷å ïðàâèëà âèâåäåííÿ ¹

äîïóñòèìèìè â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü:

à) ïåðåñòàíîâêà ïîñèëàíü íå âïëèâà¹ íà ñóïåðå÷íiñòü ñå-

êâåíöié:
Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢
Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢

;

á) äîëó÷åííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü íå âïëèâà¹ íà ñóïåðå-

÷íiñòü ñåêâåíöié

Γ ⊢
Γ, ψ ⊢

;

â) ç ñóïåðå÷ëèâî¨ ìíîæèíè ôîðìóë ìîæíà âèâåñòè áóäü-

ÿêó ôîðìóëó:
Γ ⊢
Γ ⊢ ϕ

;

ã) ïðàâèëî âèâåäåííÿ çàïåðå÷åííÿ:

Γ, ϕ ⊢
Γ ⊢ ¬ϕ

;

ä) ïðàâèëî äîáóòêó âèâåäåíü:

Γ1 ⊢ ψ; Γ2, ψ ⊢ χ
Γ1,Γ2 ⊢ χ

;

å) ðîçøèðåíå ïðàâèëî ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü, ÿêå

äîçâîëÿ¹ äîëó÷àòè äî ïîñèëàíü äîâiëüíó ñêií÷åííó ìíî-

æèíó ôîðìóë:

ψ1, . . . , ψn ⊢ ϕ
χ1, . . . , χm ⊢ ϕ

ÿêùî {ψ1, . . . , ψn} ⊆ {χ1, . . . , χm};
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æ) Γ ⊢ ϕ ∧ ¬ϕ
Γ ⊢ ;

ç) Γ ⊢ ϕ
Γ,¬ϕ ⊢ .

Äîâåäåííÿ. à) Ñåêâåíöiÿ Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢ ìîæå áóòè îòðèìà-

íà ëèøå ç ñåêâåíöié Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢ ϕ0 i Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢ ¬ϕ0. Òîìó
ðîçãëÿíåìî òàêå äåðåâî

Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢ ϕ0
Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢ ϕ0

(11)
Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢ ¬ϕ0
Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢ ¬ϕ0

(11)

Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢
(10). (a)

Ïî÷àòêîâi ñåêâåíöi¨ öüîãî äåðåâà ¹ òåîðåìàìè. Îòæå ìîæíà äî-

ïèñàòè çâåðõó äî äåðåâà (à) äåðåâà, ùî ¹ äîâåäåííÿìè éîãî ïî-

÷àòêîâèõ ñåêâåíöié. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨

Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢.
á) Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêi æ ìiðêóâàííÿ ÿê ó äîâåäåííi à), ðîç-

ãëÿíåìî äåðåâî

Γ ⊢ ϕ0
Γ, ψ ⊢ ϕ0

(12)
Γ ⊢ ¬ϕ0

Γ, ψ ⊢ ¬ϕ0
(12)

Γ, ψ ⊢
. (10)

â) Ðîçãëÿíåìî äåðåâî

Γ ⊢ ϕ0
Γ,¬ψ ⊢ ϕ0

(12)
Γ ⊢ ¬ϕ0

Γ,¬ψ ⊢ ¬ϕ0
(12)

Γ,¬ψ ⊢
Γ ⊢ ψ (9)

. (10)

ã) Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêi æ ìiðêóâàííÿ ÿê ó äîâåäåííi à), ðîç-

ãëÿíåìî äåðåâà

D1 =

Γ, ϕ ⊢ ϕ0
Γ, ϕ,¬¬ϕ ⊢ ϕ0

(12)

Γ,¬¬ϕ, ϕ ⊢ ϕ0 (11)

Γ,¬¬ϕ ⊢ ϕ→ ϕ0,
(7)

D2 =

¬ϕ ⊢ ¬ϕ
Γ,¬¬ϕ,¬ϕ ⊢ ¬ϕ (12)

¬ϕ ⊢ ¬ϕ
Γ,¬¬ϕ,¬ϕ ⊢ ¬¬ϕ

Γ,¬¬ϕ,¬φ ⊢
Γ,¬¬ϕ ⊢ ϕ,
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D3 =

Γ, ϕ ⊢ ¬ϕ0
Γ, ϕ,¬¬ϕ ⊢ ¬ϕ0

(12)

Γ,¬¬ϕ, ϕ ⊢ ¬ϕ0 (11)

Γ,¬¬ϕ ⊢ ϕ→ ¬ϕ0,
(7)

D1 D2 D3

Γ,¬¬ϕ ⊢ ϕ0 Γ,¬¬ϕ ⊢ ¬ϕ0
Γ,¬¬ϕ ⊢
Γ ⊢ ¬ϕ (9)

(10)

. (8)

ä) Äîâåäåìî ïðàâèëî äîáóòêó âèâåäåíü:

Γ1 ⊢ ψ
Γ1,Γ2 ⊢ ψ (12)

Γ2, ψ ⊢ χ
Γ1,Γ2, ψ ⊢ χ (12)

Γ1,Γ2 ⊢ ψ → χ
(7)

Γ1,Γ2 ⊢ χ
. (8)

Ðåøòó äîïóñòèìèõ ïðàâèë âèâåäåííÿ ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâå-

ñòè ñàìîñòiéíî. �

Îçíà÷åííÿ 2.1.30. Ïîñëiäîâíîñòi ñåêâåíöié, â ÿêèõ êîæíà ç

ñåêâåíöié ¹ àáî ààêñiîìîþ, àáî æ îòðèìó¹òüñÿ ç ïîïåðåäíiõ çà

îäíèì ç îñíîâíèõ àáî äîïóñòèìèõ ïðàâèë âèâåäåííÿ íàçèâà¹òüñÿ

ëiíiéíèì êâàçiäîâåäåííÿì.

Êâàçiäîâåäåííÿ ó âèãëÿäi äåðåâà âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Î÷å-

âèäíî, ùî êîæíà ñåêâåíöiÿ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ êâàçiäîâåäåííÿ, ¹ âè-

âiäíîþ, òîáòî äëÿ íå¨ iñíó¹ i ñïðàâæí¹ äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 2.1.31. Ïîáóäó¹ìî êâàçiäîâåäåííÿ ñõåìè ñåêâåíöié

ϕ ⊢ ¬¬ϕ.
ϕ,¬ϕ ⊢
ϕ ⊢ ¬¬ϕ

.(ã)

Ðîçãëÿíåìî ùå êiëüêà ïðèêëàäiâ ôîðìàëüíèõ äîâåäåíü.

Ïðèêëàä 2.1.32. Çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî: ϕ ∨ ¬ϕ.
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Ïîáóäó¹ìî ôîðìàëüíå ëiíiéíå äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ:

1. ¬ϕ ⊢ ¬ϕ àêñiîìà

2. ¬ϕ ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ ïðàâèëî 5 äî 1

3. ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) àêñiîìà

4. ¬ϕ,¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) 11 i 12 äî 3

5. ¬ϕ,¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ 12 äî 2

6. ¬ϕ,¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ 10 äî 4 i 5

7. ¬(ϕ ∨ ¬ϕ),¬ϕ ⊢ 11 äî 6

8. ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ ϕ 9 äî 7

9. ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ 4 äî 8

10. ¬(ϕ ∨ ¬ϕ) ⊢ 10 äî 3 i 9

11. ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ 9 äî 10

Ïðèêëàä 2.1.33. Ïîáóäó¹ìî ôîðìàëüíå ëiíiéíå äîâåäåííÿ ñõå-

ìè ñåêâåíöi¨ ⊢ ((ϕ ∨ ϕ) → ϕ):

1. ϕ ⊢ ϕ àêñiîìà

2. ϕ ∨ ϕ ⊢ ϕ ∨ ϕ àêñiîìà

3. ϕ, ϕ ∨ ϕ ⊢ ϕ çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà 12 äî 1

4. ϕ ∨ ϕ, ϕ ⊢ ϕ 11 äî 3

5. ϕ ∨ ϕ ⊢ ϕ 6 äî 4, 4, 2

6. ⊢ ((ϕ ∨ ϕ) → ϕ) 7 äî 5

2.2. Íîðìàëüíi ôîðìè ôîðìóë ×Â

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àòèìóòüñÿ äåÿêi ñïåöiàëüíi ôîðìè ôîð-

ìóë ×Â, ÿêi ìàþòü äîñòàòíüî �ïðîñòèé� âèãëÿä äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

ïåâíîãî òèïó çàäà÷ (çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ïðè äå-

ÿêèõ iíòåðïðåòàöiÿõ, çíàõîäæåííÿ âñiõ ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ ç ôîð-

ìóëè, âèçíà÷åííÿ, ÷è ¹ ôîðìóëà òàâòîëîãi¹þ ÷è ñóïåðå÷íiñòþ òî-

ùî). Òàêîãî âèäó ôîðìóëè íàçèâàþòüñÿ íîðìàëüíèìè ôîðìàìè

ôîðìóë ×Â.
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ ñèíòàêñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôîð-

ìóë ×Â (åêâiâàëåíòíîñòi ñòîñîâíî ôîðìàëüíî¨ áóäîâè ôîðìóë,

íà âiäìiíó âiä ñåìàíòè÷íî¨) i äîâåäåìî, ùî ïðè çàìiíi äåÿêîãî

âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè íà ñèíòàêñè÷íî åêâiâàëåíòíó îòðèìó¹ìî

ôîðìóëó, ñèíòàêñè÷íî åêâiâàëåíòíó äî ïî÷àòêîâî¨ (òåîðåìà ïðî

çàìiíó). Öÿ òåîðåìà òà îñíîâíi åêâiâàëåíòíîñòi ×Â äîçâîëÿþòü

çâîäèòè ôîðìóëè ×Â äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó, â ò. ÷. äî íîð-

ìàëüíî¨ ôîðìè.

2.2.1. Ïiäñòàíîâêà. Ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç F .

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Âiäîáðàæåííÿ s : F → F íàçèâà¹òüñÿ ïiä-

ñòàíîâêîþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ϕ, ψ ∈ F

âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) s(ϕ→ ψ) = s(ϕ) → s(ψ);

2) s(ϕ ∧ ψ) = s(ϕ) ∧ s(ψ);
3) s(ϕ ∨ ψ) = s(ϕ) ∨ s(ψ);
4) s(¬ϕ) = ¬s(ϕ).

Òîáòî, ïiäñòàíîâêà s� âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ ëîãi÷íi îïå-

ðàöi¨ (ïî-iíøîìó� ëîãi÷íèé ãîìîìîðôiçì).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî áóäü�ÿêà ïiäñòàíîâêà ÷èñëåí-

íÿ âèñëîâëåíü ïîâíiñòþ i îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà-

÷åííÿìè íà ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ (àòîìàðíèõ ôîðìóëàõ ×Â):

s(p0) = ϕ0, s(p1) = ϕ1, . . . Çîêðåìà, ÿêùî p0, p1, . . ., pn � âñi ïðî-

ïîçèöiéíi çìiííi, ÿêi âõîäÿòü ó ôîðìóëó ϕ, s1 i s2 � òàêi ïiäñòà-

íîâêè, ùî s1(pi) = s2(pi), i = 0, 1, 2, . . . , n, òî s1(ϕ) = s2(ϕ).

Ôîðìàëüíèé çìiñò ïiäñòàíîâêè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàìiñòü ïðî-

ïîçèöiéíî¨ áóêâè p0 ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî ôîðìóëó s(p0) = ϕ0, çàìiñòü
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p1 �ôîðìóëó s(p1) = ϕ1 i òàê äàëi. Äëÿ çàäàííÿ ïiäñòàíîâêè äî-

ñèòü çàäàòè îáðàçè ïðîïîçèöiéíèõ áóêâ.

Ðåçóëüòàò äi¨ ïiäñòàíîâêè s íà ôîðìóëó ϕ ïiäñòàíîâêè ïîçíà-

÷àòèìåìî òàê:

s(ϕ) = ϕp1,...,pnϕ1,...,ϕn
= ϕp1,...,pns(p1),...,s(pn)

.

Òóò çìiííà p1 çàìiíþ¹òüñÿ ôîðìóëîþ ϕ1, çìiííà p2 �ôîðìóëîþ

ϕ2 i ò.ä., à çìiííà pn �ôîðìóëîþ ϕn.

Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ïiäñòàíîâêè s âæå îçíà÷åíå íà ìíîæèíi

âñiõ ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ïðîäîâæèìî éîãî íà ñåêâåí-

öi¨:

5) s(ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ψ) = s(ϕ1), . . . , s(ϕn) ⊢ s(ψ);
6) s(⊢ ψ) =⊢ s(ψ);
7) s(ϕ1, . . . , ϕn ⊢) = s(ϕ1), . . . , s(ϕn) ⊢;
8) s(⊢) = ⊢.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ ïiäñòàíîâêè

s íà äåðåâà:

9) s

(
D1, . . . , Dn

S

)
=
s(D1), . . . , s(Dn)

s(S)
.

Ïiäñòàíîâêó ìîæíà ïðîäîâæèòè íà äåðåâî, â ÿêîìó êîæíà ñå-

êâåíöiÿ S çàìiíåíà íà s(S). Ïðè äi¨ s íà àêñiîìè çíîâó îòðèìó-

þòüñÿ àêñiîìè. Îñêiëüêè ïåðåõîäè â äåðåâi D çäiéñíþþòüñÿ çà

äîïîìîãîþ ïðàâèë âèâåäåííÿ, òî ïåðåõîäè â äåðåâi s(D) çíîâó

çäiéñíþþòüñÿ çà ïðàâèëàìè âèâåäåííÿ.

Òåîðåìà 2.2.2 (Ïðî ïiäñòàíîâêó). ßêùî S � âèâiäíà ñåêâåí-

öiÿ ×Â, òî s(S) òàêîæ âèâiäíà äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè s.

Äîâåäåííÿ. ßêùî S � âèâiäíà, òî iñíó¹ äîâåäåííÿ ó âèãëÿ-

äi äåðåâà D, â ÿêîìó S ¹ çàêëþ÷íîþ ñåêâåíöi¹þ (ïiä S íåìà¹
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ðèñêè). Ïîäi¹ìî íà äåðåâî D ïiäñòàíîâêîþ s. Ìè îòðèìà¹ìî íî-

âå äåðåâî s(D), çàêëþ÷íîþ ñåêâåíöi¹þ ÿêîãî ¹ ñåêâåíöiÿ s(S),

òàêèì ÷èíîì s(S)� âèâiäíà ñåêâåíöiÿ. �

Íàñëiäîê 2.2.3. ßêùî ôîðìóëà ϕ âèâiäíà, òî ôîðìóëà s(ϕ) =

ϕp1,...,pnϕ1,...,ϕn
òàêîæ âèâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî ϕ âèâiäíà îçíà÷à¹, ùî ñåêâåí-

öiÿ ⊢ ϕ âèâiäíà. Çà òåîðåìîþ ñåêâåíöiÿ ⊢ s(ϕ) âèâiäíà, òîáòî

⊢ ϕp1,...,pnϕ1,...,ϕn
âèâiäíà. �

Äîâåäåíà íàìè òåîðåìà i íàñëiäîê îçíà÷àþòü, ùî êîëè ó âèâi-

äíié ñåêâåíöi¨ (ôîðìóëi) çàìiñòü ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ ïiäñòà-

âèòè äîâiëüíi ôîðìóëè, òî îòðèìàíà ñåêâåíöiÿ (ôîðìóëà) áóäå

âèâiäíîþ.

ßêùî ϕ� âèâiäíà ôîðìóëà, ÿêà ìiñòèòü ïðîïîçèöiéíó çìiííó

p (ïîçíà÷èìî öåé ôàêò ϕ(p)), òî âèâiäíîþ ¹ i ôîðìóëà ϕ(α), ùî

îòðèìó¹òüñÿ ç ϕ çàìiíîþ âñiõ âõîäæåíü çìiííî¨ p íà äîâiëüíó

ôîðìóëó α.

2.2.2. Ñèíòàêñè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü.

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Äâi ôîðìóëè φ i ψ íàçèâàþòüñÿ ñèíòàêñè-

÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî îáèäâi ñåêâåíöi¨ φ ⊢ ψ i ψ ⊢ φ ¹

âèâiäíèìè ó ×Â. Íàäàëi ñèíòàêñè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë φ

i ψ ïîçíà÷àòèìåìî òàê: φ ≡ ψ.

Çàóâàæåííÿ 6. Ñèìâîë ≡ íå ¹ ñèìâîëîì ìîâè ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü. Ïðîòå âií ¹ ñèìâîëîì ìåòàìîâè�ìîâè, íà ÿêié äîâî-

äÿòüñÿ òâåðäæåííÿ ïðî öå ÷èñëåííÿ. Ïîíÿòòÿ ñõåìè òà äîâåäåííÿ

òàêîæ ¹ ïîíÿòòÿìè ìåòàìîâè.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.5. Âiäíîøåííÿ ñèíòàêñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíî-

ñòi ôîðìóë ≡ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ôîð-

ìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, òîáòî ÿêùî ϕ, ψ, χ�ôîðìóëè ÷èñëå-

ííÿ âèñëîâëåíü, òî âiðíi òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) ϕ ≡ ϕ;

(2) ßêùî ϕ ≡ ψ, òî ψ ≡ ϕ;

(3) ßêùî ϕ ≡ ψ i ψ ≡ χ, òî ϕ ≡ χ.

Äîâåäåííÿ. Ðåôëåêñèâíiñòü. Êîæíà ôîðìóëà åêâiâàëåíòíà

ñàìà ñîái. Ñïðàâäi, ϕ ⊢ ϕ ¹ àêñiîìîþ, îòæå òåîðåìîþ.

Ñèìåòðè÷íiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ñèíòà-

êñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè òðàíçèòèâíiñòü. ßêùî ϕ ≡ ψ i ψ ≡
χ, òî, çîêðåìà, ϕ ⊢ ψ i ψ ⊢ χ. Çàñòîñîâóþ÷è äîïóñòèìå ïðàâèëî

âèâåäåííÿ ä) ç òåîðåìè 2.1.29, îäåðæó¹ìî ϕ ⊢ χ. Òàê ñàìî, ç χ ⊢ ψ
i ψ ⊢ ϕ, îäåðæó¹ìî χ ⊢ ϕ, îòæå ϕ ≡ χ. �

Ìíîæèíà ôîðìóë ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi

àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ñïiâïàäàþòü. Â êîæíîìó êëàñi åêâiâà-

ëåíòíîñòi âèáèðàòèìåìî ôîðìóëó, ùî ìà¹ çðó÷íó ôîðìó.

Òâåðäæåííÿ 2.2.6. Íåõàé φ i ψ äâi ôîðìóëè ×Â. Ìà¹ìî òàêi

åêâiâàëåíòíîñòi:

a) (ϕ→ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ψ);
á) ¬¬ϕ ≡ ϕ� çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ;

â) ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ� çàêîí çàïåðå÷åííÿ êîí'þíêöi¨;

ã) ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ � çàêîí çàïåðå÷åííÿ äèç'þíêöi¨;

ä) ϕ ≡ ϕ ∧ ϕ� iäåìïîòåíòíiñòü êîí'þíêöi¨;

å) ϕ ≡ ϕ ∨ ϕ� iäåìïîòåíòíiñòü äèç'þíêöi¨.
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Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî äîâåäåííÿ äëÿ à). Ñïî÷àòêó äîâå-

äåìî ϕ→ ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ:

ϕ ⊢ ϕ, ϕ→ ψ ⊢ ϕ→ ψ
ϕ, ϕ→ ψ ⊢ ψ (8)

ϕ, ϕ→ ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ (5)
¬ϕ ⊢ ¬ϕ

¬ϕ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ, ⊢ ϕ ∨ ¬ϕ (5)

ϕ→ ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ
. (6)

Òåïåð äîâåäåìî ñåêâåíöiþ ¬ϕ ∨ ψ ⊢ ϕ→ ψ:

¬ϕ ∨ ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ
ϕ,¬ϕ ∨ ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ψ (12)

ψ ⊢ ψ
¬ϕ ∨ ψ, ϕ, ψ ⊢ ψ (12)

ϕ ⊢ ϕ, ¬ϕ ⊢ ¬ϕ
ϕ,¬ϕ ⊢ (9)

¬ϕ ∨ ψ, ϕ, ¬ϕ ⊢ ψ (12)

¬ϕ ∨ ψ, ϕ ⊢ ψ
¬ϕ ∨ ψ ⊢ ϕ→ ψ

(7)

. (6)

â) Äîâåäåìî åêâiâàëåíòíiñòü ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.
Äëÿ äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ¬(ϕ∧ψ) ⊢ ¬ϕ∨¬ψ ðîçãëÿíåìî äåðåâà:

D1 =

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)
¬ϕ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)

¬ϕ ⊢ ¬ϕ
¬ϕ ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ

¬ϕ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ
¬ϕ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢
¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ϕ

,

D2 =

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)
¬ψ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)

¬ψ ⊢ ¬ψ
¬ψ ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ

¬ψ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ
¬ψ,¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢
¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ψ

.

Îñêiëüêè çàêëþ÷íèìè ñåêâåíöiÿìè äåðåâ D1 i D2 ¹ ¬(¬ϕ ∨
¬ψ) ⊢ ϕ òà ¬(¬ϕ∨¬ψ) ⊢ ψ âiäïîâiäíî, òî, çà ïðàâèëîì ââåäåííÿ

êîí'þíêöi¨, îòðèìó¹ìî íîâå äåðåâî:

D3 =
D1 D2

¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ⊢ ϕ ∧ ψ
¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),¬(ϕ ∧ ψ) ⊢
¬(ϕ ∧ ψ) ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ

,(9)

(1)

ÿêå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ¬(ϕ ∧ ψ) ⊢ ¬ϕ ∨ ¬ψ.
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Äëÿ äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ¬ϕ ∨ ¬ψ ⊢ ¬(ϕ ∧ ψ) çàóâàæèìî, ùî

ñåêâåíöi¨ ¬ϕ∨¬ψ,¬ϕ, ϕ∧ψ ⊢ òà ¬ϕ∨¬ψ,¬ψ, ϕ∧ψ ⊢ ¹ òåîðåìàìè.

D1 òà D2 � âiäïîâiäíi äåðåâà äîâåäåíü öèõ òåîðåì.

D1 =

¬ϕ ⊢ ¬ϕ
¬ϕ ∨ ¬ψ,¬ϕ, ϕ ∧ ψ ⊢ ¬ϕ

ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ∧ψ⊢ϕ

¬ϕ ∨ ¬ψ,¬ϕ, ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ
¬ϕ ∨ ¬ψ,¬ϕ, ϕ ∧ ψ ⊢

,

D2 =

ϕ ∧ ψ ⊢ ψ
¬ϕ ∨ ¬ψ,¬ψ, ϕ ∧ ψ ⊢ ψ
¬ϕ ∨ ¬ψ,¬ϕ, ϕ ∧ ψ ⊢

.

Òîäi äîâåäåííÿ çàâåðøó¹ íàñòóïíå äåðåâî, ó ÿêîìó ïåðøèé ïå-

ðåõiä ¹ ðîçáîðîì ìîæëèâèõ âèïàäêiâ:

D1 D2
¬ϕ ∨ ¬ψ, ϕ ∧ ψ ⊢

¬ϕ ∨ ¬ψ ⊢ ¬(ϕ ∧ ψ).
ä) Äîâåäåìî, ùî ϕ ≡ ϕ ∧ ϕ. Çà ïðàâèëîì ââåäåííÿ êîí'þíêöi¨

ϕ ⊢ ϕ ϕ ⊢ ϕ
ϕ ⊢ ϕ ∧ ϕ

. (1)

Çà ïðàâèëîì óñóíåííÿ êîí'þíêöi¨

ϕ ∧ ϕ ⊢ ϕ ∧ ϕ
ϕ ∧ ϕ ⊢ ϕ

. (2)

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ñàìîñòiéíî åêâiâàëåíòíîñòi á), ã),

å). �

Òâåðäæåííÿ 2.2.7. Äëÿ ôîðìóë ×Â âiðíi òàêi åêâiâàëåíòíî-

ñòi:

¹) ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ� êîìóòàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨;

æ) ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ� êîìóòàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨;

ç) (ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ)� àñîöiàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨;

i) (ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)� àñîöiàòèâíiñòü äèç'þíêöi¨;

ê) (ϕ ∨ ψ) ∧ χ ≡ (ϕ ∧ χ) ∨ (ψ ∧ χ)� äèñòðèáóòèâíiñòü;

ë) (ϕ ∧ ψ) ∨ χ ≡ (ϕ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ)� äèñòðèáóòèâíiñòü.
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Äîâåäåííÿ. à) Äîâåäåìî êîìóòàòèâíiñòü êîí'þíêöi¨ ϕ∧ψ ≡
ψ ∧ ϕ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ϕ ∧ ψ ⊢ ψ ∧ ϕ:

ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ψ

(3)
ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ

(2)

ϕ ∧ ψ ⊢ ψ ∧ ϕ
. (1)

Äåðåâî äîâåäåííÿ äëÿ ψ ∧ ϕ ⊢ ϕ ∧ ψ òàêå:

ψ ∧ ϕ ⊢ ψ ∧ ϕ
ψ ∧ ϕ ⊢ ϕ

(3)
ψ ∧ ϕ ⊢ ψ ∧ ϕ
ψ ∧ ϕ ⊢ ψ

(2)

ψ ∧ ϕ ⊢ ϕ ∧ ψ
. (1)

Åêâiâàëåíòíîñòi æ)�ë) ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

�

2.2.3. Òåîðåìà ïðî çàìiíó. Ïîêàæåìî, ùî ïðè çàìiíi äå-

ÿêîãî âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè íà ñèíòàêñè÷íî åêâiâàëåíòíó ôîð-

ìóëó, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó, ñèíòàêñè÷íî åêâiâàëåíòíó ïî÷àòêîâié.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî êiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 7. ßêùî ϕ ≡ ψ, òî ôîðìóëà ϕ âèâiäíà òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ôîðìóëà ψ òàêîæ âèâiäíà.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) ßêùî ôîðìóëà ϕ âèâiäíà, òî âèâiäíîþ ¹ i

ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ. Êðiì òîãî, âèâiäíîþ ¹ ñåêâåíöiÿ ϕ ⊢ ψ. Êâàçiäîâå-
äåííÿ âèâiäíîñòi ôîðìóëè ψ îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðàâèë

äåäóêöi¨ Åðáðàíà òà modus ponens:

⊢ ϕ,
ϕ ⊢ ψ

⊢ (ϕ→ ψ)
(7)

⊢ ψ
(8).

(⇐=) Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ç âèâiäíîñòi ñåêâåíöié ⊢ ψ òà

ψ ⊢ ϕ îòðèìó¹òüñÿ âèâiäíiñòü ⊢ ϕ. �

Îçíà÷åííÿ 2.2.8. Ôîðìóëó ψ íàçèâàþòü ïî÷àòêîì ôîðìóëè

ϕ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ñëîâî χ, ùî ϕ = ψχ.
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Ëåìà 8 (Ïðî ïî÷àòîê). ßêùî ôîðìóëà ψ ¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè

ϕ, òî ϕ = ψ.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ çà äîâæè-

íîþ ñëîâà ψ.

ßêùî ϕ�ïðîïîçèöiéíà çìiííà, òî ç îçíà÷åííÿ ôîðìóëè ëåã-

êî çðîçóìiòè, ùî i ψ�ïðîïîçèöiéíà çìiííà, îñêiëüêè â iíøîìó

âèïàäêó ñëîâî ϕ ðîçïî÷èíàëîñü áè àáî ëiâîþ äóæêîþ �(�, àáî

ñèìâîëîì çàïåðå÷åííÿ �¬�. Â öüîìó âèïàäêó ϕ = ψ.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî n ≥ 1, i ùî ëåìà äîâåäåíà äëÿ âñiõ ïiä-

ôîðìóë ψ ôîðìóëè ϕ, ÿêi ìàþòü äîâæèíó ìåíøó íiæ n. ßêùî

äîâæèíà ôîðìóëè ψ äîðiâíþ¹ n ≥ 1, òî ψ ìà¹ âèãëÿä ¬ψ1 àáî âè-

ãëÿä (ψ1 ⋆ψ2), äå ⋆ ∈ {∨,∧,→}, äå ψ1, ψ2 �ïiäôîðìóëè ôîðìóëè

ψ.

Ó âèïàäêó, êîëè ψ = ¬ψ1, ôîðìóëà ϕ òåæ ìóñèòü ïî÷èíàòèñÿ ç

ñèìâîëó ¬, îñêiëüêè ñëîâî ψ ¹ ïî÷àòêîì ñëîâà ϕ; òîáòî ϕ = ¬ϕ1.
Òåïåð ôîðìóëà ψ1 ¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè ϕ1 i, çà ïðèïóùåííÿì

iíäóêöi¨, ϕ1 = ψ1. Îòæå é ϕ = ψ.

Ó âèïàäêó, êîëè ôîðìóëà ψ ìà¹ âèãëÿä ψ = (ψ1 ⋆ ψ2) i ¹ ïî-

÷àòêîì ôîðìóëè ϕ, ôîðìóëà ϕ òåæ ìà¹ âèãëÿä ϕ = (ϕ1 ∗ ϕ2), äå
∗ ∈ {∨,∧,→}. Îäíà ç ôîðìóë ϕ1 i ψ1 ¹ ïî÷àòêîì iíøî¨, òîìó, çà

ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ϕ1 = ψ1. Äàëi ⋆ = ∗ i çíîâó ôîðìóëà ψ2

¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè ϕ2; çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ϕ2 = ψ2, îòæå

ϕ = ψ. �

Îçíà÷åííÿ 2.2.9. Íåõàé ψ�ïiäôîðìóëà ôîðìóëè ϕ; òîäi ñëî-

âî ϕ ìà¹ âèãëÿä ϕ = αψβ, äå α i β �äåÿêi ïiäñëîâà ñëîâà ϕ. Ïiä-

ñëîâî ψ ñëîâà αψβ íàçèâàþòü âõîäæåííÿì ôîðìóëè ψ ó ôîðìó-

ëó ϕ.
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Ëåìà 9 (Ïðî âõîäæåííÿ). Íåõàé ψ i χ� âõîäæåííÿ ïiäôîð-

ìóë ψ i χ ó ôîðìóëó ϕ. Òîäi àáî âõîäæåííÿ ψ i χ íå ïåðåòèíà-

þòüñÿ, àáî îäíå ç íèõ ìiñòèòüñÿ â iíøîìó.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî

âõîäæåííÿ ψ i χ ó ôîðìóëó ϕ ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi ïåðøèé ñèì-

âîë îäíîãî ç ñëiâ ψ ÷è χ ¹ îäíîþ ç áóêâ iíøîãî ñëîâà. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ïåðøèé ñèìâîë ñëîâà χ ¹ îäíîþ ç áóêâ ñëîâà ψ. ßêùî

öåé ñèìâîë ¹ ïðîïîçèöiéíîþ áóêâîþ p, òî χ = p i âõîäæåííÿ χ

ìiñòèòüñÿ ó âõîäæåííi ψ. ßêùî öåé ñèìâîë íå ¹ ïðîïîçèöiéíîþ

áóêâîþ, òî âií ¹ àáî ëiâîþ äóæêîþ �(�, àáî ñèìâîëîì �¬�. Ç îçíà-

÷åííÿ ôîðìóëè çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêà ëiâà äóæêà àáî ñèìâîë

çàïåðå÷åííÿ ¬, ùî âõîäÿòü ó çàïèñ ôîðìóëè ψ, âèçíà÷à¹ äåÿêó

ïiäôîðìóëó ψ1 ôîðìóëè ψ. Îäíà ç ôîðìóë ψ1 ÷è χ ¹ ïî÷àòêîì

iíøî¨. Çà ëåìîþ 8 ïðî ïî÷àòîê, ψ1 = χ, òîìó âõîäæåííÿ χ ìiñòè-

òüñÿ ó âõîäæåííi ψ. �

Ëåìà 10. Íåõàé ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 �ôîðìóëè ×Â. Ïðèïóñòèìî,

ùî ϕ1 ≡ ϕ2 i ψ1 ≡ ψ2. Òîäi

(1) ¬ϕ1 ≡ ¬ϕ2;
(2) ϕ1 ∨ ψ1 ≡ ϕ2 ∨ ψ2;

(3) ϕ1 ∧ ψ1 ≡ ϕ2 ∧ ψ2;

(4) ϕ1 → ψ1 ≡ ϕ2 → ψ2.

Äîâåäåííÿ. (1) Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ϕ2 ⊢ φ1, áà-

÷èìî, ùî äåðåâî

ϕ2 ⊢ ϕ1
ϕ2,¬ϕ1 ⊢ ϕ1

¬ϕ1 ⊢ ¬ϕ1
ϕ2,¬ϕ1 ⊢ ¬ϕ1

ϕ2,¬ϕ1 ⊢
¬ϕ1 ⊢ ¬ϕ2
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¹ äîâåäåííÿì ñåêâåíöi¨ ¬ϕ1 ⊢ ¬ϕ2. Çà ñèìåòði¹þ (ìiíÿþ÷è ðî-

ëÿìè ôîðìóëè ϕ1 i ϕ2 ó ïîïåðåäíüîìó äåðåâi), îòðèìó¹ìî, ùî é

ñåêâåíöiÿ ¬ϕ2 ⊢ ¬ϕ1 òåæ ¹ òåîðåìîþ. Îòæå, ¬ϕ1 ≡ ¬ϕ2.
(2) Ðîçãëÿíåìî äåðåâî

ϕ1 ⊢ ϕ2
ϕ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2

ϕ1 ∨ ψ1, ϕ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2

ψ1 ⊢ ψ2
ψ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2

ϕ1 ∨ ψ1, ϕ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2 ϕ1 ∨ ψ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2

ϕ1 ∨ ψ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2
,

ÿêå ïîêàçó¹ ùî ñåêâåíöiÿ ϕ1 ∨ ψ1 ⊢ ϕ2 ∨ ψ2 ¹ òåîðåìîþ. Çà ñèìå-

òði¹þ çâiäñè îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü ϕ1 ∨ ψ1 ≡ ϕ2 ∨ ψ2.

(3) Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ñåêâåíöiÿ ϕ1 ⊢ ϕ2 ¹ òåî-

ðåìîþ, íàâåäåíå íèæ÷å äåðåâî ¹ äåðåâîì äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨

ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ2:

ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ1 ∧ ψ1
ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ1

ϕ1 ⊢ ϕ2
⊢ ϕ1 → ϕ2

ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ1 → ϕ2
ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ2

Òàê ñàìî îòðèìó¹òüñÿ äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ϕ1∧ψ1 ⊢ ψ2 (äëÿ öüî-

ãî ÷èòà÷ ìà¹ ïåðåïèñàòè ïîïåðåäí¹ äåðåâî äîâåäåííÿ ç äóæå íå-

çíà÷íèìè çìiíàìè). Òîäi çà ïðàâèëîì ââåäåííÿ êîí'þíêöi¨ îòðè-

ìó¹ìî ϕ1 ∧ ψ1 ⊢ ϕ2 ∧ ψ2. Çà ñèìåòði¹þ çâiäñè âèïëèâà¹ øóêàíà

åêâiâàëåíòíiñòü ϕ1 ∧ ψ1 ≡ ϕ2 ∧ ψ2.

(4) Ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ âæå äîâåäåíèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè

1 i 2 òà òâåðäæåííÿì 2.2.6 a):

ϕ1 → ψ1 ≡ ¬ϕ1 ∨ ψ1 ≡ ¬ϕ2 ∨ ψ1 ≡ ϕ2 → ψ2.

Òàêèì ÷èíîì, ëåìó äîâåäåíî ïîâíiñòþ. �

Òåïåð, íàðåøòi, ìè çìîæåìî äîâåñòè îñíîâíó òåîðåìó öüîãî

ïàðàãðàôà.
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Òåîðåìà 2.2.10 (Ïðî çàìiíó). Íåõàé ϕ�ôîðìóëà ×Â, ψ� ¨¨

ïiäôîðìóëà i ψ′ ≡ ψ; íåõàé ϕ′ �ôîðìóëà, îòðèìàíà ç ϕ çàìiíîþ

äåÿêîãî âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîäi ϕ′ ≡ ϕ.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà äîâ-

æèíîþ ôîðìóëè ϕ. ßêùî ôîðìóëà ϕ ìà¹ äîâæèíó 1, òî âîíà ¹

ïðîïîçèöiéíîþ çìiííîþ. Îòæå, ¹äèíîþ ìîæëèâîþ ïiäôîðìóëîþ

¹ ψ = ϕ, òîäi çàìiíà ψ′ ≡ ψ ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi ψ′ = ϕ.

Ïðèïóñòèìî, ùî íàøå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ôîð-

ìóë ϕ, äîâæèíà ÿêèõ ìåíøà íiæ n, n ≥ 1. Íåõàé ϕ ìà¹ äîâæèíó

n. ßêùî ψ äîðiâíþ¹ ϕ, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ïiä-

ôîðìóëà ψ ìà¹ äîâæèíó ìåíøó íiæ n. Ôîðìóëà ϕ ìîæå áóòè

îòðèìàíà îäíèì ç ÷îòèðüîõ ñïîñîáiâ: ϕ = ¬θ àáî ϕ = (ϕ1 ⋆ ϕ2),

äå ⋆ ∈ {∨,∧,→}, à θ, ϕ1, ϕ2 �ïiäôîðìóëè ϕ. Ðîçãëÿíåìî êîæåí

ç öèõ âèïàäêiâ.

1) ϕ = ¬θ. Òîäi, ÿêùî ψ ¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè ϕ, òî, çà ëå-

ìîþ ïðî ïî÷àòîê, ϕ = ψ i òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. ßêùî æ ψ íå

¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè ϕ, òî ψ�ïiäôîðìóëà ôîðìóëè θ. Çà ïðè-

ïóùåííÿì iíäóêöi¨, ôîðìóëà θ′, îòðèìàíà ç θ çàìiíîþ äåÿêîãî

âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè ψ íà ôîðìóëó ψ′, åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi

θ. Çà ëåìîþ 10, ϕ′ = ¬θ′ ≡ ¬θ = ϕ.

2, 3, 4) Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè ϕ = (ϕ1 ⋆ ϕ2), äå ⋆ ∈ {∨,∧,→}.
ßêùî ψ ̸= ϕ, òî ïiäôîðìóëà ψ íå ¹ ïî÷àòêîì ôîðìóëè ϕ, òîìó

âîíà ¹ ïiäôîðìóëîþ îäíî¨ ç ôîðìóë ϕ1 àáî ϕ2. Äîâæèíà êîæíî¨

ç ôîðìóë ϕ1 i ϕ2 ìåíøà âiä äîâæèíè ôîðìóëè ϕ, òîìó, ÿê i â

ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ òà

ëåìîþ 10. �
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2.2.4. Íîðìàëüíi ôîðìè ôîðìóë ×Â. Ïîíÿòòÿ ñèíòà-

êñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôîðìóë ×Â ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ, îñêiëü-

êè, ÿê äîâåäåíî ó ïîïåðåäíiõ òâåðäæåííÿõ, ñèíòàêñè÷íà åêâiâà-

ëåíòíiñòü çáåðiãà¹ îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôîðìóë ×Â. Òàêîæ ñèí-

òàêñè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë ×Â ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-

òíîñòi, ÿêå ðîçáèâà¹ ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ×Â íà êëàñè åêâiâà-

ëåíòíîñòi. Òîìó âàæëèâî âìiòè âèáèðàòè â êëàñi âñiõ ñèíòàêñè-

÷íî åêâiâàëåíòíèõ ìiæ ñîáîþ ôîðìóë òàêèé ïðåäñòàâíèê, ÿêèé

¹ ôîðìóëîþ çðó÷íîãî âèãëÿäó. Òàêèìè ôîðìóëàìè ¹ ò.ç. íîð-

ìàëüíi ôîðìè ôîðìóë ×Â, ñåðåä ÿêèõ ðîçãëÿíåìî êîí'þíêòèâíó

íîðìàëüíó ôîðìó, äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, äîñêîíàëó

êîí'þíêòèâíó òà äîñêîíàëó äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî êîæíó ôîðìóëó ×Â çàâæäè ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çíàêiâ ëîãi÷íèõ çâÿ'çîê.

Òâåðäæåííÿ 2.2.11. Êîæíà ôîðìóëà ×Â åêâiâàëåíòíà äå-

ÿêié iíøié ôîðìóëi, äî çàïèñó ÿêî¨ íå âõîäÿòü ñèìâîëè iìïëiêà-

öi¨ → òà åêâiâàëåíöi¨ ↔.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî çàìiíó òà

åêâiâàëåíòíîñòi ϕ → ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ. Åêâiâàëåíöiÿ ¹ ñêîðî÷åííÿì

ϕ↔ ψ = (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ). �

Òâåðäæåííÿ 2.2.12. Áóäü-ÿêà ôîðìóëà ×Â ìîæå áóòè çà-

ïèñàíà ó âèãëÿäi, â ÿêèé íå âõîäÿòü ñèìâîëè iìïëiêàöi¨, à ñèì-

âîëè çàïåðå÷åííÿ çíàõîäÿòüñÿ òiëüêè áiëÿ ïðîïîçèöiéíèõ áóêâ

(òîáòî ó âèãëÿäi ç òiñíèìè çàïåðå÷åííÿìè, äå æîäåí ñèìâîë

çàïåðå÷åííÿ íå ñòî¨òü ïåðåä äóæêîþ).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ 2.2.11, ó áóäü-

ÿêié ôîðìóëi ìîæíà çàìiíèòè iìïëiêàöiþ ϕ → ψ íà ¬ϕ ∨ ψ, à
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ïîòiì äîñèòü äåêiëüêà ðàçiâ çàñòîñóâàòè åêâiâàëåíòíîñòi, äîâå-

äåíi ó òâåðäæåííi 2.2.6: ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ (¬ϕ ∧ ¬ψ), ¬(ϕ ∧ ψ) ≡
(¬ϕ ∨ ¬ψ), ¬¬ϕ ≡ ϕ, ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ, ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ. �

Çàóâàæåííÿ 11. Ç äîâåäåíèõ òâåðäæåíü î÷åâèäíî, ùî ìîæíà

áóëî á ïîáóäóâàòè àëôàâiò ×Â, íå âêëþ÷àþ÷è äî íüîãî ñèìâîëè

iìïëiêàöi¨ → òà åêâiâàëåíöi¨ ↔. Ñèñòåìà ç ðåøòè ëîãi÷íèõ çâ'ÿ-

çîê çàëèøàòèìåòüñÿ ïîâíîþ, òîáòî êîæíó ôîðìóëó ×Â ìîæíà

áóäå çàïèñàòè ó âèãëÿäi ç òiñíèì çàïåðå÷åííÿì òà ç âèêîðèñòàí-

íÿì ëèøå ñèìâîëiâ êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨.

Áiëüøå òîãî, ñèñòåìà ç ëèøå äâîõ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê ¬ i ∨ ÷è

¬ i ∧, òàêîæ ¹ ïîâíîþ. I òîìó ôîðìóëè ìîæíà áóäóâàòè ëèøå

ç âèêîðèñòàííÿì öèõ äâîõ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê, íàïðèêëàä ¬ i ∨
[?]. Ìîæíà áóëî á ðîçãëÿäàòè àëôàâiò ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, äî

ÿêîãî âõîäÿòü ëèøå öi äâà ñèìâîëè ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê. Òîäi, äëÿ

çðó÷íîñòi, ìîæíà ââåñòè òàêi ñêîðî÷åííÿ: (ϕ ∧ ψ) = ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),
(ϕ → ψ) = (¬ϕ ∨ ψ), ϕ ↔ ψ = (ϕ → ψ) ∧ (ψ → ϕ). Òàêèé

ïiäõiä òåæ ìà¹ ñâî¨ ïåðåâàãè, çîêðåìà, ïðèâîäèòü äî ñêîðî÷åííÿ

iíäóêòèâíèõ äîâåäåíü.

Ââåäåìî äåÿêi çðó÷íi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé pi1 , . . ., pis �ïðîïî-

çèöiéíi çìiííi. Ïîçíà÷èìî

p
εik
ik

=

pik , ÿêùî εik = 0,

¬pik , ÿêùî εik = 1.

Îçíà÷åííÿ 2.2.13. Åëåìåíòàðíîþ äèç'þíêöi¹þ íàçèâàþòü äè-

ç'þíêöiþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ àáî ¨õ çàïå-

ðå÷åíü.

Åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ � öå ôîðìóëà òàêîãî âèãëÿäó:

χi = p
εi1
i1

∨ . . . ∨ pεisis , εik ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ s.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.14. Åëåìåíòàðíîþ êîí'þíêöi¹þ íàçèâàþòü

êîí'þíêöiþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ àáî ¨õ çà-

ïåðå÷åíü.

Åëåìåíòàðíà êîí'þíêöiÿ ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ çàïèøåòüñÿ òàê:

χi = p
εi1
i1

∧ . . . ∧ pεisis , εik ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ s.

Îçíà÷åííÿ 2.2.15. Êîí'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ ×Â

íàçèâàþòü êîí'þíêöiþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ äèç'þí-

êöié.

Îçíà÷åííÿ 2.2.16. Äèç'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ íà-

çèâà¹òüñÿ äèç'þíêöiÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ êîí'þí-

êöié.

Êîí'þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà� öå ôîðìóëà âèãëÿäó

ϕ = χ1 ∧ . . . ∧ χm,

äå χ1, . . . , χm � åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨. Äèç'þíêòèâíà íîðìàëü-

íà ôîðìà ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ âèãëÿä:

ϕ = χ1 ∨ . . . ∨ χm,

äå χ1, . . . , χm � åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨.

Ïðèêëàä 2.2.17. (1) ϕ = p1 ∨ ¬p2 ∨ p3 � åëåìåíòàðíà äè-

ç'þíêöiÿ.

(2) Ôîðìóëè ϕ1 = p1 ∨ ¬p1 ∨ p2, ϕ2 = (p1 ∨ p2) ∧ (¬p1 ∨ p3),
ϕ3 = p1∧p2∧¬p3 ìàþòü êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

(3) Ôîðìóëà ψ = p1∨(p1∧p2) íå ìà¹ êîí'þíêòèâíî¨ íîðìàëü-
íî¨ ôîðìè, àëå ìà¹ äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.
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Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñêîðî÷åííÿ ÊÍÔ i ÄÍÔ äëÿ êîí'-

þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè òà äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîð-

ìè âiäïîâiäíî. Òåïåð äîâåäåìî, ùî êîæíó ôîðìóëó ×Â ìîæíà

çàïèñàòè ó ÄÍÔ.

Òåîðåìà 2.2.18 (Ïðî ÄÍÔ). Êîæíà ôîðìóëà ϕ ×Â åêâiâà-

ëåíòíà äåÿêié ôîðìóëi ψ ×Â, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ÄÍÔ.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè òåîðåìó äëÿ ôîðìóëè ϕ, ÿêà íå

ìiñòèòü âõîäæåíü ñèìâîëó iìïëiêàöi¨, à çàïåðå÷åííÿ ðîçìiùåíi

îäðàçó áiëÿ ïðîïîçèöiéíèõ áóêâ (òîáòî ϕ ¹ ôîðìóëîþ ç òiñíèìè

çàïåðå÷åííÿìè). Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà

äîâæèíîþ ôîðìóëè ϕ.

Êîæíà ïðîïîçèöiéíà çìiííà âæå ìà¹ ÄÍÔ (öå åëåìåíòàðíà

êîí'þíêöiÿ ç îäíî¨ áóêâè). Òîìó òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ ôîðìóë

äîâæèíè 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî íàøà òåîðåìà âiðíà äëÿ âñiõ ôîðìóë ϕ, äîâ-

æèíà l(ϕ) ÿêèõ ìåíøà íiæ n, äå n > 1. Äîâåäåìî, ùî ôîðìóëà ϕ,

äëÿ ÿêî¨ l(θ) = n òåæ ìà¹ ÄÍÔ. Çà ïðèïóùåííÿì ϕ ìà¹ îäèí ç

âèãëÿäiâ (χ1∧χ2), (χ1∨χ2). Îñêiëüêè ìè ïðèïóñòèëè, ùî ôîðìó-

ëà θ ¹ ôîðìóëîþ ç òiñíèìè çàïåðå÷åííÿìè, òî ó âèïàäêó θ = ¬χ
χ = p� áóêâà, òîáòî θ = ¬p ìà¹ ÄÍÔ.
Íåõàé ϕ = χ1 ∨ χ2: ϕ ¹ äèç'þíêöi¹þ äâîõ ôîðìóë χ1 i χ2, ùî

ìàþòü ìåíøó äîâæèíó. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ôîðìóëè χ1 i

χ2 åêâiâàëåíòíi, âiäïîâiäíî, ôîðìóëàì ψ1 i ψ2, ùî ìàþòü ÄÍÔ.

Òîäi ϕ ≡ ψ1 ∨ ψ2, i ìà¹ ÄÍÔ.

Çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê ϕ = χ1∧χ2. Êîæíà ç ôîðìóë

χ1 i χ2 ìà¹ äîâæèíó ìåíøó íiæ n, à òîìó χ1 ≡ ψ1, χ2 ≡ ψ2,

äå ψ1, ψ2 ìàþòü ÄÍÔ. Ïðèïóñòèìî, ùî ψ1 = θ1 ∨ θ2 ∨ . . . ∨ θk,

äå θi (1 ≤ i ≤ k) � åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨. Àíàëîãi÷íî ψ2 =

η1 ∨ η2 ∨ . . . ∨ ηl, äå ηj , (1 ≤ j ≤ l) � åëåìåíòàðíi êîí'þíêöi¨.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.2.7, îòðèìó¹ìî

ϕ ≡ (θ1 ∨ θ2 ∨ . . . ∨ θk) ∧ (η1 ∨ η2 ∨ . . . ∨ ηr)
≡ ((θ1 ∧ (η1 ∨ η2 ∨ . . . ∨ ηr))

∨(θ2 ∧ (η1 ∨ η2 ∨ . . . ∨ ηr))
∨ . . .∨
∨(θk ∧ (η1 ∨ η2 ∨ . . . ∨ ηr)))

≡ (θ1 ∧ η1) ∨ . . . ∨ (θi ∧ ηj) ∨ . . . ∨ (θk ∧ ηl).

ßê áà÷èìî, ϕ åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi
∨k
i=1(θi∧ηj), ùî ìà¹ äèç'þí-

êòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó. �

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó ïðî êîí'þíêòèâíó íîð-

ìàëüíó ôîðìó, ùî êîæíó ôîðìóëó ×Â ìîæíà çàïèñàòè ó ÊÍÔ.

Òåîðåìà 2.2.19 (Ïðî ÊÍÔ). Êîæíà ôîðìóëà ϕ ×Â åêâiâà-

ëåíòíà äåÿêié ôîðìóëi ψ ×Â, ÿêà ìà¹ ÊÍÔ.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ç íåâåëèêèìè çìiíàìè ïîâòîðèòè äîâå-

äåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè 2.2.18 ïðî ÄÍÔ, àëå ìîæíà ìiðêóâàòè

i ïî-iíøîìó, âèâiâøè òåîðåìó ïðî ÊÍÔ ç òåîðåìè ïðî ÄÍÔ.

ßêùî äàíî ôîðìóëó ϕ, òî çà òåîðåìîþ 2.2.18

¬ϕ ≡
k∨
i=1

(p′i1 ∧ . . . ∧ p
′
ik
), (¬φ)

äå êîæíà ç p′i1 , . . . , p
′
ik
¹ àáî ïðîïîçèöiéíîþ çìiííîþ àáî çàïåðå÷å-

ííÿì ïðîïîçèöiéíî¨ çìiííî¨. Ðîçãëÿíóâøè çàïåðå÷åííÿ îáîõ ÷à-

ñòèí ñïiââiäíîøåííÿ (¬ϕ) i âðàõóâàâøè òâåðäæåííÿ 2.2.6 i 2.2.7,
îòðèìó¹ìî

ϕ ≡ ¬¬ϕ ≡
k∧
i=1

(p′′i1 ∨ . . . ∨ p
′′
ik
),

86



äå êîæíà ç p′′i1 , . . . , p
′′
ik

¹ àáî ïðîïîçèöiéíîþ çìiííîþ àáî çàïå-

ðå÷åííÿì ïðîïîçèöiéíî¨ çìiííî¨ (òóò ìè âðàõîâó¹ìî, ùî ¬¬p ≡
p). �

Ïðèêëàä 2.2.20. Çâåäåìî äî ÄÍÔôîðìóëó ϕ = ¬((P1∧¬P2) →
(P3 ∧ P4)).

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî åêâiâàëåíòíîñòi ç òâåðäæåííÿ 2.2.6:

ϕ = ¬((P1∧¬P2) → (P3∧P4)) ≡ ¬((¬P1∨P2)∨(P3∧P4)) ≡ ¬((¬P1∨
P2∨P3)∧ (¬P1∨P2∨P4)) ≡ ((P1∧¬P2∧¬P3)∨ (P1∧¬P2∧¬P4)).

Öå i ¹ ÄÍÔ.

Ïðèêëàä 2.2.21. Çâåäåìî äî ÊÍÔ ôîðìóëó

ϕ = (((P1 → P2) → (P3 → ¬P1)) → (¬P2 → ¬P3)) .

Çâåäåìî ôîðìóëó äî åêâiâàëåíòíî¨:

ϕ = (((P1 → P2) → (P3 → ¬P1)) → (¬P2 → ¬P3)) ≡ (¬(¬P1 ∨
P2) ∨ (¬P3 ∨ ¬P1)) ≡ (((P1 ∧ ¬P2) ∨ ¬P1 ∨ ¬P3) → (P2 ∨ ¬P3)) ≡
(((P1 ∨ ¬P1) ∧ (¬P2 ∨ ¬P1)) ∨ ¬P3) → (P2 ∨ ¬P3)) ≡ (¬P2 ∨ ¬P1 ∨
¬P3) → (P2∨¬P3)) ≡ ¬(¬P2∨¬P1∨¬P3)∨(P2∨¬P3)) ≡ (P2∧P1∧
P3)∨(P2∨¬P3)) ≡ (P2∨P2∨¬P3)∧(P1∨P2∨¬P3)∧(P3∨P2∨¬P3) ≡
(P2 ∨ ¬P3) ∧ (P1 ∨ P2 ∨ ¬P3). Öå i ¹ ÊÍÔ.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ çâåäåííÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè ×Â äî ÊÍÔ

(ÄÍÔ) ïîòðiáíî ñïî÷àòêó ïîçáóòèñÿ âiä ∨, →, ↔, óñóíóòè âñi

íåùiëüíi çàïåðå÷åííÿ òà ïîäâiéíi çàïåðå÷åííÿ, à ïîòiì äî îòðè-

ìàíî¨ ôîðìóëè çàñòîñóâàòè çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi.

2.2.5. Äîñêîíàëà êîí'þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà.

Îçíà÷åííÿ 2.2.22. Êàæóòü, ùî ôîðìóëà ϕ, ïîáóäîâàíà ç ïðî-

ïîçèöiéíèõ çìiííèõ p1, p2, . . ., pn, ìà¹ äîñêîíàëó êîí'þíêòèâíó

íîðìàëüíó ôîðìó (ñêîðî÷åíî ÄÊÍÔ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè:
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(1) ϕ ìà¹ êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó ϕ =
∧m
i=1 χi, äå

χi � åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨.

(2) êîæíà åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ χi ìiñòèòü êîæíó ïðîïî-

çèöiéíó çìiííó àáî ¨¨ çàïåðå÷åííÿ òî÷íî îäèí ðàç, òîáòî

ìà¹ âèãëÿä χi = p
εi1
1 ∨ pεi22 ∨ . . . ∨ pεinn .

(3) âñi åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨ χi ¹ ðiçíèìè, òîáòî âiäïîâiäíi

¨ì íàáîðè (εi1 , εi2 , . . . , εin) ðiçíi.

Ïðèêëàä 2.2.23. (1) Ôîðìóëà ϕ = (p1 ∨ ¬p2) ∧ (p1 ∨ p3)
ìà¹ êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, ÿêà íå ¹ ÄÊÍÔ,

òîìó ùî åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨ íå ìiñòÿòü âñiõ ïðîïî-

çèöiéíèõ çìiííèõ (óìîâà 2).

(2) Ôîðìóëà ϕ = (p1∨¬p2∨p3)∧(p1∨¬p2∨p3)∧(¬p1∨¬p2∨p3
ìà¹ êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, ÿêà íå ¹ äîñêî-

íàëîþ, îñêiëüêè ïåðøà i äðóãà åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨

îäíàêîâi (íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3).

(3) Ôîðìóëà ϕ = (p1∨¬p2∨p3)∧(p1∨p2∨¬p3)∧(¬p1∨¬p2∨p3
ìà¹ äîñêîíàëó êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Äîâåäåìî, ùî êîæíà íåâèâiäíà ôîðìóëà ×Â åêâiâàëåíòíà ôîð-

ìóëi, ùî ìà¹ ÄÊÍÔ. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî ñïî÷àòêó òðè äîïîìi-

æíi ëåìè.

Ëåìà 12. ßêùî ôîðìóëà α ¹ òåîðåìîþ (òîáòî α ìà¹ äîâåäå-

ííÿ), à β � äîâiëüíà ôîðìóëà, òî β ≡ α ∧ β.

Äîâåäåííÿ. Äåðåâà

⊢ α
β ⊢ α β ⊢ β
β ⊢ α ∧ β

i
α ∧ β ⊢ α ∧ β
α ∧ β ⊢ β

ïîêàçóþòü, ùî îáèäâi ñåêâåíöi¨ β ⊢ α∧β i α∧β ⊢ β ¹ òåîðåìàìè,

òîìó β ≡ α ∧ β. �
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Ëåìà 13. Äëÿ äîâiëüíèõ ôîðìóë α i β, α ≡ α ∨ (β ∧ ¬β).

Äîâåäåííÿ. Ñåêâåíöiÿ α ⊢ α ∨ (β ∧¬β) î÷åâèäíà çà ïðàâè-
ëîì ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ α ∨ (β ∧ ¬β) ⊢ α âèêîðèñòà¹ìî âèâi-

äíiñòü ñåêâåíöi¨ β ∧ ¬β ⊢ i ðîçãëÿíåìî äåðåâî

β ∧ ¬β ⊢
β ∧ ¬β,¬α ⊢

α ⊢ α β ∧ ¬β ⊢ α α ∨ (β ∧ ¬β) ⊢ α ∨ (β ∧ ¬β)
α ∨ (β ∧ ¬β) ⊢ α

.

Îòæå, α ≡ α ∨ (β ∧ ¬β). �

Ëåìà 14. Ôîðìóëà α ∨ β ∨ ¬β ¹ òåîðåìîþ.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî çà ïðèêëàäîì 2.1.32

ñåêâåíöiÿ ⊢ β∨¬β ¹ òåîðåìîþ i çàñòîñó¹ìî ïðàâèëî ââåäåííÿ äè-

ç'þíêöi¨. �

Òåïåð ìîæåìî äîâåñòè òåîðåìó ïðî äîñêîíàëó êîí'þíêòèâíó

íîðìàëüíó ôîðìó.

Òåîðåìà 2.2.24 (Ïðî ÄÊÍÔ). Êîæíà íåâèâiäíà ôîðìóëà ϕ

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi ϕ′, ùî ìà¹ äîñêîíàëó

êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2.19 ôîðìóëà ϕ åêâiâàëåíòíà äå-

ÿêié ôîðìóëi ϕ1, ùî ìà¹ êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó: ϕ1 =∧m
i=1 χi, äå χi � åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà ϕ çàëåæèòü ëèøå âiä ïðîïîçèöié-

íèõ çìiííèõ p1, . . . , pn. Ìîæíà ââàæàòè, ùî êîæíà ïðîïîçèöiéíà

çìiííà âõîäèòü ó êîæíó χi íå áiëüøå íiæ îäèí ðàç. ßêùî ó äå-

ÿêó ôîðìóëó χi äåÿêà çìiííà (íàïðèêëàä p1) âõîäèòü áiëüøå íiæ

îäèí ðàç, òî χi åêâiâàëåíòíà ôîðìóëi p1∨p1∨ . . . àáî p1∨¬p1 . . ..
Ó ïåðøîìó âèïàäêó çàìiíèìî p1 ∨ p1 íà p1 i îòðèìà¹ìî ìåíøó
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êiëüêiñòü âõîäæåíü p1 ó ôîðìóëó χi. ßêùî æ χi åêâiâàëåíòíà

ôîðìóëi âèãëÿäó p1 ∨ ¬p1 ∨ . . ., òî çà ëåìîþ 14 ôîðìóëà χi ¹ òå-

îðåìîþ, i çà ëåìîþ 12, ìîæåìî ââàæàòè, ùî òàêà ôîðìóëà χi íå

âõîäèòü ó ϕ.

ßêùî äåÿêà ïðîïîçèöiéíà çìiííà (íàïðèêëàä p1) íå âõîäèòü ó

äåÿêó χi, òî, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 13, îòðèìó¹ìî χi ≡ χi ∨ (p1 ∧
¬p1) ≡ (χi ∨ p1) ∧ (χi ∨ ¬p1); öå äîçâîëÿ¹ çàìiíèòè åëåìåíòàðíó

äèç'þíêöiþ χi íà êîí'þíêöiþ äâîõ åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié χi∨
p1 òà χi ∨ ¬p1, ó êîæíó ç ÿêèõ âæå âõîäèòü p1.
Âèêîíàâøè ñêií÷åííó êiëüêiñòü ùîéíî îïèñàíèõ âèëó÷åíü �çàé-

âèõ� ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ òà åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié i äî-

ëó÷åíü ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ, �ÿêèõ íå âèñòà÷à¹�, îòðèìà¹ìî

êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1) i (2)

îçíà÷åííÿ 2.2.22. Íàðåøòi, âèëó÷åííÿ â îäåðæàíié ôîðìóëi îäíà-

êîâèõ åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié, ÿêùî òàêi ¹, çàâåðøó¹ äîâåäåí-

íÿ òåîðåìè. �

Ïðèêëàä 2.2.25. Â ïðèêëàäi 2.2.21 ôîðìóëó

ϕ = (((P1 → P2) → (P3 → ¬P1)) → (¬P2 → ¬P3))

çâåäåíî äî ÊÍÔ, ÿêà ïðîòå íå ¹ ÄÊÍÔ:

ϕ ≡ (P2 ∨ ¬P3) ∧ (P1 ∨ P2 ∨ ¬P3).

Ïåðøà åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ íå ìiñòèòü ïðîïîçèöiéíî¨ çìiííî¨

P1, òîìó ïåðåòâîðèìî ¨¨ òàê: (P2∨¬P3) ≡ (P2∨¬P3)∨(P1∧¬P1) ≡
(P1 ∨ P2 ∨ ¬P3) ∧ (¬P1 ∨ P2 ∨ ¬P3). Òîäi ôîðìóëà ϕ åêâiâàëåíòíà

ôîðìóëi ó êîí'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi:

ϕ ≡ (P1 ∨ P2 ∨ ¬P3) ∧ (¬P1 ∨ P2 ∨ ¬P3) ∧ (P1 ∨ P2 ∨ ¬P3).

Îòæå, äëÿ çâåäåííÿ ôîðìóëè ×Â äî ÄÊÍÔ ìîæíà çâåñòè ¨¨ äî

ÊÍÔ i, ÿêùî äåÿêà åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ íå ìiñòèòü çìiííî¨
90



pi, ùî âõîäèòü ó ïî÷àòêîâó ôîðìóëó, òî ¨¨ ïîòðiáíî ïðè¹äíàòè

äèç'þíêòèâíî ÿê êîí'þíêòèâíèé ÷ëåí (pi∧¬pi), à ïîòiì çàñòîñó-

âàòè äèñòðèáóòèâíiñòü.

2.3. Ñåìàíòèêà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìè ðîçãëÿäàëè ïðàâèëà óòâîðåííÿ ïðà-

âèëüíèõ âèðàçiâ ôîðìàëüíî¨ ìîâè� ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü (ôîð-

ìóëè, ñåêâåíöi¨, äîâåäåííÿ), òîáòî ñèíòàêñèñ ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü. Äàëi íàñ öiêàâèòèìóòü ïðàâèëà, çà ÿêèìè ïðàâèëüíèì âè-

ðàçàì öi¹¨ ôîðìàëüíî¨ ìîâè ñïiâñòàâëÿþòüñÿ êîíêðåòíi îá'¹êòè,

à òàêîæ äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi, òîáòî âñå, ùî ñêëàäà¹ ñåìàíòèêó

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

2.3.1. Iíòåðïðåòàöiÿ ×Â. Iíòåðïðåòàöiÿ ôîðìàëüíî¨ ìîâè

îçíà÷à¹ íàäàííÿ ÷iòêîãî çìiñòó ïðàâèëüíèì âèðàçàì öi¹¨ ìîâè.

Çðîçóìiëî, ùî öå ïîíÿòòÿ âiäíîñèòüñÿ äî ñåìàòíèêè ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Iíòåðïðåòàöiÿ çìiííèõ.ÍåõàéX �äîâiëü-

íà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Iíòåðïðåòàöiÿ ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ �

öå âiäîáðàæåííÿ

f : {p1, p2, . . . , pn, . . .} → 2X

ìíîæèíè ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ ó ìíîæèíó 2X âñiõ ïiäìíîæèí

ìíîæèíè X.

Ïðîäîâæèìî öå âiäîáðàæåííÿ íà âñi ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Iíòåðïðåòàöiÿ ôîðìóë âèçíà÷à¹òüñÿ iíäó-

êöi¹þ çà äîâæèíîþ ôîðìóëè. ßêùî ϕ i ψ�ôîðìóëè ×Â, äëÿ

ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ f óæå âèçíà÷åíå, òî
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à) f(¬ϕ) = X \ f(ϕ);
á) f(ϕ ∨ ψ) = f(ϕ) ∪ f(ψ);
â) f(ϕ ∧ ψ) = f(ϕ) ∩ f(ψ);
ã) f(ϕ→ ψ) = f(¬ϕ) ∪ f(ψ).

Òàêèì ÷èíîì, iíòåðïðåòàöiÿ ôîðìóë� öå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå

ôîðìóëàì ×Â ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïiäìíîæèíè äåÿêî¨ iíòåð-

ïðåòàöiéíî¨ ìíîæèíè X.

Îçíà÷åííÿ 2.3.3. Iíòåðïðåòàöiÿ ñåêâåíöié. Ñåêâåíöi¨ iíòåð-

ïðåòóþòü ÿê äåÿêi òâåðäæåííÿ ïðî ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X. À

ñàìå:

a) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ iñòèííà äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ f òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ⊂ f(ϕ);

á) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ iñòèííà äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ f òîäi

é ëèøå òîäi, êîëè f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) = ∅;
â) Ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ iñòèííà äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ f òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè f(ϕ) = X;

ã) Ñåêâåíöiÿ ⊢ õèáíà.

Ñåðåä óñiõ iíòåðïðåòàöié âèäiëÿþòü ãîëîâíó iíòåðïðåòàöiþ

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω ìíîæèíó ç äâîõ åëå-

ìåíòiâ 0 i 1: Ω = {0, 1}. Òîäi

Ωn = Ω× Ω× . . .× Ω︸ ︷︷ ︸
n

= {(i1, i2, . . . , in) | i1, i2, . . . , in ∈ {0, 1}}

Ãîëîâíó iíòåðïðåòàöiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïà-

äîê îçíà÷åííÿ 2.3.1 êîëè ìíîæèíàX ¹ îäíîåëåìåíòíîþ. Ñïðàâäi,

ó öüîìó âèïàäêó 2X = {∅, X}. Òîäi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó
2X ÿê áóëüîâó àëãåáðó Ω = {0, 1} ç äâîõ åëåìåíòiâ 0 i 1, ïîçíà-

÷èâøè ∅ := 0 i X := 1.
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Ðîçãëÿíåìî ãîëîâíó iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóë ×Â. Íàãàäà¹ìî,

ùî áóëüîâà ôóíêöiÿ �öå âiäîáðàæåííÿ f : Ωn → Ω. Íåõàé ϕ =

ϕ(p1, . . . , pn)� áóäü-ÿêà ôîðìóëà ×Â, ÿêà çàëåæèòü âiä ïðîïîçè-

öiéíèõ áóêâ p1, . . . , pn.

ßêùî íàäàâàòè ïðîïîçèöiéíèì áóêâàì p1, . . . , pn çíà÷åííÿ 0 i

1, òî ìîæíà âèçíà÷èòè iñòèííiñòü ôîðìóëè ϕ çà äîïîìîãîþ òà-

áëèöi iñòèííîñòi, ââàæàþ÷è, ùî

ϕ(i1, . . . , in) =

1, ÿêùî ϕ(i1, . . . , in) iñòèííà;

0, ÿêùî ϕ(i1, . . . , in) õèáíà.

Òàê ìè îòðèìó¹ìî áóëüîâó ôóíêöiþ ç Ωn â Ω, ÿêó ïîçíà÷èìî

÷åðåç χϕ : Ωn → Ω. Âîíà i ¹ ãîëîâíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôîðìóëè ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) âiä n

ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ p1, . . . , pn âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ χϕ, ÿêà äà-

íèì íàáîðàìè çíà÷åíü iñòèííîñòi ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ (p1, . . . , pn)

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè ϕ. Îòæå,

χϕ �öå ôóíêöiÿ, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çàïèñó¹òüñÿ â îñòàííüîìó ñòîâ-

ïöi òàáëèöi iñòèííîñòi. Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ iñòèí-

íîñòi ôîðìóëè ϕ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.4. ßêùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ χϕ äîðiâíþ¹ 1 äëÿ

äàíîãî íàáîðó (i1, . . . , in) çíà÷åíü ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ p1, . . .,

pn, òî ôîðìóëó ϕ íàçèâàþòü iñòèííîþ íà öüîìó íàáîði (äëÿ öi¹¨

ãîëîâíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ ). Â iíøîìó âè-

ïàäêó ôîðìóëó ϕ íàçèâàþòü õèáíîþ äëÿ äàíî¨ ãîëîâíî¨ iíòåð-

ïðåòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 2.3.5. Ôîðìóëó ϕ = ϕ(p1, . . . , pn) íàçèâàþòü òî-

òîæíî iñòèííîþ, ÿêùî χϕ = 1 íà âñiõ íàáîðàõ çíà÷åíü ïðî-

ïîçèöiéíèõ çìiííèõ, i òîòîæíî õèáíîþ, ÿêùî χϕ = 0 íà âñiõ

íàáîðàõ çíà÷åíü ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ.
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Ìàþ÷è ãîëîâíó iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóë, ìîæíà âèçíà÷èòè ãî-

ëîâíó iíòåðïðåòàöiþ ñåêâåíöié ×Â. Ãîëîâíà iíòåðïðåòàöiÿ ñå-

êâåíöié ×Â ¹ òàêîþ:

a) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ iñòèííà ó ãîëîâíié iíòåðïðåòà-

öi¨ f òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ôîðìóëà ϕ iñòèííà àáî õî÷

îäíà ç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn õèáíà;

á) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ iñòèííà ó ãîëîâíié iíòåðïðåòàöi¨

f òîäi é ëèøå òîäi, êîëè õî÷ îäíà ç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn

õèáíà;

â) Ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ iñòèííà ó ãîëîâíié iíòåðïðåòàöi¨ f òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè ôîðìóëà ϕ iñòèííà;

ã) Ñåêâåíöiÿ ⊢ õèáíà.

Îçíà÷åííÿ 2.3.6. Ñåêâåíöiþ S ×Â íàçèâàþòüòîòîæíî iñòèí-

íîþ, ÿêùî âîíà iñòèííà äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨.

ßêùî ðîçãëÿäàòè ëèøå ãîëîâíi iíòåðïðåòàöi¨, òî ñåêâåíöiÿ S

¹ òîòîæíî iñòèííîþ, ÿêùî âîíà iñòèííà íà áóäü-ÿêîìó íàáîði

çíà÷åíü iñòèííîñòi (íàáîði ç íóëiâ òà îäèíèöü) ïðîïîçèöiéíèõ

çìiííèõ, ùî âõîäÿòü ó âñi ôîðìóëè ç S.

Îçíà÷åííÿ 2.3.7. Ñåêâåíöiþ íàçèâàþòü òîòîæíî õèáíîþ,

ÿêùî âîíà õèáíà äëÿ âñiõ iíòåðïðåòàöié.

Îçíà÷åííÿ 2.3.8. Ñåêâåíöiÿ íàçèâà¹òüñÿ âèêîíóâàíîþ, ÿêùî

âîíà iñòèííà õî÷ äëÿ îäíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ (õî÷ äëÿ îäíîãî íàáîðó

íóëiâ òà îäèíèöü).

2.3.2. Òîòîæíà iñòèííiñòü âèâiäíèõ ñåêâåíöié. Äîâåäå-

ìî òåïåð îäíó âàæëèâó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3.9. ßêùî ñåêâåíöiÿ S ×Â âèâiäíà ó ×Â, òî S

òîòîæíî iñòèííà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � iíòåðïðåòàöiÿ ×Â ó ìíîæèíi X. Ií-

òåðïðåòàöiÿ f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôîðìóëàì ×Â ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè X, à ñåêâåíöiÿì� äåÿêi òâåðäæåííÿ ïðî ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè X. Êîæíà àêñiîìà ìà¹ âèãëÿä ϕ ⊢ ϕ, à ¨¨ iíòåðïðåòàöi-
¹þ ¹ òâåðäæåííÿ, ùî f(ϕ) ⊂ f(ϕ) äëÿ ïiäìíîæèíè f(ϕ) ìíîæèíè

X. Òâåðäæåííÿ f(ϕ) ⊂ f(ϕ) çàâæäè iñòèííå. ßêùî çìîæåìî ïå-

ðåâiðèòè, ùî ïðàâèëà âèâåäåííÿ çáåðiãàþòü òîòîæíó iñòèííiñòü,

òî òåîðåìà áóäå äîâåäåíà.

Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî êîæíå ç 12 ïðàâèë âèâîäó çáåðiãà¹ òî-

òîæíó iñòèííiñòü. Çðîáèìî öå ëèøå äëÿ ïðàâèëà modus ponens òà

äëÿ ïðàâèëà ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî, çàëèøàþ÷è ÷èòà÷åâi

ïåðåâiðêó iíøèõ ïðàâèë.

8) Modus ponens. Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèðàçi

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ, ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ→ ψ

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ψ

ñåêâåíöi¨ íàä ðèñêîþ iñòèííi äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ f ó ìíîæèíi X.

Öå îçíà÷à¹, ùî

f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ⊂ f(ϕ),

f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ⊂ (X \ f(ϕ)) ∪ f(ψ).
(∗)

Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî é

f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ⊂ f(ψ).

ßêáè öå âêëþ÷åííÿ áóëî íåâiðíèì, òî iñíóâàâ áè òàêèé åëåìåíò

x ∈ f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn), ùî x /∈ f(ψ). Àëå òîäi x ∈ X \ f(ϕ) i
x /∈ f(ϕ). Îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç ïåðøèì âêëþ÷åííÿì (*).

Òîìó ïðàâèëî modus ponens çáåðiãà¹ òîòîæíó iñòèííiñòü.

9) Ðîçãëÿíåìî ùå ïðàâèëî ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî:

ϕ1, . . . , ϕn,¬ϕ ⊢
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ

.
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Iñòèííiñòü äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ f ñåêâåíöi¨ íàä ðèñêîþ îçíà÷à¹, ùî

f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ∩ (X \ f(ϕ)) = ∅. (∗∗)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn) ⊂ f(ϕ). Ñïðàâäi, ÿêùî

x ∈ f(ϕ1) ∩ . . . ∩ f(ϕn), òî (**) ïîêàçó¹, ùî x /∈ X \ f(ϕ), à òîìó
x ∈ f(ϕ).

Äîâåäåííÿ òîòîæíî¨ iñòèííîñòi ðåøòè ïðàâèë çàëèøà¹ìî ÷è-

òà÷åâi. �

2.3.3. Ôóíêöiîíàëüíà ïîâíîòà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêó áóëüîâó ôóíêöiþ ôóíêöiþ f : Ωn →
Ω, äå Ω = {0, 1}, ìîæíà îòðèìàòè ç äåÿêî¨ ôîðìóëè ×Â.

Òåîðåìà 2.3.10 (Ïðî ôóíêöiîíàëüíó ïîâíîòó ×Â). Äëÿ êî-

æíî¨ ôóíêöi¨ f : Ωn → Ω iñíó¹ òàêà ôîðìóëà ϕ ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü, ùî f = fϕ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ 1, òî òàêà

ôóíêöiÿ f ¹ ôóíêöi¹þ iñòèííîñòi ôîðìóëè ϕ = p1∨¬p1∨p2∨ . . .∨
pn. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ f íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî 1.

Çà òåîðåìîþ ïðî äîñêîíàëó êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó

äëÿ áóëüîâèõ ôóíêöié (äèâ. ï. 1.4.4) ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè çâå-

äåíà äî âèãëÿäó:

f(x1, . . . , xn) =
∩

f(a1,...,an)=0

(xā11 ∪ xā22 ∪ · · · ∪ xānn ).

Çàïèøåìî ôîðìóëó ϕ ×Â

ϕ =
∧

f(a1,...,an)=0

(pā11 ∨ pā22 ∨ · · · ∨ pānn ).

Çðîçóìiëî, ùî f ¹ ôóíêöi¹þ iñòèííîñòi ôîðìóëè ϕ. Çâåðíåìî

óâàãó íà òå, ùî ôîðìóëà ϕ îòðèìó¹òüñÿ ç âèðàçó äëÿ ôóíêöi¨ f
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çàìiíîþ çìiííèõ xi íà ïðîïîçèöiéíi çìiííi pi; ïðèéìà¹ìî òàêîæ

pa = p, ÿêùî a = 0 i pa = ¬p, ÿêùî a = 1. �

2.3.4. Ïîâíîòà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ó çàãàëüíèõ ðè-

ñàõ ïîâíîòà òî¨ ÷è iíøî¨ òåîði¨ îçíà÷à¹, ùî öÿ òåîðiÿ ìiñòèòü

äîñòàòíþ äëÿ ïåâíî¨ ìåòè êiëüêiñòü òåîðåì. Çîêðåìà, òåîðåìà

ïðî ïîâíîòó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ñòâåðäæó¹, ùî ìíîæèíà òåî-

ðåì ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü äîðiâíþ¹ ìíîæèíi òîòîæíî iñòèííèõ

ñåêâåíöié:

Òåîðåìà 2.3.11 (Ïðî ïîâíîòó ×Â). Ñåêâåíöiÿ S ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü ¹ âèâiäíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà òîòîæíî

iñòèííà.

Çîêðåìà, ôîðìóëà ϕ ×Â âèâiäíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ϕ

òîòîæíî iñòèííà.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.11, äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêó ëåìó:

Ëåìà 2.3.12. 1) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ âèâiäíà òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè âèâiäíà ôîðìóëà

ϕ1 → (ϕ2 → . . .→ (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ).

2) Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ âèâiäíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

âèâiäíà ôîðìóëà ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn−1 → ϕn) . . .) →
(p ∧ ¬p) (òóò p � ïðîïîçèöiéíà çìiííà).

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ âèâiäíà, òî

ìîæåìî íàïèñàòè òàêå äîâåäåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è n ðàçiâ ïðà-

âèëî äåäóêöi¨ Åðáðàíà:

äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ

ϕ1, . . . , ϕn−1 ⊢ ϕn → ϕ
ϕ1, . . . , ϕn−2 ⊢ ϕn−1 → (ϕn → ϕ)

. . .
⊢ ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ)

.
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Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî ùî ñåêâåíöiÿ

⊢ (ϕ1 → (ϕ2 → . . .→ (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ)

âèâiäíà. Çàñòîñîâóþ÷è n ðàçiâ ïðàâèëî modus ponens, îòðèìó¹ìî

äîâåäåííÿ

äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ⊢ ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ)
⊢ ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ)

ϕ1 ⊢ ϕ1 ϕ1 ⊢ ϕ2 → (ϕ3 → . . . (ϕn−1 → ϕn) . . .) → ϕ)
· · ·

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ
.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî äîâåñòè ÷àñòèíó 2) ëåìè 2.3.12.

�

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.11. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî âèâiäíi ñå-

êâåíöi¨ òîòîæíî iñòèííi. Ðîçãëÿíåìî òîòîæíî iñòèííó ñåêâåíöiþ

S, i äîâåäåìî, ùî âîíà âèâiäíà.

Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî S íå âèâiäíà. Çà

ëåìîþ 2.3.12 ìîæíà îáìåæèòèñÿ âiäïîâiäíîþ ñåêâåíöi¨ S ôîðìó-

ëîþ ϕ.

Îòæå, ðîçãëÿäà¹ìî íåâèâiäíó ôîðìóëó ϕ. Çà òåîðåìîþ 2.2.24

ïðî äîñêîíàëó êîí'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, ôîðìóëà ϕ åêâi-

âàëåíòíà ôîðìóëi

ϕ′ =
m∧
i=1

(
p
ai1
1 ∨ . . . ∨ painn

)
,

äå

pa =

p, ÿêùî ε = 0,

¬p, ÿêùî ε = 1.

Iñíó¹ ãîëîâíà iíòåðïðåòàöiÿ f , äëÿ ÿêî¨ ôîðìóëà p
ai1
1 ∨ . . . ∨ painn

õèáíà, à ñàìå:

f(pj) =

1, ÿêùî aij = 1,

0, ÿêùî aij = 0.
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Öå ñóïåðå÷èòü òîòîæíié iñòèííîñòi ôîðìóëè ϕ. �

2.3.5. Ïîâíîòà, íåñóïåðå÷ëèâiñòü, íåçàëåæíiñòü òà ðîç-

â'ÿçíiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäïàðàãðà-

ôi áóëà äîâåäåíà òåîðåìà ïðî ïîâíîòó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ïè-

òàííÿ ïðî ïîâíîòó òåîði¨ ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ, ïîðÿä ç ïèòàííÿìè

ïðî ¨¨ íåñóïåðå÷ëèâiñòü, íåçàëåæíiñòü òà ðîçâ'ÿçíiñòü, ÿêi ñòàâ-

ëÿòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi êîæíî¨ ôîðìàëüíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨.

×èñëåííÿ âèñëîâëåíü ¹ îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ ïðèêëàäiâ òàêî¨

òåîði¨.

Òåïåð êîðîòêî i íåôîðìàëüíî (òîìó ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòè-

÷íî¨ ëîãiêè íå ñòðîãî) îïèøåìî çàãàëüíó êîíöåïöiþ ôîðìàëüíî¨

àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ òà íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè òàêèõ òåîðié.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî êîæåí ç òåðìiíiâ ó ôðàçi �ôîðìàëüíà àêñi-

îìàòè÷íà òåîðiÿ�.

Êîæíà àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç àêñiîì. Ãðåöüêå ñëî-

âî �αξιoµα′′ îçíà÷à¹ �äîñòîéíèé âèçíàííÿ�, i âiä íüîãî áóâ óòâîðå-

íèé òåðìií �àêñiîìà�, ÿêèé äîâãèé ÷àñ ðîçóìiëè ÿê òâåðäæåííÿ,

ÿêå â ñèëó ñâî¹¨ ïåðåêîíëèâîñòi ïðèéìà¹òüñÿ áåç äîâåäåííÿ. Òî-

ìó àêñiîìè ââàæàþòüñÿ îäíèìè ç ïî÷àòêîâèõ ïîëîæåíü òåîði¨, ç

ÿêèõ âèâîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü iíøi òâåðäæå-

ííÿ� òåîðåìè äàíî¨ òåîði¨. Ó öüîìó ñóòü àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó,

ÿêèé âèíèê ùå ó IV ñò. äî íàøî¨ åðè, i ïîâ'ÿçàíèé ç àíòè÷íè-

ìè ôiëîñîôàìè Ïëàòîíîì i Àðiñòîòåëåì. Ïåðøå ñèñòåìàòè÷íå

çàñòîñóâàííÿ àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó áóëî çäiéñíåíå Åâêëiäîì ó

éîãî çíàìåíèòié êíèçi �Íà÷àëà�, ÿêà áóëà âçiðöåì äëÿ ìàòåìàòè-

êiâ ïðîòÿãîì áiëüø íiæ äâîõ òèñÿ÷ ðîêiâ.

Ïîçà ìàòåìàòèêîþ ñôîðìóâàâñÿ ïîãëÿä íà àêñiîìó ÿê íà òâåð-

äæåííÿ, ùî íå âèìàãà¹ îá ðóíòóâàííÿ, ÿê íà äåÿêó àáñîëþòíó
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iñòèíó. Îäíàê ñåðåä ìàòåìàòèêiâ òàêèé ïîãëÿä ïîñòóïîâî çìiíþ-

âàâñÿ, äîêè ó ïåðøié ïîëîâèíi XIX ñòîëiòòÿ Ì. Ëîáà÷åâñüêèì

(1792 � 1856), ß. Áîÿ¨3 òà Ê. Ãàóñîì4 íå áóëà âiäêðèòà íååâêëiäî-

âà ãåîìåòðiÿ. Ñóòü ¨¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îäíà ç àêñiîì êëàñè÷íî¨

åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ � ï'ÿòèé ïîñòóëàò àáî àêñiîìà ïàðàëåëüíî-

ñòi (âîíà ñòâåðäæó¹, ùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó ïîçà äàíîþ ïðÿìîþ

ìîæíà ïðîâåñòè ëèøå îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî äàíî¨), � çà-

ìiíþ¹òüñÿ ¨¨ çàïåðå÷åííÿì, à òîäi, ãðóíòóþ÷èñü íà òàêié íîâié

ñèñòåìi àêñiîì, áóäó¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâà ãåîìåòðiÿ. �¨ òåïåð íà-

çèâàþòü íååâêëiäîâîþ ãåîìåòði¹þ àáî ãåîìåòði¹þ Ëîáà÷åâñüêîãî.

Ñòàëî çðîçóìiëèì, ùî àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç àêñi-

îì, àëå àêñiîìè íå ñëiä ðîçóìiòè ÿê ñàìîî÷åâèäíi àáñîëþòíi iñòè-

íè, à ÿê òâåðäæåííÿ ïðî çâ'ÿçêè ïåðâiñíèõ ïîíÿòü, ÿêi íå îçíà÷à-

þòüñÿ i âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåç ïîÿñíåííÿ ¨õ çìiñòó. Âñi öi âëàñòè-

âîñòi ìàþòü àêñiîìè, ÿêi ìîæíà âèðàçèòè ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ

ïðåäèêàòiâ äåÿêî¨ ñèãíàòóðè. Âñi iíøi ïîíÿòòÿ âæå ïîâèííi áóòè

ñòðîãî îçíà÷åíi, à òâåðäæåííÿ ïðî ¨õ âëàñòèâîñòi ïîâèííi áóòè

ñòðîãî äîâåäåíi. Òàê, ó åâêëiäîâié ãåîìåòði¨ äî ïåðâiñíèõ íåîçíà-

÷óâàíèõ ïîíÿòü âiäíîñÿòü òî÷êó, ïðÿìó òà ïëîùèíó (íåçâàæàþ÷è

íà òå, ùî Åâêëiä ïðîáóâàâ äàòè ¨õ îçíà÷åííÿ), à ïîíÿòòÿ òðèêó-

òíèêà, êîëà òîùî, ââîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ îçíà÷åíü. Â àêñiî-

ìàòè÷íié òåîði¨ ìíîæèí Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ïåðâiñíèì ïîíÿòòÿì

¹ �ìíîæèíà�, à â àêñiîìàòè÷íié òåîði¨ ìíîæèí Ãåäåëÿ-Áåðíàéñà

òàêèìè ¹ �ìíîæèíà� i �êëàñ�.

Ñèñòåìó àêñiîì A òî¨ ÷è iíøî¨ òåîði¨ ìîæíà âèáèðàòè áàãà-

òüìà ñïîñîáàìè. Ïiñëÿ òîãî ÿê àêñiîìè âèáðàíi, êîðèñòóþ÷èñü

3ßíîø Áîéÿ¨ (1802�1860) � óãîðñüêèé ìàòåìàòèê, îäèí ç òâîðöiâ íååâ-

êëiäîâî¨ ãåîìåòði¨
4Êàðë Ôðiäðiõ �àóñ (1777�1855) � íiìåöüêèé ìàòåìàòèê
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�ëîãi÷íèìè óìîâèâîäàìè�, âèâîäÿòü íîâi òâåðäæåííÿ ïðî ïåðâi-

ñíi òà îçíà÷åíi ïîíÿòòÿ. Öi íîâi òâåðäæåííÿ íàçèâàþòü òåîðå-

ìàìè, à ñóêóïíiñòü àêñiîì òà âèâåäåíèõ ç íèõ òåîðåì íàçèâàþòü

àêñiîìàòè÷íîþ òåîði¹þ äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè àêñiîì A i ïîçíà÷à-

þòü Th(A). Âiäîìèìè ÷èòà÷åâi ïðèêëàäàìè àêñiîìàòè÷íèõ òåî-

ðié ¹, ïîðÿä ç ãåîìåòði¹þ, òåîðiÿ ãðóï, òåîðiÿ êiëåöü, òåîðiÿ ëi-

íiéíèõ ïðîñòîðiâ òà �íà¨âíà òåîðiÿ ìíîæèí� Âñå æ, àíàëiçóþ÷è

öi òà iíøi òåîði¨, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè âñié ¨õ ôîð-

ìàëüíîñòi òà àáñòðàêòíîñòi ó ïðîöåñi ïîáóäîâè âèêîðèñòîâóþòü

íåôîðìàëüíi iíñòðóìåíòè� òàê çâàíi ëîãi÷íi óìîâèâîäè.

Äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè àêñiîìàòè÷íó òåîðiþ ôîðìàëüíîþ àêñi-

îìàòè÷íîþ òåîði¹þ, ïîòðiáíî ôîðìàëiçóâàòè ïðîöåñè ìèñëåííÿ

ïðè ïîáóäîâi àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨. Öå ïðèâîäèòü äî âçà¹ìíîïðî-

íèêíåííÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Ñòà¹ ìî-

æëèâèì ðîçãëÿäàòè ìàòåìàòè÷íi òåîði¨ ÿê îá'¹êòè ìàòåìàòè÷íî-

ãî âèâ÷åííÿ.

Ôîðìàëüíà àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä íåôîðìàëü-

íèõ òèì, ùî, ïî-ïåðøå, âîíà ìà¹ ñïðàâó ç âèðàçàìè, ñêëàäåíèìè

ç ñèìâîëiâ äåÿêîãî àëôàâiòó, ÿêi âiä ïî÷àòêó ïîçáàâëåíi íåôîð-

ìàëüíîãî çìiñòó, i, ïî-äðóãå, íå÷iòêå ïîíÿòòÿ �ëîãi÷íîãî óìîâè-

âîäó� çàìiíþ¹òüñÿ ÷iòêèì ïîíÿòòÿì ôîðìàëüíîãî äîâåäåííÿ. Â

ðåçóëüòàòi, ïîáóäîâà ôîðìàëüíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ñòà¹ ïðî-

öåñîì îïåðóâàííÿ ç ôîðìàëüíèìè ñèìâîëàìè çà äîïîìîãîþ ÷i-

òêèõ ôîðìàëüíèõ ïðàâèë (çãàäàéìî àëôàâiò, ôîðìóëè, ñåêâåíöi¨,

àêñiîìè òà ïðàâèëà âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü). Òîìó, ãðó-

áî êàæó÷è, ðîçâèòîê ôîðìàëüíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ìîæå áóòè

çäiéñíåíèé êîìï'þòåðîì, i äëÿ äåÿêèõ ïðîñòèõ ôîðìàëüíèõ òåî-

ðié (òàêèõ ÿê ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü) öå ñïðàâäi ìîæíà çðîáèòè.
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Òåîðiþ T íàçèâàþòü ñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî ó T êîæíà ôîðìóëà

(ñåêâåíöiÿ) ìà¹ äîâåäåííÿ; â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ¨¨ íàçèâà-

þòü íåñóïåðå÷ëèâîþ. Äëÿ òîãî, ùîá òåîðiÿ áóëà íåñóïåðå÷ëèâîþ

íåîáõiäíî, ïî-ïåðøå, ùîá òàêîþ áóëà ñèñòåìà àêñiîì, i, ïî-äðóãå,

ùîá ïðàâèëà âèâåäåííÿ áóëè �ïðàâèëüíèìè�, òîáòî ùîá âîíè âè-

êëþ÷àëè ìîæëèâiñòü âèâåäåííÿ ñóïåðå÷ëèâèõ òâåðäæåíü ç íåñó-

ïåðå÷ëèâî¨ ñèñòåìè àêñiîì.

Ìàþ÷è ôîðìàëüíó àêñiîìàòè÷íó òåîðiþ, ìè ìîæåìî ìiðêó-

âàòè íàä òèì, ÿêîãî çìiñòó ìîæíà íàäàòè òåêñòàì, íàïèñàíèì

íà ìîâi öi¹¨ òåîði¨, âèêîðèñòîâóþ÷è îá'¹êòè ç ïåâíî¨ êîíêðåòíî¨

îáëàñòi ìàòåìàòèêè, íåñóïåðå÷ëèâiñòü ÿêî¨ ââàæà¹òüñÿ âñòàíîâ-

ëåíîþ.

Íåñóïåðå÷ëèâiñòü ñèñòåìè àêñiîì ìîæíà âèÿâèòè çà äîïîìî-

ãîþ ïîíÿòòÿ ìîäåëi.

Ñóêóïíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ òà âiäíîøåíü ìiæ íèìè, ÿêi

ïðîÿâëÿþòü çìiñò ôîðìàëüíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ T , íàçèâàþòü

ìîäåëëþ òåîði¨ , à ïðîöåñ íàäàííÿ çìiñòó ôîðìàëüíié òåîði¨ çà

äîïîìîãîþ ìîäåëi íàçèâàþòü iíòåðïðåòàöi¹þ òåîði¨ . Çîêðåìà,

êîæíà àêñiîìà òåîði¨ T ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó äåÿêå òâåðäæåííÿ ïðî

îá'¹êòè ç ìîäåëi. ßêùî âñi òâåðäæåííÿ, ÿêi iíòåðïðåòóþòü àêñiî-

ìè, iñòèííi â ìîäåëi, òî ðîáèòüñÿ âèñíîâîê ïðî íåñóïåðå÷ëèâiñòü

ñèñòåìè àêñiîì. Êðiì öüîãî, ÿêùî ìè íå ìà¹ìî ñóìíiâó ó ïðà-

âèëüíîñòi ïðàâèë âèâåäåííÿ, òî âñi ëîãi÷íi íàñëiäêè ç àêñiîì,

îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ïðàâèë âèâåäåííÿ, òåæ áóäóòü iñòèííè-

ìè ó ìîäåëi. Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ÿêáè ó ðàìêàõ

òåîði¨ T ìîæíà áóëî âèâåñòè äâi òåîðåìè ϕ i ¬ϕ, òî âiäïîâiäíi öèì
òåîðåìàì òâåðäæåííÿ ó ìîäåëi áóëè á iñòèííèìè, ùî íåìîæëèâî.

Òàêèì ÷èíîì, iñíóâàííÿ ìîäåëi òåîði¨ îá ðóíòîâó¹ ¨¨ íåñóïå-

ðå÷ëèâiñòü. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà {1,−1} ç ìíîæåííÿì 1 · 1 =
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1, 1 · −1 = −1, −1 · 1 = −1, −1 · −1 = −1 ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ ãðóï,

òîìó òåîðiÿ ãðóï íåñóïåðå÷ëèâà.

Àêñiîìó A ñèñòåìè àêñiîì A íàçèâàþòü íåçàëåæíîþ âiä iíøèõ

àêñiîì, ÿêùî ¨¨ íå ìîæíà âèâåñòè ç ìíîæèíè A\{A}. Äëÿ äîâåäå-
ííÿ íåçàëåæíîñòi àêñiîìè A âiä iíøèõ àêñiîì äîñèòü ïîáóäóâàòè

ìîäåëü, ó ÿêié âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè ìíîæèíè A \ {A} i íå

âèêîíó¹òüñÿ àêñiîìà A.

Òåîðiþ íàçèâàþòü êàòåãîðè÷íîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ¹äèíó, ç òî-

÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, ìîäåëü. Êàòåãîðè÷íèìè òåîðiÿìè, íàïðè-

êëàä, ¹ àêñiîìàòè÷íi òåîði¨ åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨, íàòóðàëüíèõ, öi-

ëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ç iíøîãî áîêó,

àêñiîìàòè÷íi òåîði¨ ãðóï, êiëåöü, ïîëiâ òà áàãàòüîõ iíøèõ àëãå-

áðà¨÷íèõ ñòðóêòóð íå êàòåãîðè÷íi.

Iñíó¹ äåêiëüêà êîíöåïöié ïîâíîòè ôîðìàëüíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨

òåîði¨. Ó çàãàëüíèõ ðèñàõ ïîâíîòà òî¨ ÷è iíøî¨ òåîði¨ îçíà÷à¹,

ùî öÿ òåîðiÿ ìiñòèòü äîñòàòíþ äëÿ ïåâíî¨ ìåòè êiëüêiñòü òåîðåì.

Çîêðåìà, òåîðåìà ïðî ïîâíîòó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ñòâåðäæó¹,

ùî ìíîæèíà òåîðåì ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü äîðiâíþ¹ ìíîæèíi òî-

òîæíî iñòèííèõ ñåêâåíöié. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò áóäå äîâåäåíî

ó Ðîçäiëi 3 äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Iñíóþòü òàêîæ äâi êîíöåïöi¨ âíóòðiøíüî¨ ïîâíîòè ôîðìàëüíî¨

àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ T . Òåîðiÿ T íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî ïîâíîþ,

ÿêùî äëÿ êîæíîãî òâåðäæåííÿ ϕ öi¹¨ òåîði¨ îäíå i ëèøå îäíå ç

òâåðäæåíü ϕ àáî ¬ϕ ìà¹ äîâåäåííÿ. Íåñóïåðå÷ëèâó òåîðiþ T íà-

çèâàþòü ïîâíîþ ó âóçüêîìó ñåíñi, àáî ïîâíîþ çà Ïîñòîì, ÿêùî

ïiñëÿ äîëó÷åííÿ äî ¨¨ àêñiîì äîâiëüíîãî íåâèâiäíîãî òâåðäæåííÿ

ϕ çíîâó îòðèìó¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ.

Ïîðiâíþþ÷è ïîíÿòòÿ íåñóïåðå÷ëèâîñòi òà ïîâíîòè, áà÷èìî, ùî

â òîé ÷àñ êîëè íåñóïåðå÷ëèâiñòü îçíà÷à¹, ùî â ðàìêàõ òåîði¨ íå
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ìîæíà îäíî÷àñíî âèâåñòè ϕ i ¬ϕ, ïîâíîòà ãàðàíòó¹, øî òî÷íî

îäíå ç òâåðäæåíü ϕ àáî ¬ϕ ìîæíà âèâåñòè. Ïðîñòèì ïðèêëà-

äîì àáñîëþòíî íåïîâíî¨ òåîði¨ ¹ ôîðìàëüíà àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ

ãðóï. Ó ðàìêàõ öi¹¨ òåîði¨ íå äîâîäèòüñÿ ôîðìóëà, ùî âèðàæà¹

êîìóòàòèâíiñòü ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨, îñêiëüêè iñíóþòü ÿê êîìóòà-

òèâíi òàê i íåêîìóòàòèâíi ãðóïè. Iíøèì ïðèêëàäîì ¹ àáñîëþòíà

ãåîìåòðiÿ (âîíà  ðóíòó¹òüñÿ íà ñèñòåìi àêñiîì Ãiëüáåðòà, çà âè-

íàòêîì àêñiîìè ïàðàëåëüíîñòi). Òóò íå ìîæíà íi äîâåñòè, íi ñïðî-

ñòóâàòè æîäíå òâåðäæåííÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹ àêñiîìó ïàðàëåëü-

íîñòi. ×èñëåííÿ âèñëîâëåíü òåæ íåïîâíå â àáñîëþòíîìó ñåíñi.

Ñïðàâäi, ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü iñíó¹ áàãàòî ôîðìóë (p1 ∨ p2 �
îäíà ç íèõ), ùî íå ¹ íi òàâòîëîãiÿìè (òîòîæíî iñòèííèìè), íi ñó-

ïåðå÷íîñòÿìè (òîòîæíî õèáíèìè). Îñêiëüêè ó ÷èñëåííi âèñëîâ-

ëåíü ëèøå òàâòîëîãi¨ ¹ òåîðåìàìè, òî áà÷èìî, ùî iñíóþòü ôîð-

ìóëè ϕ, äëÿ ÿêèõ íi φ, íi ¬ϕ íå ìà¹ äîâåäåííÿ.

Ç iíøîãî áîêó, ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ïîâíå ó âóçüêîìó ñåíñi.

Ñïðàâäi, íåõàé ψ�äåÿêà ôîðìóëà, ÿêà íå ¹ òåîðåìîþ. Ñïåðøó

çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ψ íå òåîðåìà, çà òåîðåìîþ ïðî ïîâíîòó

×Â, ψ íå òàâòîëîãiÿ. Òîìó iñíó¹ äåÿêèé íàáið çíà÷åíü ε1, . . . , εn

äëÿ ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ p1, . . . , pn ôîðìóëè ψ, äëÿ ÿêîãî ôóí-

êöiÿ iñòèíè ôîðìóëè ψ äîðiâíþ¹ 0. Çàìiíèìî ó ôîðìóëi ψ êîæíó

ïðîïîçèöiéíó çìiííó pi, äëÿ ÿêî¨ εi = 0 ôîðìóëîþ p∧¬p, i êîæíó
ïðîïîçèöiéíó çìiííó pj , äëÿ ÿêî¨ εj = 1 ôîðìóëîþ p ∨ ¬p, äå p
� ïðîïîçèöiéíà çìiííà, p /∈ {p1, . . . , pn}. Îòðèìà¹ìî ôîðìóëó ψ′

âiä îäíi¹¨ ïðîïîçèöiéíî¨ çìiííî¨ p, ùî ¹ òîòîæíî õèáíîþ. Çà òå-

îðåìîþ ïðî ïîâíîòó ×Â ôîðìóëà ¬ψ′ (âîíà òîòîæíî iñòèííà) ¹

òåîðåìîþ. Êðiì öüîãî, ôîðìóëà ψ′ òåæ ¹ òåîðåìîþ, îñêiëüêè ñå-

êâåíöiÿ ⊢ ψ′ âèâiäíà, çà òåîðåìîþ ïðî ïiäñòàíîâêó. Òàêèì ÷èíîì

îáèäâi ôîðìóëè ψ′ i ¬ψ′ ¹ òåîðåìàìè. Çà ïðàâèëàìè âèÿâëåííÿ
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ñóïåðå÷íîñòi òà ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî áóäü-ÿêà ôîðìóëà

òîäi ¹ òåîðåìîþ, à òîìó îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷ëèâó òåîðiþ.

Òåîðiÿ íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî iñíó¹ àëãîðèòì, ÿêèé çà

ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ äîçâîëÿ¹ äiçíàòèñÿ, ÷è çàäàíà ôîðìóëà ¹

âèâiäíîþ, ÷è íi. Ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü âèâiäíiñòü ôîðìóë ìîæíà

âñòàíîâèòè, ïîáóäóâàâøè òàáëèöþ iñòèííîñòi ôîðìóë. Îñêiëüêè

òàáëèöÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè áóäó¹òüñÿ çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ,

òî ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ¹ ðîçâ'ÿçíèì.

2.4. Çàäà÷i i âïðàâè äî ðîçäiëó 2

(1) Âèçíà÷èòè ÷è ¹ äàíà ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ ôîðìóëîþ

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü:

1) (P0 ∧ P1)P2¬P3;

2) (P0 ∨ P1) → P7;

3) (((¬P0) → P1)¬ (P2 ∧ P3));

4) (P0 ↔ ¬P1) → (P0 + 5);

5) (P0¬P1) → P2(¬7P3 ∨ P0).

(2) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñòàâèòè äóæêè â íàñòó-

ïíié ïîñëiäîâíîñòi, ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó.

1) A0 → ¬A1 ∨A1 ∧A2;

2) A1 → A2 → A3 → ¬A1 → ¬A2.

(3) Âèïèñàòè âñi ïiäôîðìóëè íàâåäåíî¨ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü:

1) (((P0 → P1) ∧ (P1 → P2)) → (¬P0 ∨ P2)) ;

2) ((P0 ∨ ¬P1) ∧ (P0 ∨ P3) → P2) ↔ (¬P2 ∧ P0);

3) ((P1 → ¬P0) ∨ (¬P3)) ↔ (¬(P2 ∧ ¬P3));

4) ((P0 → P1) ↔ (¬P3 ∨ P2 ∨ P1));

5) ((P0 → P1) → ((P0 → ¬P1) → ¬(P1 ∨ P0))) .

105



(4) Äîâåñòè, ùî êîæíó ôîðìóëó A, ÿêà íå ¹ ïðîïîçèöiéíîþ

çìiííîþ, ìîæíà çàïèñàòè â îäíîìó ç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ

¬P , (P ∧Q), (P ∨Q), (P → Q) äëÿ äåÿêèõ ôîðìóë P òà

Q.

(5) Äîâåñòè, ùî ðåçóëüòàò çàìiíè äåÿêîãî âõîäæåííÿ ôîð-

ìóëè A â ôîðìóëó B çíîâó ¹ ôîðìóëîþ.

(6) Âèâåñòè òàêi ñåêâåíöi¨ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü:

1) ⊢ (ϕ→ ϕ) ;

2) (ϕ→ ψ) , (ψ → χ) , ϕ ⊢ χ;
3) ⊢ (¬¬ϕ↔ ϕ) ;

4) (ϕ→ (ψ → χ)) , (ϕ→ ψ) , ϕ ⊢ χ;
5) (ϕ→ ψ) ,¬ψ ⊢ ¬ϕ;
6) ϕ,¬ψ ⊢ ¬ (ϕ→ ψ) ;

7) ⊢ ϕ ∨ ϕ→ ϕ;

8) ⊢ ϕ→ ϕ ∨ ψ);
9) ϕ ⊢ ϕ ∨ ϕ;
10) ϕ ⊢ ϕ ∧ ϕ.

(7) Âèâåñòè òàêi ñåêâåíöi¨:

1) (ϕ→ ψ) , (ψ → χ) ⊢ (ϕ→ χ) ;

2) (ϕ→ (ψ → χ)) ⊢ (ψ → (ϕ→ χ)) ;

3) (ϕ→ (ψ → χ)) ⊢ ((ϕ ∧ ψ) → χ) ;

4) ((ϕ ∧ ψ) → χ) ⊢ (ϕ→ (ψ → χ)) ;

5) (ϕ→ ψ) ⊢ ((ψ → χ) → (ϕ→ χ)) ;

6) (ϕ→ ψ) ⊢ ((χ→ ϕ) → (χ→ ψ)) ;

7) (ϕ→ ψ) ⊢ ((χ ∧ ϕ) → (χ ∧ ψ)) ;
8) (ϕ→ ψ) ⊢ ((ϕ ∧ χ) → (ψ ∧ χ)) ;
9) (ϕ→ ψ) ⊢ ((ϕ ∨ χ) → (ψ ∨ χ)) ;
10) (ϕ→ ψ) ⊢ ((χ ∨ ϕ) → (χ ∨ ψ)) ;
11) ¬ϕ ⊢ (ϕ→ ψ) ;
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12) ϕ ⊢ (¬ϕ→ ψ) ;

13) ψ ⊢ (ϕ→ ψ) ;

14) (ϕ→ ψ) ⊢ (¬ψ → ¬ϕ) ;
15) (ϕ→ ¬ψ) ⊢ (ψ → ¬ϕ) ;
16) (¬ϕ→ ψ) ⊢ (¬ψ → ϕ) ;

17) (¬ϕ→ ¬ψ) ⊢ (ψ → ϕ) .

(8) Âèâåñòè òàêi ñåêâåíöi¨:

1) (ϕ→ ψ) , (ψ → ϕ) ⊢ (ϕ↔ ψ) ;

2) (ϕ↔ ψ) ⊢ (ϕ→ ψ) ;

3) (ϕ↔ ψ) ⊢ (ψ → ϕ) ;

4) (ϕ↔ ψ) , ϕ ⊢ ψ;
5) ⊢ (ϕ↔ ϕ) ;

6) (ϕ↔ ψ) , (ψ ↔ χ) ⊢ (ϕ↔ χ) ;

7) (ϕ↔ ψ) ⊢ (ψ ↔ ϕ) ;

8) (ϕ↔ ψ) ⊢ (¬ϕ↔ ¬ψ) ;
9) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((ϕ ∧ χ) ↔ (ψ ∧ χ)) ;
10) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((χ ∧ ϕ) ↔ (χ ∧ ψ)) ;
11) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((ϕ ∨ χ) ↔ (ψ ∨ χ)) ;
12) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((χ ∨ ϕ) ↔ (χ ∨ ψ)) ;
13) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((ϕ→ χ) ↔ (ψ → χ)) ;

14) (ϕ↔ ψ) ⊢ ((χ→ ϕ) ↔ (χ→ ψ));

15) ⊢ (¬ϕ ∨ ϕ) .
(9) Âèâåñòè ñåêâåíöi¨:

1) ⊢ ((ϕ ∧ ψ) ↔ (ψ ∧ ϕ)) ;
2) ⊢ ((ϕ ∨ ψ) ↔ (ψ ∨ ϕ)) ;
3) ⊢ ((ϕ ∧ (ψ ∧ χ)) ↔ ((ψ ∧ ϕ) ∧ χ)) ;
4) ⊢ ((ϕ ∨ (ψ ∨ χ)) ↔ ((ψ ∨ ϕ) ∨ χ)) ;
5) ⊢ ((ϕ ∧ (ψ ∨ χ)) ↔ ((ψ ∧ ϕ) ∨ (ϕ ∧ χ))) ;
6) ⊢ ((ϕ ∨ (ψ ∧ χ)) ↔ ((ψ ∨ ϕ) ∧ (ϕ ∨ χ))) ;
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7) ⊢ (¬ (ϕ ∧ ψ) ↔ (¬ϕ ∨ ¬ψ)) ;
8) ⊢ (¬ (ϕ ∨ ψ) ↔ (¬ϕ ∧ ¬ψ)) ;
9) ⊢ ((ϕ→ ψ) ↔ (¬ϕ ∨ ψ)) ;
10) ⊢ ((ϕ→ ψ) ∨ (ψ → ϕ)) .

(10) Íåõàé ϕ�ôîðìóëà, ψ� ¨¨ ÊÍÔ. Äîâåñòè âèâiäíiñòü ñå-

êâåíöi¨ ⊢ (ϕ↔ ψ).

(11) Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òîòîæíî iñòèííî¨ ÊÍÔ
∧m
i=1 χi,

äå χi � åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨, ñåêâåíöiÿ ⊢
∧m
i=1 χi �

âèâiäíà.

(12) Çâåñòè òàêi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü äî êîí'þíêòèâ-

íî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè, âðàõóâàâøè ïðàâèëà âiäíîâëåí-

íÿ äóæîê:

1) A ∧B ∨ ¬C;
2) A ∧ ¬B ∨ C ∧D;
3) (A→ B) → A ∧ C;
4) ¬(A→ B ∧ C) ∨B ∧D;
5) (A→ C) ↔ (¬B → ¬D);

6) A ∨ ¬(¬A→ B);

7) ¬(A→ B);

8) (A→ ¬(B ∧ C)) ∨ (A ∧D);

9) (A↔ B) → (A ∧ C);
10) ¬(A ∧B ∧ C) → (A→ B).

(13) Çâåñòè òàêi ôîðìóëè àëãåáðè âèñëîâëåíü äî äèç'þíêòèâ-

íî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè:

1) ¬(A↔ B) ∧ (A ∧ C ∨ ¬B);

2) (A ∧B → C) → (¬B ↔ C);

3) (¬A→ B) ∧ C ↔ (A↔ B);

4) (A→ B) ↔ (A→ ¬C);
5) (A→ B) ∧ (B → C);
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6) ((¬A→ B) ↔ B ∧ C) ∧ (B → A);

7) ¬((¬A→ B) → B ∧ C) ∧ (B → A);

8) (¬A↔ ¬B ∧ C) → ¬(A ∧D ∧ ¬B);

9) ¬(¬A ∧B) ∧ (C → D) ∧ C;
10) ¬(A→ (B → A));

11) ¬((A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C)));

12) (A→ B ∨ C) ∧ (A→ ¬(B ∨ C)).
(14) Çâåñòè äî äèç'þíêòèâíî¨ òà êîí'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨

ôîðìè

1) (((A→ B) → (C → ¬A)) → (¬B → ¬C)) ;
2) (((((A→ B) → ¬A) → ¬B) → ¬C) → C) ;

3) ((A→ (B → C)) → ((A→ ¬C) → (A→ ¬B))) .

(15) Äîâåñòè, ùî êîëè ϕ çíàõîäèòüñÿ ó êîí'þíêòèâíié íîð-

ìàëüíié ôîðìi òà ϕ ¹ òîòîæíî iñòèííîþ, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨

åëåìåíòàðíî¨ äèç'þíêöi¨ ôîðìóëè ϕ iñíó¹ òàêà ïðîïîçè-

öiéíà çìiííà p, ùî p òà ¬p âõîäÿòü â öþ äèç'þíêöiþ.

(16) Äîâåñòè, ùî êîëè ϕ çíàõîäèòüñÿ ó äèç'þíêòèâíié íîð-

ìàëüíié ôîðìi òà ϕ ¹ òîòîæíî õèáíîþ, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨

åëåìåíòàðíî¨ êîí'þíêöi¨ ôîðìóëè iñíó¹ òàêà ïðîïîçèöié-

íà çìiííà p, ùî p òà ¬p âõîäÿòü â öþ êîí'þíêöiþ.

(17) Çâåñòè äî äîñêîíàëî¨ êîí'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè,

òîáòî çíàéòè ÄÊÍÔ, åêâiâàëåíòíó äàíié ôîðìóëi:

1) ((C → A) → (¬ (B ∨ C) → A)) ;

2) (¬ ((A ∧B) → A) ∨ (A ∧ (B ∨ C))) ;
3) (¬ (A ∧ (B ∨ C)) → ((A ∧B) ∨ C)) .

(18) Çâåñòè äî äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè,

òîáòî çíàéòè ÄÄÍÔ, åêâiâàëåíòíó äàíié ôîðìóëi:

1) ((¬A→ ¬B) → ((B ∧ C) → (A ∧ C))) ;
2) (((A→ B) → ¬A) → (A→ (B ∧A))) ;
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3) (¬ ((A ∧B) → ¬A) ∧ ¬ ((A ∧B) → ¬B)) .

(19) Çâåñòè äî äîñêîíàëî¨ êîí'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè

i äî äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè, òîáòî

çíàéòè ÄÊÍÔ i ÄÄÍÔ, åêâiâàëåíòíó äàíié ôîðìóëi:

1) (((C → A) → (B ∨ C)) → C) ;

2) (((A ∧B) → ¬C) ∨ (A ∧ (¬B → C))) ;

3) ((A↔ ((C ∧B) → A)) ∨ (B ∧ ¬C)) ;
4) (((A↔ (B ∨ C)) → (B ∧ ¬A)) → (B ∨ ¬C)) ;
5) ((((A ∧B) ↔ ¬C) → ((A ∨B) → C)) ↔ (A ∨ ¬B)) ;

6) (¬ (A→ (B ∨ C)) ↔ ((A ∧B) → (A ∨ ¬C))) .
(20) Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ X, Y , Z, U , V , W íàñòóïíi

ôîðìóëè õèáíi

1) (((X → (Y ∧ Z)) → (¬Y → ¬X)) → ¬Y ) ;

2) ((X ∧ Y ) ∨ (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z) ∨ (U ∧ V ) ∨ (U ∧W )∨
∨ (V ∧W ) ∨ (¬X ∧ ¬U) ;

3) (((X ∨ Y ) ∨ Z) → ((X ∨ Y ) ∧ (X ∨ Z))) ;
4) (((X ∨ Y ) ∧ ((Y ∨ Z) ∧ (Z ∨X))) → ((X ∧ Y ) ∧ Z)) ;
5) ((X ∨ Y ) → ((¬X ∧ Y ) ∨ (X ∧ ¬Y ))) .

(21) Äîâåñòè, ùî êîëè ôîðìóëè ϕ òà (ϕ→ ψ) òîòîæíî iñòèí-

íi, òî i ôîðìóëà ψ òîòîæíî iñòèííà.

(22) Äîâåñòè, ùî

1) ÿêùî ôîðìóëè (ϕ∨ ψ) òà (¬ϕ∨ χ) òîòîæíî iñòèííi,
òî i ôîðìóëà (ψ ∨ χ) òîòîæíî iñòèííà;

2) ÿêùî ôîðìóëè (ϕ∨ψ), (ϕ→ χ) òà (ψ → σ) òîòîæíî

iñòèííi, òî i ôîðìóëà χ ∨ σ òîòîæíî iñòèííà;

3) ÿêùî ôîðìóëè (¬ϕ∨ψ) òà (¬χ∨¬ψ) òîòîæíî iñòèí-
íi, òî i ôîðìóëà (ϕ→ ¬χ) òîòîæíî iñòèííà.

(23) Ïîáóäóâàòè ôîðìóëó ϕ òàê, ùîá çàïèñàíà íèæ÷å ôîð-

ìóëà áóëà òîòîæíî iñòèííîþ:
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1) (((ϕ ∧Q) → ¬P ) → ((P → ¬Q) → ϕ));

2) (((R→ (¬Q ∧ P )) → ϕ) → (ϕ ∧ (P → Q) ∧R)).
(24) Ïîáóäóâàòè ôîðìóëó âiä äâîõ çìiííèõ, ÿêà iñòèííà òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíî äâi çìiííi ¹ õèáíèìè.

(25) Ïîáóäóâàòè ôîðìóëó âiä òðüîõ çìiííèõ, ÿêà ïðèéìà¹ òà-

êå æ çíà÷åííÿ, ÿê i áiëüøiñòü (ìåíøiñòü) çìiííèõ.

(26) ×è ¹ ëîãi÷íî ïðàâèëüíèì òàêå ìiðêóâàííÿ. Îá ðóíòóâà-

òè âiäïîâiäü íà îñíîâi ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî íàñëiäêó. Äëÿ

öüîãî çàïèøiòü êîæíå ðå÷åííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóëè ÷è-

ñëåííÿ âèñëîâëåíü i ïåðåâiðòå, ÷è ¹ âèñíîâîê ëîãi÷íèì

íàñëiäêîì êî'íþíêöi¨ ïîñèëàíü.

1) Ñòóäåíò íå ñêëàäå åêçàìåí, ÿêùî ïîãàíî äî íüîãî

ïiäãîòó¹òüñÿ. ßêùî æ âií íå ñêëàäå åêçàìåí, òî

íå áóäå îòðèìóâàòè ñòèïåíäiþ. Îòæå, ÿêùî ñòó-

äåíò ïîãàíî ïiäãîòó¹òüñÿ äî åêçàìåíó, òî âií íå

áóäå ìàòè ñòèïåíäi¨.

2) ßêùî ñòóäåíò îäÿãà¹ ïëàùà, òî íàäâîði äîù àáî

æ ñèëüíèé âiòåð. ßêùî íàäâîði ñèëüíèé âiòåð, òî,

ÿêáè áóëî ùå é õîëîäíî, ñòóäåíò âäÿãíóâñÿ á çíà-

÷íî òåïëiøå. Àëå öå íå òàê. Îòæå, íàäâîði íåìà

ñèëüíîãî âiòðó.

3) ßêùî ñòóäåíò ï'¹ áàãàòî ãîðiëêè, òî ó ñòóäåòíà

÷åðâîíèé íiñ. Ó ñòóäåíòà ÷åðâîíèé íiñ. Îòæå, âií

ï'¹ áàãàòî ãîðiëêè.

4) ßêùî Ïåòðî ¹ ÷ëåíîì ôóòáîëüíî¨ êîìàíäè, òî âií

îáîâ'ÿçêîâî õîðîáðèé i äîáðå âîëîäi¹ òåõíiêîþ óäà-

ðó. Àëå âií íå íàëåæèòü äî íàøî¨ êîìàíäè. Îòæå,

âií àáî íå õîðîáðèé, àáî æ íå âîëîäi¹ òåõíiêîþ óäà-

ðó.
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5) ßêùî éäå äîù, òî àáî ìè íiêóäè íå ïiäåìî, àáî ìè

ïiäåìî â êiíî. ßêùî ìè ïiäåìî â êiíî, òî â êiíî

¹ êâèòêè. Êâèòêiâ ó êiíî íåìà. Îòæå, ÿêùî ïiäå

äîù, òî ìè íiêóäè íå ïiäåìî.

6) ßêùî êóò âïèñàíî â êîëî, òî ìîæëèâèé îäèí ç

òðüîõ âèïàäêiâ: äiàìåòð êîëà, ïðîâåäåíèé ç âåðøè-

íè êóòà, ëåæèòü çà êóòîì, ¹ éîãî ñòîðîíîþ, àáî

ëåæèòü âñåðåäèíi êóòà. Ó êîæíîìó ç öèõ âèïàä-

êiâ äîâîäèòüñÿ, ùî êóò âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ

äóãè, íà ÿêó ñïèðà¹òüñÿ. Îòæå, äîâiëüíèé êóò,

âïèñàíèé â êîëî, âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè, íà

ÿêó ñïèðà¹òüñÿ.

7) Ñòóäåíòêà àáî ïåðåâòîìèëàñÿ, àáî ¹ õâîðîþ. ßêùî

ïåðåâòîìëþ¹òüñÿ, òî âîíà ñòà¹ ðîçäðàòîâàíîþ.

Àëå ñòóäåíòêà íå ðîçäðàòîâàíà. Îòæå, âîíà õâî-

ðà.

8) ßêùî ÿ ïî¨äó àâòîáóñîì, à àâòîáóñ çàïiçíèòüñÿ,

òî ÿ ïðîïóùó âàæëèâó çóñòði÷. ßêùî ÿ ïðîïóùó

çóñòði÷ i öå ìåíå çàñìóòèòü, ìåíi íå âàðòî ¨õàòè

äîäîìó. ßêùî ÿ íå îòðèìàþ öþ ðîáîòó, òî öå ìå-

íå çàñìóòèòü i ìåíi íå âàðòî áóäå ¨õàòè äîäîìó.

Îòæå, ÿêùî ÿ ïî¨äó àâòîáóñîì i àâòîáóñ çàïiçíè-

òüñÿ, òî ÿ îòðèìàþ öþ ðîáîòó.

9) ßêùî Îëåêñàíäðà ïåðåìîæå íà âèáîðàõ, âîíà áó-

äå çàäîâîëåíà, à ÿêùî âîíà áóäå çàäîâîëåíà, òî âî-

íà ïîãàíèé áîðåöü ó ïåðåäâèáîð÷ié êàìïàíi¨. Àëå

ÿêùî âîíà ïðîãðà¹ íà âèáîðàõ, òî âòðàòèòü äîâi-

ðó ïàðòi¨. Îëåêñàíäðà ïîãàíèé áîðåöü ó ïåðåäâèáîð-

÷ié êàìïàíi¨, ÿêùî âîíà âòðàòèòü äîâiðó ïàðòi¨.
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ßêùî âîíà ïîãàíèé áîðåöü ó ïåðåäâèáîð÷ié êàìïà-

íi¨, âîíà ïîâèííà âèéòè ç ïàðòi¨. Îëåêñàíäðà àáî

ïåðåìîæå íà âèáîðàõ, àáî ïðîãðà¹. Îòæå, âîíà ïî-

âèííà âèéòè ç ïàðòi¨.

10) Íàìi÷åíà àòàêà ïðîéäå âäàëî, ÿêùî ïî÷íåòüñÿ íå-

ñïîäiâàíî äëÿ ñóïåðíèêà, àáî æ éîãî ïîçèöi¨ áóäóòü

ïîãàíî çàõèùåíi. Çàõîïèòè éîãî çíåíàöüêà ìîæíà

ëèøå òîäi, êîëè âií äîñèòü áåçïå÷íèé. Àëå, ÿêùî

éîãî ïîçèöi¨ ïîãàíî çàõèùåíi, âií íå áóäå áåçïå÷íèì.

Îòæå, àòàêà íå âäàñòüñÿ.

11) ßêùî áóäóâàòè ïðîòèàòîìíi ñõîâèùà, òî iíøi äåð-

æàâè áóäóòü ïî÷óâàòè ñåáå â íåáåçïåöi, à ó íà-

øîãî íàðîäó áóäå õèáíå óÿâëåííÿ ïðî ñâîþ áåçïåêó.

ßêùî iíøi äåðæàâè áóäóòü ïî÷óâàòè ñåáå â íåáåç-

ïåöi, òî âîíè ìîæóòü ïî÷àòè ïðåâåíòèâíó âié-

íó. ßêùî ó íàøîãî íàðîäó áóäå õèáíå óÿâëåííÿ ïðî

ñâîþ áåçïåêó, òî âií ïîñëàáèòü ñâî¨ çóñèëëÿ, ñïðÿ-

ìîâàíi íà çáåðåæåííÿ ìèðó. ßêùî æ íå áóäóâàòè

ïðîòèàòîìíi ñõîâèùà, òî ìè ðèçèêó¹ìî ìàòè âå-

ëè÷åçíi âòðàòè ó âèïàäêó âiéíè. Îòæå, àáî iíøi

êðà¨íè ìîæóòü ïî÷àòè ïðåâåíòèâíó âiéíó i íàø

íàðîä ïîñëàáèòü ñâî¨ çóñèëëÿ, ñïðÿìîâàíi íà çáå-

ðåæåííÿ ìèðó, àáî ìè ðèçèêó¹ìî ìàòè âåëè÷åçíi

âòðàòè ó âèïàäêó âiéíè.
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12) ßêùî êàïiòàëîâêëàäåííÿ çàëèøàòüñÿ íåçìiííèìè,

òî çðîñòóòü óðÿäîâi âèäàòêè àáî âèíèêíå áåçðîái-

òòÿ. ßêùî óðÿäîâi âèäàòêè íå çðîñòóòü, òî ïîäà-

òêè áóäóòü çíèæåíi. ßêùî ïîäàòêè áóäóòü çíè-

æåíi i êàïiòàëîâêëàäåííÿ çàëèøàòüñÿ íåçìiííè-

ìè, òî áåçðîáiòòÿ íå áóäå. Îòæå, óðÿäîâi âèäà-

òêè çðîñòóòü.

13) ßêùî Ä íå çóñòði÷àâ öi¹¨ íî÷i Ñ, òî àáî Ñ áóâ óáèâ-

öåþ, àáî Ä áðåøå. ßêùî Ñ íå áóâ óáèâöåþ, òî Ä

íå çóñòði÷àâ Ñ öi¹¨ íî÷i i âáèâñòî âiäáóëîñÿ ïiñëÿ

îïiâíî÷i. ßêùî âáèâñòâî ìàëî ìiñöå ïiñëÿ îïiâíî-

÷i, òî àáî Ñ áóâ óáèâöåþ, àáî Ä áðåøå. Îòæå, Ñ

áóâ óáèâöåþ.

14) ßêùî 2 ïðîñòå ÷èñëî, òî öå íàéìåíøå ïðîñòå ÷è-

ñëî. ßêùî 2 íàéìåíøå ïðîñòå ÷èñëî, òî 1 íå ïðî-

ñòå ÷èñëî. ×èñëî 1 íå ¹ ïðîñòèì. Îòæå, 2 ïðîñòå

÷èñëî.

15) Àáî Àíÿ òà Âàíÿ îäíîãî âiêó, àáî Àíÿ ñòàðøà çà

Âàíþ. ßêùî Àíÿ òà Âàíÿ îäíîãî âiêó, òî Îêñà-

íà òà Âàíÿ íå îäíîãî âiêó. ßêùî Àíÿ ñòàðøà çà

Âàíþ, òî Âàíÿ ñòàðøèé çà Âiêòîðà. Îòæå, àáî

Îêñàíà òà Âàíÿ íå îäíîãî âiêó, àáî Âàíÿ ñòàðøèé

çà Âiêòîðà.

(27) Ïåðåâiðèòè ñóìiñíiñòü êîæíî¨ ç ìíîæèí ðå÷åíü. Äëÿ öüî-

ãî çàïèøiòü ðå÷åííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü i ïåðåâiðòå, ÷è ¹ ¨õ êîí'þíêöiÿ ñóïåðå÷íiñòþ.
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1) Àáî ñâiäîê íå áóâ çàëÿêàíèé, àáî, ÿêùî Ãåíði ïîêií-

÷èâ ç æèòòÿì ñàìîãóáñòâîì, òî çàïèñêó çíàéäå-

íî. ßêùî ñâiäîê áóâ çàëÿêàíèé, òî Ãåíði íå ïîêií-

÷èâ ç æèòòÿì ñàìîãóáñòâîì. ßêùî çàïèñêó áóëî

çíàéäåíî, òî Ãåíði ïîêií÷èâ ç æèòòÿì ñàìîãóá-

ñòâîì.

2) ßêùî âå÷ið íóäíèé, òî àáî Àëiñà ïî÷èíà¹ ïëàêà-

òè, àáî Àíàòîëü ðîçïîâiäà¹ ñìiøíi iñòîði¨. ßêùî

Ñèëüâåñòð ïðèõîäèòü íà âå÷ið, òî àáî âå÷ið íó-

äíèé, àáî Àëiñà ïî÷èíà¹ ïëàêàòè. ßêùî Àíàòîëü

ðîçïîâiäà¹ ñìiøíi iñòîði¨, òî Àëiñà íå ïî÷èíà¹ ïëà-

êàòè. Ñèëüâåñòð ïðèõîäèòü íà âå÷ið òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè Àíàòîëü íå ðîçïîâiäà¹ ñìiøíi iñòîði¨.

ßêùî Àëiñà ïî÷èíà¹ ïëàêàòè, òî Àíàòîëü ðîçêà-

çó¹ ñìiøíi iñòîði¨.

3) ßêùî êóðñ öiííèõ ïàïåðiâ çðîñòà¹ àáî ïðîöåíòíà

ñòàâêà çíèæó¹òüñÿ, òî àáî ïàäà¹ êóðñ àêöié, àáî

ïîäàòêè íå çðîñòàþòü. Êóðñ àêöié çíèæó¹òüñÿ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çðîñòà¹ êóðñ öiííèõ ïàïå-

ðiâ i çðîñòàþòü ïîäàòêè. ßêùî ïðîöåíòíà ñòàâ-

êà ñïàäà¹, òî àáî êóðñ àêöié íå çíèæó¹òüñÿ, àáî

êóðñ öiííèõ ïàïåðiâ íå çðîñòà¹. Àáî çðîñòàþòü ïî-

äàòêè, àáî çíèæó¹òüñÿ êóðñ àêöié i çíèæó¹òüñÿ

ïðîöåíòíà ñòàâêà.

4) Äîãîâið áóäå âèêîíàíî òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî

áóäèíîê áóäå äîáóäîâàíèé ó æîâòíi. ßêùî ìè äîáó-

äó¹ìî áóäèíîê ó æîâòíi, òî ìè çìîæåìî ïåðå¨õà-

òè 1 ëèñòîïàäà. ßêùî ìè íå çìîæåìî ïåðå¨õàòè
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1 ëèñòîïàäà, òî ìè ïîâèííi áóäåìî âíåñòè êâàðò-

ïëàòó çà ëèñòîïàä. ßêùî äîãîâið íå áóäå âèêîíàíî,

òî ìè ïîâèííi áóäåìî âíåñòè êâàðòïëàòó çà ëè-

ñòîïàä. Ìè íå ïëàòèòèìåìî êâàðòïëàòó çà ëè-

ñòîïàä.

(28) Íà äàëåêié ïëàíåòi ìåøêàþòü äâi ðàñè. Ïðåäñòàâíèêè

îäíi¹¨ çàâæäè ãîâîðÿòü òiëüêè ïðàâäó, ïðåäñòàâíèêè ií-

øî¨ � çàâæäè áðåøóòü. Òóðèñò çóïèíèâñÿ áiëÿ äâîõ àáî-

ðèãåíiâ i çàïèòàâ ó ïåðøîãî: ¾Âè çàâæäè ãîâîðèòå òiëü-

êè ïðàâäó?¿ Òîé âiäïîâiâ: ¾Êàëiôiíê-êàëiôiíê¿. ¾Âií

ñêàçàâ ½òàê�¿, � ïîÿñíèâ äðóãèé, � ¾àëå âií ñòðàøíèé áðå-

õóí¿. Äî ÿêî¨ ðàñè íàëåæèòü êîæåí ç àáîðèãåíiâ?
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Ðîçäië 3

×ÈÑËÅÍÍß ÏÐÅÄÈÊÀÒIÂ

×èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ùî ðîçãëÿäàëîñü ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ,

¹ çàíàäòî áiäíèì äëÿ îïèñó òà àíàëiçó íàéïðîñòiøèõ ëîãi÷íèõ

ìiðêóâàíü íàóêè i ïðàêòèêè. Òàê, íàâiòü ôðàçó �Âñi ëþäè ñìåð-

òíi� íå ìîæíà çàïèñàòè çàñîáàìè öüîãî ÷èñëåííÿ. Íåìîæëèâî

íi÷îãî ñêàçàòè ïðî ïðàâèëüíiñòü òàêîãî ìiðêóâàííÿ �Êîæåí ïòàõ

ìà¹ êðèëà. Âñi, õòî ìà¹ êðèëà, ìîæóòü ëiòàòè. Ïiíãâií ìà¹ êðè-

ëà. Îòæå, ïiíãâií ìîæå ëiòàòè.�ßêùî â ïîñèëàííÿõ éäåòüñÿ ïðî

âëàñòèâîñòi àáî âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè äåÿêî¨ ìíîæèíè, à

â ðîëi ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ áàæàíî îòðèìàòè iíøi âëàñòèâîñòi àáî

âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè äàíî¨ ìíîæèíè, òî ÷èñëåííÿ âèñëîâ-

ëåíü äëÿ öi¹¨ öiëi âèÿâëÿ¹òüñÿ íåïðèäàòíèì.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ ëîãi÷íà ñèñòåìà, ÿêà íîñèòü íàçâó

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Öþ æ ñèñòåìó iíêîëè íàçèâàþòü ëîãiêîþ

ïåðøîãî ïîðÿäêó , àáî åëåìåíòàðíîþ ëîãiêîþ. ×èñëåííÿ ïðåäè-

êàòiâ áóäó¹òüñÿ, ÿê i ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, çà êëàñè÷íîþ ñõå-

ìîþ ïîáóäîâè ôîðìàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. Çàãàëüíèé ïiä-

õiä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñïî÷àòêó ôiêñó¹òüñÿ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íà

ìîâà, à ïîòiì âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìà ïðàâèë, ÿêi á äîçâîëèëè ïðî-

âîäèòè ëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ îòðèìàíííÿ íåòðèâiàëüíèõ ïðà-

âèëüíèõ âèñíîâêiâ ç óðàõóâàííÿì áóäîâè i çìiñòó ïðèïóùåíü. Âà-

æëèâiñòü ìîâè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çà ¨¨ äî-

ïîìîãîþ ìîæíà âèðàçèòè çíà÷íó ÷àñòèíó ìàòåìàòè÷íèõ çíàíü,

âiäîìèõ íà äàíèé ÷àñ.
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3.1. Àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (÷è ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi) ¹

ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ âñi¹¨ ìàòåìàòèêè. Âîíî åôåêòèâíî âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ â áàãàòüîõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè i ïðèðîäíî çàñëó-

ãîâó¹ íà áiëüø äåòàëüíèé ðîçãëÿä. Äëÿ îñìèñëåííÿ ìàòåìàòè-

÷íèõ ñòðóêòóð íåîáõiäíî ãëèáîêî ðîçóìiòè ðîëü áàãàòîìiñíèõ

âiäíîøåíü òà çàãàëüíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié.

3.1.1. Àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨. Â êóðñi çàãàëüíî¨ àëãåáðè ÷à-

ñòî âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿäàòè ðiçíîìàíiòíi áiíàðíi àëãå-

áðà¨÷íi îïåðàöi¨. Òóò ðîçãëÿäàòèìåìî äîâiëüíi n-àðíi îïåðàöi¨.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè X1, X2, . . . , Xn �äåÿêi ìíîæèíè, òî ¨õ äå-

êàðòiâ äîáóòîê âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà X1 ×X2 × . . . ×Xn =

{(x1, x2, . . . , xn) |xi ∈ Xi, i = 1, ..., n}. Äëÿ öüîãî äîáóòêó ÷àñòî âè-
êîðèñòîâóþòü òàêîæ ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ

n∏
i=1

Xi . ßêùî X1 =

X2 = . . . = Xn = X , òî âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ
n∏
i=1

Xi = Xn.

Ìíîæèíó Xn íàçèâàþòü n-ì äåêàðòîâèì ñòåïåíåì ìíîæèíè X.

Ïðèéìåìî X0 = {∗}, äå ∗ îçíà÷à¹ äåÿêèé åëåìåíò. Òîìó X0 �

îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà, ïðè X ̸= ∅, âèðàç ∅0 íå ìà¹ çìiñòó.

Çðîçóìiëî, ùî X1 = X.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. n-àðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæè-

íiX íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ f : Xn → X n-ãî äåêàðòîâîãî ñòå-

ïåíÿ ìíîæèíè X â ñàìó ìíîæèíó X. ×èñëî n ∈ N íàçèâà¹òüñÿ

àðíiñòþ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨.

Iíøèìè ñëîâàìè, n-àðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ � öå äåÿêèé çà-

êîí, ÿêèé ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó âïîðÿäêîâàíîìó n-

åëåìåíòîìó íàáîðó (x1, x2, . . . , xn) åëåìåíòiâ ç X åëåìåíò ç öi¹¨
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ìíîæèíè. Îñêiëüêè f (x1, x2, . . . , xn) = x ∈ X, òî ïðèðîäíî íàçè-

âàòè åëåìåíò x ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ f íàä åëåìåí-

òàìè x1, x2, . . . , xn â ìíîæèíi X. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ òåðìií

�äîáóòîê åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ f �. Ïðè öüîìó

iíêîëè âèêîðèñòîâóþòü òàêi çàïèñè: fx1x2 · · ·xn, àáî x1x2 · · ·xnf .
Iñòîðè÷íî ïåðøèìè âèíèêëè ïîíÿòòÿ áiíàðíî¨ (n = 2) òà óíàð-

íî¨ (n = 1) àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨. Óíàðíà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi

X �öå âiäîáðàæåííÿ ω : X → X, òîáòî åíäîìîðôiçì öi¹¨ ìíî-

æèíè. Ïðè n = 3 îòðèìó¹ìî ïîíÿòòÿ òåðíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨

îïåðàöi¨.

Íóëüàðíà îïåðàöiÿ (n = 0) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ ω : X0 →
X, òîáòî ω : {∗} → X. Ïðè öüîìó ω : ∗ 7→ x ∈ X, òîáòî öå îïåðà-

öiÿ âèáîðó îäíîãî ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X. Îòæå íó-

ëüàðíi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi X �öå ôiêñîâàíi åëåìåíòè ìíîæèíè

X, ¨õ òàêîæ íàçèâàþòü âèäiëåíèìè åëåìåíòàìè.

Ïðèêëàä 3.1.2. (1) Â ãðóïi çàäàíà îäíà íóëüàðíà îïåðà-

öiÿ � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè e.

Â äîâiëüíîìó êiëüöi (ïîëi) çàäàíî äâi íóëüàðíi àëãå-

áðà¨÷íi îïåðàöi¨ � âèäiëåíi åëåìåíòè 0 i 1.

(2) Ïåðåõiä äî îáåðíåíîãî åëåìåíòà â ãðóïi G, òîáòî âiä-

îáðàæåííÿ −1 : G → G , äå −1(g) = g−1 äëÿ êîæíîãî

g ∈ G, ¹ óíàðíîþ îïåðàöi¹þ â ãðóïi G.

(3) Íåõàé V �ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , λ ∈ P �ôiêñî-

âàíèé åëåìåíò. Óíàðíà îïåðàöiÿ fλ : V → V �ìíîæåííÿ

íà ñêàëÿð λ � çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì: fλ(u) = λ · u, u ∈ V .

Îïåðàöiÿ fλ íàçèâàþòü �ðîçòÿãîì� ó λ ðàçiâ àáî ãîìîòå-

òi¹þ ç êîåôiöi¹íòîì λ.

Îòæå, ãîìîòåòi¨, ùî âèíèêëè â ãåîìåòði¨, ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê óíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨.
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(4) Äèôåðåíöiþâàííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óíàðíó àëãå-

áðà¨÷íó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíèõ ôóíêöié.

(5) Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ áiíàðíèìè àëãå-

áðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè.

(6) Ïðèêëàäîì òåðíàðíî¨ îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷è-

ñåë R ¹ âiäîáðàæåííÿ f : R3 → R, f(x, y, z) = x+ y + z.

(7) Çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà òðüîõ íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïðèêëàäîì òåðíàðíî¨ îïåðàöi¨ íà ìíî-

æèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N.
(8) Îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî àðèôìåòè÷íîãî (ñåðåäíüîãî ãåî-

ìåòðè÷íîãî) n äiéñíèõ ÷èñåë ¹ n-àðíîþ îïåðàöi¹þ íà

ìíîæèíi äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë.

3.1.2. n�ìiñíi âiäíîøåííÿ i ïðåäèêàòè. Ç êóðñó äèñêðå-

òíî¨ ìàòåìàòèêè ñòóäåíòè çíàéîìi ç ïîíÿòòÿì áiíàðíîãî âiäíî-

øåííÿ íà ìíîæèíi. Òóò ìè ðîçãëÿíåìî çàãàëüíiøå ïîíÿòòÿ� n�

àðíîãî âiäíîøåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. n�ìiñíèì (n�àðíèì) âiäíîøåííÿì íà ìíî-

æèíi X íàçèâà¹òüñÿ áóäü�ÿêà ïiäìíîæèíà n�îãî äåêàðòîâîãî

ñòåïåíÿ Xn ìíîæèíè X:

R ⊆ Xn = X ×X × ...×X︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

.

Îçíà÷åííÿ 3.1.4. n-ìiñíèì (n�àðíèì) ïðåäèêàòîì íà ìíî-

æèíi X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ θ : Xn → {0, 1}.

Ïðè öüîìó êîæíîìó n-åëåìåíòíîìó íàáîðó (x1, x2, ..., xn) âiä-

ïîâiäà¹ ¹äèíèé åëåìåíò � 0 àáî 1.
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Íàáîðè, íà ÿêèõ ïðåäèêàò ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1, íàçèâàþòüñÿ

åëåìåíòàìè iñòèííîñòi ïðåäèêàòà, à íàáîðè, íà ÿêèõ âií ïðè-

éìà¹ çíà÷åííÿ 0, � åëåìåíòàìè õèáíîñòi. Ïðåäèêàò � öå, íàñïðàâ-

äi, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè â Xn, òîáòî äå-

ÿêîãî âiäíîøåííÿ. Îòæå, n-ìiñíi ïðåäèêàòè ìîæíà îòîòîæíèòè ç

õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè âiäïîâiäíèõ n-ìiñíèõ âiäíîøåíü.

Òàêèì ÷èíîì âiäíîøåíííÿ i ïðåäèêàòè ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi. Îäíîìiñíi ïðåäèêàòè p : X → {0, 1}
âèðàæàþòü âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè X, íà ÿêié âîíè âè-

çíà÷åíi, à äâîìiñíi, òðèìiñíi òîùî (âçàãàëi êàæó÷è, n-ìiñíi, n >

1) âèðàæàþòü âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè.

Âèñëîâëåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íóëüàðíi ïðåäèêàòè. n�

ìiñíi ïðåäèêàòè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê �âèñëîâëåííÿ âiä n çìií-

íèõ�. ßêùî öèì çìiííèì íàäàòè êîíêðåòíi çíà÷åííÿ, âií ïåðå-

òâîðèòüñÿ íà âèñëîâëåííÿ.

Ïðèêëàä 3.1.5. (1) Íåõàé X = Z�ìíîæèíà öiëèõ ÷è-

ñåë. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

Q(m) =

1, ÿêùî m �ïàðíå;

0, ÿêùî m �íåïàðíå

¹ îäíîìiñíèì ïðåäèêàòîì íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë Z.
(2) Ïðåäèêàòîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ¹ âiäîáðà-

æåííÿ

P (m) =

1, ÿêùî m �ïðîñòå ÷èñëî;

0, ÿêùî m íå ïðîñòå.
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(3) Ïðèêëàäîì äâîìiñíîãî ïðåäèêàòó íà ìíîæèíi äiéñíèõ

÷èñåë R ¹ âëàñòèâiñòü ïàð ÷èñåë áóòè êîîðäèíàòàìè òî-

÷êè, ùî ëåæèòü íà äàíîìó êîëi L:

P (x, y) =

1, ÿêùî (x, y) ∈ L;

0, ÿêùî (x, y) /∈ L.

(4) Ïðåäèêàò ïîðÿäêó

O(x, y) =

1, ÿêùî x < y;

0, ÿêùî x ≥ y

íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë ¹ áiíàðíèì ïðåäèêàòîì.

(5) Äâîìiñíèé ïðåäèêàò ïîäiëüíîñòi íà ìíîæèíi íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë

D(x, y) =

1, ÿêùî x äiëèòüñÿ íà y;

0, ÿêùî x íå äiëèòüñÿ íà y.

(6) Îäíîìiñíèé ïðåäèêàò P (x) =�sin2 x+cos2 x = 1� íà ìíî-

æèíi äiéñíèõ ÷èñåë ¹ òîòîæíî iñòèííèì.

(7) Ïðåäèêàò ñóìè

S(a, b, c) =

1, ÿêùî a+ b = c;

0, ÿêùî a+ b ̸= c

¹ òåðíàðíèì ïðåäèêàòîì íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.

(8) Ïðåäèêàò äîáóòêó

M(a, b, c) =

1, ÿêùî ab = c;

0, ÿêùî ab ̸= c

¹ òåðíàðíèì ïðåäèêàòîì íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.
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3.1.3. Àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè òà ñèãíàòóðà. Àëãåáðà¨÷íîþ

ñèñòåìîþ íàçèâàþòü íåïîðîæíþ ìíîæèíó ðàçîì iç çàäàíèìè

íà íié îïåðàöiÿìè òà âiäíîøåííÿìè (ðiçíèõ àðíîñòåé). Çàãàëüíà

òåîðiÿ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñôîðìóâàëàñÿ íà ïî÷àòêó 50-õ ðð.

ÕÕ-ãî ñò. íà ìåæi àëãåáðè òà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Àëãåáðà¨÷íi

ñèñòåìè ðîçðiçíÿþòü çà ¨õ ñèãíàòóðîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.6. Ñèãíàòóðîþ íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà òðié-

êà Σ = ⟨R,F, µ⟩, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) R ∩ F = ∅;
(2) µ ¹ âiäîáðàæåííÿì µ : R ∪ F → N, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïî-

âiäíiñòü åëåìåíòàì ç ìíîæèíè R ∪ F íàòóðàëüíi ÷èñëà

N.

Òîáòî, ñèãíàòóðà àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè� öå ñóêóïíiñòü âiäíî-

øåíü òà îïåðàöié íà îñíîâíié ìíîæèíi öi¹¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè

ðàçîì ç ¨õ àðíîñòÿìè. Iíøèìè ñëîâàìè, ñèãíàòóðà âèçíà÷à¹ îïå-

ðàöi¨, âiäíîøåííÿ òà ¨õ àðíîñòi.

Ìíîæèíà R íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ñèìâîëiâ âiäíîøåíü, à ¨¨

åëåìåíòè� ñèìâîëàìè âiäíîøåíü; ìíîæèíà F íàçèâà¹òüñÿ ìíî-

æèíîþ ñèìâîëiâ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié àáî ôóíêöiîíàëüíèõ ñèì-

âîëiâ, à ¨¨ åëåìåíòè� ñèìâîëàìè îïåðàöié àáî ôóíêöiîíàëüíèìè

ñèìâîëàìè. Âiäîáðàæåííÿ µ íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿì àðíîñòi

àáî ìiñíîñòi äëÿ ñèãíàòóðè Σ.

ßêùî r ∈ R, òî ÷èñëî µ(r) = n íàçèâà¹òüñÿ àðíiñòþ (ìiñíi-

ñòþ) ñèìâîëà âiäíîøåííÿ r. ßêùî f ∈ F , òî µ(f) = m íàçèâà¹-

òüñÿ àðíiñòþ (ìiñíiñòþ) ñèìâîëà àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ f .

Ìíîæèíó ñèãíàòóðíèõ ñèìâîëiâ âiäíîøåíü ìîæíà çàïèñàòè

òàê: R = {rn1
1 , rn2

2 , , . . .}. Öåé çàïèñ îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ µ ïðè-

éìà¹ çíà÷åííÿ n1 íà ñèìâîëi r1, òîáòî ñèìâîë r1 ìà¹ ìiñíiñòü n1,

ñèìâîë r2 ìà¹ ìiñíiñòü n2, i ò.ä. Ìíîæèíà F = {fm1
1 , fm2

2 , . . .}�
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ìíîæèíà ñèãíàòóðíèõ îïåðàöié. Îïåðàöiÿ f1 ìà¹ àðíiñòü m1, f2

ìà¹ àðíiñòü m2 i ò.ä. 0-ìiñíèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèìâîë íàçèâà¹-

òüñÿ ñèìâîëîì êîíñòàíòè àáî ïðîñòî êîíñòàíòîþ.

ßêùî ìíîæèíè R i F ñêií÷åííi àáî çëi÷åííi, òî ñèãíàòóðíi

îïåðàöi¨ i âiäíîøåííÿ ÷àñòî âèïèñóþòü ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

Σ = ⟨rn1
1 , rn2

2 , . . . , fm1
1 , rm2

2 , . . . , c1, c2, . . .⟩.

Â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ñèãíàòóðó çðó÷íî çàïèñóâàòè òàê:

Σ = ⟨{rni
i }i∈I , {f

mj

j }j∈J , {clkk }k∈K⟩.

Îçíà÷åííÿ 3.1.7. Àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ A ñèãíàòóðè Σ =

⟨R,F, µ⟩ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A, äëÿ ÿêî¨ çàäàíî

ìíîæèíó ñèìâîëiâ îïåðàöié F i ìíîæèíó ñèìâîëiâ âiäíîøåíü R,

ïðè÷îìó

(1) äëÿ äîâiëüíîãî ñèìâîëà âiäíîøåííÿ rni
i ∈ R âèçíà÷åíå

âiäíîøåííÿ rni
i ⊆ Ani ;

(2) äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ñèìâîëó f
mj

j ∈ F çàäàíà

àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ f
mj

j : Amj → A.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A.

Òîáòî àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà� öå íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A, äå êî-

æíîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó ñïiâñòàâëåíî ïðåäèêàò íà A, êî-

æíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ñèìâîëó ñïiâñòàâëåíî îïåðàöiÿ íà A, à

êîæíié ïðåäìåòíié êîíñòàíòi ñïiâñòàâëåíî äåÿêèé åëåìåíò ìíî-

æèíè A. Ïðåäèêàòè, îïåðàöi¨, êîíñòàíòè ïîçíà÷àþòü òèìè æ

ñèìâîëàìè, ùî âiäïîâiäíi ñèãíàòóðíi ñèìâîëè.

Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó A çàïèñóþòü òàê:

A = {A; {rni
i }i∈I , {f

mj

j }j∈J}.
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Àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ãîòè÷íèìè áóêâàìè A,

B, . . ., ìîæëèâî ç iíäåêñàìè, à ¨õ íîñi¨ � âiäïîâiäíèìè ëàòèíñüêè-

ìè áóêâàìè A, B, . . ., ìîæëèâî ç âiäïîâiäíèìè iíäåêñàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.1.8. ßêùî ìíîæèíà îïåðàöié F ïîðîæíÿ, òî àë-

ãåáðà¨÷íó ñèñòåìó A = {A; {rni
i }i∈I} ñèãíàòóðè Σ íàçèâàþòü ìî-

äåëëþ. Òîáòî ìîäåëü � öå àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, ÿêà íå ìiñòèòü

ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ.

ßêùî ìíîæèíà âiäíîøåíü R ïîðîæíÿ, òî àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó

A = {A; {fmj

j }j∈J} íàçèâàþòü óíiâåðñàëüíîþ àëãåáðîþ.

Ïðèêëàä 3.1.9. Ãðóïè, êiëüöÿ, ëiíiéíi ïðîñòîðè, ëiíiéíi àë-

ãåáðè, ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, áóëüîâi àëãåáðè, ãðàòêè

òîùî ¹ êëàñè÷íèìè ïðèêëàäàìè àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíå-

ìî äåòàëüíiøå ¨õ òà ¨õ ñèãíàòóðè.

(1) Ñèãíàòóðà ãðóïè ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíî¨ áiíàðíî¨ îïåðà-

öi¨ (ãðóïîâà îïåðàöiÿ), îäíî¨ óíàðíî¨ îïåðàöi¨ (ïåðåõiä

äî îáåðíåíîãî åëåìåíòà) òà îäíî¨ 0-àðíî¨ îïåðàöi¨ (íåé-

òðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè): Σ = ⟨◦,−1, e⟩.
Íå âñi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ñèãíàòóðè Σ ¹ ãðóïàìè.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà A = ⟨G; ◦,−1, e⟩ ñèãíàòóðè Σ ¹ ãðó-

ïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òðè âiäîìi àêñiîìè ãðóïè.

(2) Ñèãíàòóðà êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ áiíàð-

íèõ îïåðàöié (äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ), îäíi¹¨ óíàðíî¨

îïåðàöi¨ (ïåðåõiä äî îáåðíåíîãî åëåìåíòà ñòîñîâíî äî-

äàâàííÿ) òà äâîõ 0-àðíèõ îïåðàöié (åëåìåíòiâ 0 i 1):

Σ = ⟨+, ·,−, 0, 1⟩.
Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà A = ⟨R; +, ·,−, 0, 1⟩ ñèãíàòóðè

Σ ¹ êiëüöåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ àêñiîìè êiëüöÿ.
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(3) Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà A = ⟨N,+, ·, 0, 1⟩ ñèãíàòóðè Σ =

⟨+, ·, 0, 1⟩ íàçèâà¹òüñÿ àðèôìåòèêîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

àáî ïðîñòî àðèôìåòèêîþ.

(4) Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë ç äâîìà áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè äî-

äàâàííÿ i ìíîæåííÿ òà âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó "<".

(5) Ñèãíàòóðà äiéñíèõ ÷èñåë ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó.

(6) ßêùî ñèãíàòóðà Σ = ⟨q⟩ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îäíîãî ñèìâîëà äâîìiñíîãî âiäíîøåííÿ q, òî

A = ⟨A, q⟩ íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä ñèìâîëiâ âiäíîøåíü â ñèãíàòóði Σ ¹ ñèì-

âîë ðiâíîñòi, ÿêèé íà ñèñòåìi A iíòåðïðåòó¹òüñÿ ñàìèì âiäíîøå-

ííÿì ðiâíîñòi, âèçíà÷åíèì íà ìíîæèíi A. 0�àðíi îïåðàöi¨ ïîçíà-

÷àòèìåìî òàê ñàìî ÿê i åëåìåíòè, ÿêèìè âîíè iíòåðïðåòóþòüñÿ.

Òàê ñàìî ÿê ó âèïàäêàõ ãðóï, êiëåöü, ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, òîùî,

ìîæíà âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ïiäñèñòåìè C àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A.

Îçíà÷åííÿ 3.1.10. Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà C = ⟨C; {r′ni

i }i∈I , {f ′
mj

j }j∈J⟩
íàçèâà¹òüñÿ ïiäñèñòåìîþ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A = ⟨A; {rni

i }i∈I , {f
mj

j }j∈J⟩,
ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(1) ìíîæèíà C ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A;

(2) âiäíîøåííÿ r′
ni

i òà ôóíêöi¨ f ′
nj

j íà ïiäìíîæèíi C ¹ îáìå-

æåííÿìè âiäíîøåíü rni
i òà ôóíêöié f

nj

j ç ìíîæèíè A íà

ïiäìíîæèíó C.

Íåõàé A = (A, rni
i , f

mj

j )i∈I,j∈J i B = (B, r′
ni

i , f
′mj

j )i∈I,j∈J �äâi

àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè îäíî¨ i òî¨ æ ñèãíàòóðè Σ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.11. Âiäîáðàæåííÿ φ : A → B íàçèâà¹òüñÿ ãî-

ìîìîðôiçìîì àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ, ÿêùî:
126



(1) äëÿ êîæíîãî ni�ìiñíîãî âiäíîøåííÿ r
ni
i ìíîæèíè A i êî-

æíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (a1, a2, . . . , ani) ∈ Ani

(a1, a2, . . . , ani) ∈ rni
i ⇔ (φ(a1), φ(a2), . . . , φ(ani)) ∈ r′

ni

i ;

(2) äëÿ êîæíîãî nj�ìiñíî¨ ôóíêöi¨ f
mj

j íà ìíîæèíi A i êî-

æíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (a1, a2, . . . , amj ) ∈ Amj

φ(f
mj

j (a1, . . . , amj )) = f
mj

j (φ(a1), . . . , φ(amj )).

Òîáòî ãîìîìîðôiçì àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì� öå âiäîáðàæåííÿ φ,

ÿêå çáåðiãà¹ âñi îïåðàöi¨ òà âiäíîøåííÿ ñèãíàòóðè Σ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.12. Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì φ àëãåáðà¨÷íèõ

ñèñòåì íàçèâàþòü içîìîðôiçìîì.

Çàóâàæåííÿ 15. Àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ðiçíèõ ñèãíàòóð íå ìî-

æóòü áóòè içîìîðôíi, òàê ñàìî ÿê i àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ðiçíèõ

ïîòóæíîñòåé (íîñi¨ ÿêèõ ¹ ìíîæèíàìè ðiçíèõ ïîòóæíîñòåé).

3.2. Ìîâà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

Îñíîâíîþ ôîðìàëüíîþ ìîâîþ òåîði¨ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ¹ ìî-

âà ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó ìîâè ÷èñëåííÿ ïðåäè-

êàêòiâ. Ñõåìà ïîáóäîâè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ òàêà æ, ÿê i ñõå-

ìà ïîáóäîâè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. Ñïî÷àòêó ôiêñó¹òüñÿ ìîâà, â

ÿêié âèçíà÷àþòüñÿ ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíi �çìiñòîâíi� âèðàçè, ïî-

òiì âèçíà÷àþòüñÿ àêñiîìè òà ïðàâèëà âèâåäåííÿ.

Ìîâà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ ðîçøèðåííÿì ìîâè ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü. Ìîâà, ó ñâîþ ÷åðãó, ñêëàäà¹òüñÿ ç àëôàâiòó, ñëiâ òà ðå-

÷åíü. Äåÿêi ñëîâà, òîáòî ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi áóêâ àëôàâiòó,
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íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè òåîði¨, à ïåâíîãî òèïó ðå÷åííÿ (ïîñëi-

äîâíîñòi ñëiâ) � ñåêâåíöiÿìè, àêñiîìàìè òà òåîðåìàìè ôîðìàëü-

íî¨ òåîði¨. Ïîñëiäîâíîñòi ñåêâåíöié, òîáòî ðå÷åíü ïåâíîãî âèäó,

íàçèâàþòü äîâåäåííÿìè.

3.2.1. Àëôàâiò ìîâè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Íåõàé Σ =

⟨R,F, µ⟩�äåÿêà ñèãíàòóðà.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Àëôàâiò AΣ ìîâè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ãðóï ñèìâîëiâ:

(1) ñèìâîëè (ïðåäìåòíèõ) çìiííèõ : ¨õ ¹ çëi÷åííà ìíîæèíà,

ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ V = {v1, . . . , vn, . . .} = {vi}i∈N;
(2) ñèãíàòóðíi ñèìâîëè:

• ñèìâîëè àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié (àáî ôóíêöiîíàëüíi

ñèìâîëè): F �ìíîæèíà ñèìâîëiâ àëãåáðà¨÷íèõ îïå-

ðàöié (ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ) (ñåðåä íèõ ñèìâî-

ëè êîíñòàíò c1, . . . , cn . . ., ÿêi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

0-ìiñíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨) òà

• ïðåäèêàòíi ñèìâîëè:R�ìíîæèíà ïðåäèêàòíèõ ñèì-

âîëiâ;

(3) ëîãi÷íi ñèìâîëè: ¬ (çàïåðå÷åííÿ), ∧ (êîí'þíêöiÿ), ∨ (äè-

ç'þíêöiÿ), → (iìïëiêàöiÿ);

(4) çíàêè êâàíòîðiâ: êâàíòîðè çàãàëüíîñòi ∀ òà iñíóâàííÿ

∃;
(5) äîïîìiæíi ñèìâîëè: ëiâà òà ïðàâà äóæêè� �(� i �)�, êî-

ìà � �,� òà ñèìâîë âèâiäíîñòi � �⊢�.

Äàëi ñèìâîëè (ïðåäìåòíèõ) çìiííèõ íàçèâàòèìåìî ïðåäìåòíè-

ìè çìiííèìè àáî ïðîñòî çìiííèìè. Îòæå,

AΣ = V
∪
F
∪
R
∪

{¬,∨,∧,→}
∪

{∀, ∃}
∪

{(, ), , ,⊢}.
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Çàóâàæåííÿ 16. Ââàæàòèìåìî, ùî ìíîæèíà R ìiñòèòü ñèì-

âîë �=� äëÿ ïîçíà÷åííÿ ðiâíîñòi åëåìåíòiâ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì.

Çàóâàæåííÿ 17. Ñèìâîëè ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê ¬, ∧ , ∨, → ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ ÿê áóêâè àëôàâiòó, à íå ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ùî ¨ì âiä-

ïîâiäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 3.2.2. Ñëîâî â àëôàâiòi ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ � öå

äîâiëüíà ñêií÷åííà (ìîæëèâî ïîðîæíÿ) ïîñëiäîâíiñòü áóêâ àëôà-

âiòó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Ñëîâî β íàçèâà¹òüñÿ ïiäñëîâîì ñëîâà

α, ÿêùî α = α1βα2 äëÿ äåÿêèõ ñëiâ α1, α2.

Ó êîæíié ìîâi íàñ öiêàâëÿòü ïðàâèëüíî ïîáóäîâàíi âèðàçè öi¹¨

ìîâè. Ó ìîâi ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ äâà âèäè ïðàâèëüíî ïîáóäî-

âàíèõ âèðàçiâ: òåðìè i ôîðìóëè.

3.2.2. Òåðìè ñèãíàòóðè Σ. Âæå çâè÷íî òåðìè ëîãiêè ïðå-

äèêàòiâ ñòðîãî âèçíà÷àþòüñÿ iíäóêòèâíèì øëÿõîì. Ïåðøèé ïóíêò

îçíà÷åííÿ ¹ áàçîþ iíäóêöi¨ (â íüîìó áåçïîñåðåäíüî âêàçó¹òüñÿ,

ÿêi êîìáiíàöi¨ ñèìâîëiâ ñëiä ââàæàòè íàéïðîñòiøèìè òåðìàìè),

à iíøi � êðîêîì iíäóêöi¨ (ïðàâèëà ïîáóäîâè) � ïðàâèëà, çà ÿêè-

ìè áóäóþòüñÿ iíøi òåðìè. ßêùî âæå ïîáóäîâàíi äåÿêi òåðìè, òî

ç íèõ çà öèìè ïðàâèëàìè ìîæíà ïîáóäóâàòè iíøi, ñêëàäíiøi òåð-

ìè. Ââàæà¹òüñÿ, ùî âñi òåðìè áóäóþòüñÿ ç òåðìiâ ç ïåðøîãî ïóí-

êòó iíäóêòèâíîãî îçíà÷åííÿ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî âèêîðè-

ñòàííÿ öèõ ïðàâèë ïîáóäîâè. Äàìî òåïåð ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ

òåðìiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.3. Íåõàé Σ�ôiêñîâàíà ñèãíàòóðà. Òåðìè ñè-

ãíàòóðè Σ âèçíà÷àþòüñÿ çà iíäóêöi¹þ:

(1) Ñèìâîëè ïðåäìåòíèõ çìiííèõ v1, . . . , vk, . . . ∈ V i ïðå-

äìåòíèõ êîíñòàíò c1, . . . , cp, . . . ¹ òåðìàìè ñèãíàòóðè Σ

äîâæèíè 1;
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(2) ßêùî t1, . . . , tn � òåðìè ñèãíàòóðè Σ, i fn �äåÿêèé n-

àðíèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèìâîë ñèãíàòóðè Σ, òî ñëîâî

fn(t1, . . . , tn) òàêîæ ¹ òåðìîì ñèãíàòóðè Σ;

(3) Ñëîâî â àëôàâiòi AΣ ¹ òåðìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

âîíî îòðèìó¹òüñÿ çà ïðàâèëàìè (1) i (2).

Îòæå, òåðì� öå âèðàç, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ç ïðåäìåòíèõ çìiííèõ,

ïðåäìåòíèõ êîíñòàíò i äîïîìiæíèõ ñèìâîëiâ çà äîïîìîãîþ ñêií-

÷åíîãî ÷èñëà çàñòîñóâàíü àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié ç ìíîæèíè F .

Òîìó êîæíèé òåðì ¹ àáî êîíñòàíòîþ, àáî çìiííîþ, àáî ìà¹ âèãëÿä

f(t1, . . . , tn), äå f �äåÿêèé n�àðíèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèìâîë ñè-

ãíàòóðè Σ, à t1, . . . , tn � òåðìè.

Îçíà÷åííÿ 3.2.4. Êiëüêiñòü áóêâ ó òåðìi íàçèâà¹òüñÿ äîâæè-

íîþ òåðìà.

Ìíîæèíó âñiõ òåðìiâ ñèãíàòóðè Σ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç TmΣ.

Çàóâàæåííÿ 18. Ìíîæèíà òåðìiâ TmΣ çàâæäè íåñêií÷åííà,

îñêiëüêè ìiñòèòü ïðåäìåòíi çìiííi ñèãíàòóðè Σ (íàâiòü ÿêùî â

ñèãíàòóði âiäñóòíi ôóíêöiîíàëüíi ñèìâîëè i êîíñòàíòè).

Ïðèêëàä 3.2.5. (1) ßêùî v1, v2, v3 � ñèìâîëè ïðåäìåòíèõ

çìiííèõ, c1, c2 � ñèìâîëè ïðåäìåòíèõ êîíñòàíò, f21 , f
3
2 ,

f13 , f
2
4 �ôóíêöiîíàëüíi ñèìâîëè (2-ìiñíèé, 3-ìiñíèé òà 1-

ìiñíèé âiäïîâiäíî), òî ñëîâà f21 (v1, v2), f
3
2 (v1, v1, f

2
1 (v2, v3)),

f32 (f
1
3 (v2), f

2
1 (f

1
3 (v3)), v2), f

3
2 (f

1
3 (v1), v2, v2)), f

2
4 (f

2
1 (c1, v2),

f21 (v1, f
2
1 (c2, v3))) ¹ òåðìàìè.

(2) Íåõàé ñèãíàòóðà Σ = {+2, ·2} ìiñòèòü äâà äâîìiñíi ôóí-
êöiîíàëüíi ñèìâîëè + i ·. Òîäi ñëîâà v1+v2, (v1 ·v2)+v2,
(v1 + x2) · v3 + v1 + v1 · v1, 0 · v1 + (v2 + 0 · v3) ¹ òåðìàìè
äîâæèíè 3, 7, 13 òà 11 âiäïîâiäíî. Öi ñëîâà ¹ òåðìàìè,

íàïðèêëàä, ñèãíàòóðè êiëåöü.
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Çàóâàæèìî, ùî âåðõíié iíäåêñ ó ïîçíà÷åííi àëãåáðà¨÷íî¨ îïå-

ðàöi¨ âêàçó¹ íà ¨¨ àðíiñòü.

3.2.3. Ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Íàéïðîñòiøèìè ôîð-

ìóëàìè áóäü-ÿêîãî ÷èñëåííÿ, çîêðåìà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñè-

ãíàòóðè Σ ¹, òàê çâàíi, àòîìàðíi ôîðìóëè. Íàãàäà¹ìî, ùî ó

÷èñëåííi âèñëîâëåíü àòîìàðíèìè ôîðìóëàìè áóëè ñàìi ïðîïî-

çèöiéíi çìiííi. Ïðîòå â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ àòîìàðíi ôîðìóëè

âæå ìàþòü ñêëàäíiøèé âèãëÿä.

Îçíà÷åííÿ 3.2.6. Àòîìàðíîþ ôîðìóëîþ ÷èñëåííÿ ïðåäèêà-

òiâ ñèãíàòóðè Σ íàçèâàþòü ñëîâî îäíîãî ç íàñòóïíèõ äâîõ òèïiâ:

(1) Ðiâíiñòü äâîõ òåðìiâ, òîáòî ôîðìóëà âèãëÿäó t1 = t2, äå

t1, t2 �äîâiëüíi òåðìè ñèãíàòóðè Σ;

(2) ßêùî r ∈ R� n-àðíèé ïðåäèêàòíèé ñèìâîë i t1, t2, . . .,

tn � òåðìè, òî ñëîâî r(t1, t2 . . . , tn) ¹ àòîìàðíîþ ôîðìó-

ëîþ ñèãíàòóðè Σ.

Çîêðåìà êîæíà ïðîïîçèöiéíà (íóëüìiñíà) áóêâà r ¹ àòîìàðíîþ

ôîðìóëîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.7. Àòîìàðíi ôîðìóëè, ÿêi ìiñòÿòü íå áiëüøå

îäíîãî ñèãíàòóðíîãî ñèìâîëó, íàçèâàþòüñÿ àòîìíèìè.

Àòîìíi ôîðìóëè� öå ôîðìóëè îäíîãî ç òàêèõ âèäiâ: vi = xj ,

vi = c, c = vi, vi = f(v1, . . . , vn), f(v1, . . . , vn) = vi, r(v1, . . . , vn).

Îçíà÷åííÿ 3.2.8. Ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè

Σ áóäóþòüñÿ çà iíäóêöi¹þ.

(1) Êîæíà àòîìàðíà ôîðìóëà ¹ ôîðìóëîþ;

(2) ßêùî ϕ i ψ � ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè

Σ, òî ñëîâà

¬ϕ, (ϕ ∧ ψ) , (ϕ ∨ ψ) , (ϕ→ ψ)
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¹ ôîðìóëàìè;

(3) ßêùî ϕ�ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè Σ, à

x�ïðåäìåòíà çìiííà, òî ñëîâà

∀x ϕ, ∃x ϕ

¹ ôîðìóëàìè;

(4) Ñëîâî â àëôàâiòi ìîâè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ ôîðìóëîþ

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè öå âèïëèâà¹ ç ïóíêòiâ 1 � 3.

Ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ñèãíàòóðè Σ íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-

ðåç FmΣ.

Ïðîöåñ ïåðåõîäó âiä ϕ äî ∀xϕ íàçèâà¹òüñÿ íàâiøóâàííÿì êâàí-

òîðà çàãàëüíîñòi íà ôîðìóëó ϕ, àíàëîãi÷íî ôîðìóëà ∃xϕ îòðè-

ìó¹òüñÿ ç ϕ íàâiøóâàííÿì êâàíòîðà iñíóâàííÿ íà ïðåäìåòíó

çìiííó x.

Çðîçóìiëî, ùî ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè Σ îòðè-

ìóþòüñÿ ç àòîìàðíèõ (ÿêi ìiñòÿòü òåðìè) çà äîïîìîãîþ ç'¹äíàí-

íÿ ñêií÷åííî¨ ¨õ êiëüêîñòi çà äîïîìîãîþ ñèìâîëiâ ëîãi÷íèõ îïå-

ðàöié ∨, ∧, ¬, → òà çàñòîñóâàíü ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïðîöåäóð

íàâiøóâàííÿ êâàíòîðiâ ∃, ∀ çà äåÿêèìè ïðåäìåòíèìè çìiííèìè.

Ïðè öüîìó áóäü-ÿêèé ç êâàíòîðiâ çà ïðåäìåòíîþ çìiííîþ x ìî-

æíà íàâiøóâàòè íà ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ϕ íàâiòü òîäi,

êîëè x íå ìà¹ æîäíèõ ÿâíèõ âõîäæåíü â ôîðìóëó ϕ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.9. Äîâæèíà ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ �

öå êiëüêiñòü áóêâ àëôàâiòó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêi âõîäÿòü ó

öþ ôîðìóëó.
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Ïðèêëàä 3.2.10. (1) Íåõàé àëôàâiò ìîâè ïåðøîãî ïîðÿä-

êó L ìiñòèòü äâîìiñíèé ïðåäèêàòíèé ñèìâîë r, îäíî-

ìiñíèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèìâîë f , äâîìiñíèé ôóíêöiî-

íàëüíèé ñèìâîë g òà ñèìâîë êîíñòàíòè c. Òîäi ñëîâà

∀v1∃v2(r(v2, f(v3)) ∨ ¬v4 = g(v1, v1)),

∀v1∃v3(f(r(v1, v2)) ∧ ∃v1g(v1, v3)) → ∃v2g(v1, v2),

¹ ôîðìóëàìè ìîâè L. Òóò v1, v2, v3, v4 � ñèìâîëè ïðå-

äìåòíèõ çìiííèõ.

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî àëôàâiò ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó L ìi-

ñòèòü äâîìiñíèé ïðåäèêàòíèé ñèìâîë ≤, äâà äâîìiñíi

ôóíêöiîíàëüíi ñèìâîëè + i · òà ñèìâîë êîíñòàíòè 1. Íå-
õàé x, y, z, t, y1, y2, . . ., yn+1 � ñèìâîëè ïðåäìåòíèõ çìií-

íèõ. Òîäi êîæíå çi ñëiâ

(∀x x2 + y2 = 1 ∨ (x = y → ∃z xt = 1));

(∃z xy ≤ z → ∀x∀y xy + z2 + 1 ≤ t);

∀y1∀y2 . . . ∀yn+1∃xyn+1x
n+ynx

n−1+. . .+y1x+y1 = 0.

¹ ôîðìóëàìè ìîâè L. Çàóâàæèìî, ùî òóò x2 = x ·x, xn =

x · (x · (x · · · ·x︸ ︷︷ ︸
n

) . . .) i ò.ï.

(3) Íå ¹ ôîðìóëàìè òàêi ñëîâà:

vi = vj∀v1 (áî êâàíòîð ∀v1 ðîçìiùåíèé íà íå íàëå-

æíîìó ìiñöi);

c = v1 ∨ v2 = c (áî íåìà¹ çîâíiøíiõ äóæîê);

(∀v1r(f(v3), v2)) (áî çàéâi çîâíiøíi äóæêè);
(∃v1 : r(v1, v2, v3)∨c = v3), äå r�äâîìiñíèé ïðåäèêàò

(áî ñëîâî r(v1, v2, v3) çàïèñàíå íå çà ïðàâèëàìè ìîâè L;
êðiì öüîãî, àëôàâiò íå ìiñòèòü ñèìâîëó �:�).

Çàóâàæåííÿ 19. Çàóâàæèìî, ùî êîæíó ôîðìóëó ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ
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äåÿêî¨ ñèãíàòóðè, ÿêùî ñèìâîëè ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ ââàæàòè

íóëüìiñíèìè ïðåäèêàòíèìè ñèìâîëàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.2.11. Ôîðìóëà, ÿêà íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ, íàçè-

âà¹òüñÿ áåçêâàíòîðíîþ.

Òàê ñàìî ÿê ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü âèçíà÷à¹ìî ïîíÿòòÿ ïiä-

ôîðìóëè òà âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè.

Îçíà÷åííÿ 3.2.12. ßêùî φ�ôîðìóëà, òî ïiäñëîâî ψ ñëîâà

φ íàçèâàþòü ïiäôîðìóëîþ ôîðìóëè ϕ, ÿêùî ñëîâî ψ ñàìå ¹ ôîð-

ìóëîþ.

Ïðèêëàä 3.2.13. Äëÿ ôîðìóëè ∃x∀yP (x, y) ∨ ∀x∃yQ(x, y), äå

P , Q� áiíàðíi ïðåäèêàòíi ñèìâîëè, íàñòóïíi ñëîâà ¹ ïiäôîð-

ìóëàìè: ∃x∀yP (x, y), ∀yP (x, y), P (x, y), ∀x∃yQ(x, y), ∃yQ(x, y),

Q(x, y), ∃x∀yP (x, y)∨∀x∃yQ(x, y). Ïðîòå ñëîâî P (x, y)∨∀x∃yQ(x, y),

ÿêå ¹ ÷àñòèíîþ äàíî¨ ôîðìóëè, íå ¹ ¨¨ ïiäôîðìóëîþ.

Òî÷íî òàê ñàìî ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ ìîâè ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü ìîæíà äîâåñòè òàêèé ôàêò.

Òâåðäæåííÿ 3.2.14. (1) Êîæíó íåàòîìàðíó ôîðìóëó ϕ

ñèãíàòóðè Σ ìîæíà îäíîçíà÷íî çàïèñàòè â îäíîìó ç

òàêèõ âèãëÿäiâ: ¬ϕ1, ∀xϕ1, ∃xϕ1, (ϕ1 ∨ ϕ2), (ϕ1 ∧ ϕ2),

(ϕ1 → ϕ2), äå ϕ1 i ϕ2 � äåÿêi îäíîçíà÷íî çàäàíi ôîðìóëè

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè Σ.

(2) Êîæíå âõîäæåííÿ ñèìâîëó (, ¬, ∀, ∃ îäíîçíà÷íî âèçíà-
÷à¹ äåÿêó ïiäôîðìóëó ôîðìóëè ϕ ñèãíàòóðè Σ.

3.2.4. Âiëüíi òà çâ'ÿçàíi çìiííi i òåðìè. Íåçâàæàþ÷è íà

òå, ùî äîâåäåííÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ äóæå ñõîæi íà äîâåäå-

ííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, âñå æ âèíèêàþòü äåÿêi óñêëàäíåííÿ.
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Çîêðåìà, íå çàâæäè ìîæíà çàìiíÿòè âõîäæåííÿ çìiííî¨ (òî÷íiøå

ñèìâîëó çìiííî¨) ó ôîðìóëó òåðìîì. Ùîá çðîçóìiòè ó ÿêèõ âè-

ïàäêàõ öå ìîæíà ðîáèòè, ââåäåìî ñïî÷àòêó ïîíÿòòÿ âiëüíîãî òà

çâ'çàíîãî âõîäæåííÿ çìiííî¨ ó ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.15. Ïîíÿòòÿ âiëüíîãî âõîäæåííÿ çìiííî¨ â ôîð-

ìóëó ââîäèòüñÿ iíäóêòèâíî:

(1) Êîæíå âõîäæåííÿ çìiííî¨ x â àòîìàðíó ôîðìóëó âiëüíå;

(2) ßêùî âõîäæåííÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëàõ ϕ, ϕ1 i ϕ2 âiëüíå, i

y ̸= x� iíøà çìiííà, òî âõîäæåííÿ çìiííî¨ x ó ôîðìóëàõ

¬ϕ, ∀y ϕ, ∃y ϕ, (ϕ1∨ϕ2), (ϕ1∧ϕ2), (ϕ1 → ϕ2) çàëèøà¹òüñÿ

âiëüíèì.

Îçíà÷åííÿ 3.2.16. ßêùî âõîäæåííÿ çìiííî¨ x íå ¹ âiëüíèì,

òî öå âõîäæåííÿ íàçèâàþòü çâ'ÿçàíèì.

Îçíà÷åííÿ 3.2.17. Êîæíà çìiííà x, ÿêà ìà¹ õî÷ îäíå âiëüíå

âõîäæåííÿ ó ôîðìóëó ϕ, íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ çìiííîþ ôîðìóëè

ϕ. Çìiííà, ÿêà ìà¹ õî÷ îäíå çâ'ÿçàíå âõîäæåííÿ ó ôîðìóëó ϕ,

íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçàíîþ çìiííîþ ôîðìóëè ϕ.

Ôîðìóëà ìîæå ìiñòèòè ÿê âiëüíi, òàê i çâ'ÿçàíi âõîäæåííÿ

îäíî¨ é òî¨ æ çìiííî¨ x. Âõîäæåííÿ çìiííî¨ ìîæå áóòè çâ'ÿçàíèì

â äåÿêié ôîðìóëi i îäíî÷àñíî âiëüíèì ó äåÿêié ¨¨ ïiäôîðìóëi.

Ïðèêëàä 3.2.18. (1) Ó ôîðìóëi r21(v1, v2) âñi âõîäæåííÿ

çìiííèõ v1 òà v2 âiëüíi.

(2) Ó ôîðìóëi r21(v1, v2) → ∀v1r11(v1) ïåðøå âõîäæåííÿ çìií-
íî¨ v1 âiëüíå, à äðóãå i òðåò¹ � çâ'ÿçàíi; âñi âõîäæåííÿ

çìiííî¨ v2 âiëüíi.

(3) Äëÿ ôîðìóëè ∀v1(r21(v1, v2) → ∀v1r11(v1)) âñi âõîäæåííÿ
çìiííî¨ v1 çâ'ÿçàíi, à âñi âõîäæåííÿ çìiííî¨ v2 âiëüíi.
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(4) Ó ôîðìóëi

∃x((f(1x, y) = z ∨ ∃x¬r(2x, z))) ∨ ¬∃yr(y, 3x)

ïåðøå i äðóãå âõîäæåííÿ çìiííî¨ x çâ'ÿçàíi, à òðåò¹ âõî-

äæåííÿ çìiííî¨ x âiëüíå, ïåðøå âõîäæåííÿ çìiííî¨ y

âiëüíå, à äðóãå ¨¨ âõîäæåííÿ çâ'çàíå. Îáèäâà âõîäæåí-

íÿ çìiííî¨ z âiëüíi.

Âiäçíà÷èìî, ùî çàïèñ ϕ(x1, . . . , xn) çàâæäè îçíà÷àòèìå, ùî âñi

çìiííi x1, . . . , xn âõîäÿòü âiëüíî ó ôîðìóëó ϕ.

Çà òâåðäæåííÿì 3.2.14 êîæíå âõîäæåííÿ îäíîãî ç êâàíòîðiâ

∀ àáî ∃ ó ôîðìóëó ϕ âèçíà÷à¹ äåÿêó ¨¨ ïiäôîðìóëó, ÿêó íàäàëi

íàçèâàòèìåìî îáëàñòþ äi¨ öüîãî êâàíòîðà.

Ïðèêëàä 3.2.19. Ó ôîðìóëi ∃x(∃z x = y2 + z → ∀y x+ y = 1)

ôîðìóëà ∃z x = y2 + z → ∀y x + y = 1, çàïèñàíà â äóæêàõ, ¹

îáëàñòþ äi¨ êâàíòîðà ∃x, ôîðìóëà ∃z x = y2 + z � îáëàñòü äi¨

êâàíòîðà ∃z i ôîðìóëà ∀y x+ y = 1 � îáëàñòü äi¨ êâàíòîðà ∀y.

Ó öèõ òåðìiíàõ îçíà÷åííÿ âiëüíîãî i çâ'ÿçàíîãî âõîäæåííÿ

çìiííî¨ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè iíàêøå. Âõîäæåííÿ çìiííî¨ x

ó ôîðìóëó ϕ ¹ çâÿ'çàíèì, ÿêùî âîíî çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi äi¨

äåÿêîãî âõîäæåííÿ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi ∀ àáî iñíóâàííÿ ∃, çà
ÿêèì éäå ñèìâîë x. Â iíøîìó âèïàäêó âîíî ¹ âiëüíèì.

Îçíà÷åííÿ 3.2.20. Ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêà íå ìi-

ñòèòü âiëüíèõ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, íàçèâàþòü ðå÷åííÿì (àáî çà-

ìêíåíîþ ôîðìóëîþ).

Ïðèêëàä 3.2.21. Íàñòóïíi ôîðìóëè ¹ ðå÷åííÿìè:

(1) ∀x p(x) ∧ ∃x q(x, x) → ∃y r(x, y)
(2) ∃x∀y P (x, y) ∨ ∀x∃y Q(x, y);
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(3) ∀x∀y (R(x, y) → ∃z(¬(z = x) ∧ ¬(z = y) ∧ (R(x, z) ∧
R(z, y)));

(4) ∃v1∃v2∃v3(¬(v1 = v2)∧¬(v1 = v3)∧¬(v2 = v3)). Öå ðå÷å-

ííÿ îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi òðè ðiçíi åëåìåíòè.

(5) Âèðàç ∀y∃x f(x) = y ¹ ðå÷åííÿì. Ôîðìóëè ∃x f(x) = y

òà f(x) = y ¹ ïiäôîðìóëàìè öüîãî ðå÷åííÿ, àëå æîäíà ç

íèõ ñàìà íå ¹ ðå÷åííÿì.

(6) Âèðàç ∃x P (x, y)∨∀x Q(x, y) ¹ ôîðìóëîþ, àëå íå ðå÷åí-

íÿì, áî çìiííà y ¹ âiëüíîþ.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ôîðìóëè (ðå÷åííÿ) ϕ ñèãíàòóðè Σ i

áóäü-ÿêî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A ñèãíàòóðè Σ ìîæíà ãîâîðèòè

ïðî iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü ôîðìóëè ϕ â öié àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi

(iíòåðïðåòàöi¨) A.

Ïðèêëàä 3.2.22. ßêùî ïðåäèêàò R(x, y) çàäàíèé íà ìíîæèíi

äiéñíèõ ÷èñåë R, òî ðå÷åííÿ ∀x∀y (R(x, y) → ∃z(¬(z = x)∧¬(z =
y) ∧ (R(x, z) ∧ R(z, y))) iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê iñòèííå.Ïðîòå, ÿêùî

öåé ñàìèé ïðåäèêàò ðîçãëÿäàòè íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

N, öå ðå÷åííÿ õèáíå.

Íåõàé t� òåðì. ßêùî âií çàëåæèòü âiä çìiííèõ x1, . . . , xn i íå

çàëåæèòü âiä iíøèõ çìiííèõ (òîáòî ó éîãî ïîâíîìó çàïèñi ôiãó-

ðóþòü ëèøå çìiííi çi ñïèñêó x1, . . . , xn), òî ïèøóòü t(x1, . . . , xn)

i êàæóòü, ùî t çàëåæèòü âiä çìiííèõ x1, . . ., xn i íå çàëåæèòü âiä

iíøèõ çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.23. Òåðì t íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ x

â ôîðìóëi ϕ, ÿêùî æîäíå âiëüíå âõîäæåííÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëó

ϕ íå ëåæèòü â îáëàñòi äi¨ æîäíîãî êâàíòîðà ∀y ÷è ∃y, äå y�
çìiííà, ÿêà âõîäèòü â òåðì t.
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Ïðèêëàä 3.2.24. (1) Òåðì y âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ x â ôîð-

ìóëi r11(x).

(2) Òåðì y íå âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëi ∀yr11(x).
(3) Òåðì f21 (x, y) âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëi ∀y r21(x, y) →

r11(x).

(4) Òåðì f21 (x, y) íå âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëi

∃z∀y r21(x, y) → r11(x).

3.2.5. Ïiäñòàíîâêà òåðìiâ ó ôîðìóëè. Äàëi ç'ÿñó¹ìî ïè-

òàííÿ ïðî òå, êîëè ìîæíà çäiéñíþâàòè ïiäñòàíîâêó òåðìiâ ó ôîð-

ìóëè çàìiñòü çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.25. Íåõàé x� çìiííà, t� òåðì, ϕ�ôîðìóëà.

Òåðì t íàçèâà¹òüñÿ äîïóñòèìèì äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó

φ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) ßêùî ϕ� àòîìàðíà, òî t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè

çàìiñòü x ó φ;

(2) ßêùî ϕ = (¬ψ), òî t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çà-

ìiñòü x ó ϕ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè t äîïóñòèìèé äëÿ

ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó ψ;

(3) ßêùî ϕ = (α ⋆ β), äå ⋆ ∈ {∨,∧,→}, òî t äîïóñòèìèé
äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó ϕ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè t

äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó ôîðìóëó α i ó

ôîðìóëó β;

(4) ßêùî ϕ = ∇y δ, äå ∇ ∈ {∀, ∃} i y ̸= x� çìiííà, òî t

äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó ϕ òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè àáî

(a) x íå âõîäèòü âiëüíî ó ϕ, àáî

(á) ÿêùî t íå çàëåæèòü âiä y i òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ

ïiäñòàíîâêè çàìiñòü x ó δ.
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Òàêèì ÷èíîì, òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè ó ôîðìóëó

ϕ çàìiñòü çìiííî¨ x, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ y, ùî âõîäèòü â

t, ôîðìóëà ϕ íå ìiñòèòü ïiäôîðìóë âèãëÿäó ∀y ψ i ∃y ψ, äå x
âõîäèòü âiëüíî ó ψ; òîáòî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè æîäíà ç âiëüíèõ

çìiííèõ, ÿêà âõîäèòü â òåðì t íå îïèíèòüñÿ ïiä äi¹þ êâàíòîðà ∀
àáî ∃.
Ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè çàìiñòü âñiõ âiëüíèõ âõîäæåíü çìiííî¨

x ó ôîðìóëó ϕ äîïóñòèìîãî äëÿ ïiäñòàíîâêè òåðìà t ïîçíà÷à¹ìî

ϕxt .

Ïðèêëàä 3.2.26. (1) ßêùî x� çìiííà, òî òåðì x çàâæäè

äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü ñàìîãî ñåáå ó êî-

æíó ôîðìóëó φ i φxx �öå çíîâó ôîðìóëà φ.

(2) Íåõàé x i y� çìiííi. Òåðì y íå äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòà-

íîâêè çàìiñòü x ó ôîðìóëó ∀y x = y, îñêiëüêè, ÿêùî

x çàìiíèòè íà y, òî íîâà ïîÿâà y ïîïàäà¹ â îáëàñòü äi¨

êâàíòîðà ∀y. Öå ñïðè÷èíÿ¹ çìiíó iñòèííîñòi ôîðìóëè.

Iñòèííiñòü ôîðìóëè ∀y x = y çàëåæèòü âiä ïîòóæíîñòi

íîñiÿ ñòðóêòóðè ó ÿêié ¨¨ iíòåðïðåòóâàòè � âîíà iñòèí-

íà, ÿêùî ñòðóêòóðà ìà¹ ëèøå îäèí åëåìåíò i õèáíà â

iíøîìó âèïàäêó, à ôîðìóëà ∀yy = y iñòèííà â êîæíié

ñòðóêòóði. Çàóâàæèìî, ùî äðóãà ôîðìóëà îòðèìó¹òüñÿ

ç ïåðøî¨ çàìiíîþ çìiííî¨ x íà òåðì y.

Öåé ïðèêëàä âêàçó¹ íà íåîáõiäíiñòü áóòè àêóðàòíèì

ïðè ïiäñòàíîâöi òåðìiâ çàìiñòü çìiííèõ, à äîïóñòèìi äëÿ

ïiäñòàíîâêè òåðìè ìîæíà ïiäñòàâëÿòè íà çàêîííié ïiä-

ñòàâi.

(3) Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó ϕ = ∃y x + y = 2 → x3y = x + u i

òåðì t = xy. Òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè ó öþ

ôîðìóëó çàìiñòü çìiííèõ y òà u i íå äîïóñòèìèé äëÿ
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ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ x. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

òàêi ðåçóëüòàòè çàìiíè: ϕyt = ∃y x+y = 2 → x4y = x+u,

ϕut = ∃y x+ y = 2 → x3y = x+ xy.

(4) Òåðì t = x21+x
2
2 äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè ó ôîðìóëó

ϕ = ∃x1∀x2 x1x3 = x2 + x3 ∨ ∃x3 x2x3 = x1 çàìiñòü

çìiííî¨ x1. Ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè áóäå ôîðìóëà ϕx1t =

∃x1∀x2 x1x3 = x2 + x3 ∨ ∃x3 x2x3 = x21 + x22.

(5) Íåõàé ϕ = (∃x11− x1 = x3 ∧ ∀x2(x23 + x24) · x2 = 1). Ðîç-

ãëÿíåìî òåðìè t1 = x21+x
2
2, t2 = x3, t3 = x1 ·x2, t4 = x4.

Âõîäæåííÿ çìiííèõ x1 i x2 ó öþ ôîðìóëó ¹ çâ'ÿçàíè-

ìè, à âõîäæåííÿ çìiííèõ x3 i x4 � âiëüíi. Òåðìè t1, t2 i

t4 äîïóñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè ó ϕ çàìiñòü çìiííèõ x1, x2

i x4, à òåðì t3 íå äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè ó ϕ çà-

ìiñòü çìiííî¨ x3. Ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè áóäå ôîðìóëà

ϕx1,x2,x4t1,t2,t4
= ϕ.

3.3. Àêñiîìè i ïðàâèëà âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

3.3.1. Cåêâåíöi¨ òà àêñiîìè. Ïðîäîâæó¹ìî ðîçãëÿäàòè ìî-

âó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè

Σ = ⟨{rni
i }i∈I , {f

mj

j }j∈J , {ck}k∈K⟩,

ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç LΣ. Ââàæà¹ìî, ùî ìíîæèíà ïðåäèêà-

òíèõ ñèìâîëiâ ìiñòèòü ñèìâîë ðiâíîñòi =. Òîãî æ åôåêòó ìîæíà

áóëî á äîñÿãòè, ââiâøè ñèìâîë ðiâíîñòi â àëôàâiò.

Ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ìîâè LΣ ïîçíà÷èìî ÷åðåç FΣ. ßêùî ϕ ∈
FΣ (ϕ�ôîðìóëà ìîâè LΣ ) i âñi ¨¨ âiëüíi çìiííi íàëåæàòü ìíî-

æèíi {v1, v2, . . . , vn}, òî ïèøåìî ϕ = ϕ(v1, . . . , vn) àáî FV (ϕ) ⊆
{v1, . . . , vn}.
ßêùî t1, t2, . . . , tn � òåðìè, äîïóñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè ó ôîð-

ìóëó ϕ çàìiñòü çìiííèõ v1, . . . , vn, òî ÷åðåç ϕv1,...,vnt1,...,tn
ïîçíà÷àþòü
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ôîðìóëó, îòðèìàíó çàìiíîþ âiëüíèõ âõîäæåíü êîæíî¨ çìiííî¨ xi

íà òåðì ti. Äîïóñòèìiñòü òåðìiâ äëÿ ïiäñòàíîâêè îçíà÷à¹, ùî ïi-

ñëÿ ïiäñòàíîâêè æîäíà ç âiëüíèõ çìiííèõ, ÿêà âõîäèòü õî÷ â îäèí

ç òåðìiâ t1, t2, . . . , tn, íå îïèíèòüñÿ ïiä äi¹þ êâàíòîðà ∀ àáî ∃.

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. ßê i â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü, ñåêâåíöi¨ ìîâè

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ LΣ �öå ñëîâà îäíîãî ç ÷îòèðüîõ òèïiâ:

(1) ϕ1, . . . ϕn ⊢ ϕ;
(2) ϕ1, . . . ϕn ⊢;
(3) ⊢ ϕ;
(4) ⊢,

äå ϕ1, . . . ϕn, ϕ�ôîðìóëè ìîâè LΣ.

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè áóêâàìè ãðå-

öüêîãî àëôàâiòó Γ,Γ1,Γ2, . . . ,Φ,Φ1,Φ2, . . . ,Ψ,Ψ1,Ψ2, . . . íàáîðè

ôîðìóë. Çîêðåìà, ñåêâåíöi¨ âèãëÿäó (1) i (2) ñêîðî÷åíî çàïèñó-

âàòèìåìî òàê: Γ ⊢ ϕ, Γ ⊢.

Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Cõåìàìè àêñiîì ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñè-

ãíàòóðè Σ ¹ ñõåìè ñåêâåíöié îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:

• ϕ ⊢ ϕ , äå ϕ ∈ FΣ;

• ⊢ x = x, äå x�ïðåäìåòíà çìiííà;

• x = y, ϕzx ⊢ ϕzy, äå z �ïðåäìåòíà çìiííà, à x i y� òåðìè,

äîïóñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ z.

Îçíà÷åííÿ 3.3.3. Àêñiîìîþ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íàçèâà¹òüñÿ

ñëîâî, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ñõåìè àêñiîì ïiäñòàíîâêîþ çàìiñòü ñèì-

âîëó ϕ êîíêðåòíî¨ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.
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Iíòó¨òèâíèé çìiñò öèõ àêñiîì çðîçóìiëèé. Ïðîòå ïðî ¨õ iñòèí-

íiñòü ìè ïîêè-ùî íå ìîæåìî ñêàçàòè íi÷îãî Âiäêëàäåìî öå ïèòà-

ííÿ äî òîãî ÷àñó, êîëè áóäå îçíà÷åíå çàãàëüíå ïîíÿòòÿ iñòèííîñòi

ñåêâåíöié íà äîâiëüíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåìàõ.

3.3.2. Ïðàâèëà âèâåäåííÿ. Ïðàâèëî âèâåäåííÿ �öå ÷àñ-

òêîâà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi íàáîðiâ

ñåêâåíöié ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç ìíîæè-

íè ñåêâåíöié. Âñi ïðàâèëà âèâåäåííÿ òà äîïóñòèìi ïðàâèëà âèâå-

äåííÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ç ðîçäiëó 2 ¹ ïðàâèëàìè âèâåäåííÿ

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Ïðàâäà, îïåðóþòü ç ñåêâåíöiÿìè ÷èñëåííÿ

ïðåäèêàòiâ, à íå ç ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

Â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ¹ òàêi ïðàâèëà âèâåäåííÿ:

1. Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ ψ
Γ1,Γ2 ⊢ (ϕ ∧ ψ) � ïðàâèëî ââåäåííÿ êîí'þíêöi¨ ;

÷èòà¹òüñÿ: �ÿêùî ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ

ôîðìóëà ϕ i ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà

ψ, òî ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ âèâîäèòüñÿ ôîðìóëà (ϕ ∧ ψ) .�
2.

Γ ⊢ (ϕ ∧ ψ)
Γ ⊢ ϕ � ïðàâèëî óñóíåííÿ êîí'þíêöi¨ ñïðàâà;

3.
Γ ⊢ (ϕ ∧ ψ)

Γ ⊢ ψ � ïðàâèëî óñóíåííÿ êîí'þíêöi¨ çëiâà;

4. Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ (ϕ ∨ ψ) � ïðàâèëî ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨ ñïðàâà;

5. Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ (ψ ∨ ϕ) � ïðàâèëî ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨ çëiâà;

6.
Γ1, ϕ ⊢ ψ; Γ2, χ ⊢ ψ; Γ3 ⊢ (ϕ ∨ χ)

Γ1,Γ2,Γ3,⊢ ψ � ïðàâèëî ðîçáîðó âè-

ïàäêiâ (óñóíåííÿ äèç'þíêöi¨);

7. Γ, ϕ ⊢ ψ
Γ ⊢ (ϕ→ ψ)

- ïðàâèëî äåäóêöi¨ Åðáðàíà (ââåäåííÿ iìïëi-

êàöi¨);

8.
Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ (ϕ→ ψ)

Γ1,Γ2 ⊢ ψ � modus ponens (ïðàâèëî óñóíåííÿ

iìïëiêàöi¨);
142



9. Γ,¬ϕ ⊢
Γ ⊢ ϕ � ïðàâèëî ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî (óñíåí-

íÿ çàïåðå÷åííÿ);

10. Γ1 ⊢ ϕ; Γ2 ⊢ ¬ϕ
Γ1,Γ2 ⊢ � ïðàâèëî âèÿâëåííÿ ñóïåðå÷íîñòi ;

11. Γ1, ϕ, ψ, Γ2 ⊢ χ
Γ1, ψ, ϕ, Γ2 ⊢ χ � ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè ïîñèëàíü;

12. Γ ⊢ ψ
Γ, ϕ ⊢ ψ - ïðàâèëî ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü (ðîç-

øèðåííÿ).

à) Γ1, ϕ, ψ,Γ2 ⊢
Γ1, ψ, ϕ,Γ2 ⊢ � ïåðåñòàíîâêà ïîñèëàíü íå âïëèâà¹ íà ñó-

ïåðå÷íiñòü ñåêâåíöié;

á) Γ ⊢
Γ, ψ ⊢ � äîëó÷åííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü íå âïëèâà¹ íà

ñóïåðå÷íiñòü ñåêâåíöié;

â) Γ ⊢
Γ ⊢ ϕ � ç ñóïåðå÷ëèâî¨ ìíîæèíè ôîðìóë ìîæíà âèâåñòè

áóäü-ÿêó ôîðìóëó;

ã) Γ, ϕ ⊢
Γ ⊢ ¬ϕ � ïðàâèëî âèâåäåííÿ çàïåðå÷åííÿ;

ä) Γ1 ⊢ ψ; Γ2, ψ ⊢ χ
Γ1,Γ2 ⊢ χ � ïðàâèëî äîáóòêó âèâåäåíü;

å) ψ1, . . . , ψn ⊢ ϕ
χ1, . . . , χm ⊢ ϕ , ÿêùî {ψ1, . . . , ψn} ⊆ {χ1, . . . , χm} � ðîç-

øèðåíå ïðàâèëî ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü, ÿêå äî-

çâîëÿ¹ äîëó÷àòè äî ïîñèëàíü äîâiëüíó ñêií÷åííó ìíî-

æèíó ôîðìóë;

æ) Γ ⊢ ϕ ∧ ¬ϕ
Γ ⊢ ;

ç) Γ ⊢ ϕ
Γ,¬ϕ ⊢ .

×èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ìà¹ ùå äîäàòêîâi ïðàâèëà âèâåäåííÿ,

çâ'ÿçàíi ç êâàíòîðàìè:

1p Ïðàâèëî ââåäåííÿ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi ó âèñíîâîê

Γ ⊢ ϕ
Γ ⊢ ∀x ϕ

,

ÿêùî x íå âõîäèòü âiëüíî ó ôîðìóëè ç íàáîðó Γ = {ϕ1, . . . , φn}.
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2p Ïðàâèëî ââåäåííÿ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi ó ïîñèëàííÿ

Γ, ϕxt ⊢ ψ
Γ, ∀xϕ ⊢ ψ

,

äå òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ x

ó ôîðìóëó ϕ;

3p Ïðàâèëî ââåäåííÿ êâàíòîðà iñíóâàííÿ ó âèñíîâîê

Γ ⊢ ϕxt
Γ ⊢ ∃xϕ

,

äå òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ x

ó ôîðìóëó ϕ;

4p Ïðàâèëî ââåäåííÿ êâàíòîðà iñíóâàííÿ ó ïîñèëàííÿ

Γ, ϕ ⊢ ψ
Γ, ∃xϕ ⊢ ψ

,

ÿêùî x íå âõîäèòü âiëüíî ó ôîðìóëè ç íàáîðó Γ = {ϕ1, . . . , φn}
òà ó ôîðìóëó ψ.

3.3.3. Äîâåäåííÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ. Ôîðìàëüíå äî-

âåäåííÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ öiëêîì àíàëîãi÷íå âæå ðîçãëÿíó-

òîìó âiäïîâiäíîìó ïîíÿòòþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. � ëèøå äâi

âiäìiííîñòi. Ïî-ïåðøå, òóò ìè ìà¹ìî òðè ñõåìè àêñiîì çàìiñòü

îäíi¹¨, ÿê ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü. Ïî-äðóãå, ó äîâåäåííÿõ çàñòî-

ñîâó¹òüñÿ áiëüøå ïðàâèë âèâåäåííÿ: ïîðÿä ç ïðàâèëàìè, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü, ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ¹

ùå ÷îòèðè ïðàâèëà, çâ'ÿçàíi ç êâàíòîðàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.3.4. Ëiíiéíèì äîâåäåííÿì ñåêâåíöi¨ S ó ÷èñëåí-

íi ïðåäèêàòiâ íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü ñåêâåíöié S1, . . . , Sn = S

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ó ÿêié ñåêâåíöiÿ S1 ¹ àêñiîìîþ ÷èñëåííÿ

ïðåäèêàòiâ i äëÿ êîæíîãî i, 1 < i ≤ n ñåêâåíöiÿ Si ¹ àáî àêñiî-

ìîþ àáî îòðèìó¹òüñÿ ç ïîïåðåäíiõ ñåêâåíöié çà îäíèì ç ïðàâèë

âèâåäåííÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ .
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ßê ïðàâèëî, çðó÷íiøå âèïèñóâàòè òà àíàëiçóâàòè äîâåäåííÿ ó

âèãëÿäi äåðåâà.

Îçíà÷åííÿ 3.3.5. Äåðåâî äîâåäåííÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ

ââîäÿòü iíäóêòèâíî:

(1) êîæíà ñåêâåíöiÿ S ¹ äåðåâîì;

(2) ÿêùî D1, . . . , Dl äåðåâà, òî âèðàç D =
D1, . . . , Dl

S òåæ

äåðåâî;

(3) êîæíå äåðåâî áóäó¹òüñÿ ç ñåêâåíöié ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

çà äîïîìîãîþ çàñòîñóâàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìái-

íàöié äâîõ ïîïåðåäíiõ âëàñòèâîñòåé 1) i 2).

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî çàïèñ äåðåâà ìiñòèòü ñåêâåíöi¨

òà ðèñêè. Ñåêâåíöiÿ, ïiä ÿêîþ íåìà¹ ðèñêè, íàçèâà¹òüñÿ çàêëþ-

÷íîþ, ñåêâåíöi¨, íàä ÿêèìè íåìà¹ ðèñêè, íàçèâàþòüñÿ ïî÷àòêî-

âèìè, à ÷àñòèíà äåðåâà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðèñêè òà ñåêâåíöié íàä

ðèñêîþ òà ïiä ðèñêîþ íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõîäîì. Äåðåâî ñåêâåíöié

D íàçèâà¹òüñÿ äîâåäåííÿì ñåêâåíöi¨ S ó âèãëÿäi äåðåâà, ÿêùî

éîãî ïî÷àòêîâi ñåêâåíöi¨ ¹ àêñiîìàìè, ïåðåõîäè ¹ çàñòîñóâàííÿ-

ìè ïðàâèë âèâîäó, i S � çàêëþ÷íà ñåêâåíöiÿ.

ßê i â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü êîíöåïöi¨ ëiíiéíîãî äîâåäåííÿ òà

äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ó âèãëÿäi äåðåâà åêâiâàëåíòíi. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è òî÷íî òi æ ìiðêóâàííÿ, ùî é ó ðîçäiëi 2 ìîæíà äîâåñòè òàêó

òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.3.6. Ñåêâåíöiÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ìà¹ äîâåäåí-

íÿ ó âèãëÿäi äåðåâà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ ëiíiéíi

äîâåäåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3.7. Ñåêâåíöi¨, ÿêi ìàþòü äîâåäåííÿ, íàçèâàþ-

òüñÿ òåîðåìàìè (àáî âèâiäíèìè ñåêâåíöiÿìè).
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Îçíà÷åííÿ 3.3.8. Ôîðìóëó ϕ ×Ï íàçèâàþòü òåîðåìîþ (àáî

âèâiäíîþ), ÿêùî ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ ¹ âèâiäíîþ.

Âèâ÷àþ÷è ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ìè ïåðåêîíàëèñü, ùî êîæíà

òåîðåìà ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü ¹ òàâòîëîãi¹þ, òîáòî òîòîæíî iñòèí-

íîþ ôîðìóëîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.3.9. Òàâòîëîãi¹þ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íàçèâà-

þòü äîâiëüíó ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, îòðèìàíó ç äåÿêî¨

òàâòîëîãi¨ ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü çà äîïîìîãîþ çàìiíè âñiõ ¨¨ ïðî-

ïîçèöiéíèõ çìiííèõ íà äîâiëüíi ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî áóäü-ÿêà òàâòîëîãiÿ ÷èñëåííÿ ïðåäè-

êàòiâ ¹ çàãàëüíîçíà÷óùîþ ôîðìóëîþ (òîáòî òîòîæíî iñòèííîþ

íà âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóðàõ ñèãíàòóðè Σ). Çàóâàæèìî, ùî

êîëè â äîâåäåííi ç ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü â óñiõ ñåêâåíöiÿõ óñi

ïðîïîçèöiéíi áóêâè çàìiíèòè ôîðìóëàìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ,

òî îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ. Çîêðåìà, êîæíà

òàâòîëîãiÿ ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ¹ âèâiäíîþ ó ÷èñëåííi ïðåäè-

êàòiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.3.10. Íåõàé ϕ�ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêà-

òiâ ñèãíàòóðè Σ (ϕ ∈ LΣ), x1, . . . , xn�ïðåäìåòíi çìiííi, t1, . . . , tn�

òåðìè, äîïóñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííèõ x1, . . . , xn

ó ôîðìóëó ϕ. ϕx1,...,xnt1,...,tn
�ôîðìóëà, îòðèìàíà çàìiíîþ âñiõ âiëü-

íèõ âõîäæåíü çìiííèõ x1, . . . , xn òåðìàìè t1, . . . , tn âiäïîâiäíî.

Òîäi â LΣ âèâiäíi òàêi ñåêâåíöi¨:

(1) ∀x1∀x2 . . .∀xn ϕ ⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn
;

(2) ϕx1,...,xnt1,...,tn
⊢ ∃x1∃x2 . . . ∃xn ϕ.

Äîâåäåííÿ. Òóò çðó÷íî íàïèñàòè ëiíiéíi äîâåäåííÿ. Äëÿ

äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ 1) ïî÷íåìî ç àêñiîìè ϕx1,...,xnt1,n...,tn
⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn

i
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çàñòîñó¹ìî n ðàçiâ ïðàâèëî 2p)� ââåäåííÿ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi

ó ïîñèëàííÿ:

ϕx1,...,xnt1,...,tn
⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn

,

∀xn ϕx1,...,xn−1

t1,...,tn−1
⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn

,

∀xn−1∀xn ϕx1,...,xn−2
t1,...,tn−2

⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn
,

. . . . . . . . .

∀x1∀x2 . . . ∀xn ϕ ⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn
.

Äîâåäåííÿ 2) àíàëîãi÷íå äî 1) ç âèêîðèñòàííÿì ïðàâèëà 3p) �

ââåäåííÿ êâàíòîðà iñíóâàííÿ ó âèñíîâîê. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi

íàïèñàòè éîãî ñàìîñòiéíî. �

Òâåðäæåííÿ 3.3.11. ßêùî ñåêâåíöiÿ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ϕ âèâi-

äíà â LΣ, i òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨

x ó ôîðìóëè ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn, ϕ, òî ñåêâåíöiÿ

(ϕ1)
x
t , . . . , (ϕn)

x
t ⊢ ϕxt

òåæ âèâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ëiíiéíå äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ (ϕ1)
x
t , . . . ,

(ϕn)
x
t ⊢ ϕxt (E îçíà÷à¹ çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà äåäóêöi¨ Åðáðàíà,

(MP )�ïðàâèëà modus ponens, (∀)�ïðàâèëà ââåäåííÿ êâàíòîðà
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çàãàëüíîñòi, i (3.4.2) � çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ (3.4.2)):

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ,

ϕ1, . . . , ϕn−1 ⊢ ϕn → φ, (E)

ϕ1, . . . , ϕn−2 ⊢ ϕn−1 → (ϕn → φ), (E)

· · · ⊢ · · · (E)

⊢ (ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn → ϕ) . . .), (E)

⊢ ∀x (ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn → ϕ) . . .), (∀)
⊢ (ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn → ϕ) . . .)xt , (3.3.10)

(ϕ1)
x
t ⊢ (ϕ1)

x
t , ⊢ (ϕ1)

x
t → ((ϕ2)

x
t → . . . ((ϕn)

x
t → (ϕ)xt . . .),

(ϕ1)
x
t ⊢ (ϕ2)

x
t → (ϕ2 → (ϕ3 → . . . (ϕn → ϕ) . . .)xt (MP )

· · · ⊢ · · · (MP )

(ϕ1)
x
t , . . . , (ϕ1)

x
t ⊢ ϕxt . (MP )

�

Íàñëiäîê 20. ßêùî ñåêâåíöiÿ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ϕ âèâiäíà â LΣ,

i òåðìè t1, . . . , tn äîïóñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííèõ

x1, . . . , xn ó ôîðìóëè ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, ϕ òî ñåêâåíöiÿ

(ϕ1)
x1,...,xn
t1,...,tn

, . . . , (ϕ1)
x1,...,xn
t1,...,tn

⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn

òåæ âèâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàòè n ðàçiâ òâåðäæåííÿ 3.3.11. �

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âñi äîïóñòèìi ïðàâèëà âèâåäåííÿ

ç ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, âèïèñàíi ó òâåðäæåííi 2.1.29 i äîïóñòèìi

ïðàâèëà âèâåäåííÿ, âëàñòèâi ÷èñëåííþ ïðåäèêàòiâ. Ç òâåðäæåíü

3.3.10 òà íàñëiäêó 20 âèïëèâà¹, ùî ïðàâèëî âèâåäåííÿ

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ϕ
(ϕ1)

x1,...,xn
t1,...,tn

, . . . , (ϕ1)
x1,...,xn
t1,...,tn

⊢ ϕx1,...,xnt1,...,tn

(∗)

äîïóñòèìå ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.12. Äåðåâà, ïî÷àòêîâi ñåêâåíöi¨ ÿêèõ ¹ àêñiî-

ìàìè, à â ïåðåõîäàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äîïóñòèìi ïðàâèëà, íàçè-

âàþòü êâàçiäîâåäåííÿìè.

Ç êîæíîãî êâàçiäîâåäåííÿ ìîæíà îòðèìàòè äîâåäåííÿ, çàìi-

íèâøè äîïóñòèìi ïðàâèëà ¨õ äîâåäåííÿìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîïóñòèìå ïðàâèëî (*), ìîæåìî äîâåñòè ñå-

êâåíöi¨ ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ 3.3.13, ùî âèðàæàþòü âëàñòèâî-

ñòi ðiâíîñòi òåðìiâ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ íåîá-

õiäíî ââåñòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: t, q, s, q1, q2, . . . , qn, s1, . . . , sn - òåð-

ìè ìîâè LΣ. Ââàæà¹ìî, ùî òåðìè q1, q2, . . . , qn, s1, . . . , sn äîïó-

ñòèìi äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, ùî âõîäÿòü

ó ôîðìóëó ϕ. Çàïèñ (t)x1...xnq1...qn
îçíà÷à¹ òåðì, îòðèìàíèé ç òåðìà

t(x1, . . . , xn) çàìiíîþ çìiííèõ x1 . . . xn íà òåðìè q1 . . . qn, âiäïî-

âiäíî.

Òâåðäæåííÿ 3.3.13. Íåõàé t, q, s, q1, q2, . . . , qn, s1, . . . , sn - òåð-

ìè ìîâè LΣ; ϕ � ôîðìóëà ìîâè LΣ � òàêà, ùî çàïèñè (ϕ)x1,...,xnq1,...,qn
i

(ϕ)x1,...,xns1,...,sn
êîðåêòíi (òîáòî òåðìè q1, . . . , qn, s1, . . . , sn äîïóñòè-

ìi äëÿ ïiäñòàíîâêèì i ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âiëüíi çìiííi íå ñòà-

íóòü çâ'ÿçàíèìè). Òîäi â LΣ íàñòóïíi ñåêâåíöi¨ âèâiäíi:

à) ⊢ t = t;

á) t = q ⊢ q = t;

â) t = q, q = s ⊢ t = s;

ã) q1 = s1, . . . , qn = sn ⊢ (t)x1,...,xnq1,...,qn
= (t)x1...,xns1,...,sn

;

ä) q1 = s1, . . . , qn = sn, (ϕ)
x1,...,xn
q1,...,qn

⊢ (ϕ)x1,...,xns1,...,sn
.

Äîâåäåííÿ. à) Öå áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê äîïóñòèìîãî ïðà-

âèëà âèâåäåííÿ (*) ïðè n = 1, çàñòîñîâàíîãî äî àêñiîìè ⊢ x = x.
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á) Íåõàé x, y i z � ñèìâîëè çìiííèõ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ñåêâåí-

öiþ x = y ⊢ y = x. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äåðåâî ñåêâåíöié

⊢ x = x
x = y ⊢ x = x

x = y, (z = x)zx ⊢ (z = x)zy
x = y, x = x ⊢ y = x
x = y ⊢ x = x→ y = x

x = y ⊢ y = x
,

êîðåíåì ÿêîãî ¹ ñåêâåíöiÿ x = y ⊢ y = x. Òåïåð äîñèòü çàñòîñó-

âàòè äîïóñòèìå ïðàâèëî âèâåäåííÿ (*) äî òåðìiâ t i q òà çìiííèõ

x i y.

â) Òóò çðó÷íiøå íàïèñàòè ëiíiéíå äîâåäåííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç ñåêâåíöié

x = y, (x1 = z)x1y ⊢ (x1 = z)x1x ,

x = y, y = z ⊢ x = z,

t = q, q = s ⊢ t = s,

ó ÿêîìó ïåðøà ñåêâåíöiÿ ¹ àêñiîìîþ, äðóãà � öå ïðîñòî iíøèé

çàïèñ ïåðøî¨, à òðåòÿ îòðèìó¹òüñÿ ç äðóãî¨ çà äîïóñòèìèì ïðà-

âèëîì âèâåäåííÿ (*).

Îñêiëüêè ñåêâåíöiÿ ã) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñåêâåíöi¨ ä), òî

äîñèòü äîâåñòè ä). Äàëi, ÿêùî ìè äîâåäåìî ñåêâåíöiþ ä) äëÿ âè-

ïàäêó n = 1, òîáòî äîâåäåìî ñåêâåíöiþ q1 = s1, (ϕ)
x1
q1

⊢ (ϕ)x1s1 , à

òîäi ïîâòîðèìî ùå n−1 ðàçiâ ïðîâåäåíå ìiðêóâàííÿ, òî îòðèìà¹-

ìî äîâåäåííÿ öi¹¨ ñåêâåíöi¨ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Àëå ó âèïàäêó

n = 1 ñåêâåíöiÿ ä) � öå ïðîñòî àêñiîìà 3) ÷èñëåííÿ ïðåäèêà-

òiâ. �

3.4. Åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

Ìè ðîçãëÿíåìî ñèíòàêñè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà

ïîíÿòòi âèâiäíîñòi ôîðìóë. Iñíó¹ ùå iíøà, òàê çâàíà ñåìàòíè÷íà

åêâiâàëåíòíiñòü, çàñíîâàíà íà ïîíÿòòi iñòèííîñòi ôîðìóë. Ïðîòå

òàêó åêâiâàëåíòíiñòü ìè ùå íå ìîæåìî òóò ðîçãëÿäàòè.
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3.4.1. Îçíà÷åííÿ i ïî÷àòêîâi âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Äâi ôîðìóëè ϕ, ψ ∈ LΣ íàçèâàþòüñÿ åêâi-

âàëåíòíèìè, ÿêùî ñåêâåíöi¨ ϕ ⊢ ψ i ψ ⊢ ϕ âèâiäíi â LΣ. ßêùî

ôîðìóëè ϕ i ψ åêâiâàëåíòíi, òî ïèøóòü ϕ ≡ ψ.

Òâåðäæåííÿ 3.4.2. Âiäíîøåííÿ ñèíòàêñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíî-

ñòi ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-

ñòi íà ìíîæèíi ôîðìóë ìîâè LΣ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà òîãî, ùî âiäíîøåííÿ ñèíòàêñè÷íî¨

åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ðåôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì

ïðîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü. �

Äëÿ êîæíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôîðìóë ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü

àíàëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ i äëÿ ôîðìóë ÷èñëåí-

íÿ ïðåäèêàòiâ. Êðiì öüîãî, ñèíòàêñè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë

óçãîäæåíà ç ëîãi÷íèìè çâ'ÿçêàìè òà êâàíòîðàìè, ùî é ñêëàäà¹

çìiñò òâåðäæåííÿ 3.4.3.

Òâåðäæåííÿ 3.4.3. Íåõàé ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 - ôîðìóëè ìîâè LΣ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ1 ≡ ϕ2 i ψ1 ≡ ψ2. Òîäi

1) ¬ϕ1 ≡ ¬ϕ2;
2) (ϕ1 ⋆ ψ1) ≡ (ϕ2 ⋆ ψ2), äå ⋆ ∈ {∨,∧,→};
3) ∀x ϕ1 ≡ ∀x ϕ2, ∃x ϕ1 ≡ ∃x ϕ2.

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíîñòi 1) i 2) ìîæíà äîâåñòè áóêâàëü-

íî ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ó Ðîçäiëi 2 áó-

ëè äîâåäåíi àíàëîãi÷íi åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ôîðìóë ÷èñëåííÿ âè-

ñëîâëåíü.

Ùîäî 3), òî çàïèøåìî òàêi ëiíiéíi êâàçiäîâåäåííÿ:

ϕ1 ⊢ ϕ2,∀xϕ1 ⊢ ϕ2, ∀xϕ1 ⊢ ∀xϕ2; ϕ1 ⊢ ϕ2, ϕ1 ⊢ ∃xϕ2, ∃xϕ1 ⊢ ∃xϕ2.
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Ó ïåðøîìó ç íèõ ìè ñïî÷àòêó çàñòîñóâàëè ïðàâèëî 2p), âðàõî-

âóþ÷è ùî òåðì (çìiííà) x çàâæäè äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè

çàìiñòü x ó êîæíó ôîðìóëó, i ùî (ϕ1)
x
x = ϕ1. Ïiñëÿ öüîãî äî

äðóãî¨ ñåêâåíöi¨ çàñòîñîâó¹ìî ïðàâèëî 1p), îñêiëüêè x íå âõîäèòü

âiëüíî ó ∀xϕ1. Ó äðóãîìó êâàçiäîâåäåííi ñïî÷àòêó çàñòîñîâó¹-

òüñÿ ïðàâèëî 3p), âðàõîâóþ÷è, ùî (ϕ2)
x
x = ϕ2, à ïîòiì ïðàâèëî

4p). �

Òâåðäæåííÿ 3.4.4. Äëÿ ôîðìóë ìîâè LΣ âèêîíóþòüñÿ òàêi

åêâiâàëåíòíîñòi:

¹) ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ;
æ) ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ;
ç) (ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ);
i) (ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ);
ê) (ϕ ∧ ψ) ∨ χ ≡ (ϕ ∨ χ) ∧ (ψ ∨ χ);
ë) (ϕ ∨ ψ) ∧ χ ≡ (ϕ ∧ χ) ∨ (ψ ∧ χ).

Äîâåäåííÿ. Âñi öi åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà äîâåñòè áóêâàëü-

íî ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi ïðè äîâåäåííÿõ âiäïî-

âiäíèõ åêâiâàëåíòíîñòåé ôîðìóë ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü. �

3.4.2. Òåîðåìà ïðî çàìiíó. ßê i â ÷èñëåííi âèñëîâëåíü,

ïîêàæåìî, ùî ïðè çàìiíi äåÿêîãî âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè íà ñèí-

òàêñè÷íî åêâiâàëåíòíó ôîðìóëó, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó, ñèíòàêñè-

÷íî åêâiâàëåíòíó ïî÷àòêîâié.

Òåîðåìà 3.4.5 (Ïðî çàìiíó). Íåõàé ϕ�ôîðìóëà ìîâè ÷èñëå-

ííÿ ïðåäèêàòiâ LΣ, i íåõàé ψ�ïiäôîðìóëà ôîðìóëè ϕ. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ψ′ ≡ ψ, i íåõàé ϕ′ îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóëè ϕ çàìiíîþ

äåÿêîãî âõîäæåííÿ ïiäôîðìóëè ψ ó ôîðìóëó ϕ íà ôîðìóëó ψ′.

Òîäi ϕ ≡ ϕ′.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äóæå ñõîæå íà äîâåäåííÿ âiäïîâiä-

íîãî ðåçóëüòàòó ó ÷èñëåííi âèñëîâëåíü. À ñàìå, âèêîðèñòîâó¹ìî

iíäóêöiþ çà ïîáóäîâîþ ôîðìóëè (òîáòî çà êiëüêiñòþ âõîäæåíü

ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ ¬,∨,∧,→, ∀, ∃ ó ôîðìóëó ϕ). Çàóâàæèìî, ùî

êîëè ϕ = ψ, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Îñíîâà iíäóêöi¨ � öå âèïàäîê

êîëè ôîðìóëà ϕ çîâñiì íå ìiñòèòü ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ. Ó öüîìó

âèïàäêó ôîðìóëà ϕ ¹ àòîìàðíîþ, i òîìó âîíà íå ìiñòèòü âëàñíèõ

ïiäôîðìóë. Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó òåîðåìà î÷åâèäíà.

Äëÿ ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà ϕ íå

àòîìàðíà. Íåõàé ϕ ìà¹ âèãëÿä ∃x ϕ1, ïðè÷îìó ϕ1 ìà¹ ìåíøå âõî-
äæåíü ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ íiæ ϕ i ϕ ̸= ψ. Òîäi çðîçóìiëî, ùî çà

iíäóêòèâíèì îçíà÷åííÿì ψ ¹ ïiäôîðìóëîþ ôîðìóëè ϕ1. Ïîçíà-

÷èâøè ÷åðåç ϕ′1 ôîðìóëó, îòðèìàíó çàìiíîþ ó ϕ1 ïiäôîðìóëè ψ

ôîðìóëîþ ψ′. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ϕ′1 = ϕ1, i ç òâåðäæåííÿ

3.4.3 îòðèìó¹ìî, ùî ϕ = ∃x ϕ1 ≡ ∃x ϕ′1 = ϕ′.

Òàê ñàìî ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè êîëè ϕ ìà¹ âèãëÿä ∀x ϕ1 àáî
âèãëÿä ¬ϕ1.
Íåõàé òåïåð ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2). ßêùî ϕ ̸= ψ, òî âõîäæåííÿ ψ ¹

âõîäæåííÿì â îäíó ç ïiäôîðìóë ϕ1 àáî ϕ2. Íå çìåíøóþ÷è çà-

ãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî ψ ¹ ïiäôîðìóëîþ ôîðìóëè ϕ1. Òîäi,

çàìiíèâøè âõîäæåííÿ ψ ó ϕ1 ôîðìóëîþ ψ′, çà ïðèïóùåííÿì ií-

äóêöi¨ îòðèìó¹ìî ôîðìóëó ϕ′1 ≡ ϕ1. Çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ

3.4.3, ìà¹ìî ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2) ≡ (ϕ′1 ∧ ϕ2) = ϕ′.

Öiëêîì àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè êîëè ϕ ìà¹ âèãëÿä

(ϕ1 ∨ φ2) àáî âèãëÿä (ϕ1 → ϕ2). �

3.4.3. Îñíîâíi åêâiâàëåíòíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 3.4.6. Íåõàé φ i ψ äâi ôîðìóëè ìîâè LΣ. Ìà¹ìî

òàêi åêâiâàëåíòíîñòi:

a) (ϕ→ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ψ);
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á) ¬¬ϕ ≡ ϕ� çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ;

â) ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ� çàêîí çàïåðå÷åííÿ êîí'þíêöi¨;

ã) ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ � çàêîí çàïåðå÷åííÿ äèç'þíêöi¨;

ä) ϕ ≡ ϕ ∧ ϕ� iäåìïîòåíòíiñòü êîí'þíêöi¨;

å) ϕ ≡ ϕ ∨ ϕ� iäåìïîòåíòíiñòü äèç'þíêöi¨.

Äîâåäåííÿ. Äîâäåíííÿ î÷åâèäíå, áî ïðè çàìiíi ïðîïîçèöié-

íèõ çìiííèõ íà ôîðìóëè ìîâè LΣ äîâåäåííÿ ×Â ïåðåéäóòü ó

äîâåäåííÿ ìîâè LΣ. �

Òâåðäæåííÿ 3.4.7. Íåõàé ϕ, ψ�ôîðìóëè ìîâè LΣ. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî çìiííà x íå âõîäèòü âiëüíî ó ôîðìóëó ψ, à çìiííà y

çîâñiì íå âõîäèòü ó ôîðìóëó ϕ. Òîäi ìà¹ìî òàêi åêâiâàëåíòíî-

ñòi ôîðìóë ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ:

à) ¬∃x ϕ ≡ ∀x ¬ϕ;
á) ¬∀x ϕ ≡ ∃x ¬ϕ;
â) ∀x ϕ ∧ ψ ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ), äå x íå âõîäèòü âiëüíî â ψ;

ã) ∃x ϕ ∧ ψ ≡ ∃x (ϕ ∧ ψ), äå x íå âõîäèòü âiëüíî â ψ;

ä) ∃x ϕ ∨ ψ ≡ ∃x (ϕ ∨ ψ);
å) ∀x ϕ ∨ ψ ≡ ∀x (ϕ ∨ ψ);
æ) ∀x ϕ ≡ ∀y (ϕ)xy ;

ç) ∃x ϕ ≡ ∃y (ϕ)xy .
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Äîâåäåííÿ. à) Çàïèøåìî òàêå ëiíiéíå êâàçiäîâåäåííÿ (çãà-

äà¹ìî, ùî ϕ = ϕxx):

1. ϕ ⊢ ϕxx àêñiîìà

2. ϕ ⊢ ∃x ϕ ïðàâèëî 3p

3. ¬∃x ϕ ⊢ ¬∃x ϕ àêñiîìà

4. ¬∃x ϕ, ϕ ⊢ ∃xϕ ïðàâèëî ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü äî 2

5. ¬∃x ϕ ⊢ ïðàâèëî âèÿâëåííÿ ñóïåðå÷íîñòi (ç 3 i 4)

6. ¬∃x ϕ ⊢ ¬ϕ äîïóñòèìå ïðàâèëî

7. ¬∃x ϕ ⊢ ∀x ¬ϕ ïðàâèëî 1p

8. ¬ϕ, ϕ ⊢
9. ∀x ¬ϕ, ϕ ⊢ ïðàâèëî 2p

10. ∀x ¬ϕ,∃x ϕ ⊢ ïðàâèëî 4p

11. ∀x ¬ϕ ⊢ ¬∃x ϕ äîïóñòèìå ïðàâèëî

Îòæå ñåêâåíöi¨ 7 i 11 òóò ¹ òåîðåìàìè, òîìó åêâiâàëåíòíiñòü à)

äîâåäåíà.

á) Òóò ïðîñòiøå çàìiñòü ÿâíî¨ ïîáóäîâè êâàçiäîâåäåííÿ âè-

âåñòè á) ç à). Îñêiëüêè â à) ϕ�äîâiëüíà ôîðìóëà, òî ìîæåìî

¨¨ çàìiíèòè ôîðìóëîþ ¬ϕ: ¬∃x ¬ϕ ≡ ∀x ¬¬ϕ. Ñêîðèñòàâøèñü
åêâiâàëåíòíiñòþ ¬¬ϕ ≡ ϕ òà òåîðåìîþ ïðî çàìiíó, îòðèìó¹ìî

¬∃x ¬ϕ ≡ ∀x ϕ. Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 3.4.3 çâiäñè îòðèìó¹ìî,

ùî ¬¬∃x ¬ϕ ≡ ¬∀x ϕ. Íàðåøòi, âèêîðèñòàâøè åêâiâàëåíòíiñòü

¬¬∃x ¬ϕ ≡ ∃x ¬ϕ, îòðèìó¹ìî ∃x¬ϕ ≡ ¬∀x ϕ.
â) Ó öüîìó âèïàäêó çàïèøåìî äâà êâàçiäîâåäåííÿ ó âèãëÿäi

äåðåâ. Ïåðøå ç íèõ òàêå:

ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ

∀x (ϕ ∧ ψ) ⊢ ϕ
∀x (ϕ ∧ ψ) ⊢ ∀x ϕ 1p

2p
ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ψ

∀x (ϕ ∧ ψ) ⊢ ψ 2p

∀x (ϕ ∧ ψ) ⊢ ∀x ϕ ∧ ψ
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Òóò äåÿêi ïåðåõîäè ïîìi÷åíi ñèìâîëàìè 1p àáî 2p, ÿêi âêàçóþòü

ÿêi ïðàâèëà âèâåäåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà äàíîìó ïåðåõîäi.

Òàêèé ñàìèé çìiñò öi ñèìâîëè ìàþòü i â íàñòóïíîìó äåðåâi, ÿêå

¹ äîâåäåííÿì ñåêâåíöi¨ ∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ∀x (φ ∧ ψ):

2p
ϕ ⊢ ϕ

∀x ϕ ⊢ ϕ
∀x ϕ, ψ ⊢ ϕ
∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ

∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ∀x ϕ ∧ ψ
∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ψ

∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
∀x ϕ ∧ ψ ⊢ ∀x (ϕ ∧ ψ) 1p

ã) ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó â) çàïèøåìî êâàçiäîâåäåííÿ ó

âèãëÿäi äâîõ äåðåâ.

ϕ ∧ ψ ⊢ ϕ
ϕ ∧ ψ ⊢ ∃x ϕ 3p

ϕ ∧ ψ ⊢ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ∃x ϕ ∧ ψ

∃x (ϕ ∧ ψ) ⊢ ∃x ϕ ∧ ψ
4p

ϕ, ψ ⊢ ϕ ∧ ψ
ϕ ∧ ψ ⊢ ∃x (ϕ ∧ ψ) 3p

∃x ϕ, ψ ⊢ ∃x (ϕ ∧ ψ) 4p

∃xϕ ∧ ψ ⊢ ∃x (ϕ ∧ ψ)

ä) Òóò óæå íåìà ïîòðåáè ïèñàòè äîâåäåííÿ (õî÷ ìîæíà öå ðî-

áèòè). Çàìiñòü öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ âæå äîâåäåíèìè åêâiâàëåí-

òíîñòÿìè, òâåðäæåííÿì 3.4.3 òà òåîðåìîþ ïðî çàìiíó. Íàì âæå

âiäîìî, ùî ∀x ϕ∧ψ ≡ ∀x (ϕ∧ψ). Ïiäñòàâèâøè òóò ¬ϕ çàìiñòü ϕ,

¬ψ çàìiñòü ψ i ðîçãëÿíóâøè çàïåðå÷åííÿ îáîõ ÷àñòèí, îòðèìà¹-

ìî, áåðó÷è äî óâàãè òâåðäæåííÿ 3.4.3, ùî

¬∀x ¬ϕ ∧ ¬ψ ≡ ¬∀x ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíiñòü á) òà çàêîíè

äå Ìîðãàíà, âæå äîâåäåíi ó Ðîçäiëi 2, òàêà åêâiâàëåíòíiñòü

∃x ¬¬ϕ ∨ ¬¬ψ ≡ ∃x (¬¬ϕ ∧ ¬¬ψ).

Òåïåð, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó ïðî çàìiíó òà åêâiâàëåíòíîñòi ¬¬ϕ ≡
ϕ, ¬¬ψ ≡ ψ, îòðèìó¹ìî

∃x ϕ ∨ ψ ≡ ∃x (ϕ ∧ ψ),
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ùî é âèìàãà¹òüñÿ.

å) Öÿ åêâiâàëåíòíiñòü äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî ÿê i ä). Ïðîïîíó¹ìî

÷èòà÷åâi âíåñòè ñàìîñòiéíî íåîáõiáíi çìiíè ó ùîéíî ïðîâåäåíîìó

äîâåäåííi àáî íàïèñàòè ñâî¹ ôîðìàëüíå äîâåäåííÿ.

æ) Âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó ðiâíiñòü ϕ =
(
ϕxy

)y
x
ìà¹ìî äâà äîâå-

äåííÿ:

ϕ ⊢ ϕ
∀x ϕ ⊢

(
ϕxy

)y
x

2p

∀x ϕ ⊢ ∀y φxy
1p

(
ϕxy

)y
x
⊢
(
ϕxy

)y
x

∀y ϕxy ⊢
(
ϕxy

)y
x

2p

∀yϕxy ⊢ ∀x ϕ
1p

ç) Çíîâó äëÿ ðiçíîìàíiòíîñòi âèâåäåìî öþ åêâiâàëåíòíiñòü ç

ïîïåðåäíüî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 3.4.3. ßê i ðàíiøå, çà-

ìiíèìî ó æ) ϕ íà ¬ϕ, i ðîçãëÿíåìî çàïåðå÷åííÿ âiä îáîõ ÷àñòèí

îòðèìàíîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

∀x ¬ϕ ≡ ∀y ¬ϕxy ; ∃x ¬¬ϕ ≡ ∃y ¬¬ϕxy ; ∃x ϕ ≡ ∃y ϕxy .

�

3.4.4. Ïðåíåêñíà íîðìàëüíà ôîðìà. Ñèíòàêñè÷íà åêâi-

âàëåíòíiñòü ôîðìóë ìîâè LΣ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå

ðîçáèâà¹ ìíîæèíó âñiõ ôîðìóë ìîâè LΣ íà êëàñè åêâiâàëåíòíî-

ñòi. Íàäàëi ôîðìóëè ìîâè LΣ áóäóòü íàñ öiêàâèòè ç òî÷íiñòþ

äî åêâiâàëåíòíîñòi. Çðîçóìiëî, ùî âñi âèâiäíi ôîðìóëè ìîâè LΣ

óòâîðþþòü îäèí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi. Òîìó âàæëèâîþ çàäà÷åþ

¹ çíàõîäæåííÿ â êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi ôîðìóëè íàéïðîñòiøîãî,

ïîðiâíÿíî ç iíøèìè, âèãëÿäó. Òàêèìè ôîðìóëàìè ¹ òàê çâàíi íîð-

ìàëüíi ôîðìè, ñåðåä ÿêèõ ðîçãëÿíåìî äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó

ôîðìó òà ïðåíåêñíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Îçíà÷åííÿ 3.4.8. Êàæóòü, ùî ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

çíàõîäèòüñÿ ó äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi , ÿêùî ¨¨ ìîæíà
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îòðèìàòè ç äåÿêî¨ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêà çíàõîäè-

òüñÿ ó äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi øëÿõîì çàìiíè ¨¨ ïðîïî-

çèöiéíèõ áóêâ íà äåÿêi àòîìàðíi ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ êîí'þíêòèâíà íîðìàëüíà ôîðìà ÷è-

ñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.4.9. Ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ çíàõîäèòüñÿ

ó êîí'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi , ÿêùî ¨¨ ìîæíà îòðèìàòè ç

äåÿêî¨ ôîðìóëè ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó êîí'þí-

êòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi øëÿõîì çàìiíè ¨¨ ïðîïîçèöiéíèõ áóêâ

íà äåÿêi àòîìàðíi ôîðìóëè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.4.10. Êàæóòü, ùî ôîðìóëà ψ ÷èñëåííÿ ïðåäè-

êàòiâ LΣ çíàõîäèòüñÿ ó ïðåíåêñíié íîðìàëüíié ôîðìi , ÿêùî âîíà

ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

ψ = Q1 x1 Q2 x2 . . . Qn xn ϕ,

äå Qi �äåÿêi êâàíòîðè, à ϕ�ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ó

äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi.

Âèðàç Q1x1Q2x2 . . . Qnxn íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîðíîþ ïðèñòàâ-

êîþ, à ôîðìóëà ϕ�ìàòðèöåþ ôîðìóëè ψ. ßêùî âñi êâàíòî-

ðè Qi = ∀, òî ψ íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ. ßêùî âñi êâàíòîðè

Qi = ∃, òî ψ íàçèâà¹òüñÿ åêçèñòåíöiîíàëüíîþ ôîðìóëîþ.

Ïðèêëàä 3.4.11. (1) Ðîçãëÿíåìî ñèãíàòóðó Σ = {=, <,+, ·},
äå<�äâîìiñíèé ñèìâîë âiäíîøåííÿ, i äâà äâîìiñíi ôóí-

êöiîíàëüíi ñèìâîëè + i ·. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó (p1 ∧
¬p2)∨(¬p3∧p2) ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó
äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi. Çàìiíèâøè ó öié ôîð-

ìóëi çìiííi p1, p2 i p3 âiäïîâiäíî àòîìàðíèìè ôîðìóëàìè
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x < y, x+y = xy òà x = y, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ

ïðåäèêàòiâ

(x < y ∧ ¬ x+ y = xy) ∨ (¬ x = y ∧ x+ y = xy),

ùî ìà¹ äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó.

(2) Ó ñèãíàòóði Σ ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ôîðìóëà

∃x∀y∃z ((x < y ∧ ¬x+ y = xy) ∨ (¬x = y ∧ x+ y = xy))

çíàõîäèòüñÿ ó ïðåíåêñíié íîðìàëüíié ôîðìi.

Òåîðåìà 3.4.12. Áóäü-ÿêà ôîðìóëà ϕ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

åêâiâàëåíòíà äåÿêié ôîðìóëi ψ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêà ìà¹

ïðåíåêñíó íîðìàëüíó ôîðìó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà äåêiëüêà êðîêiâ.

Êðîê 1. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ôîð-

ìóëà ϕ íå ìiñòèòü âõîäæåíü ñèìâîëó iìïëiêàöi¨ →. Ñïðàâäi, êî-

æíå âõîäæåííÿ öüîãî ñèìâîëó âèçíà÷à¹ ïiäôîðìóëó âèãëÿäó (ϕ1 →
ϕ2). Âèêîðèñòà¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü (ϕ1 → ϕ2) ≡ (¬ϕ1∨ϕ2). Çà òåî-
ðåìîþ ïðî çàìiíó ïiñëÿ çàìiíè ïiäôîðìóëè (ϕ1 → ϕ2) ôîðìóëîþ

(¬ϕ1 ∨ϕ2), îòðèìà¹ìî ôîðìóëó, åêâiâàëåíòíó ôîðìóëi ϕ, ÿêà ìi-
ñòèòü ìåíøå ñèìâîëiâ →. Ïîâòîðþþ÷è òàêèé ïðèéîì äåêiëüêà

ðàçiâ, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó, åêâiâàëåíòíó ïî÷àòêîâié ôîðìóëi ϕ,

ÿêà íå ìiñòèòü æîäíîãî âõîäæåííÿ ñèìâîëó →.

Êðîê 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà ϕ íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ. Ó òà-

êîìó âèïàäêó çàìiíèìî àòîìàðíi ôîðìóëè íà ïðîïîçèöiéíi çìií-

íi (ïðè÷îìó ðiçíi àòîìàðíi ôîðìóëè çàìiíèìî ðiçíèìè ïðîïîçè-

öiéíèìè çìiííèìè). Îòðèìà¹ìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü.

Çâiâøè ¨¨ äî äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè i âèêîíàâøè îáåð-

íåíó çàìiíó ïðîïîçèöiéíèõ çìiííèõ íà àòîìàðíi ôîðìóëè, îòðè-

ìà¹ìî ïðåíåêñíó íîðìàëüíó ôîðìó.
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Êðîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà ϕ ìiñòèòü êâàíòîðè. Ó òà-

êîìó âèïàäêó âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ çà äîâæèíîþ ôîðìóëè ϕ,

ïðè÷îìó ïiä äîâæèíîþ ìè òóò ðîçóìi¹ìî ñóìàðíó êiëüêiñòü âõî-

äæåíü ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ òà àòîìàðíèõ ôîðìóë.

ßêùî ôîðìóëà ìà¹ äîâæèíó 1, òî âîíà ¹ àòîìàðíîþ, i äîâîäè-

òè íi÷îãî. Â iíøîìó âèïàäêó ôîðìóëà ϕ ìà¹ îäèí ç âèãëÿäiâ:

à) ∀x ϕ1, á) ∃x ϕ1, â) ¬ϕ1 ã) (ϕ1 ⋆ ϕ2), äå ⋆ ∈ {∨,∧, }.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà äîâåäåíà äëÿ ôîðìóë ìåíøî¨ äîâæèíè,

çîêðåìà äëÿ ôîðìóë ϕ1 i ϕ2. ßêùî ôîðìóëà ϕ ìà¹ âèãëÿä ∀x ϕ1
àáî ∃x ϕ1, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ôîðìóëè ϕ1 i ϕ2 çâîäÿòüñÿ

äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè, à òîìó é ôîðìóëè ∀x ϕ1 i ∃x ϕ1
òåæ çâîäÿòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè.

ßêùî ôîðìóëà ϕ ìà¹ âèãëÿä ¬ϕ1, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

ôîðìóëà ϕ1 çâîäèòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè

ϕ1 = Q1x1 . . . Qnxnψ1,

äå ψ1 ìà¹ äèç'þíêòèâíó íîðìàëüíó ôîðìó, i êîæåí ç ñèìâîëiâ

Q1, . . . , Qn ¹ îäíèì ç êâàíòîðiâ ∀ àáî ∃. Âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâà-
ëåíòíîñòi à) i á) òâåðäæåííÿ 3.4.7, îòðèìó¹ìî

¬ϕ1 = ¬Q1x1 . . . Qmxmψ1 ≡ Q′
1x1 . . . Q

′
mxm¬ψ1,

äå Q′
i =

∃, ÿêùî Qi = ∀,

∀, ÿêùî Qi = ∃.
Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ¬ψ1 ìà¹ ìåíøó äîâæèíó íiæ ôîðìóëà

ϕ. Òîìó ¬ψ1 çâîäèòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî i ôîðìóëà ϕ = ¬ϕ1 çâîäèòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîð-

ìàëüíî¨ ôîðìè.
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Êðîê 4. Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ôîðìóëà ϕ ìà¹

âèãëÿä (ϕ1 ⋆ ϕ2), äå ⋆ ∈ {∨,∧}, ïðè÷îìó ïðèíàéìíi îäíà ç ôîð-

ìóë ϕ1, ϕ2 ìiñòèòü õî÷ îäèí êâàíòîð. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

ìîæåìî ââàæàòè, ùî ôîðìóëè ϕ1 i ϕ2 ìàþòü ïðåíåêñíó íîðìàëü-

íó ôîðìó.

Íåõàé ϕ1 = Qx ϕ′1 ⋆ ϕ2, äå Q ∈ {∀, ∃}. Áåðó÷è äî óâàãè åêâi-

âàëåíòíîñòi æ) i ç) òâåðäæåííÿ 3.4.7 ìîæåìî çàìiíèòè ôîðìóëó

ϕ2 åêâiâàëåíòíîþ ôîðìóëîþ ϕ′2, òàêîþ ùî ϕ′2 íå ìiñòèòü æîäíîãî

âõîäæåííÿ çìiííî¨ x. Òîìó âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíîñòi â) �

å) òâåðäæåííÿ 3.4.7, îòðèìó¹ìî

ϕ = (ϕ1 ⋆ ϕ2) ≡ (Qx ϕ′1 ⋆ ϕ
′
2) ≡ Qx (ϕ′1 ⋆ ϕ

′
2). (∗∗)

Íàðåøòi, ôîðìóëà ϕ′1 ⋆ ϕ
′
2 ìà¹ ìåíøó äîâæèíó íiæ äîâæèíà ϕ, à

òîìó âîíà çâîäèòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè. Îòæå çà

(**) i ôîðìóëà ϕ òåæ çâîäèòüñÿ äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè.

�

Ïðèêëàä 3.4.13. Çâåäåìî ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

∃x∀y x < y → (∀x xy = x+ y ∨ ∃y x+ y = x)

äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè. Äëÿ öüîãî ïðîñòî çàïèøåìî

òàêó íèçêó î÷åâèäíèõ åêâiâàëåíòíîñòåé:

∃x∀y x < y → (∀x xy = x+ y ∨ ∃y x+ y = x)

≡ ¬∃x∀y x < y ∨ (∀x xy = x+ y ∨ ∃y x+ y = x)

≡ ∀x∃y ¬x < y ∨ (∀x xy = x+ y ∨ ∃z x+ z = x)

≡ ∃z ∀x∃y ¬x < y ∨ (∀x xy = x+ y ∨ x+ z = x)

≡ ∃z(∀t∃v¬t < v ∨ ∀x(xy = x+ y ∨ x+ z = x)

≡ ∃z∀t∃v∀x(¬t < v ∨ xy = x+ y ∨ x+ z = x).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ çâåäåííÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè ×Â äî ÊÍÔ

(ÄÍÔ) ïîòðiáíî ñïî÷àòêó âèêëþ÷èòè ëîãi÷íi çâ'ÿçêè ↔ òà→,
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óñóíóòè âñi íåùiëüíi çàïåðå÷åííÿ òà ïîäâiéíi çàïåðå÷åííÿ, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è çàêîíè äå Ìîðãàíà çà âëàñòèâîñòi çàïåðå÷åííÿ ôîð-

ìóë ç êâàíòîðàìè, ïåðåéìåíóâàòè çâ'ÿçàíi çìiííi, ÿêùî öå ïî-

òðiáíî, i, íàðåøòi, âèíåñòè êâàíòîðè ó ïðåôiêñ, âèêîðèñòîâóþ÷è

åêâiâàëåíòíîñòi ç òâåðäæåííÿ 3.4.7.

3.5. Iíòåðïðåòàöiÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

Äîòåïåð ìè ùå íå äîñëiäæóâàëè iñòèííîñòi ôîðìóë ÷èñëåííÿ

ïðåäèêàòiâ. Ùîá îïèñàòè ïðîöåäóðó ïåðåâiðêè iñòèííîñòi ÷è õè-

áíîñòi òî¨ ÷è iíøî¨ ôîðìóëè íà ôiêñîâàíié àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi

âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ iíòåðïðåòàöi¨.

Íåõàé ìà¹ìî ñèãíàòóðó Σ = {R,F,C}, äå R�ìíîæèíà ïðåäè-

êàòíèõ ñèìâîëiâ, F � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ, i C �

ìíîæèíà ñèìâîëiâ êîíñòàíò. Íàãàäà¹ìî, ùî â îçíà÷åííÿ ñèãíà-

òóðè âõîäèòü âiäîáðàæåííÿ �àðíîñòi� µ : R ∪ F → N. ßêùî äëÿ

r ∈ R, µ(r) = n, òî êàæåìî, ùî r� n-àðíèé (àáî n-ìiñíèé) ïðå-

äèêàòíèé ñèìâîë. Òàê ñàìî, ÿêùî äëÿ f ∈ F, µ(f) = m, òî f

íàçèâà¹ìî m-àðíèì (àáî m-ìiñíèì) ôóíêöiîíàëüíèì ñèìâîëîì.

Çà äîïîìîãîþ ïðåäèêàòíèõ òà ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ ïîçíà-

÷àþòü âiäíîøåííÿ òà ôóíêöi¨ íà êîíêðåòíié ìíîæèíi A.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà A ñèãíàòóðè Σ�öå ìíîæèíà A, òàêà ùî

1) äëÿ êîæíîãî r ∈ R ç µ(r) = n íà ìíîæèíi A iñíó¹ n-àðíå

âiäíîøåííÿ (ÿêå ïîçíà÷à¹ìî òîþ æ áóêâîþ r) r ⊂ An;

2) äëÿ êîæíîãî f ∈ F ç µ(r) = n íà ìíîæèíi A iñíó¹ n-àðíå

âiäîáðàæåííÿ (ÿêå ïîçíà÷à¹ìî òîþ æ áóêâîþ ) f : An →
A, òîáòî iñíó¹ n-àðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi

A;

3) äëÿ êîæíîãî c ∈ C ó ìíîæèíi A âèäiëåíî åëåìåíò (ÿêèé

ïîçíà÷à¹ìî òîþ æ áóêâîþ ) c ∈ C.
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Ôîðìóëè i ñåêâåíöi¨ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè Σ iíòåð-

ïðåòóþòü â àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåìàõ A ñèãíàòóðè Σ. Öå áóäå çðî-

áëåíî ó íàñòóïíèõ ïï. 3.5.1 i 3.5.2.

3.5.1. Iíòåðïðåòàöiÿ òåðìiâ òà àòîìàðíèõ ôîðìóë. Ií-

òåðïðåòàöiÿ çìiííèõ òà êîíñòàíò.

Íåõàé A�äåÿêà àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà ñèãíàòóðè Σ, A�íîñié

öi¹¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 3.5.1. Iíòåðïðåòàöi¹þ çìiííèõ â àëãåáðà¨÷íié ñè-

ñòåìi A íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ λ : V ∪ C → A, äå V =

{x1, . . . , xn, . . .}�ìíîæèíà ñèìâîëiâ ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, i C �

ìíîæèíà ñèìâîëiâ êîíñòàíò.

ßêùî λ(xi) = ai, òî êàæóòü, ùî ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ çìiííà

xi iíòåðïðåòó¹òüñÿ åëåìåíòîì ai ∈ A. Òàê ñàìî, λ(ck) = ck ¹

åëåìåíòîì ìíîæèíè A, ùî iíòåðïðåòó¹ êîíñòàíòíèé ñèìâîë ck ∈
C.

Iíòåðïðåòàöiÿ òåðìiâ. Êîæíó iíòåðïðåòàöiþ λ çìiííèõ â àë-

ãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè äî iíòåð-

ïðåòàöi¨ ìíîæèíè òåðìiâ T = T (Σ) ñèãíàòóðè Σ.

Îçíà÷åííÿ 3.5.2. Iíòåðïðåòàöiÿ λ òåðìiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ií-

äóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ êðîêiâ ó ïîáóäîâi òåðìiâ:

• ÿêùî òåðì t ¹ çìiííîþ àáî êîíñòàíòîþ, òî åëåìåíò λ(t)

âæå âèçíà÷åíèé;

• ÿêùî t1, . . . , tn � òåðìè, ïðè÷îìó ¨õ iíòåðïðåòàöi¨ λ(t1), . . . ,

λ(tn) âæå âèçíà÷åíi, à f � n-àðíèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèì-

âîë (i, ÿê ìè äîìîâèëèñÿ ðàíiøå ùîäî ïîçíà÷åíü, f òà-

êîæ ïîçíà÷à¹ n-àðíó ôóíêöiþ íàA), òî λ(f(t1, . . . , tn)) =

f(λ(t1), . . . , λ(tn)).
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Îòæå òåðìè iíòåðïðåòóþòüñÿ åëåìåíòàìè ìíîæèíè A.

Iíòåðïðåòàöiÿ àòîìàðíèõ ôîðìóë. Ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ñè-

ãíàòóðè Σ ìà¹ìî äâà òèïè àòîìàðíèõ ôîðìóë: ðiâíiñòü òåðìiâ

t1 = t2 òà ôîðìóëè òèïó r(t1, . . . , tn), äå t1, . . . , tn � òåðìè i r�

n�àðíèé ïðåäèêàòíèé ñèìâîë.

• ôîðìóëà t1 = t2 iñòèííà â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A ïðè

iíòåðïðåòàöi¨ λ (ïîçíà÷åííÿ: A �λ t1 = t2), ÿêùî λ(t1) =

λ(t2) â A, òîáòî ðiâíi åëåìåíòè λ(t1) i λ(t2) ìíîæèíè A.

• ôîðìóëà r(t1, . . . , tn) iñòèííà â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A
ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ (ïîçíà÷åííÿ:A �λ r(t1, . . . , tn)), ÿêùî
r(λ(t1), . . . , λ(tn)) ÿê åëåìåíò ç An, çàäîâîëüíÿ¹ âiäíîøå-

ííÿ r (íàãàäà¹ìî, ùî ìè äîìîâèëèñÿ ïîçíà÷àòè ñèìâîëè

âiäíîøåíü òà âiäïîâiäíi ¨ì ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ âiäíîøå-

ííÿ îäíàêîâèìè áóêâàìè).

Ïðèêëàä 3.5.3. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó, áàçîâîþ ìíî-

æèíîþ ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R, íà ÿêié çàäàíi çâè÷àéíà
îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ + òà çâè÷àéíèé ïîðÿäîê ≤. Íåõàé x, y i z �
çìiííi i λ1 � iíòåðïðåòàöiÿ, äëÿ ÿêî¨ λ1(x) = λ1(y) = 1, λ1(z) = 2.

Àòîìàðíi ôîðìóëè x + y = z, x ≤ y, x ≤ z, y ≤ z iñòèííi â öié

àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ1.

Íåõàé λ2 � iíøà iíòåðïðåòàöiÿ, äëÿ ÿêî¨ λ2(x) = 3, λ2(y) = 0 i

λ2(z) = 3. Ñòîñîâíî iíòåðïðåòàöi¨ λ2 ôîðìóëà x+ y = z iñòèííà,

à ôîðìóëà x ≤ y íi.

3.5.2. Iíòåðïðåòàöiÿ ôîðìóë òà ñåêâåíöié.

Îçíà÷åííÿ 3.5.4. Ïiñëÿ òîãî, êîëè iíòåðïðåòàöiÿ àòîìàðíèõ

ôîðìóë λ â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A âæå çàäàíà, òî iíòåðïðåòàöiÿ
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âñiõ ôîðìóë âèçíà÷à¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ôîðìóë:

A �λ (ϕ1 ∨ ϕ2) ⇐⇒ A �λ ϕ1 àáî A �λ ϕ2;
A �λ (ϕ1 ∧ ϕ2) ⇐⇒ A �λ ϕ1 i A �λ ϕ2;
A �λ (ϕ1 → ϕ2) ⇐⇒ A �λ ϕ2 àáî A ̸�λ ϕ1;

A �λ ¬ϕ ⇐⇒ A ̸�λ ϕ;

A �λ ∀x ϕ ⇐⇒


äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ λ1,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç λ íà ìíîæèíi

âiëüíèõ çìiííèõ ôîðìóëè ∀x ϕ,
ôîðìóëà ϕ iñòèííà äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ λ1;

A �λ ∃x ϕ ⇐⇒


iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ λ1,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç λ íà ìíîæèíi

âiëüíèõ çìiííèõ ôîðìóëè ∃x ϕ,
äëÿ ÿêî¨ ôîðìóëà ϕ iñòèííà.

Îçíà÷åííÿ 3.5.5. Ôîðìóëà ϕ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè

Σ íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî iñòèííîþ íà àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A,
ÿêùî ϕ iñòèííà â A ïðè áóäü-ÿêié iíòåðïðåòàöi¨ λ : V → A.

Ñèìâîëi÷íî öÿ ñèòóàöiÿ çàïèñó¹òüñÿ ÿê A � ϕ.

Ïðèêëàä 3.5.6. Â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi {R; =,≤,+, ·, 0, 1}ôîð-
ìóëà ∀x x2+y2+1 ≤ 0 õèáíà äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨, ôîðìóëà

∃x x2 + y ≤ 1 äëÿ äåÿêèõ iíòåðïðåòàöié iñòèííà, à äëÿ äåÿêèõ

õèáíà, à ôîðìóëà ¬x = 0 → ∃y xy = 1 iñòèííà äëÿ êîæíî¨ iíòåð-

ïðåòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.5.7. Ôîðìóëó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ÿêà íå ìi-

ñòèòü âiëüíèõ âõîäæåíü çìiííèõ, íàçèâà¹òüñÿ ðå÷åííÿì.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü ðå÷åíü íå çàëåæèòü

âiä iíòåðïðåòàöi¨.

Òâåðäæåííÿ 3.5.8. ßêùî ϕ� ðå÷åííÿ i iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ

λ, äëÿ ÿêî¨ A �λ ϕ, òî A �λ1 ϕ äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ λ1.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî ñëîâî ϕ íå ìiñòèòü çìiííèõ, òî òâåðäæå-

ííÿ î÷åâèäíå. Â iíøîìó âèïàäêó êîæíà ïðåäìåòíà çìiííà ôîð-

ìóëè ϕ ïåðåáóâà¹ â îáëàñòi äi¨ äåÿêîãî êâàíòîðà. ßêùî ϕ iñòèííà

ïðè äåÿêié iíòåðïðåòàöi¨ λ, òî, îñêiëüêè ìíîæèíà âiëüíèõ çìií-

íèõ ôîðìóëè ϕ ¹ ïîðîæíüîþ, ç îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨ îòðèìó-

¹ìî áàæàíèé ðåçóëüòàò. �

Ïðèêëàä 3.5.9. Ðîçãëÿíåìî äâà ðå÷åííÿ ∀x∃y x < y i ∃y∀x x <
y. Â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi {R, <} ïåðøå ç íèõ iñòèííå äëÿ êîæíî¨
iíòåðïðåòàöi¨, à äðóãå õèáíå äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨.

Öåé ïðèêëàä òàêîæ ïîêàçó¹, ùî iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü ôîð-

ìóëè â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó êâàíòîðiâ.

Çàëèøèëîñÿ ïðîiíòåðïðåòóâàòè ñåêâåíöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.5.10. Iíòåðïðåòàöiÿ ñåêâåíöié. Ïîçíà÷åííÿ ií-

òåðïðåòàöi¨ ñåêâåíöié öiëêîì àíàëîãi÷íå äî ïîçíà÷åíü iíòåðïðå-

òàöié ôîðìóë.

à) A �λ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A �λ ϕ àáî

iñíó¹ ôîðìóëà ϕi, äëÿ ÿêî¨ A ̸�λ ϕi, 1 ≤ i ≤ n.

Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ iñòèííà â àëãåáðà¨÷íié ñè-

ñòåìi A ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ òîäi é ëèøå òîäi êîëè iñòèí-

íà ôîðìóëà ϕ, àáî õèáíà õî÷ îäíà ç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn.

á) A �λ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôîðìóëà

ϕi, äëÿ ÿêî¨ A ̸�λ ϕi, 1 ≤ i ≤ n.

Ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ iñòèííà â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A ïðè

iíòåðïðåòàöi¨ λ òîäi é ëèøå òîäi êîëè õèáíà õî÷ îäíà ç ôîðìóë

ϕ1, . . . , ϕn.

â) A �λ⊢ ϕ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A �λ ϕ.
Ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ iñòèííà â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A ïðè iíòåðïðå-

òàöi¨ λ òîäi é ëèøå òîäi êîëè iñòèííà ôîðìóëà ϕ.
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ã) Ñåêâåíöiÿ ⊢ õèáíà äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.5.11. Êàæåìî, ùî ñåêâåíöiÿ âèêîíó¹òüñÿ íà àë-

ãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A, ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà iíòåðïðåòàöiÿ λ íà

A, äëÿ ÿêî¨ öÿ ñåêâåíöiÿ iñòèííà íà A.

Îçíà÷åííÿ 3.5.12. Êàæóòü, ùî ôîðìóëà ϕ âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

ñåêâåíöiÿ ⊢ ϕ âèêîíó¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.5.13. Ñåêâåíöiþ S íàçèâàþòü òîòîæíî iñòèííîþ

â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A, ÿêùî âîíà iñòèííà äëÿ êîæíî¨ iíòåð-

ïðåòàöi¨ λ íà A. ßêùî ñåêâåíöiÿ òîòîæíî iñòèííà íà êîæíié àë-

ãåáðà¨÷íié ñèñòåìi, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî iñòèííîþ.

Çàóâàæåííÿ 21. Iíòåðïðåòàöiþ ñåêâåíöié ìîæíà çâåñòè äî

iíòåðïðåòàöi¨ ôîðìóë: ñåêâåíöiþ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ�äî ôîðìóëè

ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn → ϕ) . . .), ñåêâåíöiþ ϕ1, . . . , ϕn ⊢�äî ôîðìó-

ëè ϕ1 → (ϕ2 → . . . (ϕn → (ϕ ∧ ¬ϕ) . . .), äå ϕ�äîâiëüíà ôîðìóëà.

3.5.3. Òîòîæíà iñòèííiñòü âèâiäíèõ ñåêâåíöié. ßê i äëÿ

÷èñëåííÿ âèñëîâëåíü, êîæíà òåîðåìà ×Ï ¹ òîòîæíî iñòèííîþ.

Òåîðåìà 3.5.14. ßêùî ñåêâåíöiÿ S ¹ òåîðåìîþ, òî âîíà òî-

òîæíî iñòèííà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äîñèòü ïåðåâiðèòè

äâà ôàêòè: ïî-ïåðøå, òîòîæíó iñòèííiñòü àêñiîì ÷èñëåííÿ ïðåäè-

êàòiâ, i, ïî-äðóãå, ùî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë âèâåäåí-

íÿ äî òîòîæíî iñòèííèõ ñåêâåíöié îòðèìóþòüñÿ òîòîæíî iñòèííi

ñåêâåíöi¨.

Òîòîæíà iñòèííiñòü àêñiîì ϕ ⊢ ϕ òà ⊢ x = x î÷åâèäíà. ßêùî

x = y, òî çà îçíà÷åííÿì iíòåðïðåòàöi¨ ôîðìóëè ϕzx i ϕ
z
y ñòâåðäæó-

þòü îäíó i òó æ âëàñòèâiñòü åëåìåíòiâ íîñiÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè

A. Öå é îçíà÷à¹ òîòîæíó iñòèííiñòü àêñiîìè x = y, ϕzx ⊢ ϕzy.
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Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ïðàâèëà âèâåäåííÿ çáåðiãàþòü òî-

òîæíó iñòèííiñòü. Ìè íå áóäåìî ïåðåâiðÿòè öå äëÿ âñiõ ïðàâèë

âèâåäåííÿ, à îáìåæèìîñÿ ëèøå ïðàâèëîì ðîçáîðó ìîæëèâèõ âè-

ïàäêiâ òà ïðàâèëàìè, ÿêi çâ'ÿçàíi ç êâàíòîðàìè, çàëèøàþ÷è ÷è-

òà÷åâi ïåðåâiðêó iíøèõ ïðàâèë.

6) Ïðàâèëî ðîçáîðó ìîæëèâèõ âèïàäêiâ âèãëÿäà¹ òàê:

ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ φ; ϕ1, . . . , ϕn, ψ ⊢ φ; ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ ∨ ψ
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ φ

.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi òðè ñåêâåíöi¨ íàä ðèñêîþ òîòîæíî iñòèí-

íi. ßêáè ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ φ ïiä ðèñêîþ íå áóëà òîòîæíî

iñòèííîþ, òî äëÿ äåÿêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ λ âñi ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn

áóëè á iñòèííèìè, à ôîðìóëà φ áóëà á õèáíîþ. Òîäi ç iñòèí-

íîñòi ïåðøî¨ ñåêâåíöi¨ ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ φ íàä ðèñêîþ îòðèìó¹ìî,

ùî ôîðìóëà ϕ õèáíà, i òàê ñàìî ç iñòèííîñòi äðóãî¨ ñåêâåíöi¨

ϕ1, . . . , ϕn, ψ ⊢ φ íàä ðèñêîþ âèïëèâà¹ õèáíiñòü ôîðìóëè ϕ. Òîìó

ôîðìóëà ϕ∨ψ õèáíà. Öå ñóïåðå÷èòü iñòèííîñòi òðåòüî¨ ñåêâåíöi¨

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ ∨ ψ íàä ðèñêîþ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðàâèëà âèâåäåííÿ 1p − 4p, çâ'ÿçàíi ç êâàí-

òîðàìè.

1p.
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ∀x ϕ
,

äå x íå âõîäèòü âiëüíî ó ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn.

Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíòåðïðåòà-

öiÿ λ, äëÿ ÿêî¨ ñåêâåíöiÿ ïiä ðèñêîþ õèáíà. Òîäi äëÿ öi¹¨ iíòåð-

ïðåòàöi¨ âñi ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn iñòèííi, à ôîðìóëà ∀x ϕ õèáíà.

Öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ iíòåðïðåòàöié λ1, ÿêi çái-

ãàþòüñÿ ç λ íà ìíîæèíi âiëüíèõ çìiííèõ ôîðìóëè ϕ, ôîðìóëà ϕ

õèáíà ïðè iíòåïðåòàöi¨ λ1. Òîìó, çîêðåìà, ôîðìóëà ϕ õèáíà ïðè
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iíòåïðåòàöi¨ λ.

2p.
ϕ1, . . . , ϕn, ϕ

x
t ⊢ ϕ

ϕ1, . . . , ϕn, ∀x ϕ ⊢ ψ
,

äå òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ x ó ôîð-

ìóëó ϕ.

Çíîâó, ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ií-

òåðïðåòàöiÿ λ, äëÿ ÿêî¨ ñåêâåíöiÿ ïiä ðèñêîþ õèáíà. ßê i ðàíiøå,

öå îçíà÷à¹, ùî âñi ôîðìóëè ϕ1, . . ., ϕn, ϕ iñòèííi äëÿ iíòåðïðå-

òàöi¨ λ, à ôîðìóëà ψ õèáíà. Àëå òîäi ç îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨

ôîðìóëè ∀x ϕ âèïëèâà¹ iñòèííiñòü ôîðìóëè ϕ äëÿ iíòåðïðåòàöi¨

λ. Òîìó ç iñòèííîñòi ñåêâåíöi¨ íàä ðèñêîþ îòðèìó¹ìî iñòèííiñòü

ôîðìóëè ψ.

3p.
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ψxt
ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ∃x ψ

,

äå òåðì t äîïóñòèìèé äëÿ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü çìiííî¨ x ó ôîð-

ìóëó ψ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ λ, äëÿ ÿêî¨ ñåêâåíöiÿ

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ∃x ψ õèáíà, â òîé ÷àñ ÿê ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ψxt

iñòèííà äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨. Äëÿ öi¹¨ iíòåðïðåòàöi¨ λ âñi

ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn iñòèííi, à ôîðìóëà ∃x ψ õèáíà. Îòæå ôîðìó-

ëà ψxt ïîâèííà áóòè õèáíîþ. Öå ñóïåðå÷èòü iñòèííîñòi ñåêâåíöi¨

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ψxt äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ λ.
Çàëèøà¹òüñÿ ùå îäíå ïðàâèëî âèâåäåííÿ

4p.
ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ ψ

ϕ1, . . . , ϕn, ∃x ϕ ⊢ ψ
,

äå x íå âõîäèòü âiëüíî ó ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn, ψ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíòåðïðåòàöiÿ λ, äëÿ ÿêî¨ ñåêâåíöiÿ

ϕ1, . . . , ϕn,∃x ϕ ⊢ ψ õèáíà, à ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ ψ iñòèí-

íà. Äëÿ òàêî¨ iíòåïðåòàöi¨ âñi ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn, ∃x ϕ iñòèííi,

îòæå é âñi ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn, ϕ iñòèííi, à ôîðìóëà ψ õèáíà.
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Àëå îñêiëüêè ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ ψ iñòèííà äëÿ iíòåðïðå-

òàöi¨ λ, òî ôîðìóëà ψ òåæ ïîâèííà áóòè iñòèííîþ. Îòðèìàíà

ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ öüîãî ïðàâèëà.

Ïåðåâiðêó iíøèõ ïðàâèë âèâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi. �

3.6. Òåîðåìà Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó

3.6.1. Íåñóïåðå÷ëèâi òåîði¨.

Îçíà÷åííÿ 3.6.1. Òåîði¹þ ó ìîâi ïåðøîãî ïîðÿäêó L1 íàçèâà-

þòü ïiäìíîæèíó T ôîðìóë ìîâè L1, çàìêíåíó ñòîñîâíî äîâiëü-

íèõ çàñòîñóâàíü ïðàâèë âèâåäåííÿ, òîáòî, ÿêùî ϕ1, . . . , ϕn ∈ T i

ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ ìà¹ äîâåäåííÿ, òî ϕ ∈ T .

Îçíà÷åííÿ 3.6.2. Òåîðiþ T íàçèâàþòü íåñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî

iñíó¹ ôîðìóëà ϕ ìîâè L1, ùî íå íàëåæèòü äî T .

Òâåðäæåííÿ 3.6.3. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) òåîðiÿ T íåñóïåðå÷ëèâà;

(2) íå iñíó¹ òàêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn ∈
T , äëÿ ÿêîãî ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ìàëà á äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ. (1) =⇒ (2). Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðè-

ïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî íàáîðó ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn ∈ T ñåêâåí-

öiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ìà¹ äîâåäåííÿ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè ϕ

ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn,¬ϕ ⊢ òåæ ìà¹ äîâåäåííÿ (çà ïðàâèëîì ââå-

äåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü). Òîìó çà ïðàâèëîì ìiðêóâàííÿ âiä

ñóïðîòèâíîãî ôîðìóëà ϕ íàëåæèòü äî T .

(2) =⇒ (1). Çíîâó ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêùî âñi ôîð-

ìóëè ìiñòÿòüñÿ â T , òî äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ϕ, ϕ ∧ ¬ϕ ∈ T . Àëå

îñêiëüêè ñåêâåíöiÿ ϕ ∧ ¬ϕ ⊢ ¹ òåîðåìîþ, òî öå ñóïåðå÷èòü óìîâi

(2). �
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Îçíà÷åííÿ 3.6.4. Ñêàæåìî, ùî òåîðiÿ T ìà¹ ìîäåëü, ÿêùî

iñíóþòü òàêi àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà M i iíòåðïðåòàöiÿ λ, ùî âñi

ôîðìóëè òåîði¨ T iñòèííi ïðè iíòåðïðåòàöi¨ λ. Öåé ôàêò ñèìâî-

ëi÷íî ïîçíà÷àþòü M �λ T .
Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó M íàçèâàþòü ìîäåëëþ òåîði¨ T .

Îçíà÷åííÿ 3.6.5. Ñêàæåìî, ùî òåîðiÿ T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(*), ÿêùî

äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ϕ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ îäíà,

i ëèøå îäíà ç ôîðìóë ϕ, ¬ϕ íàëåæèòü T.
(∗)

Îçíà÷åííÿ 3.6.6. Òåîðiþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*) iíîäi íà-

çèâàþòü ïîâíîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.6.7. Ñêàæåìî, ùî òåîðiÿ T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(**), ÿêùî

äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ∃x ψ(x) ∈ T

iñíó¹ òàêà ïðåäìåòíà çìiííà y, ùî ψxy ∈ T.
(∗∗)

3.6.2. Ëåìà Öîðíà. Ïðèãàäà¹ìî äåÿêi ïîíÿòòÿ, çâ'ÿçàíi ç

ïîðÿäêîì.

Íåõàé M �÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (òîáòî ìíîæèíà,

íà ÿêié çàäàíå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó). Ïiäìíîæèíà N ìíîæèíè

M íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ m,n ∈ N àáî m ≤ n àáî n ≤ m. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó

ìíîæèíóM íàçèâàþòü iíäóêòèâíîþ, ÿêùî äîâiëüíà ëiíiéíî âïî-

ðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà N ⊂M ìà¹ âåðõíþ ãðàíü.

Ëåìà 3.6.8 (Ëåìà Öîðíà). ßêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíî-

æèíà M iíäóêòèâíà, òî M ìà¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò.
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3.6.3. Òðè ëåìè ïðî ðîçøèðåííÿ òåîðié.

Îçíà÷åííÿ 3.6.9. ßêùî T i T ′ �äâi òåîði¨ i T ⊂ T ′, òî òåîðiþ

T ′ íàçèâàþòü ðîçøèðåííÿì òåîði¨ T .

Ëåìà 3.6.10. Íåõàé T �íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ. Òîäi iñíó¹ ðîç-

øèðåííÿ T ′ òåîði¨ T , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ñòàíäàðòíèé ñïîñiá çàñòîñóâàí-

íÿ ëåìè Öîðíà. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó N âñiõ òàêèõ òåîðié T̃ , ùî

T ⊂ T̃ i T̃ íåñóïåðå÷ëèâà. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà N iíäóêòèâíà.

Íåõàé K = {T̃i | i ∈ I}�ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà (ñòîñîâíî

âêëþ÷åííÿ) ïiäìíîæèíà ìíîæèíèN . Ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàííÿ T =∪
i∈I T̃i. Î÷åâèäíî, ùî T ⊂ T .

Äîâåäåìî, ùî òåîðiÿ T íåñóïåðå÷ëèâà. Ñïðàâäi, ÿêùî iñíóþòü

ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn ∈ T , äëÿ ÿêèõ ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ¹ òåîðå-

ìîþ, òî êîæíà ôîðìóëà ϕk, 1 ≤ k ≤ n íàëåæèòü äî äåÿêî¨ òåîði¨

T̃ik . Îñêiëüêè âñi T̃ik íàëåæàòü äî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæè-

íè K, òî çíàéäåòüñÿ iíäåêñ i0 ∈ {i1, . . . , in}, äëÿ ÿêîãî T̃ik ⊂ T̃i0

äëÿ âñiõ k, 1 ≤ k ≤ n. Cåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ¹ òåîðåìîþ â T̃i0 ,

ùî ñóïåðå÷èòü íåñóïåðå÷ëèâîñòi òåîði¨ T̃i0 . Ìè äîâåëè, ùî N ií-

äóêòèâíà ìíîæèíà, òîìó çà ëåìîþ Öîðíà iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé

åëåìåíò T ′ ìíîæèíè N .

Ïåðåâiðèìî, ùî òåîðiÿ T ′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*). Ñïðàâäi, ÿêùî

öå íå òàê, òî iñíó¹ ôîðìóëà ϕ ç âëàñòèâîñòÿìè ϕ /∈ T ′ i ¬ϕ /∈ T ′.

Ðîçãëÿíåìî òåîði¨ T1 = T ′ ∪ {ϕ} i T2 = T ′ ∪ {¬ϕ}. Âîíè îáè-

äâi ñóïåðå÷ëèâi, îñêiëüêè T ′ ìàêñèìàëüíà íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ.

Ç ñóïåðå÷ëèâîñòi òåîði¨ T1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî íàáîðó

ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn,∈ T1, ùî ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn, ϕ ⊢ ìà¹ äîâå-

äåííÿ. Àíàëîãi÷íî, ç ñóïåðå÷ëèâîñòi òåîði¨ T2 îòðèìó¹ìî âèâi-

äíó ñåêâåíöiþ ψ1, . . . , ψm,¬ϕ ⊢ äëÿ äåÿêèõ ôîðìóë ψ1, . . . , ψm ∈
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T ′. Çà ïðàâèëîì ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ ïîñèëàíü îáèäâi ñåêâåíöi¨

ϕ1, . . . , ϕn, ψ1, . . . , ψm, ϕ ⊢ òà ϕ1, . . . , ϕn, ψ1, . . . , ψm,¬ϕ ⊢ ¹ òåîðå-

ìàìè, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî é ϕ1, . . . , ϕn, ψ1, . . . , ψm ⊢ ìà¹ äîâå-

äåííÿ. Öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè òåîðiÿ T ′ íåñóïåðå÷ëèâà. �

Äàëi, íàì ïîòðiáíî ðîçøèðèòè ìîâó L. Ðîçãëÿíåìî ìîâó L′, ÿêà

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìîâè L ëèøå òèì, ùî L′ ìiñòèòü áiëüøå ñèì-

âîëiâ çìiííèõ: ÿêùî {x1, . . . , xn, . . .}�ìíîæèíà ñèìâîëiâ çìií-

íèõ ìîâè L, òî {x1, . . . , xn, . . . , y1, . . . , yn, . . .}�ìíîæèíà ñèìâî-

ëiâ çìiííèõ ìîâè L′.

Ëåìà 3.6.11. Íåõàé T �íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ ç ìîâîþ L. Òîäi
iñíó¹ íåñóïåðå÷ëèâå ðîçøèðåííÿ T ′ ⊃ T òåîði¨ T ç ìîâîþ L′, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (**).

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå çëi÷åííi

ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òîìó âñi òåîði¨ ó òàêèõ ìîâàõ ¹ çëi÷åí-

íèìè.

Ðîçãëÿíåìî âñi ôîðìóëè òåîði¨ T , ÿêi ìàþòü âèãëÿä ϕ = ∃x ψ, i
êîæíié òàêié ôîðìóëi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñïî÷àòêó çìiííó

y = yϕ, à òîäi ôîðìóëó ψ(y) = ψxy . Ó òàêèé ñïîñiá ìè ðîçøèðþ¹-

ìî ìîâó L, äîëó÷àþ÷è äî L íîâi ñèìâîëè çìiííèõ i ðîçøèðþ¹ìî

òåîðiþ T , äîëó÷àþ÷è äî T íîâi ôîðìóëè ψ(y). Ïîçíà÷èìî îòðè-

ìàíó òåîðiþ ÷åðåç T ′.

Äîâåäåìî, ùî T ′ íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ψ(y) ìíîæèíà T ∪ {ψ(y)} íåñóïåðå÷ëèâà.

ßêáè öå áóëî íå òàê, òî iñíóâàâ áè òàêèé íàáið ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕn ∈
T , ùî ñåêâåíöiÿ ϕ1, . . . , ϕn, ψ(y) ⊢ ìàëà á äîâåäåííÿ. Òîäi ñåêâåí-

öiÿ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ¬ψ(y) òåæ ìà¹ äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè y íå âõîäèòü

ó ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn, òî çâiäñè îòðèìó¹ìî äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨

ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ∀y¬ψ(y). Àëå ∀y ¬ψ(y) ≡ ∀x ¬ψ(x) ≡ ¬∃x ψ(x), òîìó
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ñåêâåíöi¨ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ¬∃x ψ(x) i ϕ1, . . . , ϕn,∃x ψ(x) ⊢ ¬∃x ψ(x)
òàêîæ âèâiäíi. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ϕ1, . . . , ϕn,∃x ψ(x) ⊢,
ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè òåîðiÿ T íåñóïåðå÷ëèâà. �

Ëåìà 3.6.12. Íåõàé T �íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ ó ìîâi L. Iñíó¹
ðîçøèðåííÿ L′ ìîâè L òà ðîçøèðåííÿ T ′ òåîði¨ T , òàêi ùî

a) T ′ �íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ ó ìîâi L′;

á) T ′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (*) i (**).

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî çà iíäóêöi¹þ äâà çðîñòàþ÷èõ ëàí-

öþæêè

L = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ . . . ,

T = T0 ⊂ T1 ⊂ T2 ⊂ . . . ⊂ Tn ⊂ . . . ,

à òîäi âiçüìåìî L′ =
∪∞
i=0 Li i T ′ =

∪∞
i=0 Ti. Ïðèïóñòèìî, ùî

n > 0 i ìîâè L0, . . . ,Ln−1 òà òåîði¨ T0, . . . , Tn−1 âæå ïîáóäîâàíi.

Ïîáóäó¹ìî ìîâó Ln òà òåîðiþ Tn, ðîçøèðþþ÷è ñïî÷àòêó òåîðiþ

Tn−1 äî òåîði¨ Rn−1 çà ëåìîþ 3.6.10 à òîäi òåîðiþ Rn−1 ðîçøèðè-

ìî äî òåîði¨ Tn çà ëåìîþ 3.6.11. Çàóâàæèìî, ùî ïðîìiæíà òåîðiÿ

Rn−1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*), à òåîðiÿ Tn çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (**).

Ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàííÿ T ′ =
∪∞
i=0 Ti òåîðié Ti, i äîâåäåìî, ùî

òåîðiÿ T ′ çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâi óìîâè (*) i (**).

Íåõàé ϕ�äîâiëüíà ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ó ìîâi L′ =∪∞
i=0 Li. Ïîêàæåìî, ùî ϕ ∈ T ′ àáî ¬ϕ ∈ T ′. ßêùî ϕ /∈ T ′ i ¬ϕ /∈ T ′,

òî çíàéäåòüñÿ m > 0, äëÿ ÿêîãî ϕ /∈ Tm i ¬ϕ /∈ Tm. Öå ñóïåðå÷èòü

óìîâi (*) äëÿ Tm.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè óìîâó (**) äëÿ T ′. Íåõàé ϕ = ∃x ψ ∈
T ′. Òîäi ϕ ∈ Tm äëÿ äåÿêîãî m. Çà ïîáóäîâîþ òåîði¨ T ′, iñíó¹

çìiííà y, òàêà ùî ψ(y) ∈ Tm+1 ⊂ T ′. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

ëåìè 3.6.3. �
174



3.6.4. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ìîäåëi.

Òåîðåìà 3.6.13. ßêùî òåîðiÿ T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*), òî T

ìà¹ ìîäåëü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òåîðiÿ T ìà¹ ñèãíàòóðó

Σ = {c1, c2, . . . , x1, x2, . . . , f1, f2, . . . , r1, r2, . . . .}

Ïîáóäó¹ìî ìîäåëü M äëÿ òåîði¨ T .

Åëåìåíòàìè ìíîæèíèM ìîäåëi M áóäóòü òåðìè òåîði¨ T ′, ïî-

áóäîâàíî¨ ðàíiøå ó ëåìi 3.6.3. Äëÿ ïîáóäîâè iíòåðïðåòàöi¨ ôîð-

ìóë òåîði¨ T ïî÷èíà¹ìî, ÿê çâè÷àéíî, ç iíòåðïðåòàöi¨ àòîìàðíèõ

ôîðìóë.

Íåõàé t, s, t1, . . ., tn � òåðìè òåîði¨ T i r� n�ìiñíèé ïðåäèêà-

òíèé ñèìâîë. Òîäi àòîìàðíi ôîðìóëè t1 = t2, r(t1, . . . , tn) iíòåð-

ïðåòó¹ìî ÿê iñòèííi ó ìîäåëi M, ÿêùî äëÿ íèõ iñíó¹ äîâåäåííÿ

ó òåîði¨ T ′. (Îñêiëüêè ìíîæèíà ðå÷åíü òåîði¨ ¹ çàìêíåíîþ ñòî-

ñîâíî äîâåäåíü, òî öå îçíà÷à¹, ùî ôîðìóëè t1 = t2, r(t1, . . . , tn)

íàëåæàòü äî T ′.

Âçàãàëi, ôîðìóëà ϕ iñòèííà ïðè äàíié iíòåð-

ïðåòàöi¨, ÿêùî âîíà ìà¹ äîâåäåííÿ ó òåîði¨ T ′.

Ïåðåâiðèìî, ùî âèäiëåíå òâåðäæåííÿ ñïðàâäi çàäîâîëüíÿ¹ ñòàí-

äàðòíå îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨ (äèâ. ï. 3.5.2).

a) Ôîðìóëà ¬ϕ iñòèííà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¬ϕ ìà¹ äîâå-
äåííÿ ó T ′. Îñêiëüêè T ′ íåñóïåðå÷ëèâà, òî öå ìîæëèâî

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ϕ /∈ T ′, òîáòî òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè ϕ õèáíà.

á) Ôîðìóëà ϕ ∨ ψ iñòèííà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ϕ ∈ T ′

àáî ψ ∈ T ′. (Öå ïåðåôîðìóëþâàííÿ ñòàíäàðòíîãî ôàêòó,

ïåðåâiðêà ÿêîãî âèêîðèñòîâó¹ ïðàâèëà ââåäåííÿ äèç'þí-

êöi¨ òà ïðàâèëî ðîçáîðó ìîæëèâèõ âèïàäêiâ.)
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â) Òàê ñàìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà ââåäåííÿ òà âèëó-

÷åííÿ êîí'þíêöi¨ ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî ϕ ∧ ψ iñòèííà òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè ϕ ∈ T ′ i ψ ∈ T ′.

ã) Ôîðìóëà ϕ → ψ iñòèííà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ψ ∈ T ′

àáî ¬ϕ ∈ T ′. Öå âèïëèâà¹ ç ñèíòàêñè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

ôîðìóë ϕ→ ψ i ¬ϕ ∨ ψ.
ä) Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó ∃xψ(x). Çà îçíà÷åííÿì íàøî¨ ií-

òåðïðåòàöi¨ öÿ ôîðìóëà iñòèííà òîäi é ëèøå òîäi, êî-

ëè âîíà ìà¹ äîâåäåííÿ ó òåîði¨ T ′. Îñü öå äîâåäåííÿ:

ψ(y) ⊢ ψ(y), ψ(y) ⊢ ∃xψ(x).
e) Ôîðìóëà ∀x ψ(x) iñòèííà ⇐⇒ ôîðìóëà ¬∀x ψ(x) õèáíà

⇐⇒ ∃x ¬ψ(x) õèáíà ⇐⇒ äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ y ìîâè

L′ òåîði¨ T ′ ôîðìóëà ¬ψ(y) íåâèâiäíà ó T ′. Çà óìîâîþ

(*) òîäi âñi ôîðìóëè ψ(y) âèâiäíi ó T ′, îòæå ôîðìóëà

∀x ψ(x) íàëåæèòü äî T ′.

�

3.6.5. Òåîðåìà Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó. Íàãàäà¹ìî, ùî ôîð-

ìóëó ϕ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ íàçèâàþòüòîòîæíî iñòèííîþ, ÿêùî

âîíà iñòèííà ó êîæíié ìîäåëi ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïðè áóäü-ÿêié

iíòåðïðåòàöi¨.

Òåîðåìà 3.6.14 (Òåîðåìà Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó). Ôîðìóëà ϕ

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ¹ òåîðåìîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà

òîòîæíî iñòèííà.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3.5.14 ïðî òîòîæíó iñòèí-

íiñòü âèâiäíèõ ôîðìóë, äîñèòü äîâåñòè, ùî òîòîæíî iñòèííi ôîð-

ìóëè ìàþòü äîâåäåííÿ.

ßêùî ôîðìóëà ϕ òîòîæíî iñòèííà, òî âîíà, çîêðåìà iñòèííà

äëÿ iíòåðïðåòàöi¨, ïîáóäîâàíî¨ ó äîâåäåííi òåîðåìè 3.6.13, à òîìó
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âîíà ìà¹ äîâåäåííÿ ó òåîði¨ T ′ ç ëåìè 3.6.3. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó-

þòü ôîðìóëè ϕ′1, . . . , ϕ
′
n ∈ T ′, äëÿ ÿêèõ ñåêâåíöiÿ ϕ′1, . . . , ϕ

′
n ⊢ ϕ

ìà¹ äîâåäåííÿ ó T ′. Çàìiíèâøè ó öüîìó äîâåäåííi âñi ñèìâîëè y,

äîäàòêîâî ââåäåíi ïðè ðîçøèðåííi òåîði¨ T äî òåîði¨ T ′, ñèìâî-

ëàìè çìiííèõ x, ùî íå âõîäÿòü ó ôîðìóëè ϕ′1, . . . , ϕ
′
n, îòðèìà¹ìî

ôîðìóëè ϕ1, . . . , ϕn òåîði¨ T òà äîâåäåííÿ ñåêâåíöi¨ ϕ1, . . . , ϕn ⊢ ϕ
ó ðàìêàõ òåîði¨ T . �

3.7. Âàðiàíòè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ìîâà êîæíî¨ òåîði¨ T ïî÷èíà¹òüñÿ ç ìíîæèíè ñèìâîëiâ A, ÿêó

íàçèâàþòü àëôàâiòîì, à åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè� áóêâàìè. Ðàíi-

øå âæå áóëà ïîáóäîâàíà ìîâà ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó. Çàóâàæèìî, ùî ¨¨ ìîæíà áóäóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ëîãi÷íi

çâ'ÿçêè ¬ òà ∨, òà êâàíòîð iñíóâàííÿ ∃. Ñïðàâäi, ìè ìîæåìî ïðî-
âåñòè âñi ïîáóäîâè ÿê i ðàíiøå, à ïîòiì ââåñòè òàêi ñêîðî÷åííÿ:

• (φ ∧ ψ) äëÿ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ), ∧ � ñèìâîë êîí'þíêöi¨ ;

• (ϕ→ ψ) äëÿ (¬ϕ ∨ ψ), → � ñèìâîë iìïëiêàöi¨ ;

• ∀xϕ äëÿ ¬∃x¬ϕ, ∀ � óíiâåðñàëüíèé êâàíòîð;

Çðîçóìiëî, ùî â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ìîâó LΣ.

Ùîá îòðèìàòè iíøi ìîæëèâi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ïî-

òðiáíî çìiíþâàòè ñèñòåìó àêñiîì, çàïðîïîíîâàíó â 3.3.

3.8. Çàäà÷i i âïðàâè äî ðîçäiëó 3

(1) Ñêiëüêè ðiçíèõ n�àðíèõ ïðåäèêàòiâ ìîæíà âèçíà÷èòè íà

ñêií÷åííié ìíîæèíi ç m åëåìåíòiâ?

(2) Íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë çàäàíî òàêi ïðåäèêàòè:N(x) =�x�

íàòóðàëüíå ÷èñëî�, P (x) =�x�ïðîñòå ÷èñëî�,Q(x) =�x�

ïàðíå ÷èñëî�,D(x, y) =�x äiëèòüñÿ íà y�. Ñôîðìóëþâàòè

i çíàéòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi òàêèõ ðå÷åíü:
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1) P (2) ∧Q(2);

2) ∀x (D(x, 2) → Q(x));

3) ∃x (Q(x) ∧D(12, x);

4) ∀x (N(x) → (Q(x) ∨ ¬Q(x)));

5) ∀x (P (x) → ∃ y(Q(y) ∧D(y, x)));

6) ∀x ∀y (¬Q(x) → (P (y) → D(y, x)));

7) ∀x ∀y ((¬Q(x) ∧Q(y)) → ¬D(x, y));

8) ∀x ∃y ((¬Q(x) ∧Q(y)) → D(x, y));

9) ∃x ∀y ((N(x) ∧N(y)) → D(x, y));

10) ∀x ∃y ((N(x) ∧N(y)) → D(x, y)).

(3) Çàäàíî ïðåäèêàòè íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R:

• P (x) = 1 ⇐⇒ x�ïðîñòå ÷èñëî;

• R(x) = 1 ⇐⇒ x�ðàöiîíàëüíå ÷èñëî;

• I(x) = 1 ⇐⇒ x� iððàöiîíàëüíå ÷èñëî;

• Q(x) = 1 ⇐⇒ x�ïàðíå ÷èñëî;

• D(x, y) = 1 ⇐⇒ x äiëèòüñÿ íà y.

Çíàéòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi òàêèõ ðå÷åíü:

1) ∃x ∃y I(x) ∧ I(y) → R(x− y);

2) ∃x P (x) ∧D(x,−2);

3) ∀x D(x, x) íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë;

4) ∀x ∀y ((P (x) ∧ P (y)) ∧D(x, y)) → (x = y);

5) ∀x ∀y ¬(x = 0) ∧ ¬(y = 0) → ¬(xy = 0).

(4) Çàïèñàòè ïîäàíi ðå÷åííÿ ìîâîþ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ.

1) Íå âñi ïòàõè âìiþòü ëiòàòè.

2) Âè ìîæåòå îáìàíþâàòè äåêîãî âåñü ÷àñ, âè ìîæå-

òå îáìàíþâàòè âñiõ äåÿêèé ÷àñ, àëå âè íå ìîæåòå

îáìàíþâàòè âñiõ i âåñü ÷àñ.

3) Êîæíèé, õòî ¹ íàïîëåãëèâèé, ìîæå âèâ÷èòè ëî-

ãiêó.
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4) Êîæíà ôîðåëü � ðèáà, àëå íå êîæíà ðèáà � ôîðåëü.

5) ßêùî ñîíöå ñâiòèòü, òî öå êîìóñü ïîòðiáíî.

6) Âñi ðèáè, êðiì àêóë, ëþáëÿòü äiòåé.

7) Àáî êîæåí ëþáèòü êîãîñü, i æîäåí íå ëþáèòü âñiõ,

àáî äåõòî ëþáèòü âñiõ, i õòîñü íå ëþáèòü íiêîãî.

8) Æîäíèé ïîëiòèê íå ÷åñíèé.

9) Äåõòî äîòåïíèé òiëüêè êîëè ï'ÿíèé.

10) ßêùî êîæíèé ìàòåìàòèê ìèñëèòü ëîãi÷íî i äåÿêi

ñòóäåíòè äîïóñêàþòü ëîãi÷íi ïîìèëêè, òî íå âñi

ñòóäåíòè ìàòåìàòèêè.

(5) Çàïèñàòè çàïåðå÷åííÿ òàêèõ ôîðìóë ëîãiêè ïðåäèêàòiâ:

1) ∀x∀y¬(x = 0) ∧ ¬(y = 0) → ¬(xy = 0);

2) ∃x(x2 = 2);

3) ∀x(((x > 0) ∨ (x < 0)) ∨ (x = 0)).

(6) Çíàéòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi òà ïîáóäóâàòè çàïåðå÷åííÿ

ïîäàíèõ íèæ÷å ðå÷åíü, çàïèñàâøè ¨õ ïîïåðåäíüî â ñèì-

âîëi÷íié ôîðìi.

1) Iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà, ÿêi íå äiëÿòüñÿ ñàìi íà

ñåáå.

2) Iñíó¹ öiëå ÷èñëî, ÿêå íå äiëèòüñÿ íà æîäíå öiëå

÷èñëî.

3) Iñíó¹ öiëå ÷èñëî, íà ÿêå íå äiëèòüñÿ æîäíå iíøå

öiëå ÷èñëî.

4) Iñíó¹ íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà çàäàíi

öiëi ÷èñëà m òà n.

5) Äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ïîëiíîìà ç

öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

(7) ×è ¹ òåðìàìè òàêi ñëîâà:

1) f1(g2(v1, v2));
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2) g2(f1(v2), h3(v1, v2, v3));

3) f1(g2(v1), h3(v1, v2, v3))?

(8) Îïèñàòè ìíîæèíó âñiõ òåðìiâ

1) âiä îäíî¨ çìiííî¨ v1 i îäíîìiñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî

ñèìâîëà f1;

2) âiä îäíî¨ çìiííî¨ v1 i äâîìiñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî

ñèìâîëà g2;

3) âiä äâîõ çìiííèõ v1, v2 i îäíîìiñíîãî ôóíêöiîíàëü-

íîãî ñèìâîëà f1.

(9) ×è ¹ ôîðìóëàìè òàêi ñëîâà:

1) q3(v1, f1(V − 2), h3(v2, v3, v3));

2) (p1(v1) → ∀v2(q3(v1, v2, v3) ∧ p1(g2(v1, v2))));
3) f1(h3(v1, v2, v3));

4) ∃v1 ∀v2 . . . ∀vv1 (r1(v2) ∧ . . . ∧ r1(vv1));
5) ∀x P (x, y) ∨ ∃y Q(x, y);

6) x(Q∀ P )y∃)(∨;
7) (∀y P (x, y) → Q(x, y));

8) (∃x P (x, y) ∨Q(x, y));

9) (∃x ¬P (x, y) ∧ ¬∀x Q(y, x));

10) ¬(∃x ∀y ∃z R(x, y, z))?
(10) Âèïèñàòè âñi ïiäôîðìóëè äàíî¨ ôîðìóëè:

1) q2(f1(v1), g2(v1, v2));

2) (∃v1q2(v1, v2) → ¬(p1(g2(v1, v2)) ∧ ∀v3p1(v3)));
3) (∀v1r2(v1, v2) → ∀v2r2(v1, v2));
4) (∀v2∃v1r31(v1, v2, f21 (v1, v2))) ∨ ¬∀v1r21(x2, f11 (v1));
5) ∀v1(∃v2(∀v4r31(v1, v2, v4))).

(11) Âèçíà÷èòè îáëàñòü äi¨ êîæíîãî êâàíòîðà. Âêàçàòè âiëü-

íi i çâ'ÿçàíi âõîäæåííÿ çìiííèõ â òàêi ôîðìóëè. Äëÿ
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êîæíî¨ çâ'ÿçàíî¨ çìiííî¨ âêàçàòè, ÿêèì ñàìå êâàíòîðîì

âîíà çâ'ÿçàíà.

1) ∀v3(∀v1r21(v1, v2) → r21(v3, v1));

2) ∀v2r21(v3, v2) → ∀v3r21(v3, v2);
3) (∀v2∃v1r31(v1, v2, f21 (v1, v2))) ∨ ¬∀v1r21(x2, f11 (v1));
4) ∀v1(r2(v1, v2) → ∀v2r1(v2));
5) (∀v1r2(v1, v2) → ∀v2r2(v1, v2));
6) (¬∃v2r2(v2, v2) ∧ r1(f2(v1, v2)));
7) ∀v1r11(v1) → r21(v1, v2);

8) ∀v1r11(v1) ∨ r21(v1, v2);
9) ∀v2¬r11(v1) → r32(v1, v2, v3) ∨ ∀v1r12(v1);
10) ¬∀v1r11(v1) → (∃v2r12(v2) → r21(v1, v2) ∨ r11(v2));
11) ∀v1(∃v2(∀v4r31(v1, v2, v4)));
12) ∀v1∀v3∀v4r11(v1) → r12(v3) ∧ ¬r11(v1);
13) ∃v1∀v2∃v3r11(v1) ∨ ∃v2¬∀v3r31(v3, v2, v1);
14) ∀v1(r11(f(v1))∧∃v1r21(v1, v3) → ∃v1r22(v1, v1))∨r21(v3, v1);
15) ∀v3(r11(f(v3))∧∃v1r21(v1, v3) → ∃v2r22(v3, v2))∨r21(v3, v1);
16) ∀v1(r11(f(v1))∧∃v1r21(v1, v3) → ∃v2r22(v1, v2))∨r21(v3, v2);
17) ∀v1(r21(v1, v2) → ∀v3r11(v3) ∧ c1) ∨ r11(v1);
18) ∃x(r2(x, y) ∨ ∃yr2(y, x)).

(12) ßêi çìiííi ¹ âiëüíèìè, à ÿêi çâ'ÿçàíi ó òàêèõ ôîðìóëàõ:

1) ∀x ϕ(x, y, z);
2) ∃x ϕ(x, y, z);
3) ∀x ∀y ϕ(x, y, z);
4) ∃x ∃y ϕ(x, y, z);
5) (∃x ∀y ϕ(x, y, z)) → ψ(x, y, z);

6) ∀x ∀y ϕ(x, y, z) ∧ ∀x ψ(x, y, z);
7) ∀x ϕ(x, y, z) → (∃x (∃yψ(x, y, z) ∧ ∀xθ(x, y, z))) ;
8) ∃x (ϕ(x, y, z) → ψ(x, x, y)) → (∃x∃y (ψ(x, x, y) ∧ θ(x, y, y))) ;
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9) ∃x (x < y ∨ x < z) ;

10) ∃x∀y ((x < y) → (x < z) ∧ (z < y)) ;

11) ∃x∀y (x|y ∧ x|z → x|z) ;
12) (∀x∃y x < y) ∨ (x < z) ;

13) ∃x (x < x ∨ x < z) .

14) ∀v0 (p (v0, v1) → ∀v1q (v1)) ;
15) (∀v0p (v0, v1) → ∀v1r (v0, v1)) ;
16) (¬∃v2q (v2, v2) ∧ r (f (v1, v2))) ;
17) ∀v3 (∀v1 p (v1, v2) → p (v3, v1)) ;

18) (∀v2p (v3, v2) → ∀v3r (v3, v2)) ;
19) ((∀v2∃v1q(v1, v2, f(v1, v2))) ∨ ¬∃v1r(v2, g(v1, v2)));
20) p (v0, v1) → ∀v1q (v1)?

(13) ×è âiëüíèé òåðì t äëÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëi ϕ, ÿêùî

1) t = f21 (v1, v2), x = v1, ϕ = r21(v1, v2) → ∀v2 r11(v2);
2) t = f21 (v1, v2), x = v1, ϕ = (∀v2 r21(v2, c1))∨∃v2 r21(v1, v2);
3) t = f(v1, v4), x = v1, ϕ = ∀v1 r2(v1, v2);
4) t = f(v2, v3), x = v1, ϕ = (r2(v2, v3) → ∃v3 q1(v3));
5) t = f(v2, v3), x = v3, ϕ = (r2(v2, v3) → ∃v3 q1(v3))?

(14) Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ:

1) Áóäü-ÿêèé òåðì, ùî íå ìiñòèòü çìiííèõ, âiëüíèé äëÿ

áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨ â áóäü-ÿêèé ôîðìóëi;

2) Òåðì t âiëüíèé äëÿ áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨ â ôîðìóëi ϕ,

ÿêùî æîäíà çìiííà òåðìà t íå ¹ çâ'ÿçíîþ â ϕ;

3) x âiëüíà äëÿ x â áóäü-ÿêèé ôîðìóëi;

4) Áóäü-ÿêèé òåðì âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ x â ôîðìóëi ϕ,

ÿêùî ϕ íå ìà¹ âiëüíèõ âõîäæåíü çìiííî¨ x.

(15) Îá÷èñëèòè ðåçóëüòàòè òàêèõ ïiäñòàíîâîê:

1) ∃yP (x, y, z)xf(x,y);
2) ∃yP (x, y, z)yf(x,y);
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3) ∃yP (x, y, z)xf(x,z);
4) ∃z∀yP (x, y) → Q(x)xf(x,z);

5) ∀yP (x, y) → Q(x)xf(x,z);

6) P (x, y) → ∀yQ(y)x,yf(x,z),z;

7) ∀yP (y, z) ∨ ∃yR(x, y)x,yf(x,z),z;
8) ∃yP (z, y, x)x,y,zz,z,y ;

(16) Íåõàé Σ = {+2, <2, 1, 2, 3}� ñèãíàòóðà, äå +� áiíàð-

íèé ôóíêöiîíàëüíèé ñèìâîë, <� áiíàðíèé ïðåäèêàòíèé

ñèìâîë, 1, 2, 3 � ñèìâîëè êîíñòàíò. Ïîçíà÷àòèìåìî+(x, y) =

x+y, < (x, y) = x < y. Äëÿ íàñòóïíèõ ôîðìóë ñèãíàòóðè

Σ âèçíà÷èòè:

à) ßêi ç öèõ ôîðìóë ¹ ðå÷åííÿìè?

á) Ñêiëüêè àòîìàðíèõ ïiäôîðìóë ¹ â êîæíié ç öèõ ôîð-

ìóë?

â) Âèïèñàòè âñi òåðìè ç öèõ ôîðìóë.

ã) Âèïèñàòè âñi ¨¨ ïiäôîðìóëè.

ä) ßêi ç öèõ ôîðìóë ¹ òàâòîëîãiÿìè? ßêi ç öèõ ôîðìóë

âèêîíóâàíi?

1) ∀x∃y(x+ y = 1);

2) ∀x¬x < 1;

3) (1 + 1 = 2);

4) 2 < 1;

5) ∀x2 < 1 → x+ 2 < x+ 1;

6) ∀x∀y∃zx+ y = z;

7) ∀x∀y∀z((x+ 3 = y + 3 = z) → y = z);

8) ∀x∀y∀z((x+ y = 3 ∧ x+ z = 3) → y = z);

9) ∀x∀y((x+ 3 < y + 3) → x < y);

10) ∀x∀y(x < 2 → x+ 3 = 4).
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(17) Íåõàé ñèãíàòóðà Σ ñêëàäà¹òüñÿ ç áiíàðíîãî âiäíîøåí-

íÿ P òà óíàðíîãî âiäíîøåííÿ F : Σ = {P, F}. Ïðåäèêàò
P (x, y) îçíà÷à¹, ùî �x ¹ ïðåäêîì (áàòüêîì àáî ìàòið'þ)

äëÿ y�, à F (x) îçíà÷à¹, ùî �x ¹ æiíêîþ�. Çàïèñàòè ó öié

ñèãíàòóði ôîðìóëó âiä âêàçàíî¨ êiëüöîñòi çìiííèõ, ÿêà

îçíà÷à¹, ùî

1) ϕB(x, y): x ¹ áðàòîì y;

2) ϕA(x, y): x ¹ òiòêîþ y;

3) ϕC(x, y): x òà y�äâîþðiäíi;

4) ϕO(x): x � ¹äèíà äèòèíà â ñiì'¨;

5) ϕT (x): x ìà¹ ðiâíî äâà áðàòè.

6) Íàâåñòè ïðèêëàä âiäíîøåííÿ â öié ñiì'¨, ÿêå íå ìî-

æíà âèðàçèòè ôîðìóëîþ â öié ñèãíàòóði.

(18) Íåõàé íà ìíîæèíi ëþäåé çàäàíî ïðåäèêàòè:

• B(x, y) = 1 ⇐⇒ x ¹ áàòüêîì y;

• M(x, y) = 1 ⇐⇒ x ¹ ìàòið'þ y;

• S(x, y) = 1 ⇐⇒ x ¹ ñèíîì y;

• D(x, y) = 1 ⇐⇒ x ¹ äî÷êîþ y.

Âèðàçèòè ÷åðåç íèõ òàêi ôîðìóëè:

1) x áðàò y;

2) x òiòêà y;

3) x äÿäüêî y;

4) x òà y âíóêè z;

5) x òà y äâîþðiäíi áðàòè;

6) x äiä y;

7) x òà y äâîþðiäíi ñåñòðè;

8) x òà y ïëåìiííèêè z;

9) x òà y ñåñòðè;

10) x, y òà z áðàòè.
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(19) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3(x, y, z) =

1 ⇔ x + y = z, M3(x, y, z) = 1 ⇔ x · y = z. Çàïèñàòè

ôîðìóëó ç îäíîþ âiëüíîþ çìiííîþ x, iñòèííó â A òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè

1) x = 0;

2) x = 1;

3) x = 2;

4) x = 4;

5) x�ïàðíå ÷èñëî;

6) x�íåïàðíå ÷èñëî;

7) x�ïðîñòå ÷èñëî;

8) x íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

9) x > 3;

10) x ≤ 7.

(20) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3(x, y, z) =

1 ⇔ x+y = z,M3(x, y, z) = 1 ⇔ x ·y = z. Çàïèñàòè ôîð-

ìóëó ç äâîìà âiëüíèìè çìiííèìè x òà y, iñòèííó â A òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

1) x = y;

2) x ≤ y;

3) x < y;

4) x äiëèòü y;

5) x òà y ¹ ïðîñòèìè ÷èñëàìè-áëèçíþêàìè;

6) x òà y� âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà;

7) 2 ¹ íàéâèùèì ñòåïåíåì ïðîñòîãî ÷èñëà y, íà ÿêå

äiëèòüñÿ x;

8) x ≡ y(mod5);

9) x íàéìåíøèé ïðîñòèé äiëüíèê y;

10) x òà y ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü.
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(21) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3 (x, y, z) =

1 ⇔ x+y = z,M3 (x, y, z) = 1 ⇔ x ·y = z. Çàïèñàòè ôîð-

ìóëó ç òðüîìà âiëüíèìè çìiííèìè x, y òà z, iñòèííó â A

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

1) z �íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå x òà y;

2) z �íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê x òà y;

3) ÷èñëà x òà y ¹ ¹äèíèìè ïðîñòèìè äiëüíèêàìè ÷èñëà

z.

(22) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3 (x, y, z) =

1 ⇔ x+ y = z, M3 (x, y, z) = 1 ⇔ x · y = z. Çàïèñàòè ðå-

÷åííÿ, ÿêå â ìîäåëi A âèðàæà¹

1) êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ;

2) àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ;

3) êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ;

4) àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ;

5) äèñòðèáóòèâíiñòü äîäàâàííÿ ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

6) íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë;

7) áóäü-ÿêå ÷èñëî ¹ ñóìîþ ÷îòèðüîõ êâàäðàòiâ;

8) iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî òà íàé-

ìåíøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äëÿ ÷èñåë, âiäìiííèõ

âiä íóëÿ;

9) íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë-áëèçíþêiâ;

10) òå, ùî êîæíå ïàðíå ÷èñëî, áiëüøå çà 2, ¹ ñóìîþ äâîõ

ïðîñòèõ.

(23) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3 (x, y, z) =

1 ⇔ x+ y = z, M3 (x, y, z) = 1 ⇔ x · y = z. Çàïèñàòè ðå-

÷åííÿ, ÿêi â ìîäåëi A âèðàæàþòü

1) äëÿ äi¨ ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíó¹ íåéòðàëü-

íèé åëåìåíò;
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2) ñóìà íåïàðíèõ ÷èñåë çàâæäè ¹ ÷èñëî ïàðíå;

3) äîáóòîê ïàðíèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëî ïàðíå;

4) ñóìà äîâiëüíèõ äâîõ ïðîñòèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëî íåïðî-

ñòå;

5) ñóìà ïàðíîãî i íåïàðíîãî ÷èñåë ¹ ÷èñëî íåïàðíå;

6) ÿêùî ÷èñëî ìà¹ ïàðíó îñòàííþ öèôðó, òî âîíî äi-

ëèòüñÿ íà 2;

7) ÿêùî ñóìà äâîõ ÷èñåë i îäèí ç äîäàíêiâ äiëèòüñÿ íà

3, òî i äðóãèé äîäàíîê äiëèòüñÿ íà 3;

8) iñíóþòü òàêi ïðîñòi ÷èñëà p, ùî ÷èñëî p−1 ¹ ïîâíèì

êâàäðàòîì;

9) êîæíå ïðîñòå ÷èñëî ¹ ñóìîþ òðüîõ êâàäðàòiâ;

10) iñíóþòü ÿê çàâãîäíî âåëèêi ïðîìiæêè íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, ÿêi íå ìiñòÿòü ïðîñòèõ ÷èñåë.

(24) Íåõàé A =
⟨
N;S3,M3

⟩
� àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, äå S3 (x, y, z) =

1 ⇔ x+ y = z, M3 (x, y, z) = 1 ⇔ x · y = z. Çàïèñàòè ðå-

÷åííÿ, ÿêi â ìîäåëi A âèðàæàþòü

1) íåiñíóâàííÿ îäèíèöi;

2) ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë;

3) êîæíå ïàðíå ÷èñëî ¹ ñóìîþ òðüîõ ïðîñòèõ ÷èñåë;

4) êîæíå ÷èñëî ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñóìó äâîõ êâàäðà-

òiâ;

5) äëÿ êîæíîãî ÷èñëà iñíó¹ ñòðîãî ìåíøå ÷èñëî;

6) iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà;

7) ðiâíÿííÿ 3x2+2x+1 = 0 ìà¹ ðiâíî äâà ðiçíi êîðåíi;

8) ñèñòåìà ðiâíÿíü

{
3x− y = 0

x+ y = 2
íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó.

×è iñòèííi öi ðå÷åííÿ â ìîäåëi A?

(25) Íåõàé M �ìíîæèíà òî÷îê, ïðÿìèõ òà ïëîùèí òðèâè-

ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ç íàñòóïíèìè ïðåäèêàòàìè:
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• T (x) = 1 ⇔ x� òî÷êà;

• Ïð(x) = 1 ⇔ x�ïðÿìà;

• Ïë(x) = 1 ⇔ x�ïëîùèíà;

• Ë(x, y) = 1 ⇔ x ëåæèòü íà y;

• Ï(x, y) = 1 ⇔ x i y ïàðàëåëüíi.

Çàïèñàòè ó âèãëÿäi ôîðìóë òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÷åðåç êîæíi äâi òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó; ÿêùî

öi òî÷êè ðiçíi, òî òàêà ïðÿìà ¹äèíà;

2) ÷åðåç êîæíi òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿ-

ìié, ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíó ïëîùèíó;

3) ÿêùî áóäü-ÿêi òðè ç ÷îòèðüîõ òî÷îê ëåæàòü íà îäíié

ïðÿìié, òî é óñi ÷îòèðè òî÷êè ëåæàòü íà îäíié ïðÿ-

ìié;

4) ÿêùî êîæíà ç äâîõ ïðÿìèõ ïàðàëåëüíà òðåòié, òî

âîíè ïàðàëåëüíi;

5) ÿêùî êîæíi òðè ç ÷îòèðüîõ ïðÿìèõ ïåðåòèíàþòüñÿ

â îäíié òî÷öi, òî âñi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié

òî÷öi;

6) äâi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ íå áiëüø íiæ â îäíié òî÷öi;

7) x� òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ y òà z;

8) òî÷êè x, y ëåæàòü íà ïðÿìié, ùî ïàðàëåëüíà ïðÿìié

z;

9) ïðÿìi x, y, z ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi;

10) ïðÿìi x, y, ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè u, v i ¹ ïàðàëåëü-

íèìè;

(26) Â ìîäåëi ç îäíèì äâîìiñíèì ïðåäèêàòîì R (x, y) çàïèñà-

òè, ùî äàíèé ïðåäèêàò R (x, y):

à) ðåôëåêñèâíèé;

á) ñèìåòðè÷íèé;
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â) òðàíçèòèâíèé;

ã) R (x, y)� âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

(27) Íåõàé A�÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i Q2 (x, y) =

1 ⇔ x ≤ y. Çàïèñàòè, ùî:

1) x ¹ íàéìåíøèé åëåìåíò;

2) x ¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò;

3) x ëåæèòü ìiæ y òà z;

4) ìíîæèíà öiëêîì âïîðÿäêîâàíà;

5) êîæíèé ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ¹ ìiíiìàëüíèì.

(28) Íåõàé X = P (A), äå A�äåÿêà ìíîæèíà i Q2 (x, y) =

1 ⇔ x ⊆ y. Çàïèñàòè, ùî:

1) x ¹ ïåðåòèíîì y òà z;

2) x ¹ îá'¹äíàííÿì y òà z;

3) x = ∅;
4) x = A;

5) x ¹ äîïîâíåííÿì y.

(29) Ðîçãëÿíåìî A =
⟨
P (A) ; =, f2, g2

⟩
, äå A�äåÿêà ìíîæè-

íà, f2 (x, y) = x ∩ y, g2 (x, y) = x ∪ y, = � ïðåäèêàò ðiâ-

íîñòi ìíîæèí. Çàïèñàòè, ùî

à) x ⊆ y;

á) x ¹ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ.

(30) Çàïèñàòè â ñèãíàòóði τ = ⟨≤,=⟩, äå ≤ òà =� äâîìiñíi

ïðåäèêàòè, àêñiîìè òàêèõ ñèñòåì:

1) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè;

2) ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè.

3) âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç íàéáiëüøèì i íàéìåíøèì

åëåìåíòîì;

4) áóëåâî¨ àëãåáðè;

(31) Çàïèñàòè ó âiäïîâiäíié ñèãíàòóði àêñiîìè:
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1) ãðóïè;

2) àáåëåâî¨ ãðóïè;

3) êiëüöÿ;

4) êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ;

5) òiëà.

(32) Íåõàé ôîðìóëà ϕ íå ìiñòèòü âiëüíèõ âõîäæåíü çìiííî¨

x. Äîâåñòè âèâiäíiñòü òàêèõ ñåêâåíöié ÷èñëåííÿ ïðåäè-

êàòiâ:

1) ⊢ (∀xϕ ≡ ϕ) ;

2) ⊢ (∃xϕ ≡ ϕ) ;

3) ⊢ (∀x∀yψ(x, y) ≡ ∀y∀xψ(x, y)) ;
4) ⊢ (∃x∃yψ(x, y) ≡ ∃y∃xψ(x, y)) ;
5) ⊢ (∀x∀yψ(x, y) → ∀xψ(x, x)) ;
6) ⊢ (∃xψ(x, x) → ∃x∃yψ(x, y)) ;
7) ⊢ (∃xψ(x) ≡ ¬∀x¬ψ(x)) ;
8) ⊢ (∀xψ(x) ≡ ¬∃x¬ψ(x)) ;
9) ⊢ (¬∀xψ(x) ≡ ∃x¬ψ(x)) ;
10) ⊢ (¬∃xψ(x) ≡ ∀x¬ψ(x)) ;
11) ⊢ ((∀xψ(x) ∧ ∀xχ(x)) ≡ ∀x (ψ(x) ∧ χ(x))) ;
12) ⊢ ((∃xψ(x) ∨ ∃xχ(x)) ≡ ∃x (ψ(x) ∨ χ(x))) ;
13) ⊢ ((ϕ ∧ ∀xψ(x)) ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ(x))) ;
14) ⊢ ((ϕ ∨ ∃xψ(x)) ≡ ∃x (ϕ ∨ ψ(x))) ;
15) ⊢ ((ϕ ∧ ∃xψ(x)) ≡ ∃x (ϕ ∧ ψ(x))) ;
16) ⊢ ((ϕ ∨ ∀xψ(x)) ≡ ∀x (ϕ ∨ ψ(x))) ;
17) ⊢ (∃x (ψ(x) ∧ χ(x)) → (∃xψ(x) ∧ ∃xχ(x))) ;
18) ⊢ ((∀xψ(x) ∨ ∀xχ(x)) → ∀x (ψ(x) ∨ χ(x))) ;
19) ⊢ ((ϕ→ ∀xψ(x)) ≡ ∀x (ϕ→ ψ(x))) ;

20) ⊢ ((∃xψ(x) → ϕ) ≡ ∀x (ψ(x) → ϕ)) ;

21) ⊢ ((∀xψ(x) → ϕ) ≡ ∃x (ψ(x) → ϕ)) ;
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22) ⊢ (∃x (ϕ→ ψ(x)) ≡ (ϕ→ ∃xψ(x))) .
(33) Íåõàé ϕ(x) íå ìà¹ âiëüíèõ âõîäæåíü y, y âiëüíå äëÿ x

â ϕ(x), ϕ(y) îòðèìó¹òüñÿ ç ϕ(x) çàìiíîþ âñiõ âiëüíèõ

âõîäæåíü x íà y. Âèâåñòè ñåêâåíöi¨:

(a) (∃yϕ(y) ⊢ ∃xϕ(x);
(b) (∀xϕ(x) ⊢ ∀yϕ(y)).

(34) Äîâåñòè, ùî âèâiäíi òàêi ñåêâåíöi¨:

1) (ϕ ≡ ψ) ⊢ (¬ϕ ≡ ¬ψ);
2) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((ϕ ∧ χ) ≡ (ψ ∧ χ));
3) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((χ ∧ ϕ) ≡ (χ ∧ ψ));
4) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((ϕ ∨ χ) ≡ (ψ ∨ χ));
5) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((χ ∨ ϕ) ≡ (χ ∨ ψ));
6) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((ϕ→ χ) ≡ (ψ → χ));

7) (ϕ ≡ ψ) ⊢ ((χ→ ϕ) ≡ (χ→ ψ));

8) ∀x(ϕ ≡ ψ) ⊢ (∀xϕ ≡ ∀xψ);
9) ∃x(ϕ ≡ ψ) ⊢ (∃xϕ ≡ ∃xψ);

10) ⊢ ((∃x (ψ(x) → χ(x))) ≡ (∀xψ(x) → ∃xχ(x))) .
(35) Çâåñòè äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè òàêi ôîðìóëè,

ÿêùî ϕ i ψ� áåçêâàíòîðíi ôîðìóëè.

1) ¬∃x ∀y ∃z ∀u ϕ(x, y, z, u);
2) (∃x ∀y ϕ(x, y) ∧ ∃x ∀y ψ(x, y));
3) (∃x ∀y ϕ(x, y) → ∃x ∀y ψ(x, y));
4) (∃x ∀y ϕ(x, y) ∨ ∃x ∀y ψ(x, y));
5) ∀x ϕ ∨ ∀x ψ;
6) ∃x ϕ ∧ ∃x ψ;
7) ∃x ϕ→ ∀x ψ;
8) ∃x ϕ→ ∃x ψ;
9) ∀x ϕ→ ∀x ψ;
10) ∀x ∃y ((ϕ(x) → ψ(y, z)) → ∃z ∀z (ψ(x, z) ∧ ϕ(y))).
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(36) Çâåñòè äî ïðåíåêñíî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè òàêi ôîðìóëè:

1) ∀x (∃y P (x, y) → ∃y Q(x, y));

2) ¬(∃x∃y∀z¬P (x, y, z)) ↔ ∃x∀z∃y ¬P (x, y, z);
3) (∀x P (x) → ∀y (∀z Q(x, z) → ∀uP (u)));
4) ∀x P (x) → ∀y (∃z Q(x, y, z) → (¬∀x(P (x)∧∧∃xR(x, y))));
5) (¬∀x P (x) ∧ ∃x Q(x)) ∨ ∀x (∀yR(x, y) → P (y));

6) ∃x1 P (x1, x2, x3) → ∀x1 ∃x2 Q(x1, x2)∧∃x2 ∀x3 P (x1, x2, x3);
7) ∀x2 ∃x1 Q(x1, x2) ∧ ∃x1 ∀x2 ∀x3 P (x1, x2, x3) →

∃x2 Q(x3, x2).
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Ðîçäië 4

ÒÅÎÐIß ÌÎÄÅËÅÉ

Òåîðiÿ ìîäåëåé �ðîçäië ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ÿêèé âèâ÷à¹ çâ'ÿç-

êè ìiæ ôîðìàëüíèìè ëîãi÷íèìè òåîðiÿìè òà ¨õ iíòåðïðåòàöiÿìè.

Âîíà âèíèêëà ó 50-õ ðîêàõ XX-ãî ñòîëiòòÿ ó ðîáîòàõ À. Ìàëüöå-

âà, À. Òàðñüêîãî, Ê. Ãåäåëÿ, Ë. Ëåâåíãåéìà, Ò. Ñêóëåìà, À. Ðîáií-

ñîíà òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ. Ïåðøèìè ðåçóëüòàòàìè òåîði¨ ìîäå-

ëåé ïðèéíÿòî ââàæàòè òåîðåìó Ëåâåíãåéìà-Ñêóëåìà-Ìàëüöåâàòà

òåîðåìó êîìïàêòíîñòi Ãåäåëÿ-Ìàëüöåâà.

Îñíîâíèìè çàäà÷àìè òåîði¨ ìîäåëåé ¹ âèâ÷åííÿ ìîæëèâîñòåé

ôîðìàëiçîâàíî¨ ìîâè i êëàñiâ ñòðóêòóð, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çàñî-

áàìè öi¹¨ ìîâè.

4.1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ ìîäåëåé

4.1.1. Òåîði¨, ñòðóêòóðè òà ìîäåëi. Íàãàäà¹ìî, ùî ñèãíà-

òóðîþ íàçèâàþòü òðiéêó ìíîæèí ñèìâîëiâ

Σ =

(
{rni
i }i∈I ,

{
f
mj

j

}
j∈J

, {ck}k∈K
)
,

äå ri � ñèìâîëè âiäíîøåíü, fj � ñèìâîëè îïåðàöié, ck � ñèìâîëè

êîíñòàíò. Ìàþ÷è ñèãíàòóðó Σ, ìîæíà ðîçãëÿäàòè àëãåáðà¨÷íi ñè-

ñòåìè A ñèãíàòóðè Σ:

A =

⟨
A, {rni

i }i∈I ,
{
f
mj

j

}
j∈J

, {ck}k∈K
⟩
,

äå rni
i , f

mj

j , ck � âiäïîâiäíi iíòåðïðåòàöi¨ ñèìâîëiâ rni
i , f

mj

j , ck â

àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi A ñèãíàòóðè Σ.
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Ðàíiøå ìè íå ðîçðiçíÿëè ó ïîçíà÷åííÿõ ñàìi ñèìâîëè òà ¨õ

iíòåðïðåòàöi¨. Öüîãî äîòðèìóâàòèìåìîñü i íàäàëi.

Äëÿ âèâ÷åííÿ òåîðié àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ìè ïîáóäóâàëè ìîâó

÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, àáî ðå÷åí-

íÿì, ÿêùî âîíà íå ìiñòèòü æîäíîãî âiëüíîãî âõîäæåííÿ æîäíî¨

ïðåäìåòíî¨ çìiííî¨. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïðè ðîçãëÿ-

äi àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ëèøå ðå÷åííÿì, çîêðåìà â ÿêîñòi àêñiîì

ðiçíèõ òåîðié áóäåìî áðàòè òiëüêè ðå÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Ìíîæèíà ôîðìóë X ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ

ñèãíàòóðè Σ íàçèâà¹òüñÿ äåäóêòèâíî çàìêíåíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà

ôîðìóëà ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ñèãíàòóðè Σ, ÿêà âèâîäèòüñÿ çi

ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè ôîðìóë ìíîæèíè X, ñàìà íàëåæèòü äî

X.

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Ìîäåëü ìíîæèíè ôîðìóë X �öå òàêà àë-

ãåáðà¨÷íà ñèñòåìà A ñèãíàòóðè Σ, íà ÿêié iñòèííi âñi ôîðìóëè

ìíîæèíè X. Öå çàïèñóþòü òàê: A |= X. Îòæå

A |= X ⇔ ∀φ ∈ X A |= φ

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ìíîæèíà ôîðìóëX íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ,

ÿêùî âîíà ìà¹ õî÷à á îäíó ìîäåëü.

Îçíà÷åííÿ 4.1.4. Òåîði¹þ íàçèâàþòü äåäóêòèâíî çàìêíåíó

ìíîæèíó ðå÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 4.1.5. Òåîðiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî

ç íå¨ íå ìîæíà âèâåñòè æîäíîãî ðå÷åííÿ ðàçîì ç éîãî çàïåðå÷å-

ííÿì. Òàêèì ÷èíîì,

T − ñóïåðå÷ëèâà ⇐⇒ ∃ φ − ðå÷åííÿ i T ⊢ (φ ∧ ¬φ).
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Îçíà÷åííÿ 4.1.6. Äâi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè A i B ñèãíàòóðè

Σ íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíî åêâiâàëåíòíèìè (ïîçíà÷åííÿ: A ≡
B), ÿêùî êîæíå ðå÷åííÿ ñèãíàòóðè Σ, ÿêå ¹ iñòèííèì â A, ¹

îäíî÷àñíî iñòèííèì â B, i íàâïàêè.

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêi äâi içîìîðôíi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ¹ åëå-

ìåíòàðíî åêâiâàëåíòíèìè. Ïiçíiøå ìè ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî îáåð-

íåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå.

Äàëi äëÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè A ÷åðåç Th(A) ïîçíà÷àòèìåìî

¨¨ òåîðiþ:

Th(A) = {ϕ | ϕ − ðå÷åííÿ ñèãíàòóðè Σ, A � ϕ} .

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ äâîõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì A i B

A ≡ B ⇐⇒ Th(A) = Th(B).

4.1.2. Äåÿêi ïðèêëàäè àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì.

4.1.2.1. Ñèãíàòóðà òåîði¨ êiëåöü � Rings. Ñèãíàòóðà òåîði¨

êiëåöü Σ = {+;−; ·; 0; 1} ìà¹ òðè áiíàðíi ôóíêöiîíàëüíi ñèìâîëè

+, − i · äëÿ ïîçíà÷åííÿ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíîæåííÿ åëå-
ìåíòiâ, ïðè÷îìó ñèìâîë ·, ÿê ïðàâèëî, ó çàïèñàõ ïðîïóñêà¹òüñÿ,

òà äâîõ ñèìâîëiâ êîíñòàíò 0 i 1, ÿêi iíòåðïðåòóþòü íåéòðàëüíi

åëåìåíòè ñòîñîâíî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî.

Ïîçíà÷èìî ìîâó ïåðøîãî ïîðÿäêó ç öi¹þ ñèãíàòóðîþ ÷åðåç

L(Rings). Òåîðiÿ êiëåöü � öå ìíîæèíà ðå÷åíü â äàíié ñèãíàòóði,

ÿêi ¹ íàñëiäêàìè øåñòè àêñiîì êiëüöÿ. Ôîðìóëè âèãëÿäó: t1 = t2 ,

äå t1, t2 � òåðìè, áóäóòü ¹äèíèìè àòîìàðíèìè ôîðìóëàìè. Ôîð-

ìàëüíà òåîðiÿ êiëåöü � öå ôîðìàëüíà ëîãi÷íà òåîðiÿ, ÿêà îòðè-

ìó¹òüñÿ ç ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâñèãíàòóðè êiëåöü Σ äîëó÷åííÿì

àêñiîì êiëüöÿ

(1) ∀x∀y∀z (x+ y) + z = x+ (y + z);
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(2) ∀x∀y x+ y = y + z;

(3) ∀x x+ 0 = x;

(4) ∀x∃y x+ y = 0;

(5) ∀x∀y∀z (xy)z = x(yz);

(6) ∀x∀y∀z ((x+ y)z = xz + yz) ∧ (z(x+ y) = zx+ zy)

äî ëîãi÷íèõ àêñiîì ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ.

4.1.2.2. Ñèãíàòóðà òåîði¨ ïîëiâ. Ñèãíàòóðà òåîði¨ ïîëiâ òà

æ, ùî é ó òåîði¨ êiëåöü.

Ïîçíà÷èìî ìîâó ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ñèãíàòóðîþ òåîði¨ ïîëiâ

÷åðåç L(Fields). Ôîðìàëüíà òåîðiÿ ïîëiâ îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìàëü-
íî¨ òåîði¨ êiëåöü äîëó÷åííÿì ùå òðüîõ àêñiîì

(7) ∀x∀y xy = yx;

(8) ∀x 1 · x = x;

(9) ∀x x ̸= 0 → ∃y xy = 1.

Ôîðìàëüíó òåîðiþ ïîëiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π.

Íåõàé R�äåÿêå êiëüöå. Äîëó÷èìî äî ìîâè L(Rings) ìíîæè-
íó êîíñòàíòíèõ ñèìâîëiâ ïî îäíîìó ñèìâîëó äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà ç êiëüöÿ R, i ïîçíà÷èìî îòðèìàíó ðîçøèðåíó ìîâó ÷åðåç

L(Rings, R).
Êîæíà ìîäåëü òåîði¨ Π ¹ ïîëåì. Ðîçøèðèìî òåîðiþ Π, äîëó-

÷èâøè ðiâíîñòi (âîíè çàäàþòü òàê çâàíó äîäàòíó äiàãðàìó êiëüöÿ

R):

a1 + b1 = c1, a1b1 = c1, a1, bi, ci ∈ R, (1)

ÿêi ¹ iñòèííèìè â R. Ïîçíà÷èìî îòðèìàíó òåîðiþ ÷åðåç Π(R).

Ìîäåëëþ äëÿ òåîði¨ Π(R) ¹ ïîëå, ùî ìiñòèòü ïiäìíîæèíó R =

{a | a ∈ R}, åëåìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

a1 + b1 = c1, a1b1 = c1,
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ÿêùî âiäïîâiäíi ðiâíîñòi ç (1) iñòèííi â R, òîáòî R ¹ ãîìîìîð-

ôíèì îáðàçîì R.

ßêùî R = K ¹ ïîëåì, òî K � içîìîðôíà êîïiÿ ïîëÿ K. Òîìó

ìîäåëÿìè òåîði¨ Π(K) áóäóòü (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) ïîëÿ,

ÿêi ìiñòÿòü ïîëå K, òîáòî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K.

Åëåìåíòàðíå òâåðäæåííÿ ïðî ìîäåëi òåîði¨ Π(R)�öå ìàòå-

ìàòè÷íå òâåðäæåííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ ìîäåëåé òåîði¨ Mod(Π(R)), i

ÿêå ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L(Fields, R).

Ïðèêëàä 4.1.7. Íåõàé f(x1, . . . , xn)�ïîëiíîì ñòåïåíÿ d ç êî-

åôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R. Òâåðäæåííÿ �f(x1, . . . , xn) íåçâiäíèé� ¹

åëåìåíòàðíèì òâåðäæåííÿì ïðî ìîäåëi òåîði¨ Π(R). Ñïðàâäi, âî-

íî åêâiâàëåíòíå êîí'þíêöi¨ òâåðäæåíü �íå iñíó¹ ïîëiíîìiâ g i h

ñòåïåíiâ d1 i d2 âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)·
h(x1, . . . , xn) �, äå (d1, d2) ïðîáiãà¹ âñi ïàðè äîäàòíèõ ÷èñåë ç âëà-

ñòèâiñòþ d1 + d2 = d. Ïåðåïèøåìî òâåðäæåííÿ �íå iñíó¹ ïîëiíî-

ìà g(x1, . . . , xn) ñòåïåíÿ d1� ó âèãëÿäi �¬∃ u1, . . . , ∃ uk�, äå u1,

. . ., uk � çìiííi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìà g(x1, . . . , xn). Ñèñòåìà

ðiâíîñòåé ìiæ âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè çàìiíþ¹ ðiâíiñòü

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)h(x1, . . . , xn).

4.1.2.3. Ñèãíàòóðà ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé P �ïîëå, V �

ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ñèãíàòóðà ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Σ =
{
+;−; 0; {λ}λ∈P

}
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ áiíàðíèõ ñèìâîëiâ îïå-

ðàöié + i − íà V (äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ âåêòîðiâ) i ðîäèíè

óíàðíèõ îïåðàöié ïî îäíié äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà λ ïîëÿ P (ìíî-

æåííÿ âåêòîðiâ ïðîñòîðó V íà ñêàëÿðè λ). Êîæåí ñêàëÿð λ ∈ P

çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ V → V , äëÿ ÿêîãî v 7→ λv.

Òåðìè â òåîði¨ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ � öå ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âè-

ãëÿäó λ1v1 + λ2v2 + . . . + λnvn. Ïðîòå ñëîâî ∀λ λx = y íå ¹
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ôîðìóëîþ, îñêiëüêè â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ íå ìîæíà íàâiøóâàòè

êâàíòîðè íà ñèìâîëè îïåðàöié (ó äàíîìó âèïàäêó óíàðíèõ).

4.1.2.4. Ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè Ïåàíî. Öÿ ñèãíàòóðà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îíîãî óíàðíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ñèìâîëà s (îïåðàöiÿ

íàñòóïíîñòi), äâîõ áiíàðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ + i · (äî-
äàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ÷èñåë) òà îäíîãî ñèìâîëó êîíñòàíòè 0,

ÿêèé iíòåðïðåòó¹ ÷èñëî 0. Îòîæ Σ = {S,+, ·, 0}� ñèãíàòóðà àðè-

ôìåòèêè Ïåàíî.

Ïðèêëàä 4.1.8. Âèðàç s(s(0) + x2 + 3x3) ¹ îäíèì ç òåðìiâ öi¹¨

ñèãíàòóðè.

Àêñiîìàòèêà ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè Ïåàíî PA îòðèìó¹òüñÿ

ç àêñiîìàòèêè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ äîëó÷åííÿì òàêèõ àêñiîì ôîð-

ìàëüíî¨ àðèôìåòèêè:

Q1. ∀x∀y (s(x) = s(y) → x = y) (âèðàæà¹ ií'¹êòèâíiñòü s);

Q2. ∀x ¬s(x) = 0 (îçíà÷à¹, ùî 0 íå ìà¹ áåçïîñåðåäíüî ïîïå-

ðåäíüîãî ÷èñëà);

Q3. ∀x (¬x = 0 → ∃y(x = s(y))) (ôîðìàëüíèé çàïèñ âëàñòè-

âîñòi: âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà êðiì íóëÿ ìàþòü áåçïîñåðå-

äíüî ïîïåðåäíi åëåìåíòè);

Q4. ∀x x+0 = x (0 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ñòîñîâíî äîäàâà-

ííÿ);

Q5. ∀x∀y x + s(y) = s(x + y) (ðåêóðñèâíà âëàñòèâiñòü äîäà-

âàííÿ);

Q6. ∀x x · 0 = 0 (ïîâåäiíêà 0 ïðè ìíîæåííi);

Q7. ∀x∀y x · s(y) = x · y + x (ðåêóðñèâíà âëàñòèâiñòü ìíîæå-

ííÿ).
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Ââåäåìî òàêi ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ:

x ≤ y ⇔ ∃z (z + x = y);

x < y ⇔ ((x ≤ y) ∧ ¬(x = y)).

Íåõàé ϕ(x)� áóäü-ÿêà ôîðìóëà ñèãíàòóðè Σ âiä îäíi¹¨ âiëüíî¨

çìiííî¨ x. Òîäi ôîðìóëà

∀y ((ϕ(0) ∧ ∀x (ϕ(x) → ϕ(s(x)))) → ϕ(y))

âèðàæà¹ âiäîìó ñõåìó àêñiîì iíäóêöi¨. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ðàçîì ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ

i ôóíêöi¹þ ïåðåõîäó äî íàñòóïíîãî åëåìåíòà ¹ ìîäåëëþ òåîði¨

PA.
4.1.2.5. Ñèãíàòóðà òåîði¨ ìíîæèí. Ñèãíàòóðà ìîâè ïåðøî-

ãî ïîðÿäêó äëÿ îïèñàííÿ òåîði¨ ìíîæèí ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïðå-

äèêàòíèõ ñèìâîëiâ �=� i �∈�. Äëÿ äâîõ ñèìâîëiâ ïðåäìåòíèõ çìií-
íèõ x i y àòîìàðíó ôîðìóëó x ∈ y ÷èòàþòü �x ¹ åëåìåíòîì y�,

çìiííi x i y òðàêòóþòüñÿ ÿê ìíîæèíè, ìíîæèíà x ¹ åëåìåíòîì

ìíîæèíè y, ÿêùî x âõîäèòü ó çàïèñ x ∈ y íà ïåðøîìó ìiñöi.

Ôîðìàëüíà ìîâà òåîði¨ ìíîæèí LSet �öå ìîâà ïåðøîãî ïîðÿä-

êó â ñèãíàòóði Σ = {∈}. Òåîðiÿ ìíîæèí ZF (Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ)

îòðèìó¹òüñÿ äîëó÷åííÿì äî ëîãi÷íèõ àêñiîì äîäàòêîâèõ àêñiîì,

ÿêi ñòîñóþòüñÿ ìíîæèí:

ZF1 Àêñiîìà îá'¹ìíîñòi: ∀x∀y
(
x = y ↔ ∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)

)
.

ZF2 Àêñiîìà ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè: ∃ x∀ y(¬y ∈ x).

ZF3 Àêñiîìà ïàðè: ∀x∀y∃z∀t(t ∈ z ↔ t = x ∨ t = y).

ZF4 Àêñiîìà îá'¹äíàííÿ: ÿêùî x�ìíîæèíà, òî iñíó¹ ìíîæè-

íà y, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ åëåìåíòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè x

i òiëüêè âîíè: ∀x∃y∀z
(
z ∈ y ↔ ∃t(t ∈ x ∧ z ∈ t)

)
.

ZF5 Àêñiîìà ñòåïåíÿ: ∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ z ⊂ x).
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ZF6 Àêñiîìà ðåãóëÿðíîñòi: ∀x
(
¬x = ∅ → ∃y(y ∈ x ∧ y ∩ x =

∅)
)
, äå y∩x = ∅� ñêîðî÷åíèé çàïèñ äëÿ ¬∃z(z ∈ y∧z ∈

x).

ZF7 Àêñiîìà íåñêií÷åííîñòi: ∃x
(
∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x → {y} ∈

x)
)
.

ZF8 Àêñiîìà ïiäñòàíîâêè:

∀z1 . . . ∀zn∀u(∀x(x ∈ u→ ∃!yP (x, y, z1, . . . , zn)) →

→ ∃w∀y(y ∈ w ↔ ∃x(x ∈ u ∧ P (x, y, z1, . . . , zn)))).

ZF9 Aêñiîìà âèáîðó:

∀x
(
¬x = ∅ → ∃f

(
“f � âiäîáðàæåííÿ ç x â

∪
u∈x

u�∧

∧ ∀u((u ∈ x ∧ ¬u = ∅) → ∃v (v ∈ u ∧ “(u, v) ∈ f ′′))
))
,

Àêñiîìà îá'¹ìíîñòi ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà ìíîæèíà öiëêîì âè-

çíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè. �¨ ùå ìîæíà ïðî÷èòàòè òàê: äâi

ìíîæèíè x òà y ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíèé åëåìåíò

ìíîæèíè x íàëåæèòü äî ìíîæèíè y i íàâïàêè, êîæíèé åëåìåíò

ç y íàëåæèòü i äî x.

Òåïåð äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ùå îäíå âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæè-

íàìè x ⊂ y�öå ñêîðî÷åííÿ äëÿ ôîðìóëè ∀z (z ∈ x → z ∈ y).

ßêùî x ⊂ y, òî êàæóòü, ùî ìíîæèíà x ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæè-

íè y. Êîëè x ⊂ y i x ̸= y, òî x� âëàñíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè y.

Çàïèñ x ̸⊂ y îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò ìíîæèíè x, ÿêèé íå ¹

åëåìåíòîì ìíîæèíè y.

Àêñiîìà ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ õî÷ îäíî¨ ìíî-

æèíè. Ìíîæèíà x, iñíóâàííÿ ÿêî¨ ñòâåðäæó¹ àêñiîìà ZF2, íå ìà¹

æîäíîãî åëåìåíòà é íàçèâà¹òüñÿ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ. Âîíà

¹äèíà çà àêñiîìîþ îá'¹ìíîñòi ZF1 é ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∅.
200



Àêñiîìà ïàðè ñòâåðäæó¹, ùî êîëè äàíî äâi ìíîæèíè x òà y,

òî iñíó¹ ìíîæèíà, ¹äèíèìè åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ x i y. Çà àêñiîìîþ

îá'¹ìíîñòi ZF1 iñíó¹ òiëüêè îäíà òàêà ìíîæèíà z. �¨ ïîçíà÷àþòü

÷åðåç {x, y} i íàçèâàþòü ïàðîþ, àáî íåâïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ, ìíî-

æèí x i y. ßêùî x = y, òî áà÷èìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà ìíîæèíà {x, x},
ùî ìà¹ ¹äèíèé åëåìåíò x. Ìíîæèíó {x, x} ïîçíà÷àþòü ÷åðåç {x}.
Ïîòðiáíî ðîçðiçíÿòè x i {x}. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà ∅ íå ìà¹

åëåìåíòiâ, à ìíîæèíà {∅} ìà¹ òî÷íî îäèí åëåìåíò, à ñàìå ∅.
Ìíîæèíó

{
x, {x, y}

}
íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ ìíîæèí x

òà y. Âïîðÿäêîâàíó ïàðó ñêîðî÷åíî ïîçíà÷àþòü (x, y).

Àêñiîìà îá'¹äíàííÿ ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹

ìíîæèíà y, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ åëåìåíòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè x, i

òiëüêè âîíè. Öþ ìíîæèíó y, íàçèâàþòü îá'¹äíàííÿì ìíîæèí t i

ïîçíà÷àþòü
∪
t∈x t. ßêùî x = {a, b}�ïàðà, òî îá'¹äíàííÿ

∪
t∈x t

ïîçíà÷àþòü a ∪ b.
Àêñiîìà ñòåïåíÿ ãàðàíòó¹ äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè x iñíóâàííÿ

ìíîæèíè y, ùî ìà¹ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè òiëüêè ïiäìíîæèíè ìíî-

æèíè x. Ìíîæèíà y ¹äèíà çà àêñiîìîþ ZF1. �¨ ïîçíà÷àþòü 2x i

íàçèâàþòü ìíîæèíîþ âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè x àáî áóëiàíîì

ìíîæèíè x.

Àêñiîìà ðåãóëÿðíîñòi ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà íåïîðîæíÿ ìíî-

æèíà íå ìà¹ ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ ç äåÿêèì ñâî¨ì åëåìåíòîì.

Àêñiîìà íåñêií÷åííîñòi ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ìíîæèíè, ùî ìi-

ñòèòü åëåìåíòè ∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, . . . , çà äîïîìîãîþ ÿêèõ

ó òåîði¨ ìíîæèí ââîäÿòüñÿ íàòóðàëüíi ÷èñëà 0, 1, 2, 3, . . . .

Íàâåäåíå âèùå ôîðìóëþâàííÿ àêñiîìè ïiäñòàíîâêè ìiñòèòü

íîâi ïîçíà÷åííÿ äëÿ ôîðìóë ìîâè LSet, ÿêi ñïðèÿþòü ñêîðî÷åííþ
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çàïèñiâ. Âîíè âèìàãàþòü ïåâíèõ ïîÿñíåíü. Íåõàé P (y)�ôîðìó-

ëà ìîâè LSet, â ÿêó âõîäèòü âiëüíî y. Íàäàëi çàïèñ ∃!yP (y) îçíà-
÷àòèìå ñêîðî÷åííÿ äëÿ ôîðìóëè

∃yP (y) ∧ ∀x∀y(P (x) ∧ P (y) → x = y).

Îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïðî÷èòàòè òàê: �iñíó¹ ¹äèíà ìíîæè-

íà y ç âëàñòèâiñòþ P �. ßêùî â ôîðìóëó P âõîäÿòü âiëüíî iíøi

çìiííi, êðiì y, òî ∃!y P (y) ñëiä ðîçóìiòè ÿê çàïèñ ôàêòó, ùî P

çàäà¹ y ÿê �íåÿâíó ôóíêöiþ� âiä öèõ iíøèõ çìiííèõ. Aêñiîìó ïiä-

ñòàíîâêè ìîæíà ïðî÷èòàòè òàê: �ÿêùî P çàäà¹ y ÿê ôóíêöiþ âiä

x ∈ u ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ z1, z2, . . . , zn, òî îáðàç

ìíîæèíè u ñòîñîâíî öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ w.�

Àêñiîìà ïiäñòàíîâêè ¹ îäíi¹þ ç íàéáiëüø ñêëàäíèõ i íàéìåíø

î÷åâèäíèõ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí. Âñå æ, çà ñëîâàìè îäíîãî ç âèç-

íà÷íèõ ñïåöiàëiñòiâ ç òåîði¨ ìíîæèí Ï. Êîåíà, �âîíà ñôîðìóëüî-

âàíà íàñòiëüêè ïðîäóìàíî i àêóðàòíî, ùî (ÿê ïðèéíÿòî ââàæà-

òè!) íå ïðèâåäå äî ñóïåðå÷íîñòi�. Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî àêñi-

îìà ïiäñòàíîâêè� öå íå îäíà àêñiîìà, à öiëà ðîäèíà àêñiîì, ïî

îäíié àêñiîìi äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè P . Ùîá ïiäêðåñëèòè öþ îá-

ñòàâèíó ó äàíîìó âèïàäêó êàæóòü ïðî �ñõåìó àêñiîì�.

Çi ñõåìè àêñiîì ïiäñòàíîâêè âèâîäÿòü ñëàáøi òâåðäæåííÿ, ÿêi

íàçèâàþòü ñõåìàìè àêñiîì âèäiëåííÿ. Ìè ñôîðìóëþ¹ìî ñõåìó

àêñiîì âèäiëåííÿ ó âèïàäêó, êîëè â ôîðìóëó P âõîäèòü îäíà

âiëüíà çìiííà z. Òîäi P (z) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê òâåðäæåííÿ

ïðî òå, ùî ìíîæèíà z ìà¹ âëàñòèâiñòü P .

Íà ìîâi LSet àêñiîìà âèäiëåííÿ çàïèñó¹òüñÿ òàê:

∀x∃y∀z
(
z ∈ y ↔

(
z ∈ x ∧ P (z)

))
. (1)

Ìíîæèíà y, iñíóâàííÿ ÿêî¨ çàáåçïå÷ó¹ àêñiîìà âèäiëåííÿ, ¹äèíà,

çà àêñiîìîþ îá'¹ìíîñòi ZF1. �¨ ïîçíàþòü y = {z ∈ x | P (z)}.
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Àêñiîìà âèäiëåííÿ, ÿê i àêñiîìà ïiäñòàíîâêè, � òåæ íå îäíà

àêñiîìà. Ìè çíîâó ìà¹ìî òóò �ñõåìó àêñiîì�, ïî îäíié àêñiîìi äëÿ

êîæíî¨ âëàñòèâîñòi P .

Ñïðîáó¹ìî òåïåð âçÿòè â ðîëi �àêñiîìè� íàñòóïíå, äóæå ñõî-

æå íà àêñiîìó âèäiëåííÿ, òâåðäæåííÿ: äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè P (z)

iñíó¹ ìíîæèíà y, ùî ìà¹ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè, ÿêi ìàþòü

âëàñòèâiñòü P (z). Ìîâîþ LSet öÿ �àêñiîìà� âèðàæàëàñÿ á òàê:

∃y∀z
(
z ∈ y ↔ P (z)

)
. (2)

Âîíà íåãàéíî æ ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòåé. Ñïðàâäi, íåõàé P (z)

îçíà÷à¹ z /∈ z. Òîäi ç (2) îäåðæèìî

∃y∀z(z ∈ y ↔ z /∈ z). (3)

Ïðèéìåìî â (3) z = y. Òîäi

∃y(y ∈ y ↔ y /∈ y), (4)

ùî ¹ ñóïåðå÷íiñòþ (ñõîæîþ íà ïàðàäîêñ Ðàññåëà). Îòæå àêñiîìà

ïiäñòàíîâêè íå äîçâîëÿ¹ âèâîäèòè ó òåîði¨ ìíîæèí ñóïåðå÷íîñòi

òèïó ïàðàäîêñó Ðàññåëà.

Àêñiîìà âèäiëåííÿ îçíà÷à¹, ùî ÷àñòèíà åëåìåíòiâ z äàíî¨ ìíî-

æèíè x, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü P , óòâîðþ¹ ìíîæèíó. Ií-

øèìè ñëîâàìè, êîæíà âëàñòèâiñòü âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó çàäàíî¨

ìíîæèíè x.

Öiêàâî ïåðåâiðèòè àêñiîìó âèäiëåííÿ íà âëàñòèâiñòü z /∈ z. ×è

ìîæëèâà òåïåð ñóïåðå÷íiñòü? Ñïðîáóâàâøè, ïiäñòàâèòè â (1) z /∈
z çàìiñòü P (z), îäåðæó¹ìî

∀x∃y∀z
(
z ∈ y ↔ (z ∈ x ∧ z /∈ z)

)
. (5)

Ïiäñòàâèìî â (5) z = y i îòðèìà¹ìî ôîðìóëó

∀x∃y
(
y ∈ y ↔ (y ∈ x ∧ y /∈ y)

)
. (6)
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Òåïåð ìîæíà äîâåñòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1.9. ∀x∃y y /∈ x.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêáè ∃x∀y y ∈ x, òî ç (6)

âèïëèâàëî á, ùî ∃y(y ∈ y ↔ y /∈ y). Àëå îñòàííié çàïèñ âèðàæà¹

ñóïåðå÷íiñòü. �

Òåîðåìà 4.1.9 ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ìíî-

æèíà y, ùî íå íàëåæèòü äî x àáî, iíøèìè ñëîâàìè, íå iñíó¹ ìíî-

æèíè, ÿêà á ìàëà ñâî¨ìè åëåìåíòàìè âñi ìíîæèíè. Òîìó òåïåð

âæå íå äîçâîëÿ¹òüñÿ ãîâîðèòè ïðî ìíîæèíó âñiõ ìíîæèí.

Ïîâåðíåìîñü ùå ðàç äî ôîðìóëè (3). Îñêiëüêè ç íå¨ ìè îäåð-

æàëè ñóïåðå÷íiñòü (4), òî ñïðàâåäëèâå çàïåðå÷åííÿ ôîðìóëè (4)

i, îòæå, äîâåäåíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.10. Iñòèííå òàêå ðå÷åííÿ: ¬∃y∀z(z ∈ y ↔ z /∈
z).

Òåîðåìà 4.1.10 ñòâåðäæó¹, ùî íå iñíó¹ ìíîæèíè, ÿêà ìàëà á

ñâî¨ìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè, ùî íå ìiñòÿòü ñåáå â ÿêîñòi åëå-

ìåíòà. Òîìó â òåîði¨ ìíîæèí íå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî �ìíîæèíó

âñiõ ìíîæèí, ùî íå ìiñòÿòü ñåáå â ÿêîñòi åëåìåíòà� i öèì ñàìèì

ïàðàäîêñ Ðàññåëà îñòàòî÷íî çíiìà¹òüñÿ àêñiîìàòèêîþ ZF.

Íàðåøòi, ïðîêîìåíòó¹ìî ïîíÿòòÿ, ùî âõîäÿòü ó ôîðìóëþâà-

ííÿ àêñiîìè âèáîðó. Ó ¨¨ ôîðìóëþâàííi áåðóòü ó÷àñòü ïîíÿòòÿ

ôóíêöi¨ òà âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé a i b ìíîæèíè. Ôóíêöi¹þ íà-

çèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (äèâ. àêñiîìó ZF3)

(x, y), äå x ∈ a, y ∈ b, ÿêà ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ îäíó ïàðó äëÿ

êîæíîãî x ∈ a, òîáòî(
(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f

)
→ y = z.
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ßêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ a iñíó¹ òàêèé y ∈ b, ùî (x, y) ∈ f ,

òî ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç ìíîæèíè a â ìíî-

æèíó b. Àêñiîìà âèáîðó ñòâåðäæó¹, ùî êîëè çàäàíà íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà x íåïîðîæíiõ ìíîæèí u, òî çàâæäè ìîæíà âèáðàòè ç

óñiõ ìíîæèí u ïî åëåìåíòó, ïðè÷îìó îäíîàêòíèì ïðèéîìîì.

Âèðàç ZF9 íå ¹ çàïèñîì àêñiîìè âèáîðó â ìîâi LSet. Àëå öåé

âèðàç ìîæíà ïåðåòâîðèòè ó ñëîâî ìîâè LSet, ÿêùî âèðàçèòè â

ìîâi LSet ôðàãìåíòè �f � âiäîáðàæåííÿ� òà âèêîðèñòàòè ïîâíèé

çàïèñ ñêîðî÷åíü ¬x = ∅ òà ¬u = ∅. Ïðîïîíó¹ìî öå çðîáèòè

÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî.

Àêñiîìà âèáîðó âiäiãðà¹ îñîáëèâó ðîëü ñåðåä iíøèõ àêñiîì òå-

îði¨ ìíîæèí. Âîíà äåùî íàãàäó¹ ðîëü ïîñòóëàòó Åâêëiäà ïðî

ïàðàëåëüíi ïðÿìi â ãåîìåòði¨. Íàãàäà¹ìî, ùî, êîëè â ãåîìåòði¨

çàìiíèòè àêñiîìó ïàðàëåëüíîñòi òâåðäæåííÿì �÷åðåç òî÷êó ïîçà

äàíîþ ïðÿìîþ ìîæíà ïðîâåñòè äâi ïðÿìi, ïàðàëåëüíi äî äàíî¨

ïðÿìî¨�, òî îäåðæèìî ãåîìåòðiþ Ëîáà÷åâñüêîãî, íåñóïåðå÷ëèâó,

ÿêùî íåñóïåðå÷ëèâà ãåîìåòðiÿ Åâêëiäà.

Íåõàé ZF− � ñèñòåìà àêñiîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ áåç àêñiîìè

âèáîðó. Çíàìåíèòèé àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Ê. Ãåäåëü äîâiâ ó

1939 ð., ùî êîëè ZF− íåñóïåðå÷ëèâà, òî ñèñòåìà àêñiîì ZF− ∪
{àêñiîìà âèáîðó} çàëèøà¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâîþ, òîáòî i âñÿ ñè-

ñòåìà àêñiîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF íåñóïåðå÷ëèâà. Ó 1963 ð.

àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Ï. Êîåí ïîêàçàâ, ùî ZF−∪{çàïåðå÷åííÿ
àêñiîìè âèáîðó} çàëèøà¹òüñÿ íåñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî ZF− íåñó-

ïåðå÷ëèâà.

Íå âñi ìàòåìàòèêè áåççàñòåðåæíî êîðèñòóþòüñÿ àêñiîìîþ âè-

áîðó. Äåÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî íå¨ ç íåäîâiðîþ. Ñïðàâà â òîìó, ùî

ç àêñiîìè âèáîðó âèïëèâàþòü äîñèòü äèâíi i íåñïîäiâàíi íàñëiä-

êè, ùî íå óçãîäæóþòüñÿ ç íàøîþ iíòó¨öi¹þ. Íàéáiëüø âiäîìèì
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ç íèõ ¹ òàê çâàíèé �ïàðàäîêñ Áàíàõà-Òàðñüêîãî�, ÿêèé ìè òóò íå

êîìåíòó¹ìî.

Ïiäñóìîâóþ÷è, áà÷èìî, ùî êîæíà ñèãíàòóðà ¹ öiêàâîþ ñàìà ïî

ñîái i âîíà ïiäiáðàíà äîñòàòíüî îïòèìàëüíî, ùîá áóòè çðó÷íîþ

äëÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨ êîíêðåòíî¨ òåîði¨. Ñó÷àñíà ìàòåìàòèêà íàñè÷å-

íà ðiçíîìàíiòíèìè òåîðiÿìè, ç ÿêèìè ÷èòà÷ àáî âæå çíàéîìèé,

àáî ùå ïîçíàéîìèòüñÿ â ìàéáóòíüîìó.

4.2. Åëåìåíòàðíi ïiäñòðóêòóðè

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Äâi ñòðóêòóðè A = ⟨A, ri, fj , ck⟩ i B =

⟨B, si, gj , dk⟩ ìîâè L = L(µ, ν,K) içîìîðôíi , ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå

âiäîáðàæåííÿ F : A→ B, äëÿ ÿêîãî

• (a1, . . . , aµ(i)) ∈ ri ⇐⇒ (F (a1), . . . , F (aµ(i))) ∈ si ∀i ∈ I;

• F (f(a1, . . . , aν(j))) = gj(F (a1), . . . , F (aν(j))) ∀j ∈ J ;

• f(ck) = dk, ∀k ∈ K.

Iíàêøå êàæó÷è, A i B içîìîðôíi, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíèé ãîìî-

ìîðôiçì ç A ó B. Ó òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî A ∼= B.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2. Ñòðóêòóðè A i B íàçèâàþòü åëåìåíòàðíî

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî A � ϑ⇐⇒ B � ϑ äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ ϑ

ìîâè L. Ó òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî A ≡ B.

Çðîçóìiëî, ùî êîëè A ∼= B, òî A ≡ B. Àëå, ÿê ìè ïåðåêîíà¹-

ìîñÿ äàëi íà ïðèêëàäàõ, îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå.

Ïîëÿ L i L′, ùî ìiñòÿòü ïîëå K, ¹ içîìîðôíèìè ÿê ìîäåëi

òåîði¨ Π(K) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ içîìîðôiçì ïîëiâ L i

L′, ùî çàëèøà¹ íåçìiííèìè åëåìåíòè ïîëÿ K; ó òàêîìó âèïàäêó

ïèøåìî L ∼=K L′. ßêùî öi ïîëÿ içîìîðôíi ÿê ìîäåëi òåîði¨ Π(K),

òî ïèøåìî L ≡K L′.
206



Îçíà÷åííÿ 4.2.3. Còðóêòóðó A íàçèâàþòü ïiäñòðóêòóðîþ

ñòðóêòóðè B, à ñòðóêòóðó B� ðîçøèðåííÿì ñòðóêòóðè A i ïè-

øóòü A ⊆ B, ÿêùî A ⊆ B, ri = Aµ(i) ∩ si i äëÿ êîæíîãî i ∈
I, fj(a1, . . . , aν(j)) = gj(a1, . . . , aν(j)) äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ J i äî-

âiëüíèõ a1, . . . , aν(j) ∈ A i ck = dk äëÿ êîæíîãî k ∈ K.

Îçíà÷åííÿ 4.2.4. Ñòðóêòóðó A íàçèâàþòü åëåìåíòàðíîþ ïiä-

ñòðóêòóðîþ ñòðóêòóðè B, à ñòðóêòóðó B� åëåìåíòàðíèì ðîç-

øèðåííÿì ñòðóêòóðè A i ïèøóòü A ≺ B, ÿêùî A ⊆ B, i äëÿ êîæ-

íî¨ ôîðìóëè ϕ(x1, . . . , xn) ìîâè L i äëÿ äîâiëüíèõ a1, . . . , an ∈ A i

ck = dk ç iñòèííîñòi ôîðìóëè ϕ(a1, . . . , an) â A âèïëèâà¹ ¨¨ iñòèí-

íiñòü ó B.

Çîêðåìà, ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L iñòèííå â A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

âîíî iñòèííå â B (òîáòî A ≡ B). Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå

(äèâ. ïðèêëàä íèæ÷å). ßêùî, âñå æ, A ⊆ B i ìè ðîçøèðèìî

ìîâó L, äîëó÷èâøè ìíîæèíó íîâèõ êîíñòàíòíèõ ñèìâîëiâ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, òî âiäíîøåííÿ A ≡ B

åêâiâàëåíòíå âiäíîøåííþ A ≺ B. Òðàíçèòèâíiñòü î÷åâèäíà: ç

A ≺ B i B ≺ C âèïëèâà¹ A ≺ C.

Ïðèêëàä 4.2.5. (Åëåìåíòàðíi ïiäïîëÿ). ßêùî K � åëåìåí-

òàðíå ïiäïîëå ïîëÿ L, òî K àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå â L. Ñïðàâäi,

êîæåí ïîëiíîì Xn + a1X
n−1 + · · · an ç êîåôiöi¹íòàìè ç K, ùî

ìà¹ êîðiíü â L ìà¹ êîðiíü â K. Çîêðåìà, ÿêùî x� òðàíñöåíäåí-

òíèé íàä Q åëåìåíò, òî Q(x2) ∼= Q(x). Îòæå Q(x2) ≡ Q(x) àëå

Q(x2) íå ¹ åëåìåíòàðíèì ïiäïîëåì ïîëÿ Q(x), îñêiëüêè â ïîëi

Q(x) iñíó¹ êîðiíü ðiâíÿííÿ y = x2, à â ïîëi Q(x2) öå ðiâíÿííÿ íå

ìà¹ êîðåíiâ.
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4.3. Êðèòåðié åëåìåíòàðíî¨ ïiäñòðóêòóðè

Íàâåäåìî êðèòåðié òîãî, ùîá îäíà ñòðóêòóðà áóëà åëåìåíòàð-

íîþ ïiäñòðóêòóðîþ iíøî¨.

Äëÿ êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m ðîçãëÿíåìî òðàíñôiíiòíó ïîñëi-

äîâíiñòü {Aα : α < m} äëÿ ìîâè L = L(µ, ν,K), äå Aα = ⟨Aα, rαi, fαj , cαk⟩.
Ïðèïóñòèìî, øî Aα ⊆ Aβ äëÿ âñiõ α ≤ β < m, i îçíà÷èìî îá'¹ä-

íàííÿ
∪
α<mAα ÿê ñòðóêòóðó Am = ⟨Am, rmi, fmj , cmk⟩, äå Am =∪

α<mAα, Rmi =
∪
α<mRαi, Fmj(x1, . . . , xν(j)) = Fαj(x1, . . . , xν(j))

ÿêùî x1, . . . , xν(j) ∈ Aα, i cmk = c0k. Òîäi Aα ⊆ Am äëÿ âñiõ

α < m. Çàôiêñóâàâøè öi ïîçíà÷åííÿ, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òà-

êó ëåìó.

Ëåìà 4.3.1. à) ßêùî Aα ≺ Aβ äëÿ âñiõ α ≤ β < m, òî

Aα ≺ Am äëÿ êîæíîãî α < m.

á) ßêùî B� iíøà ñòðóêòóðà äëÿ L, äëÿ ÿêî¨ Aα ≺ B äëÿ

âñiõ α < m, òî Am ≺ B.

Äîâåäåííÿ. à) Iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ êðîêiâ ó ïîáóäîâi

ôîðìóëè äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ϕ(x1, . . . , xn) ìîâè

L, äëÿ êîæíîãî α < m i äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, . . . , xn ∈ An iñòèííå

òâåðäæåííÿ

Aα � ϕ(x) ⇐⇒ Am � ϕ(x), (1)

äå x = (x1, . . . , xn). á) Çàìiíèìî Aα (âiäïîâiäíî Am) â (1) íà Am

(âiäïîâiäíî B). �

Òâåðäæåííÿ 4.3.2 (Ñêóëåì-Ëåâåíãåéì). Íåõàé L = L(µ, ν,K)

çëi÷åííà ìîâà, íåõàé B = ⟨B, si, gj , dk⟩� ñòðóêòóðà äëÿ L i íå-

õàé A0 � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â B. Òîäi B ìà¹ çëi÷åííó åëå-

ìåíòàðíó ïiäñòðóêòóðó A = ⟨A, ri, fj , ck⟩, äëÿ ÿêî¨ A0 ⊆ A.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî çðîñòàþ÷èé ëàíöþã çëi÷åííèõ ìíî-

æèí A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ B. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà An
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âæå ïîáóäîâàíà. Òîäi An+1 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îá'¹äíàííÿ òàêèõ

ìíîæèí: ìíîæèíè âñiõ dk; ìíîæèíè gj(y1, . . . , yν(j)), äå j ∈ J

i (y1, . . . , yν(j))�ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç An; òàêîãî åëåìåíòà

xm ∈ B, ùî B � ϕ(x1, . . . , xm) äëÿ êîæíî¨ ôîðìóëè ϕ(x1, . . . , xm)
i äëÿ âñiõ x1, . . . , xm−1 ∈ An, òàêèõ ùîB � ∃xmϕ(x1, . . . , xm−1, xm).

Îçíà÷èìî A òàêèìè äàíèìè: A =
∪∞
n=1An, ri = Aµ(i) ∩ si,

fj(y1, . . . , yµ(j)) = gj(y1, . . . , yµ(j)) äëÿ y1, . . . , yµ(j) ∈ A, i ck = dk.

Ôóíêöi¨ fj êîðåêòíî âèçíà÷åíi. Îòæå A� çëi÷åííà ïiäñòðóêòó-

ðà â B. Òåïåð âèêîðèñòîâó¹ìî iíäóêöiþ çà êiëüêiñòþ êðîêiâ ó

ïîáóäîâi ôîðìóëè ç àòîìàðíèõ äëÿ äîâåäåííÿ, ùî äëÿ êîæíî¨

ôîðìóëè ϕ(x1, . . . , xn) ìîâè L i äëÿ âñiõ x ∈ An, A � ϕ(x) òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè B � ϕ(x). Öå äîâîäèòü, ùî A ≺ B. �

4.4. Óëüòðàôiëüòðè

Îçíà÷åííÿ 4.4.1. Íåõàé S �íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ôiëüòð íà

ìíîæèíi S �öå íåïîðîæíÿ ðîäèíà D ïiäìíîæèí ìíîæèíè S, ùî

ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) ∅ /∈ D;
2) ÿêùî A,B ∈ D, òî A ∩B ∈ D;
3) ÿêùî A ⊆ B ⊆ S i A ∈ D, òî B ∈ D.

ßêùî, êðiì öèõ óìîâ 1), 2), 3) âèêîíó¹òüñÿ ùå é óìîâà

4) ∀ A ⊆ S àáî A ∈ D, àáî S \A ∈ D,

òî ôiëüòð D íàçèâàþòü óëüòðàôiëüòðîì.

Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî êîæåí óëüòðàôiëüòð D òàêîæ çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó

4′) A ∪B ∈ D =⇒ A ∈ D àáî B ∈ D.
209



Ïðèêëàä 4.4.2. (1) Ðîäèíà âñiõ êîñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí

â S (òîáòî ïiäìíîæèí çi ñêií÷åííèìè äîïîâíåííÿìè) ¹

ôiëüòðîì íà S.

(2) Ðîäèíà Da âñiõ ïiäìíîæèí â S, ùî ìiñòÿòü äàíèé åëå-

ìåíò

a ∈ S ¹ óëüòðàôiëüòðîì, ÿêèé íàçèâàþòü ãîëîâíèì óëü-

òðàôiëüòðîì. Ç óìîâè 4) ëåãêî âèâåñòè, ùî óëüòðà-

ôiëüòð D ¹ ãîëîâíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ìiñòèòü

ñêií÷åííó ìíîæèíó.

Îçíà÷åííÿ 4.4.3. Óëüòðàôiëüòð, ÿêèé íå ¹ ãîëîâíèì, íàçèâà-

þòü íåãîëîâíèì.

Îçíà÷åííÿ 4.4.4. Ðîäèíà D0 ïiäìíîæèí ìíîæèíè S çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ, ÿêùî ç A1, . . . , An ∈ D0

âèïëèâà¹ A1 ∩ . . . ∩An ∈ D0.

Äîëó÷èâøè äî D0 âñi ìíîæèíè B ⊆ S, ùî ìiñòÿòü ñêií÷åííi

ïåðåòèíè A1 ∩ . . . ∩An åëåìåíòiâ ç D0, îòðèìó¹ìî ôiëüòð D1. Çà

ëåìîþ Öîðíà iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ôiëüòð D íà ìíîæèíi S, ùî

ìiñòèòü D1. Íàâåäåíà íèæ÷å ëåìà ïîêàçó¹, ùî D�óëüòðàôiëüòð.

Ëåìà 4.4.5. Ôiëüòð D íà ìíîæèíi S ¹ óëüòðàôiëüòðîì òîäi

é ëèøå òîäi, êîëè âií ìàêñèìàëüíèé.

Äîâåäåííÿ. (⇐=) Ïðèïóñòèìî, ùî D ìàêñèìàëüíèé, i íå-

õàé A ⊆ S, S\A /∈ D. Òîäi D∪{A} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ. Ñïðàâäi, äëÿ D1, . . . , Dn ∈ D íåõàé D = D1 ∩ . . .∩Dn.

ßêùî D ∩A = ∅, òî D ⊆ S \A. Îòæå S \A ∈ D, � ñóïåðå÷íiñòü.

Çà ïîïåðåäíiìè çàóâàæåííÿìè iñíó¹ ôiëüòð D′ íà ìíîæèíi S, ùî

ìiñòèòü D ∪ {A}. Çà ìàêñèìàëüíiñòþ D, A ∈ D. Òîìó D óëüòðà-

ôiëüòð.

(=⇒) Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. �
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Íàñëiäîê 4.4.6. Êîæíà ðîäèíà D0 ïiäìíîæèí ìíîæèíè S,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ, ìiñòèòüñÿ

â óëüòðàôiëüòði.

Ç äåùî ñèëüíiøèõ ïðèïóùåíü âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåãîëîâíèõ

óëüòðàôiëüòðiâ.

Ëåìà 4.4.7. Íåõàé D0 � ðîäèíà ïiäìíîæèí ìíîæèíè S, ùî

ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: ÿêùî A1, . . . , An ∈ D0, òî A1∩ . . .∩An�
íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Òîäi iñíó¹ íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð D
íà ìíîæèíi S, ùî ìiñòèòü D0.

Äîâåäåííÿ. ÐîäèíàD1, ùî ìiñòèòüD0 i âñi êîñêií÷åííi ìíî-

æèíè â S (òîáòî ìíîæèíè çi ñêií÷åííèìè äîïîâíåííÿìè â S),

ìà¹ âëàñòèâiñòü ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ. Îòæå iñíó¹ óëüòðàôiëüòð

D, ùî ìiñòèòü D0. Öå íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð. �

Çàóâàæåííÿ 22. Âñi òâåðäæåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó ñòâåðäæó-

þòü ôàêò iñíóâàííÿ òîãî ÷è iíøîãî óëüòðàôiëüòðà. Ïðîòå, íàâiòü

íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìè íå ìîæåìî âêàçàòè æîäíîãî

íåãîëîâíîãî óëüòðàôiëüòðà, ÿêèé áè ìîæíà áóëî çáóäóâàòè êîí-

ñòðóêòèâíî. Öÿ îáñòàâèíà ñïîíóêà¹ ìàòåìàòèêiâ øóêàòè äîâå-

äåííÿ, ó ÿêèõ íå áåðóòü ó÷àñòi íåãîëîâíi óëüòðàôiëüòðè. Îäíàê

íåãîëîâíi óëüòðàôiëüòðè äóæå êîðèñíi; ¨õ çàñòîñóâàííÿ ÷àñòî ¹

äóæå ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äîâåäåíü, i äîçâîëÿ¹ ñïðîùóâàòè

äîâåäåííÿ.

4.5. Ðåãóëÿðíi óëüòðàôiëüòðè

Ðîäèíà F âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè S

ìà¹ äâî¨ñòi âëàñòèâîñòi äî âëàñòèâîñòåé ôiëüòðà:

• S /∈ F ;
• A,B ∈ F =⇒ A ∪B ∈ F ;
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• B ∈ F i A ⊆ B =⇒ A ∈ F .

Îçíà÷åííÿ 4.5.1. Íåõàé F �íåïîðîæíÿ ðîäèíà ïiäìíîæèí â

S, ùî çàäîâîëüíÿþòü öi âëàñòèâîñòi. Åëåìåíòè ðîäèíè F íàçè-

âàòèìåìî ìàëèìè ìíîæèíàìè.

Îçíà÷åííÿ 4.5.2. Îçíà÷èìî áóëüîâi ïîëiíîìè âiä z1, . . ., zm

ðåêóðñèâíî.

(1) Çìiííi z1, . . . , zm ¹ áóëüîâèìè ïîëiíîìàìè, i

(2) ÿêùî u, u1 i u2 ¹ áóëüîâèìè ïîëiíîìàìè, òî u′, u1 ∪ u2 i
u1 ∩ u2 ¹ áóëüîâèìè ïîëiíîìàìè.

Îá÷èñëþ¹ìî áóëüîâèé ïîëiíîì P (z1, . . . , zm) íà ïiäìíîæèíàõ A1,

. . ., Am ìíîæèíè S, iíòåðïðåòóþ÷è ñèìâîëè ∪, ∩ i ′ ÿê çâè÷àéíi

îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí òà äîïîâíåííÿ ìíîæèí âiäïîâiäíî.

ßêùî îçíà÷èòè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ïðàâèëàìè A + B =

(A \ B) ∪ (B \ A) i A · B = A ∩ B, i 0 = ∅, 1 = S, òî îòðèìó¹ìî

àëãåáðó íàä ïîëåì F2 ç äâîõ åëåìåíòiâ, ó ÿêié âñi åëåìåíòè êðiì

1 ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ. Ðîäèíà F ìàëèõ ìíîæèí ¹ iäåàëîì öi¹¨

àëãåáðè.

Îçíà÷åííÿ 4.5.3. Äâi ïiäìíîæèíè A i B ìíîæèíè S íàçè-

âàþòü êîíãðóåíòíèìè çà ìîäóëåì F ó öié àëãåáði, ÿêùî âîíè

âiäðiçíÿþòüñÿ íà ìàëó ìíîæèíó (òîáòî (A \ B) ∪ (B \ A) ∈ F).
Òàêi ïiäìíîæèíè A i B íàçèâàþòü òàêîæ ìàéæå ðiâíèìè i ïè-

øóòü A ≈ B.

Çðîçóìiëî, ùî êîëè A1 ≈ B1 i A2 ≈ B2, òî S \ A1 ≈ S \ B1,

A1 ∪ A2 ≈ B1 ∪ B2 i A1 ∩ A2 ≈ B1 ∩ B2. Òîìó, â çàãàëüíîìó,

ÿêùî P (z1, . . . , zm)� áóëüîâèé ïîëiíîì âiä çìiííèõ z1, . . ., zm, i

Ai ≈ Bi, i = 1, . . .m, òî P (A1, . . . , Am) ≈ P (B1, . . . , Bm).
212



Îçíà÷åííÿ 4.5.4. ßêùî ðiçíèöÿ A \B äâîõ ïiäìíîæèí A i B

ìíîæèíè S ¹ ìàëîþ ìíîæèíîþ, òî êàæóòü, ùî A ìàéæå ìiñòè-

òüñÿ â B.

Îçíà÷åííÿ 4.5.5. Ðîäèíà ïiäìíîæèí ìíîæèíè S, çàìêíåíà

ñòîñîâíî îá'¹äíàíü, ïåðåòèíiâ òà äîïîâíåíü, íàçèâà¹òüñÿ áóëüî-

âîþ àëãåáðîþ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4.5.6. Áóëüîâà àëãåáðà, ïîðîäæåíà ðîäèíîþ A0

ïiäìíîæèí ìíîæèíè S �öå ïåðåòèí âñiõ áóëüîâèõ àëãåáð ðîäèí

â S, ùî ìiñòÿòü A0.

Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí P (A1, . . . , Am), äå P (z1, . . . , zm)�

áóëüîâèé ïîëiíîì i A1, . . . , Am ∈ A0.

Ïðèêëàä 4.5.7. Ðîäèíà âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè S âèãëÿäó

P (A1, . . . , Am) ∪ B, äå B �ìàëà ìíîæèíà ¹ áóëüîâîþ àëãåáðîþ,

ùî ìiñòèòü A0 i F . Öÿ ðîäèíà ¹ áóëüîâîþ àëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ

A0 ∪ F .

Îçíà÷åííÿ 4.5.8. Íàçâåìî óëüòðàôiëüòð D íà ìíîæèíi S ðå-

ãóëÿðíèì (ñòîñîâíî F), ÿêùî âií íå ìiñòèòü ìàëèõ ìíîæèí.

Ïðèêëàä 4.5.9. Íåãîëîâíi óëüòðàôiëüòðè íà ìíîæèíi S ðåãó-

ëÿðíi ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè S.

Ëåìà 4.5.10. Íåõàé S �ìíîæèíà i íåõàé F � ðîäèíà ìàëèõ

ïiäìíîæèí ìíîæèíè S. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîäèíà D0 ïiäìíî-

æèí ìíîæèíè S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

A1, . . . , An ∈ D0 =⇒ A1 ∩ . . . ∩An /∈ F . (2)

Òîäi iñíó¹ ðåãóëÿðíèé óëüòðàôiëüòð D íà ìíîæèíi S, ÿêèé ìi-

ñòèòü D0.
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Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîñëiâíî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ, âèêî-

ðèñòàíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.4.7. �

Ìè çàñòîñó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äî òåîðåòèêî-ìîäåëüíèõ

âëàñòèâîñòåé ðîäèí ïîëiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.5.11. Íåõàé S �ìíîæèíà, F � ðîäèíà ìàëèõ

ïiäìíîæèí ìíîæèíè S, i íåõàé A� áóëüîâà àëãåáðà ïiäìíî-

æèí ìíîæèíè S, ùî ìiñòèòü F . Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäìíîæè-

íà C ⊆ S íå íàëåæèòü äî A. Òîäi iñíóþòü òàêi äâà ðåãóëÿðíi

óëüòðàôiëüòðè D i D′, ùî D ∩A = D′ ∩ A àëå C ∈ D i C /∈ D′.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A0 íàáið âñiõ A ∈ A, ùî ìàé-
æå ìiñòÿòü C àáî ìàéæå ìiñòÿòü S \C. Ïðèïóñòèìî, ùî Ai ∈ A0

ìàéæå ìiñòèòü C äëÿ i = 1, . . . ,m i Bj ∈ A0 ìàéæå ìiñòèòü S \C
äëÿ j = 1, . . . , n, i ïðèïóñòèìî, ùî A1∩. . .∩Am∩B1∩. . .∩Bn ≈ ∅.
Ðîçãëÿíóâøè äîïîâíåííÿ, îäåðæó¹ìî

(S \A1) ∪ . . . ∪ (S \Am) ∪ (S \B1) ∪ . . . ∪ (S \Bn) ≈ S.

Êîæíà ìíîæèíà S \Ai ìàéæå ìiñòèòüñÿ â S \C i êîæíà ìíîæèíà

S \Bi ìàéæå ìiñòèòüñÿ â C. Îòæå, C ≈ (S \B1) ∪ . . . ∪ (S \Bn),
i òîìó C ∈ A, ñóïåðå÷íiñòü. Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî

A0 çàäîâîëüíÿ¹ (2).

Çà ëåìîþ Öîðíà â A iñíó¹ ìàêñèìàëüíà ïiäðîäèíà A1, ùî ìi-

ñòèòü A0 i ìà¹ âëàñòèâiñòü (2).

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ðîäèíà A1 ∪ {C} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2).
Ñïðàâäi, ÿêùî A1, . . . , Am ∈ A i A1∩. . .∩Am∩C ≈ ∅, òî C ìàéæå

ìiñòèòüñÿ â S\A, äå A = A1∩. . .∩Am ∈ A. Îòæå S\A ∈ A0 ⊆ A1.

Àëå öå ñóïåðå÷íiñòü, îñêiëüêè A1 ìàêñèìàëüíà ñåðåä ðîäèí ç

âëàñòèâiñòþ (2). Îòîæ âîíà ìóñèòü ìiñòèòè A.

Çà ëåìîþ 4.5.10 iñíó¹ ðåãóëÿðíèé óëüòðàôiëüòð D íà ìíîæèíi

S, ùî ìiñòèòüA1∪{C}. Î÷åâèäíî, D∩A ìiñòèòüA1 i çàäîâîëüíÿ¹
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óìîâó (2). Ç ìàêñèìàëüíîñòi ðîäèíè A1 âèïëèâà¹, ùî D∩A = A1.

Òàê ñàìî, iñíó¹ ðåãóëÿðíèé óëüòðàôiëüòð D′ íà S, ùî ìiñòèòü

A1 ∪ {S \ C}. Âií òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó D′ ∩ A = A1. Îòæå

D′ ∩ A = D ∩A. �

4.6. Óëüòðàäîáóòêè

Äëÿ äàíî¨ ðîäèíè àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð êîíñòðóêöiÿ óëüòðà-

äîáóòêó äîçâîëÿ¹ óòâîðèòè íîâó ñòðóêòóðó, ÿêà ìà¹ âñi òi åëåìåí-

òàðíi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìàþòü ìàéæå âñi ñòðóêòóðè ç äàíî¨ ðîäèíè.

Êðiì öüîãî, òi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi, ÿêi âèêîíóþòüñÿ ëèøå íà

ìàëié ïiäðîäèíi, ïåðåñòàþòü âèêîíóâàòèñÿ â óëüòàäîáóòêó. Ó áà-

ãàòüîõ âèïàäêàõ iñíó¹ ïðîñòèé êðèòåðié äëÿ âñòàíîâëåííÿ êîëè

äâà óëüòðàäîáóòêè ¹ åëåìåíòàðíî åêâiâàëåíòíèìè.Â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî åôåêòèâíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ åëåìåíòàðíèõ òåîðié

áàãàòüîõ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð.

Ðîçãëÿíåìî ìîâó ïåðøîãî ïîðÿäêó LΣ ñèãíàòóðè Σ = {R,F,C},
i óëüòðàôiëüòð D íà äåÿêié ìíîæèíi S. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êî-

æíîãî s ∈ S çàäàíà ñòðóêòóðà As = ⟨As, ris, fjs, cks⟩, äå ris ∈
R, fjs ∈ F, cks ∈ C. Çàðàç ìè âèçíà÷èìî óëüòðàäîáóòîê ñòðó-

êòóð As, s ∈ S, çà ìîäóëåì D, ÿêèé ïîçíà÷èìî
∏
s∈S As/D = A =

⟨A,Ri, Fj , ck⟩.
Ðîçãëÿíåìî äåêàðòîâèé äîáóòîê∏

s∈S
As =

{
f : S →

∪
s∈S

As

∣∣∣∣∣ f(s) ∈ As, s ∈ S

}
.

Âiäîìî, ùî ôóíêöiþ f ìîæíà òðàêòóâàòè ïåâíèé ÿê âåêòîð f =

(f(s))s∈S = (as)s∈S = ā.

Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà äåêàðòîâî-

ìó äîáóòêó
∏
s∈S As:

a ∼ b⇐⇒ {s ∈ S : as = bs} ∈ D.
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Òâåðäæåííÿ 4.6.1. Âiäíîøåííÿ ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-

òíîñòi íà
∏
s∈S As.

Äîâåäåííÿ. �

Âiäíîøåííÿ ∼ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì D�ðiâíîñòi, àáî ðiâ-
íîñòi ñòîñîâíî óëüòðàôiëüòðó D, àáî âiäíîøåííÿì D�ìàéæå

ñêðiçü. Âîíî ðîçáèâà¹ äåêàðòîâèé äîáóòîê
∏
s∈S As íà êëàñè åêâi-

âàëåíòíîñòi (êëàñè åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ). Ìíîæèíà A�öå

ôàêòîð�ìíîæèíà ìíîæèíè
∏
s∈S As ñòîñîâíî öüîãî âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi (ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü, äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè êëàñ åêâiâà-

ëåíòíîñòi òèì ñàìèì ñèìâîëîì a = (as)s∈S , ùî i éîãî ïðåäñòàâ-

íèê. Âðàõîâóþ÷è öþ äîìîâëåíiñòü, îçíà÷èìî Ri, Fj i ck ó òàêèé

ñïîñiá:

(a1, . . . , aµ(i)) ∈ Ri ⇐⇒ {s ∈ S : (a1s . . . , aµ(i)s) ∈ Ris} ∈ D,

Fj(b1, . . . , bν(i)) − êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié s 7→ Fjs(b1s, . . . , bν(i)s),

ck − êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié s 7→ cks.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî Ri, Fj i ck êîðåêòíî âèçíà÷åíi.

Iíäóêöiÿ çà áóäîâîþ òåðìiâ ïîêàçó¹, ùî êîëè t(x1, . . . , xn)� òåðì

ìîâè L i a1, . . . , xn ∈ A, òî

{s ∈ S : t(a1, . . . , an)s = t(a1s, . . . , anb)} ∈ D. (1)

Òåïåð âæå ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ôóíäàìåíòàëüíó âëàñòèâiñòü

óëüòðàäîáóòêiâ.

Òåîðåìà 23 (Ëîñü). Íåõàé D� óëüòðàôiëüòð íà ìíîæèíi

S. Íåõàé äëÿ êîæíîãî s ∈ S ìà¹ìî ñòðóêòóðó

As = ⟨As, Ris, Fjs, cks⟩ ç ìîâîþ LΣ. Ðîçãëÿíåìî óëüòðàäîáóòîê
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A = ⟨A,Ri, Fj , ck⟩ =
∏

As/D. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè ϕ(x1, . . . , xn)
i äîâiëüíèõ a1, . . . , an ∈ A iñòèííå òàêå òâåðäæåííÿ:

A � ϕ(a1, . . . , an) ⇐⇒ {s ∈ S : As � ϕ(a1s, . . . , ans)} ∈ D. (2)

Äîâåäåííÿ. Iíäóêöiÿ çà áóäîâîþ ôîðìóë. Âëàñòèâiñòü (2)

ïðèòàìàííà àòîìàðíèì ôîðìóëàì çàâäÿêè (1), à êðîê iíäóêöi¨ íå

ñïðè÷èíÿ¹ òðóäíîùiâ. Ïðîiëþñòðó¹ìî êðîê iíäóêöi¨ íà âèïàäêó

äîïèñóâàííÿ êâàíòîðà iñíóâàííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ (2) iñòèííå äëÿ ôîðìóëè ϕ i äëÿ

êîæíîãî âïîðÿäêîâàíîãî n-åëåìåíòíîãî íàáîðó åëåìåíòiâ ç A.

Íåõàé a1, . . . , an−1 ∈ A, i ïðèïóñòèìî, ùî

S0 = {s ∈ S : As � ∃xnϕ(a1,s, . . . , an−1,s, xn)} ∈ D.

Äëÿ êîæíîãî s ∈ S0 iñíó¹ òàêèé ans ∈ As, ùî As � ϕ(a1s, . . . , ans).
ßêùî s /∈ S0, íåõàé ans ∈ As �äîâiëüíèé åëåìåíò. Íåõàé an �

êëàñ åêâiâàëíãòíîñòi, âèçíà÷åíèé åëåìåíòàìè ans. Òîäi ìíîæè-

íà {s ∈ S : A � ϕ(a1s, . . . , ans)} ìiñòèòü S0 i òîìó íàëåæèòü

äî D. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ A � ϕ(a1, . . . , an). Îòæå A �
∃xnϕ(a1, . . . , an−1, xn). �

Íàñëiäîê 4.6.2. ßêùî ϑ� ðå÷åííÿ ìîâè L, òî

A � ϑ⇐⇒ {s ∈ S : As � ϑ} ∈ D.

Ïðèêëàä 4.6.3. [Óëüòðàäîáóòêè ïîëiâ] ßêùî ñòðóêòóðè As

¹ ïîëÿìè äëÿ âñiõ s ∈ S, òî é A�ïîëå. ßêùî êîæíå ç ïîëiâ

As àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå (òîáòî êîæåí ïîëiíîì f(X) ∈ As[X]

ñòåïåíÿ ≥ 1 ìà¹ êîðiíü â As), òî é A àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå. Àëå

íàâiòü ÿêùî âñi As àëãåáðà¨÷íi íàä çàäàíèì ïîëåì K (òîáòî âñi

åëåìåíòè ç As ¹ êîðåíÿìè ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç K), òî A

ìîæå íå áóòè àëãåáðà¨÷íèì íàä K.
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Óëüòðàäîáóòêè ìàþòü âëàñòèâiñòü íàñè÷åííÿ. Íåõàé A ñòðó-

êòóðà ç ìíîæèíîþ A i L�ìîâà ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî¨

ñèãíàòóðè. Çáàãàòèìî ìîâó L äî ìîâè L(A), äîëó÷èâøè íîâèé

êîíñòàíòíèé ñèìâîë äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè A.

Îçíà÷åííÿ 4.6.4. Ñêàæåìî, ùî A ¹ ℵ1-íàñè÷åíîþ, ÿêùî âè-

êîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà:

ÿêùî r(1) < r(2) < r(3) < . . .� çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü

äîäàòíèõ ÷èñåë i äëÿ êîæíîãî n ∈ N, ϕn(X1, . . . , Xr(n))�

ôîðìóëà ìîâè L, äëÿ ÿêî¨

A � ∃x1 . . .∃xr(n)
r(n)∧
i=1

ϕi(X1, . . . , Xr(i)), (3)

òî iñíóþòü åëåìåíòè a1, a2, a3, . . . ç A, äëÿ ÿêèõ A �
ϕn(a1, . . . , ar(n)) äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

Ëåìà 4.6.5. Íåõàé D�íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð íàä ìíî-

æèíîþ N. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N çàäàíà ñòðóêòó-

ðà An ìîâè L ç îáëàñòþ An. Òîäi óëüòðàäîáóòîê A =
∏

An/D ¹

ℵ1-íàñè÷åíèì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ââàæàòèìåìî, ùî ó

ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi rn = n. Ïðèïóñòèìî, ùî (3) âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi

Dn = {s ∈ N : As � ∃X1 . . . ∃Xn

t∧
i=1

ϕi(X1, . . . , Xt)} ∈ D

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Çðîçóìiëî, ùî D1 ⊇ D2 ⊇ D3 ⊇ . . .. Îñêiëü-

êè D�íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð, òî D′
n = Dn \ {1, 2, . . . , n} ∈ D.

Êðiì öüîãî,D′
1, D

′
2, D

′
3, . . .� ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ç ïîðîæíiì ïå-

ðåòèíîì.
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Òåïåð âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ a1, a2, a3, . . . ∈ A çà òà-

êèì ïðàâèëîì. ßêùî s ∈ D′
n\D′

n−1, òî âèáåðåìî òàêi a1s, . . . , ans ∈
A, ùî As �

∧n
t=1 ϕt(a1s, . . . , ats). Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N, ans âèçíà÷å-

íi äëÿ âñiõ s ∈ D′
n. Äëÿ s ∈ N \D′

n âèáåðåìî äîâiëüíi xns ∈ Ans.

Òîäi äëÿ êîæíîãî n ∈ N ìíîæèíà {s ∈ N : As � ϕn(a1s, . . . , ans)}
ìiñòèòü îá'¹äíàííÿ

∪∞
p=n(D

′
p \ D′

p−1) = D′
n. Òîìó ç òåîðåìè 23

âèïëèâà¹, ùî A � ϕn(a1, . . . , an). �

Îçíà÷åííÿ 4.6.6. ßêùî âñi ñòðóêòóðè As îäíàêîâi, ñêàæiìî

As = A, òî óëüòðàäîáóòîê
∏

As/D ïîçíà÷àþòü AS/D i íàçèâàþòü

óëüòðàñòåïåíåì ñòðóêòóðè A çà ìîäóëåì D.

Ïîçíà÷èìî îáëàñòü A ÷åðåç A. Ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëüíå çàíóðåí-

íÿ A â AS , ÿêå çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì a 7→ (a, a, . . .). Öå êàíîíi÷íå

ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ A â AS/D. Ñïðàâäi, ÿêùî îáðàçè äâîõ

åëåìåíòiâ a, b ∈ A ðiâíi, òî ìíîæèíà {s ∈ S : as = bs} íàëåæèòü
D i òîìó íåïîðîæíÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a = b. Îòîòîæíþþ÷è

A ç éîãî îáðàçîì, âèâîäèìî ç òåîðåìè 23 òàêèé ôàêò:

Òâåðäæåííÿ 4.6.7. ßêùî D óëüòðàôiëüòð íà ìíîæèíi S

i A� ñòðóêòóðà ìîâè L, òî A� åëåìåíòàðíà ïiäñòðóêòóðà â

AS/D.

Òåîðåìà êîìïàêòíîñòi Ìàëüöåâà, òåïåð îòðèìó¹òüñÿ ÿê áåçïî-

ñåðåäíié íàñëiäîê.

Òåîðåìà 24 (Òåîðåìà êîìïàêòíîñòi). Íåõàé T ìíîæèíà ðå-

÷åíü ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó L. ßêùî êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíî-

æèíà ìíîæèíè T ìà¹ ìîäåëü, òî T òàêîæ ìà¹ ìîäåëü.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî íàáið âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí T

÷åðåç I. Äëÿ êîæíî¨ Θ ∈ I íåõàé DΘ = {Θ′ ∈ I : Θ ⊆ Θ′}.
Òîäi DΘ ∩ DΘ′ = DΘ∪Θ′ i òîìó ðîäèíà D0 = {DΘ : Θ ∈ I}
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ìà¹ âëàñòèâiñòü ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ. Çà íàñëiäêîì 4.4.6 iñíó¹

óëüòðàôiëüòð D íà ìíîæèíi I, ùî ìiñòèòü D0. Âèáåðåìî ìîäåëü

MΘ äëÿ êîæíîãî Θ ∈ I. Òîäi M =
∏
MΘ/D ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ T ,

îñêiëüêè, ÿêùî ϑ ∈ T , òî D{ϑ} ∈ D. �

Â áàãàòüîõ êíèãàõ ç ëîãiêè òåîðåìó êîïìïàêòíîñòi âèêîðèñòî-

âóþòü ÿê îñíîâíèé ðîáî÷èé iíñòðóìåíò ïðè ðîçãëÿäi çàäà÷, ùî

ñòîñóþòüñÿ êîíêðåòíèõ òåîðié.

4.7. Ðåãóëÿðíi óëüòðàäîáóòêè

Íåõàé S �ìíîæèíà, F �ðîäèíà ìàëèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè

S. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ S, As � ñòðóêòóðà ôiêñîâà-

íî¨ ìîâè L.

Îçíà÷åííÿ 4.7.1. Ìíîæèíà iñòèííîñòi ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L
âèçíà÷à¹òüñÿ òàêîþ ðiâíiñòþ:

A(ϑ) = {s ∈ S : As � ϑ}.

Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ ϑ 7→ A(ϑ) çáåðiãà¹ áóëüîâi îïå-

ðàöi¨ A(ϑ1 ∨ ϑ2) = A(ϑ1) ∪ A(ϑ2), A(ϑ2 ∧ ϑ2) = A(ϑ1) ∩ A(ϑ2) i

A(¬ϑ) = S \A(ϑ).
Çàãàëüíiøå, ÿêùî P (z1, . . . , zm) áóëüîâèé ïîëiíîì, òî

A(P (ϑ1, . . . , ϑm)) = P (A(ϑ1), . . . , A(ϑm)), (1)

äå P (ϑ1, . . . , ϑm)�ðå÷åííÿ, îòðèìàíå ç P (z1, . . . , zm) ñïî÷àòêó

çàìiíîþ ∪, ∩ i ′ íà ∨, ∧ i ¬ âiäïîâiäíî, à òîäi ïiäñòàíîâêîþ ϑ1,

. . ., ϑm çàìiñòü z1, . . ., zm.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T òåîðiþ âñiõ ðå÷åíü ϑ ìîâè L, ùî iñòèííi

â As äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ S, òîáòî äëÿ âñiõ s ∈ S, çà âèíÿòêîì

ìàëî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ. de�n ßêùî D ðåãóëÿðíèé óëüòðàôiëüòð,

òî ñêàæåìî, ùî
∏

As/D� ðåãóëÿðíèé óëüòðàäîáóòîê .
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Òâåðäæåííÿ 4.7.2. à) Ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L íàëåæèòü T

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî iñòèííå â êîæíîìó ðåãó-

ëÿðíîìó óëüòðàäîáóòêó ñòðóêòóð As.

á) Êîæíà ìîäåëü òåîði¨ T åëåìåíòàðíî åêâiâàëåíòíà ðå-

ãóëÿðíîìó óëüòðàäîáóòêó ñòðóêòóð As.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ϑ íàëåæèòü T , òî çà íàñëiäêîì 4.6.2 ϑ

iñòèííå â êîæíîìó ðåãóëÿðíîìó óëüòðàäîáóòêó ñòðóêòóð As. Îáåð-

íåíå äî (a) òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (b), ÿêó ìè çàðàç

äîâåäåìî.

Íåõàé A�ìîäåëü äëÿ T . Òîäi, çà (1), ðîäèíà {A(ϑ) : A � ϑ}
çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ. Êðiì öüîãî, ìíîæèíà

A(ϑ) íå ìîæå áóòè ìàëîþ, îñêiëüêè öå îçíà÷àëî á, ùî ¬ϑ ∈ T , i

òîìó A � ¬ϑ. Çà ëåìîþ 4.5.10 iñíó¹ ðåãóëÿðíèé óëüòðàôiëüòð D
íàä ìíîæèíîþ S, äëÿ ÿêîãî ç A � ϑ âèïëèâà¹ A(ϑ) ∈ D. Òåïåð ç

íàñëiäêó 4.6.2 âèïëèâà¹, ùî A ≡
∏

As/D. �

Ó êîíêðåòíèõ ñèòóàöiÿõ, ÷àñòî ìà¹ìî êðiì öèõ äàíèõ, ñïåöi-

àëüíó ìíîæèíó Λ ðå÷åíü ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ:

(*) ßêùî A i A′ ¹ ìîäåëÿìè òåîði¨ T , òî A ≡ A′

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè â A i A′ iñòèííi îäíi é òi

æ ðå÷åííÿ ç Λ.

Íàçâåìî Λ ìíîæèíîþ îñíîâíèõ áàçîâèõ òåñòîâèõ ðå÷åíü. Êî-

æíà áóëüîâà êîìáiíàöiÿ îñíîâíèõ áàçîâèõ ðå÷åíü íàçèâà¹òüñÿ

òåñòîâèì ðå÷åííÿì.

Ïîçíà÷èìî áóëüîâó àëãåáðó, ïîðîäæåíó {A(λ) : λ ∈ Λ} ∪ F
÷åðåç A(Λ). Ç (*) îäåðæó¹ìî, ùî êîëè D i D′ �äâà ðåãóëÿðíi

óëüòðàôiëüòðè íàä ìíîæèíîþ S, òî∏
As/D ≡

∏
As/D′ ⇐⇒ D ∩ A(Λ) = D′ ∩ A(Λ). (3)
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Òâåðäæåííÿ 4.7.3. Ïðèïóñòèìî, ùî Λ�ìíîæèíà îñíîâíèõ

áàçîâèõ òåñòîâèõ ðå÷åíü. Òîäi äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L
iñíó¹ òåñòîâå ðå÷åííÿ λ, äëÿ ÿêîãî

a) A(ϑ) ≈ A(λ) i

á) ϑ↔ λ ∈ T .

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ëèøå äîâåñòè, ùî A(ϑ) ∈ A(Λ). Çà

òâåðäæåííÿì 4.5.11, ÿêùî A(ϑ) íå ëåæèòü â A(Λ), òî iñíóþòü

ðåãóëÿðíi óëüòðàôiëüòðè D i D′ íà ìíîæèíi S, òàêi ùî D∩A(Λ) =
D′ ∩A(Λ), àëå A(ϑ) ∈ D i A(ϑ) /∈ D′. Öå ñóïåðå÷èòü (3), îñêiëüêè∏

As/D ≡
∏

As/D′. �

Çàóâàæåííÿ 4.7.4 (Íåãîëîâíi óëüòðàäîáóòêè ñêií÷åííèõ ïî-

ëiâ). Íåõàé S � çëi÷åííà ìíîæèíà. Îçíà÷èìî ìàëi ìíîæèíè ÿê

ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè â S. Äëÿ êîæíîãî s ∈ S íåõàé Fs � ñêií-

÷åííå ïîëå. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(**) äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà

êiëüêiñòü s ∈ S, äëÿ ÿêèõ |Fs| ≤ n.

Êîæíå ñêií÷åííå ïîëå äîñêîíàëå. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ïðîñòîãî

÷èñëà p, êîæíå ïîëå Fs çàäîâîëüíÿ¹ ðå÷åííÿ ∀x∃y yp = x ìîâè

L(ring).
Âiäîìî, ùî G(Fs) ∼= Ẑ äëÿ êîæíîãî s ∈ S, äå G(Fs)� àáñî-

ëþòíà ãðóïà Ãàëóà ïîëÿ Fs i Ẑ�ïîïîâíåííÿ ãðóïè Z ñòîñîâíî

òîïîëîãi¨, âèçíà÷åíî¨ âñiìà ïiäãðóïàìè ãðóïè Z. Êðiì öüîãî, âi-

äîìî, ùî äëÿ çàäàíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë d i n, äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ S

iñòèííå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.7.5. Äëÿ êîæíîãî àáñîëþòíî íåçâiäíîãî ïî-

ëiíîìà f ∈ Fs[X,Y ] ñòåïåíÿ d iñíó¹ n ðiçíèõ òî÷îê (xi, yi) ∈
Fs × Fs, ùî f(xi, yi) = 0, i = 0, . . . , n.
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Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü Π1 ðå÷åíü ìîâè L(ring) äëÿ ÿêî¨ ïîëå F

¹ ìîäåëëþ Π1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè G(F ) ∼= Ẑ. Òîìó ìîæåìî

âèïèñàòè ïîñëiäîâíiñòü πd,n ðå÷åíü, òàêó ùî F � πd,n òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè F çàäîâîëüíÿ¹ 4.7.5. Äëÿ íåãîëîâíèõ óëüòðàäîáóòêiâ

ïîëiâ Fs ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.7.6. ßêùî S çàäîâîëüíÿ¹ (1) i F =
∏
Fs/D

íåãîëîâíèé óëüòðàäîáóòîê, òî F äîñêîíàëå ïîëå, G(F ) ∼= Ẑ i

äëÿ êîæíîãî íåñòàëîãî íåçâiäíîãî ïîëiíîìà f ∈ F (X,Y ) iñíó¹

íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê (x, y) ∈ F × F , òàêèõ øî f(x, y) = 0.

Áiëüø ïîâíèé âèêëàä òåîði¨ ìîäåëåé òà óëüòðàäîáóòêiâ ìîæíà

çíàéòè ó êíèçi Ã. Êåéñëåðà i ×.×. ×åíà Òåîðèÿ ìîäåëåé (Ì:. Ìèð,

1977).

4.8. Àêñiîìàòèçîâàíi êëàñè ñòðóêòóð

Òóò ïiä êëàñîì àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ðîçóìiòèìåìî äåÿêó ¨õ

ñóêóïíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 4.8.1. Êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóðK íàçèâà¹òüñÿ

àêñiîìàòèçîâàíèì, ÿêùî iñíóþòü òàêà ñèãíàòóðà Σ i ìíîæèíà

ðå÷åíü Z öi¹¨ ñèãíàòóðè Σ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñòðó-

êòóðè A âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

A ∈ K ⇐⇒ Σ ¹ ñèãíàòóðîþ àëãåáðà¨÷íî¨ ñòðóêòóðè A

i A � Φ äëÿ âñiõ Φ ∈ Z.

Òîäi Σ íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ êëàñó K, à Z �ìíîæèíîþ àêñi-

îì äëÿ K. Ïîçíà÷åííÿ: K = KΣ(Z).
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Îçíà÷åííÿ 4.8.2. Íåõàé âñi ñòðóêòóðè êëàñó K ìàþòü ñè-

ãíàòóðó Σ. Åëåìåíòàðíîþ òåîði¹þ K, àáî òåîði¹þ K íàçèâà-

þòü ìíîæèíó ðå÷åíü ñèãíàòóðè Σ, iñòèííèõ íà âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ

ñòðóêòóðàõ êëàñó K. Ïîçíà÷åííÿ: Th(K).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêà âëàñòèâiñòü òåîðié: ÿêùî

K1 ⊆ K2 �êëàñè àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ, òî Th(K2) ⊆
Th(K1).

Òâåðäæåííÿ 4.8.3. Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè

Σ ¹ àêñiîìàòèçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëèK = KΣ(Th(K)).

Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ¹ àêñîìàòèçîâàíèì, ÿêùî âií ¹

êëàñîì (ñóêóïíiñòþ) ìîäåëåé äåÿêî¨ òåîði¨ T . (iñíó¹ òàêà òåî-

ðiÿ T , ùî K ¹ êëàñîì âñiõ ìîäåëåé öi¹¨ òåîði¨. )

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = KΣ(Z). Ç Z ⊆ Th(K) âèïëèâà¹, ùî

KΣ(Th(K)) ⊆ K. Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ K ⊆ KΣ(Th(K)) î÷åâè-

äíå. �

Òâåðäæåííÿ 4.8.4. ßêùî K � êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñè-

ãíàòóðè Σ, òî iñíó¹ ìiíiìàëüíèé çà âêëþ÷åííÿì àêñiîìàòèçî-

âàíèé êëàñ K1 ñèãíàòóðè Σ, ÿêèé ìiñòèòü êëàñ K.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî K1 = KΣ(Z). Ñïðàâäi, ÿêùî

K2 � àêñiîìàòèçîâàíèé êëàñ ñèãíàòóðè Σ i K ⊆ K2, òî Th(K2) ⊆
Th(K). À òîäi KΣ(Th(K)) ⊆ KΣ(Th(K2)) = K2. �

Îçíà÷åííÿ 4.8.5. Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð ñèãíàòóðè

Σ íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì ñòîñîâíî óëüòðàäîáóòêiâ, ÿêùî ðà-

çîì ç êîæíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñòðóêòóðîþ As, s ∈ S, âií ìiñòèòü

¨õ óëüòðàäîáóòîê:

A ∈ K i D�óëüòðàôiëüòð =⇒
∏
s∈S

As/D ∈ K.
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Îçíà÷åííÿ 4.8.6. Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð ñèãíàòóðè

Σ íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì ñòîñîâíî åëåìåíòàðíî¨ åêâiâàëåíòíî-

ñòi, ÿêùî ðàçîì ç êîæíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñòðóêòóðîþ As, s ∈ S,

âií ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíî åêâiâàëåíòíi ¨é ñòðóêòóðè:

A ∈ K i A ≡ B =⇒ B ∈ K.

Òåîðåìà 25. Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ ¹

àêñiîìàòèçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çàìêíåíèé ñòî-

ñîâíî óëüòðàäîáóòêiâ òà åëåìåíòàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóðK àêñi-

îìàòèçîâàíèé. Çàìêíåíiñòü ñòîñîâíî óëüòðàäîáóòêiâ âèïëèâà¹ ç

òåîðåìè 23 Ëîñÿ. Çàìêíåíiñòü ñòîñîâíî åëåìåíòàðíî¨ åêâiâàëåí-

òíîñòi î÷åâèäíà.

(⇐=) Íåõàé êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð K çàìêíåíèé ñòîñîâ-

íî óëüòðàäîáóòêiâ òà åëåìåíòàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåìî, ùî K = KΣ(Th(K)). Âêëþ÷åííÿ K ⊆ KΣ(Th(K))

î÷åâèäíå. Äîâåäåìî ïðîòèëåæíå: KΣ(Th(K)) ⊆ K. Íåõàé A ∈
KΣ(Th(K)). Äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ Φ ∈ Th(A) ðîçãëÿíåìî ìíî-

æèíó uΦ = {Ψ ∈ Th(A)| ⊢ (Ψ → Φ)}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi ñiì'ÿ
X = {uΦ|Φ ∈ Th(A)} áóäå öåíòðîâàíîþ. Çà òâåðäæåííÿì ?? êî-

æíà öåíòðîâàíà ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó óëüòðàôiëüòði.

Òîìó íà ìíîæèíi Th(A) iñíó¹ òàêèé óëüòðàôiëüòð D, ùî X ⊆ D.

Äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ Φ ∈ Th(A) iñíó¹ àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà

BΦ ∈ K, íà ÿêié iñòèííå ðå÷åííÿ Φ. (Iíàêøå á ¬Φ ∈ Th(A), ùî

ñóïåðå÷èòü Φ ∈ KΣ(Th(K)).) Äîâåäåìî, ùî A ≡
∏

BΦ/D.
ßêùî A |= Φ0, òî BΨ |= Φ0 äëÿ âñiõ Ψ ∈ uΦ0 . Ç òîãî, ùî

uΦ0 ∈ D, çà òåîðåìîþ 23 Ëîñÿ,
∏

BΦ/D |= Φ0. Çàëèøèëîñÿ äî-

âåñòè, ùî A |= Φ0. ßêáè A |= Φ0 íå âèêîíóâàëîñÿ, òî A |= ¬Φ0,

i çà äîâåäåíèì âèùå,
∏

BΦ/D |= ¬Φ0, àëå öå ñóïåðå÷èòü âæå

äîâåäåíîìó:
∏

BΦ/D |= Φ0. Îòæå, A ≡
∏

BΦ/D ∈ K.
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Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî ðiâíiñòü K = KΣ(Th(K)), i òîìó êëàñ

K àêñiîìàòèçîâàíèé. �

Òâåðäæåííÿ 4.8.7. (1) Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ àêñiîìà-

òèçîâàíèõ êëàñiâ ñèãíàòóðè Σ ¹ àêñiîìàòèçîâàíèì êëà-

ñîì ñèãíàòóðè Σ.

(2) Îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà àêñiîìàòèçîâàíèõ êëàñiâ

ñèãíàòóðè Σ ¹ àêñiîìàòèçîâàíèì êëàñîì ñèãíàòóðè Σ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi. �

Îçíà÷åííÿ 4.8.8. ÍåõàéK �êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð. Êëàñ

K íàçèâàþòü ñêií÷åííî àêñiîìàòèçîâàíèì, ÿêùî K = KΣ(Z)

äëÿ äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè àêñiîì Z.

Çàóâàæåííÿ 26. ßêùî êëàñ K ñêií÷åííî àêñiîìàòèçîâàíèé,

òî âçÿâøè êîí'þíêöiþ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Z àêñiîì ñòðóêòóðè

K, îòðèìà¹ìî ìíîæèíó àêñiîì {Φ} äëÿ K ç îäíîãî ðå÷åííÿ Φ.

Òîäi êëàñ K ¹ ñêií÷åííî àêñiîìàòèçîâàíèì, ÿêùî âií ¹ êëàñîì

âñiõ ìîäåëåé äåÿêîãî ðå÷åííÿ Φ.

Íåõàé K �êëàñ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ. Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç K éîãî äîïîâíåííÿ â êëàñi KΣ(∅) âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ

ñòðóêòóð ñèãíàòóðè Σ.

Òåîðåìà 27. Êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ ¹

ñêií÷åííî àêñiîìàòèçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií i éîãî

äîïîâíåííÿ àêñiîìàòèçîâàíi.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) ßêùî êëàñ K ñêií÷åííî àêñiîìàòèçîâà-

íèé, òî K = KΣ({Φ}) äëÿ äåÿêîãî ðå÷åííÿ Φ ñèãíàòóðè Σ. Òîäi

K = KΣ({¬Φ}). Òîáòî êëàñK i éîãî äîïîâíåííÿ àêñiîìàòèçîâàíi.

(⇐=) Íåõàé êëàñè K i K äîïîâíåííÿ àêñiîìàòèçîâàíi. Îñêiëü-

êè K
∩
K = ∅, K = KΣ(Th(K)), K = KΣ(Th(K)), çà òåîðåìîþ
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êîìïàêòíîñòi 24, iñíóþòü òàêi ñêií÷åííi ìíîæèíè X ⊆ Th(K)

i Y ⊆ Th(K), ùî ¨õ îá'¹äíàííÿ X ∪ Y íå ìà¹ ìîäåëi. Îñêiëü-

êè Th(K) i Th(K) çàìêíåíi ñòîñîâíî âçÿòòÿ êîí'þíêöi¨, ìîæíà

ââàæàòè, ùî X = {Φ} i Y = {Ψ}. Òîäi ôîðìóëà Φ ∧ Ψ òîòîæíî

õèáíà. Òîäi íà âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóðàõ ç êëàñó K iñòèííå

ðå÷åííÿ Φ∧¬Ψ, áî Φ ∈ ThΣ(K). Íàâïàêè, ÿêùî íà àëãåáðà¨÷íié

ñòðóêòóði A ñèãíàòóðè Σ iñòèííå ðå÷åííÿ Φ ∧ ¬Ψ, òî A /∈ K, i

îòæå A ∈ K. À òîäi K = KΣ({Φ ∧ ¬Ψ}). �

4.9. Çàäà÷i i âïðàâè äî ðîçäiëó 4

(1) Äîâåñòè, ùî òåîðiÿ PA íåñóïåðå÷ëèâà.

(2) Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà àêñiîì òåîði¨ PA íåçàëåæíà.

(3) Äîâåñòè, ùî òàêi ôîðìóëè ¹ òåîðåìàìè òåîði¨ PA:
1) ¬x = s(x);

2) 0 + x = x;

3) s(x) + y = s(x+ y);

4) x+ y = y + x;

5) (x+ y) + z = x+ (y + z);

6) x ≤ x;

7) 0 · x = 0;

8) s(x) · y = x · y + y;

9) x · y = y · x;
10) (x · y) · z = x · (y · z);
11) x · (y + z) = (x · y) + (x · z);
12) (x+ y) · z = (x · z) + (y · z);
13) (x+ z = y + z → x = y);

14) (¬z = 0 → (x · z = y · z → x = y));

15) 0 ≤ x;

16) ((x ≤ y ∧ y ≤ x) → x = y);
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17) ((x ≤ y ∧ y ≤ z) → x ≤ z);

18) (x ≤ y ∨ y ≤ x);

19) ¬x < x;

20) x < s(x);

21) 0 < s(x);

22) (x < y → ¬y < x);

23) (x < y ∨ y < x ∨ x = y);

24) (x < y ↔ s(x) ≤ y);

25) x ≤ x+ y;

26) (x < y ↔ x+ z < y + z);

27) (¬y = 0 → x ≤ x · y);
28) (¬x = 0 → (y < z ↔ x · y < x · z)).

(4) Äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåñòàíäàðòíà ìîäåëü òåîði¨ PA.
(5) Äîâåñòè, ùî òàêi ôîðìóëè ¹ òåîðåìàìè òåîði¨ ZF:

1) ∃! x(x = ∅), äå x = ∅ := ∀y ¬y ∈ x (iñíóâàííÿ i

¹äèíiñòü ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ∅);
2) ∀x∀y∃! z(z = {x, y}), äå x = {y, z} := ∀u(u ∈ x ↔

(u = y ∨ u = z)) (iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ïàðè);

3) ∀x∃!y(y = {x}), äå y = {x} := ∀z(z ∈ y ↔ z = x)

(iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü {x});
4) (x, y) = (z, u) → (x = z ∧ y = u), äå (x, y) :=

{{x}, {x, y}} (àêñiîìà âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè);
5) ((x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn) → (x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn =

yn)), äå x1, x2, . . . , xn) := (x1, (x2, . . . , xn)) (àêñiîìà

âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó);

6) ∀x∃!y(y = 2x), äå y = 2x := ∀z(z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z →
z ∈ x) (iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü áóëiàíà ìíîæèíè);

7) ∀x∀y∃!z(z = x × y), äå y = x1 × . . . × xn := ∀u (u ∈
y ↔ ∃z1 . . . ∃zn (z1 ∈ x1∧. . .∧zn ∈ xn∧u = (z1, . . . , zn)))
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äëÿ n ≥ 2 (iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü äåêàðòîâîãî äîáó-

òêó);

8) ∀x1 . . .∀xn∃!y(y = x1× . . .×xn), äå (iñíóâàííÿ i ¹äè-
íiñòü äåêàðòîâîãî äîáóòêó);

9) ∀x∀y∃!z(z = x ∪ y), z = x ∪ y := ∀u(u ∈ z ↔ u ∈
x ∨ u ∈ y) (iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü îá'¹äíàííÿ);

10) ∀x∀y∃!z(z = x ∩ y), äå z = x ∩ y := ∀u(u ∈ z ↔ u ∈
x ∧ u ∈ y) (iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ïåðåòèíó);

11) ∀x∃!y(y = ∪x), äå y = ∩x := ∀z(z ∈ y ↔ ∃u (u ∈
x→ z ∈ u));

12) ∀x(¬x = 0 → ∃!y(y = ∩x)), äå y = ∪x := ∀z(z ∈ y ↔
∃u (u ∈ x ∧ z ∈ u)) ;

13) ¬x ∈ x;

14) ¬(x ∈ y ∧ y ∈ x);

15) ¬(x ∈ y ∧ y ∈ z ∧ z ∈ x).

(6) Äîâåñòè, ùî ÿêùî F �ôiëüòð íàä I, òî I ∈ F .
(7) Íåõàé F �ôiëüòð íàä ìíîæèíîþ I. Äîâåñòè, ùî òàêi

óìîâè åêâiâàëåíòíi:

à) F� âëàñíèé ôiëüòð;

á) 0 /∈ F ;
â) F �öåíòðîâàíà ñèñòåìà ìíîæèí.

(8) Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ ôiëüòðiâ íàä ìíî-

æèíîþ I ¹ ôiëüòðîì íàä I.

(9) Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ äîâiëüíîãî ëàíöþãà âëàñíèõ ôiëü-

òðiâ íàä ìíîæèíîþ I ¹ âëàñíèì ôiëüòðîì íàä I.

(10) Íåõàé X ⊆ I. Äîâåñòè, ùî {Y |Y ⊆ I ∧X ⊆ Y } ¹ ôiëü-

òðîì íàä I.
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(11) Íåõàé F �ôiëüòð íàä I òà J ∈ F . Ïîêàçàòè, ùî F1 =

{X ∩ J |X ∈ F} ¹ ôiëüòðîì íàä J , à òàêîæ, ùî ÿêùî F �

íåãîëîâíèé ôiëüòð, òî F1 òàêîæ íåãîëîâíèé ôiëüòð.

(12) Äîâåñòè, ùî ÿêùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà íàëå-

æèòü ôiëüòðó, òî öåé ôiëüòð ãîëîâíèé.

(13) Äîâåñòè, ùî êîæíèé íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð ìiñòèòü

âñi ìíîæèíè, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííå äîïîâíåííÿ.

(14) Äîâåñòè, ùî ôiëüòð D íàä ìíîæèíîþ I ¹ óëüòðàôiëü-

òðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè D ¹ ìàêñèìàëüíîþ ìíî-

æèíîþ â ìíîæèíi âñiõ ôiëüòðiâ íàä I, âïîðÿäêîâàíié çà

âêëþ÷åííÿì.

(15) Äîâåñòè, ùî ó ìíîæèíi âñiõ ôiëüòðiâ Φ íàä ìíîæèíîþ

I, âïîðÿäêîâàíié çà âêëþ÷åííÿì, {I} ¹ íàéìåíøèì åëå-

ìåíòîì. Ïîêàçàòè òàêîæ, ùî ÿêùî |I| ≥ 2, òî â íåìà¹

íàéáiëüøîãî åëåìåíòà.

(16) Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá íàä I iñíóâàâ ôiëüòð, ÿêèé

ìiñòèòü ìíîæèíó S ⊆ 2I , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

ïåðåòèí áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ ç S áóâ

íåïîðîæíiì.

(17) Íåõàé I �íåñêií÷åííà ìíîæèíà ïîòóæíîñòi α i

Φ = {X| X ⊆ I i |I\X| < α}. Äîâåñòè, ùî Φ ¹ ôiëüòðîì

íàä I.

(18) Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà Ψ ïiäìíîæèí ìíîæèíè I ìiñòè-

òüñÿ â äåÿêîìó ôiëüòði Ôðåøå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

êîæíèé ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà ìíîæèí ñèñòåìè Ψ

ìà¹ ïîòóæíiñòü, ðiâíó ïîòóæíîñòi ìíîæèíè I.

(19) Ïîêàçàòè, ùî êîæíèé íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð íàä çëi-

÷åííîþ ìíîæèíîþ ¹ ôiëüòðîì Ôðåøå.
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(20) Íåõàé F �ôiëüòð íàä I, A ⊆ I òà FA = {X ∩A| X ∈ F}.
Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá FA áóâ ôiëüòðîì íàä A, íå-

îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî X ∈ F âèêîíó-

âàëîñÿ X ∩A ̸= ∅.
(21) Íåõàé D�óëüòðàôiëüòð íàä I, A ⊆ I òà

DA = {X ∩A| X ∈ D}. Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá DA

áóâ óëüòðàôiëüòðîì íàä A, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

A ∈ D.
(22) Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ôiëüòð ìîæíà ðîçøèðèòè äî

óëüòðàôiëüòðà.

(23) Äîâåñòè, ùî êîæíèé ôiëüòð ¹ ïåðåòèíîì âñiõ óëüòðà-

ôiëüòðiâ, ÿêi éîãî ìiñòÿòü.

(24) Íåõàé F i G �ôiëüòðè íàä I. Äîâåñòè, ùî F ∩ G =

{X ∪ Y | X ∈ F ∧ Y ∈ G}.
(25) Äîâåñòè, ùî ÿêùî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{Ai}i≤n, n ∈ N, ïiäìíîæèí ìíîæèíè I íàëåæèòü óëüòðà-
ôiëüòðó D, òî ïðèíàéìíi îäíà ç ìíîæèí Ai íàëåæèòü D.

(26) Íåõàé D� óëüòðàôiëüòð, à F1, . . ., Fn �ôiëüòðè íàä

I. Äîâåñòè, ùî ÿêùî D ⊇ F1 ∩ . . . ∩ Fn, òî iñíó¹ òàêå

i, (1 ≤ i ≤ n), ùî D ⊇ Fi.
(27) Íåõàé J �íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Ïîáóäóâàòè óëüòðàôiëüòð

D i ñiì'þ óëüòðàôiëüòðiâ {Fj}j∈J , òàêi ùî D ⊇
∩
j∈J

Fj ,

àëå D íå ìiñòèòü Fj äëÿ æîäíîãî j.
(28) Äîâåñòè, ùî

∩
X∈D

X, äå D�óëüòðàôiëüòð, ìiñòèòü íå

áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè.

(29) Íåõàé F �ôiëüòð íàä I òà ∼�äåÿêå âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi íà I. Íåõàé F∼ = {B| ∃A (A ∈ F ∧B = {[x]∼| x ∈ A})}.
Äîâåñòè, ùî:

à) F∼ �ôiëüòð íàä I/ ∼;
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á) ßêùî F �óëüòðàôiëüòð, òî F∼ � óëüòðàôiëüòð;

â) ßêùî F � óëüòðàôiëüòð i [x]∼ /∈ F äëÿ áóäü-ÿêîãî

x, òî F∼ �íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð.

(30) Äîâåñòè, ùî ôiëüòð F íàä I ¹ çëi÷åííî ïîâíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè íå iñíó¹ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi X0 ⊃
X1 ⊃ X2 ⊃ . . . åëåìåíòiâ Xi ∈ F , òàêî¨ ùî

∩
i∈N

Xi = ∅.

(31) Äîâåñòè, ùî ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà
∏
i∈I

Mi.

(32) Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè I∏
i∈I

Ai ≃
∏
i∈I

Ai/F ,

äå F = {I}.
(33) Äîâåñòè, ùî êàíîíi÷íå âiäîáðàæåííÿ φ :

∏
i∈I

Ai →
∏
i∈I

Ai/F ,

äå φ(f) = f/F , ¹ ãîìîìîðôiçìîì
∏
i∈I

Ai íà
∏
i∈I

Ai/F .

(34) Äîâåñòè, ùî ÿêùî ðå÷åííÿ, ÿêå íå ìiñòèòü ñèìâîëiâ çà-

ïåðå÷åííÿ ¬ òà iìïëiêàöi¨ →, iñòèííå íà ïðÿìîìó äîáó-

òêó àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð
∏
i∈I

Ai, òî âîíî iñòèííå i íà

ôiëüòðîâàíîìó äîáóòêó öèõ ñòðóêòóð
∏
i∈I

Ai/F ïî áóäü-

ÿêîìó ôiëüòðó F .
(35) Äîâåñòè, ùî ÿêùî F , F1 �ôiëüòðè íàä ìíîæèíîþ I i

F ⊆ F1, òî âiäîáðàæåííÿ φ, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ

φ(f/F) = f/F1, ¹ ãîìîìîðôiçìîì
∏
i∈I

Ai/F íà
∏
i∈I

Ai/F1.

(36) Äîâåñòè, ùî êëàñ K àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì ñèãíàòóðè Σ ¹

àêñiîìàòèçîâàíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çàìêíåíèé

ñòîñîâíî óëüòðàäîáóòêiâ, içîìîðôiçìiâ òà åëåìåíòàðíèõ

ïiäñèñòåì.

(37) Íåõàé K � àêñiîìàòèçîâàíèé êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü ñèñòå-

ìè ÿê çàâãîäíî âåëèêèõ ñêií÷åííèõ ïîòóæíîñòåé. Äî-

âåñòè, ùî êëàñ K∞, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííèõ
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ñèñòåì êëàñó K ¹ àêñiîìàòèçëâàíèì, àëå íå ñêií÷åííî

àêñiîìàòèçîâàíèì.
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Ðîçäië 5

ÒÅÎÐIß ÐÅÊÓÐÑI�

Äëÿ ëîãi÷íèõ ÷èñëåíü âèñëîâëåíü i ïðåäèêàòiâ çàäîâîëüíÿþòü

ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ äîâåäåíi òåîðåìè ïðî ïîâíîòó. Âîíè ñòâåð-

äæóþòü, ùî äëÿ öèõ ÷èñëåíü ôîðìóëà (ñåêâåíöiÿ) ìà¹ äîâåäåííÿ

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà òîòîæíî iñòèííà. Ó âèïàäêó ÷èñëåííÿ

âèñëîâëåíü iñíó¹ òàêîæ ïðîñòà ïðîöåäóðà âèçíà÷åííÿ êîëè äëÿ

ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè Γ = {ϕ1, . . . , ϕn} çàäàíà ôîðìóëà ϕ âèâîäè-

òüñÿ ç ìíîæèíè Γ: ïîòðiáíî çàïèñàòè òàáëèöi iñòèííîñòi äëÿ âñiõ

ôîðìóë ç ìíîæèíè Γ i äëÿ ôîðìóëè ϕ i ïåðåâiðèòè ÷è äëÿ êî-

æíî¨ iíòåðïðåòàöi¨, äëÿ ÿêî¨ êîæíà ôîðìóëà ç Γ iñòèííà, iñòèííà

òàêîæ i ôîðìóëà φ.

Ïðèðîäíî çàïèòàòè ÷è ìîæíà ùîñü ñõîæå çðîáèòè äëÿ ÷èñëå-

ííÿ ïðåäèêàòiâ. ßêáè öå âäàëîñÿ çðîáèòè, òî âðàõîâóþ÷è, ùî

çíà÷íà ÷àñòèíà ìàòåìàòèêè äîïóñêà¹ ôîðìàëiçàöiþ ìîâîþ ÷è-

ñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, òâîð÷à ðîáîòà áiëüøîñòi ìàòåìàòèêiâ ñòàëà

á çàéâîþ. Ùîéíî ñôîðìóëüîâàíå ïèòàííÿ âiäîìå ÿê ïðîáëåìà

ðîçâ'çíîñòi äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ ùå ðàç ó

òî÷íiøîìó âèãëÿäi:

Ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçíîñòi. Äëÿ äàíî¨ ìíîæèíè Γ ôîðìóë ÷èñëå-

ííÿ ïðåäèêàòiâ i ôîðìóëè ϕ çíàéòè åôåêòèâíèé ìåòîä äëÿ âè-

çíà÷åííÿ ÷è âèâîäèòüñÿ φ ç ìíîæèíè ôîðìóë Γ?
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ßê áà÷èìî, öå ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè ðîçâ'çíîñòi îáõîäèòü

ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêèé êîíêðåòíèé çìiñò âêëàäà¹òüñÿ ó ñëîâî �åôå-

êòèâíèé�. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äâi ôîðìàëiçàöi¨ ïî-

íÿòòÿ �åôåêòèâíîcòi�, à ñàìå, ñïîñiá çàñíîâàíèé íà ïîíÿòòi ìàøè-

íè Òþðiíãà, à ïîòiì çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié.

Îáèäâà ïiäõîäè âèêîðèñòîâó¹ìî ëèøå äëÿ âiäïîâiäi íà ïðîáëåìó

ðîçâ'ÿçíîñòi äëÿ ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiä-

ïîâiäü íà çàãàëüíó ïðîáëåìó ðîçâ'ÿçíîñòi íåãàòèâíà, ïðîöåäóðè

ðîçâ'ÿçàííÿ iñíóþòü ëèøå äëÿ äåÿêèõ îêðåìèõ òåîðié ïåðøîãî

ïîðÿäêó i ïåâíèõ ìíîæèí Γ.

Iñòîðè÷íî, ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçíîñòi âèíèêëà â ðåçóëüòàòi ñïðîá

ðåàëiçàöi¨ iäå¨ Ä. Ãiëüáåðòà ïðî îáãðóíòóâàííÿ ìàòåìàòèêè çà äî-

ïîìîãîþ àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó, ôîðìàëiçîâàíîãî ó ìîâi ëîãiêè

ïåðøîãî ïîðÿäêó, çâiñíî äîâiâøè ùî iç çàïðîïîíîâàíèõ àêñiîì,

íå âèâîäèòüñÿ ñóïåðå÷íiñòü. Äëÿ öüîãî, ïî-ïåðøå, ïîòðiáíî âèäi-

ëèòè äåÿêó ôiêñîâàíó ìíîæèíó àêñiîì i ïîêàçàòè, ùî âîíà íå-

ñóïåðå÷ëèâà, òîáòî ç íå¨ íå âèâîäèòüñÿ æîäíà ôîðìóëà âèãëÿäó

⊢ α ∧ ¬α. Ïî-äðóãå, áàæàíî çíàòè êîëè òàêà ìíîæèíà àêñiîì ¹

ïîâíîþ, òîáòî äëÿ êîæíîãî äàíîãî ðå÷åííÿ ϕ àáî ϕ àáî ¬ϕ ìîæíà
âèâåñòè ç àêñiîì, ùî íàëåæàòü ìíîæèíi.

Ïðè ñïðîáàõ çíàéòè çàäîâiëüíó ôîðìàëiçàöiþ ïîíÿòòÿ �åôå-

êòèâíîãî ìåòîäó�, ìàòåìàòèêè ó 1930�èõ ðîêàõ ðîçâèíóëè áàãàòî

ðiçíèõ àáñòðàêòíèõ ïiäõîäiâ äî öi¹¨ ïðîáëåìè, âêëþ÷àþ÷è òåîðiþ

ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, λ-÷èñëåííÿ, i ìàøèíè Òþðiíãà. Õî÷ öi ìå-

òîäè ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ îäèí âiä îäíîãî çà äóõîì òà ôîðìàëü-

íèìè îçíàêàìè, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âîíè âñi ïî-ñóòi åêâiâàëåíòíi,

òîáòî ìîäåëþþòü îäíå i òå æ ïîíÿòòÿ �îá÷èñëåííÿ�. Öå ïiäêàçó¹

(åìïiðè÷íèé!) ïðèíöèï:
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Òåçà ×åð÷à. Ôóíêöiÿ åôåêòèâíî îá÷èñëþ¹òüñÿ â ïðèíöèïi ó

ðåàëüíîìó ñâiòi, êîëè âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ ó êîæíié ç ùîéíî çãà-

äàíèõ àáñòðàêòíèõ ìîäåëåé.

Çàóâàæèìî, ùî òåçà ×åð÷à � öå íå ìàòåìàòè÷íå òâåðäæåííÿ,

à äóæå âàæëèâèé çàãàëüíî íàóêîâèé åìïiðè÷íèé ïðèíöèï.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè ðîçâ'ÿçíîñòi ìè ðîç-

ãëÿíåìî ìàøèíè Òþðiíãà, à ïîòiì ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, à âæå òîäi,

âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíó iíôîðìàöiþ, ñôîðìóëþ¹ìî i îäåðæè-

ìî îäíó ç âåðñié âiäïîâiäi íà óòî÷íåíó çàãàëüíó ïðîáëåìó ðîçâ'ÿ-

çíîñòi äëÿ ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ðîçâèòîê òåîði¨ àáñòðàêòíèõ îá÷èñëåíü ïî÷àâñÿ ïåðåä ïîÿâîþ

åëåêòðîííèõ êîìï'þòåðiâ. Íàñïðàâäi, êîìï'þòåðè i ìîâè ïðîãðà-

ìóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòü íàáàãàòî áiëüøå àáñòðàêòíèõ ìîäåëåé

îá÷èñëåíü. Âñå æ, ñòàíäàðòíà àðõiòåêòóðà Íåéìàíà äëÿ öèôðî-

âèõ êîìï'þòåðiâ áóëà ñòâîðåíà çà îáðàçîì ìàøèí Òþðiíãà, à îäíà

ç ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ, ÿêó ñêîðî÷åíî ïîçíà÷àþòü LISP, áàãàòî çà-

ïîçè÷èëà ç λ-÷èñëåííÿ.

5.1. Ìàøèíè Òþðiíãà

Ñåðåä ðiçíèõ ñïîñîáiâ ôîðìàëiçàöi¨ ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíîãî ìå-

òîäó�, íàéáiëüø ïîøèðåíèì ¹ âèêîðèñòàíÿ ïðîñòèõ àáñòðàêòíèõ

êîìï'þòåðiâ, ÿêi íàçèâàþòü ìàøèíàìè Òþðiíãà, i ÿêi áóëè ââå-

äåíi áiëüø-ìåíø îäíî÷àñíî Àëàíîì Òþðiíãîì òà Åìiëåì Ïîñòîì

ó 1936 ðîöi. ßê i áiëüøiñòü ñïðàâæíiõ öèôðîâèõ êîìï'þòåðiâ,

ìàøèíè Òþðiíãà ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ãîëîâíèõ ÷àñòèí, ïðîöå-

ñîðíîãî ïðèñòðîþ i ïàì'ÿòi (ÿêà âêëþ÷à¹ äàíi âõîäó-âèõîäó), i

ÿêi ìè ðîçãëÿíåìî îêðåìî ïåðø íiæ äîñëiäæóâàòè ¨õ âçà¹ìîäiþ.

Ïàì'ÿòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåñêií÷åííó â îäíîìó íàïðÿìêó

ñòði÷êó, ÿêà ïîäiëåíà íà êîìiðêè, ñõîæi íà êàäðè êiíîñòði÷êè.
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Âëàñíå ìàøèíà Òþðiíãà � ïðîöåñîðíèé ïðèñòðié. Âií íàäiëåíèé

ñêàíåðîì àáî �ãîëiâêîþ�, ÿêà ìîæå ç÷èòóâàòè àáî çàïèñóâàòè ó

îêðåìó êîìiðêó ñòði÷êè i ÿêó ìîæíà ðóõàòè íàëiâî àáî íàïðàâî

ëèíå íà îäíó êîìiðêó çà îäèí òàêò.

5.1.1. Îçíà÷åííÿ ìàøèíè Òþðiíãà. Ïåðøå, ùî ìè ïî-

âèííi çðîáèòè äëÿ îïèñàííÿ ìàøèíè Òþðiíãà � öå óòî÷íèòè, ÿêó

iíôîðìàöiþ ç÷èòóþòü i ïèøóòü íà ñòði÷öi, òà ÿêi ñèìâîëè ïðè

öüîìó âèêîðèñòîâóþòü.

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Àëôàâiò ìàøèíè Òþðiíãà �öå íåïîðîæíÿ

ñêií÷åííà ìíîæèíà Σ, åëåìåíòè ÿêî¨ íàçèâàþòü ñèìâîëàìè, ïðè

öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî 0 /∈ Σ. Ñèìâîë 0 íå âêëþ÷à¹òüñÿ ó Σ,

îñêiëüêè 0 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ âñiõ ïîðîæíiõ êî-

ìiðîê ñòði÷êè.

ßêùî çàäàíî àëôàâiò Σ, òî ñòði÷êà (ç åëåìåíòàìè ç Σ) � öå

íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü a = a0a1a2a3 . . ., òàêà ùî äëÿ êîæíîãî

öiëîãî i êîìiðêà ai ¹ îäíèì ç ñèìâîëiâ ìíîæèíè {0} ∪ Σ. i-ó

êîìiðêó íàçèâàþòü áëàíêîì, ÿêùî ai = 0, i çàïîâíåíîþ, ÿêùî

ai � ñèìâîë ç Σ. Áëàíê-ñòði÷êà � öå ñòði÷êà, ó êîæíié êîìiðöi

ÿêî¨ ñòî¨òü 0.

Ïiçíiøå ìè äîâåäåìî, ùî íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà

îáìåæèòèñÿ àëôàâiòîì Σ = {1} ç îäíîãî ñèìâîëà. Ïî-ñóòi, âñå ùî
ìàøèíà Òþðiíãà ìîæå çðîáèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è àëôàâiò ç áàãà-

òüîõ ñèìâîëiâ, âîíà ìîæå çðîáèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå îäèí

ñèìâîë. Íà ïðàêòèöi, çâè÷àéíî, çðó÷íî ìàòè áiëüøå ñèìâîëiâ,

îñîáëèâî êîëè âèêîðèñòîâóþòü ìàøèíó Òþðiíãà äëÿ îêðåìèõ çà-

äà÷.

Ïðèêëàä 5.1.2. Áëàíê-ñòði÷êà ìà¹ âèãëÿä:

000000000000000000000000 . . . .
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0-à êîìiðêà íàéëiâiøà, êîìiðêà 1 áåçïîñåðåäíüî ñïðàâà, êîìiðêà

2 áåçïîñåðåäíüî ñïðàâà çà êîìiðêîþ 1, i òàê äàëi. Íåõàé íàø

àëôàâiò: Σ = {1, x, y}. Îñü ïðèêëàä ÷àñòêîâî çàïîâíåíî¨ ñòði÷êè:

010xx1011x1y01yyx000000000000000 . . .

Ó öüîìó âèïàäêó, êîìiðêà 1 ìiñòèòü 1, òàê ñàìî ñèìâîë 1 ìiñòÿòü

êîìiðêè 5, 7, 8, 10, i 13; êîæíà ç êîìiðîê 3, 4, 9 i 16 ìiñòèòü áóêâó

àëôàâiòó x; êîæíà ç êîìiðîê 11, 14 i 15 ìiñòèòü áóêâó y; ðåøòà

êîìiðîê ìiñòÿòü 0, òîáòî ïîðîæíi.

Äëÿ òîãî, ùîá âiäìiòèòè ÿêà êîìiðêà ìàøèíè Òþðiíãà ñêàíó-

¹òüñÿ, áóäåìî çâè÷àéíî íàäàâàòè äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïîðó÷ ç

ïî÷àòêîâèì îïèñàííÿì ñòði÷êè.

Îçíà÷åííÿ 5.1.3. Êîíôiãóðàöiÿ ñòði÷êè� öå òðiéêà (i, qs,a),

äå i�íàòóðàëüíå ÷èñëî, qs � ñòàí ìàøèíè M , i a = a1a1 . . .�

ñòði÷êà. ßêùî çàäàíî êîíôiãóðàöiþ ñòði÷êè (i, qs,a), áóäåìî íà-

çèâàòè êîìiðêó i ñêàíîâàíîþ êîìiðêîþ, à qs � ñòàíîì ìàøèíè

M .

Âiä ñòàíó qs çàëåæèòü, ÿêi äi¨ ìàøèíà Òþðiíãà ïîâèííà âè-

êîíóâàòè äàëi. Çîêðåìà, áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàøèíà ïðèïèíÿ¹

îá÷èñëåííÿ i çóïèíÿ¹òüñÿ, ÿêùî ¨¨ ñòàíîì ¹ q0, i ïî÷èíà¹ ðîáîòó

ó ñòàíi q1.

ßêùî íå ñòâåðäæó¹òüñÿ iíøå, áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âñi, çà

âèíÿòêîì ¨õ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, êîìiðêè êîæíî¨ äàíî¨ ñòði÷êè

¹ áëàíêàìè. Ìè çâè÷àéíî âèïèñó¹ìî íàñòiëüêè ìàëèé ôðàãìåíò

ñòði÷êè íàñêiëüêè öå ìîæëèâî i çàâæäè ïðîïóñêà¹ìî áëàíêè ñïðà-

âà. Òîìó ñëîâî

010xx1011x1y01yyx
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çîáðàæà¹ òó æ ñòði÷êó, ùî é ó ïðèêëàäi 5.1.2. Ó áàãàòüîõ âè-

ïàäêàõ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî çàïèñ zn äëÿ ñêîðî÷åííÿ n ïîñëi-

äîâíèõ çàïèñiâ ñèìâîëà z, òîìó ïîïåðåäíÿ ñòði÷êà ìîæå áóòè

çàïèñàíà ùå êîðîòøå ó âèãëÿäi

010x21012x1y01y2x.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî σ� ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ìíîæè-

íè Σ∪{0}, òî ïèñàòèìåìî σn êîëè ïîòðiáíî çàäàòè ïîñëiäîâíiñòü,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n êîïié ñëîâà σ ïiäðÿä. Íàïðèêëàä, (010)3 �öå

010010010. ßêùî ìàøèíà ñêàíó¹ i-ó êîìiðêó ñòði÷êè, ïåðåáóâàþ-

÷è ïðè öüîìó â ñòàíi qs, òî ìè ïiäêðåñëþ¹ìî ñêàíîâàíó êîìiðêó

i ïèøåìî qs çëiâà âiä íå¨ àáî ñïðàâà âiä ñòði÷êè. Íàïðèêëàä, ìè

çîáðàæà¹ìî êîíôiãóðàöiþ ñòði÷êè ç ïðèêëàäó 5.1.2, äå êîìiðêà

4 ñêàíó¹òüñÿ i ìà¹ ñòàí q2 ó âèãëÿäi îäíîãî ç òàêèõ äâîõ ñëiâ:

010q2xx101
2x1y01y2x àáî 010xx1012x1y01y2x; .

�Ïðîöåñîð� ìàøèíè Òþðiíãà � öå ñêií÷åííèé ñïèñîê êîìàíä,

ÿêèé îïèñó¹, ùî ìàøèíà ïîâèííà ðîáèòè ó ðiçíèõ ñèòóàöiÿõ. (Íà-

ãàäà¹ìî, ùî ìàøèíà Òþðiíãà � öå ìîäåëü àáñòðàêòíîãî êîìï'þ-

òåðà . . .) Ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ, íà ïåðøèé ïîãëÿä, íå ñõîæå íà

öå îïèñàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.4. Ìàøèíà Òþðiíãà ç àëôàâiòîì Σ i ìíîæè-

íîþ ñòàíiâ {q0, q1, . . . , qn}�öå ôóíêöiÿ

M : {q0, q1, . . . , qn}×({0}∪Σ) −→ ({0}∪Σ)×{−1, 0, 1}×{q0, q1, . . . , qn}.

Çàóâàæèìî, ùî M íå íåîáõiäíî ¹ îçíà÷åíîþ äëÿ âñiõ ìîæëè-

âèõ ïàð (s, j) ∈ {q0, . . . , qn} × ({0} ∪ Σ)). Iíîäi íàçèâàòèìåìî ìà-

øèíó Òþðiíãà ïðîñòî ìàøèíîþ àáî æ TM. Êàæóòü, ùî ìàøèíà

ÒþðiíãàM ç îçíà÷åííÿ 5.1.4 ¹ ìàøèíîþ Òþðiíãà ç n+1 ñòàíîì.
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Iíòó¨òèâíî, ìè ìà¹ìî ïðîöåñîð i ñêií÷åííèé ñïèñîê áàçîâèõ ií-

ñòðóêöié, ÿêi âií ìîæå âèêîíóâàòè. ßêùî äàíî ñòàí i ñèìâîë,

ÿêèé ïîçíà÷à¹ êîìiðêó ñòði÷êè, ÿêà ñêàíó¹òüñÿ, òî ïðîöåñîð âè-

êîíó¹ òàêi äi¨

• çàïèñó¹ ñèìâîë ó ñêàíîâàíó êîìiðêó, çàìiíþþ÷è ç÷èòó-

âàíèé ñèìâîë (öå ìîæå áóòè òîé ñàìèé ñèìâîë, òîáòî

ñèìâîë ó êîìiðöi íå çìiíþ¹òüñÿ),

• ïåðåâîäèòü ñêàíåð íà îäíó êîìiðêó íàëiâî àáî íàïðàâî

àáî çàëèøà¹ íà ìiñöi,

• ïåðåõîäèòü äî âèêîíàííÿ íàñòóïíî¨ iíñòðóêöi¨.

Òîáòî, M(qs, c) = (b, d, t) îçíà÷à¹, ùî êîëè íàøà ìàøèíà ïå-

ðåáóâà¹ ó ñòàíi qs (òîáòî âèêîíó¹ iíñòðóêöiþ s), ñêàíóþ÷è i-ó

êîìiðêó, i ai = c (òîáòî i-à êîìiðêà ìiñòèòü c), òî ìàøèíà M

âèêîíó¹ òàêå:

• âèêîíó¹ ai = b (òîáòî âïèñó¹ b çàìiñòü c ó ñêàíîâàíó

êîìiðêó),

• ïåðåâîäèòü ñêàíåð ó ai+d (òîáòî ðóõà¹òüñÿ íà îäíó êî-

ìiðêó âëiâî, ÿêùî d = −1, íà îäíó êîìiðêó âïðàâî, ÿêùî

d = 1, i ïðîäîâæó¹ ñêàíóâàòè òó æ êîìiðêó, ÿêùî d = 0),

• ââîäèòü ñòàí t (òîáòî ïåðåõîäèòü äî iíñòðóêöi¨ t).

ßêùî íàø ïðîöåñîð íå çíà¹ ÿê âèêîíóâàòè iíñòðóêöiþ s (òîáòî

M(s, a) íåâèçíà÷åíà), òî âèêîíóâàíi îá÷èñëåííÿ ïðîñòî ïðèïè-

íÿþòüñÿ.

Ïðèêëàä 5.1.5. ×àñòî çîáðàæàþòü ìàøèíè Òþðiíãà ó âèãëÿäi

òàáëèöi, ç îäíèì ðÿäêîì äëÿ êîæíîãî ñòàíó i îäíèì ñòîâï÷èêîì

äëÿ êîæíîãî ìîæëèâîãî ñèìâîëó ó ñêàíîâàíié êîìiðöi. Çàìiñòü

−1 i 1, ó çàïèñàõ òàêèõ òàáëèöü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ëiòåðè

L i R äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè ¨õ áiëüø íàî÷íèìè. Îòîæ òàáëèöÿ
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M 0 1

1 1R2 0R1

2 0L2

âèçíà÷à¹ òàêó ìàøèíó Òþðiíãà M ç àëôàâiòîì {1} i äâîìà ñòà-
íàìè 1 i 2, ùî M(1, 0) = (1, 1, 2), M(1, 1) = (0, 1, 1), i M(2, 0) =

(0,−1, 2), àëåM(2, 1) íåâèçíà÷åíà. (ÒîìóM ìà¹ îáëàñòü âèçíà÷å-

ííÿ

{(1, 0), (1, 1), (2, 0)} i îáëàñòü çíà÷åíü {(1, 1, 2), (0, 1, 1), (0,−1, 2)}.)
ßêùî ìàøèíà M ÷èòà¹ ñòði÷êó

01001111 ; 1,

òî âîíà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi 1 i ñêàíó¹ êîìiðêó, ùî ìiñòèòü 0, i,

êðiì öüîãî,

• çàïèñó¹ 1 ó ñêàíîâàíó êîìiðêó,

• ïåðåâîäèòü ñêàíåð íà îäíó êîìiðêó âïðàâî,

• ïåðåõîäèòü äî ñòàíó 2.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî íîâó êîíôiãóðàöiþ ñòði÷êè

01011111 ; 2.

Îñêiëüêè M íå çíà¹, ùî ðîáèòè ç âõîäîì 1 ó ñòàíi 2, îá÷èñëåííÿ

ïðèïèíÿþòüñÿ.

5.1.2. Ïðèêëàäè îá÷èñëåíü çà äîïîìîãîþ ìàøèí Òþ-

ðiíãà. Ãîâîðÿ÷è íåôîðìàëüíî, îá÷èñëåííÿ� öå ïîñëiäîâíiñòü äié

ìàøèíè M íà ñòði÷öi, ùî çäiéñíþþòüñÿ çà ïîïåðåäíiìè ïðàâè-

ëàìè, ïî÷èíàþ÷è ç iíñòðóêöi¨ 1 i ñêàíóþ÷è êîìiðêó 0 çàäàíî¨

ñòði÷êè. Îá÷èñëåííÿ çàêií÷ó¹òüñÿ (àáî çóïèíÿ¹òüñÿ) ÿêùî ìà-

øèíà ñêàíó¹ ïîçèöiþ ñòði÷êè, ó ÿêié âîíà íå çíà¹, ùî ðîáèòè
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äàëi, àáî ïåðåõîäèòü ó ëiâèé êiíåöü ñòði÷êè. (ßêùî òàêå íå òðà-

ïëÿ¹òüñÿ, òî îá÷èñëåííÿ íiêîëè íå çàêií÷ó¹òüñÿ � íå çîâñiì òàê

ÿê ó ðåàëüíèõ êîìï'þòåðàõ.)

Îçíà÷åííÿ 5.1.6. Ïðèïóñòèìî, ùî M � ìàøèíà Òþðiíãà. Òî-

äi:

• ßêùî p = (i, s,a)�êîíôiãóðàöiÿ ñòði÷êè ó àëôàâiòi M

i M(s, ai) = (b, d, t) îçíà÷åíà, òî M(p) = (i + d, t, a′)�

íàñòóïíà êîíôiãóðàöiÿ ñòði÷êè, äå a′i = b i a′j = aj äëÿ

j ̸= i.

• ×àñòêîâå îá÷èñëåííÿ ìàøèíîþ M �öå òàêà ïîñëiäîâ-

íiñòü p1p2 . . . pk ïîçèöié ñòði÷êè, ùî pl+1 = M(pl) äëÿ

êîæíîãî l < k.

• ×àñòêîâå îá÷èñëåííÿ p1p2 . . . pk ìàøèíîþ M ¹ îá÷èñëå-

ííÿì ç âõiäíîþ ñòði÷êîþ a, ÿêùî p1 = (0, 1,a) i M(pk)

íåâèççíà÷åíà. Âèõiäíà ñòði÷êà îá÷èñëåííÿ� öå ñòði÷êà

îñòàííüî¨ êîíôiãóðàöi¨ ñòði÷êè pk.

Çàóâàæèìî, ùî îá÷èñëåííÿ ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðî-

êiâ.

Ïðèêëàä 5.1.7. Ðîçãëÿíåìî ÿê ìàøèíà M ç ïðèêëàäó 5.1.5

âèêîíó¹ îá÷èñëåííÿ. Íàøîþ âõiäíîþ ñòði÷êîþ áóäå a = 1100,

òîáòî, ñòði÷êà, ÿêà ¹ áëàíêîì çà âèíÿòêîì a0 = a1 = 1. Ïî÷à-

òêîâîþ êîíôiãóðàöi¹þ ñòði÷êè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàøèíîþ M ç

âõiäíîþ ñòði÷êîþ a ¹ 1100 : 1. Ïîñëiäîâíi êðîêè îá÷èñëåííÿ

òàêi:

0100 : 1, 0000 : 1, 0010 : 2, 0010 : 2.

Çàëèøèìî ÷èòà÷åâi ïåðåâiðêó òîãî, ùî öå ñïðàâäi ÷àñòêîâå îá-

÷èñëåííÿ ìàøèíîþ M . Îñêiëüêè çíà÷åííÿ M(2, 1) íåâèçíà÷åíå,
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òî ïðîöåñ íà öüîìó êðîöi çàêií÷ó¹òüñÿ i öå ÷àñòêîâå îá÷èñëåííÿ

ñïðàâäi ¹ îá÷èñëåííÿì.

Ïðèêëàä 5.1.8. Ìàøèíà Òþðiíãà P , çàäàíà íèæ÷å, çàäîâîëü-

íÿ¹ âèìîãó: ¨¨ âèõîäîì ¹ 01m, à âõiä 01n01m, ÿê òiëüêè n,m > 0.

P 0 1

1 0R2

2 1R3

3 0R4 1R3

4 0R4 0R5

5 0L8 1L6

6 0L6 1R7

7 1R4

8 0L8 1L9

9 1L9

Ïðîâåäiòü îá÷èñëåííÿ ç âõîäîì 013014, ùîá êðàùå çðîçóìiòè, ÿê

ïðàöþ¹ öÿ ìàøèíà.

Ðîçãëÿíåìî ÿê ìàøèíè Òþðiíãà îá÷èñëþþòü ôóíêöi¨ âiä n

çìiííèõ, àðãóìåíòè ÿêèõ ïðîáiãàþòü äåÿêi ïiäìíîæèíè ìíîæè-

íè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî ôóíêöi¨ f : X → N, äå X ⊂ Nn.
Äîìîâèìîñÿ çàïèñóâàòè íà ñòði÷öi ìàøèíè Òþðiíãà âïîðÿäêî-

âàíó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn) ó âèãëÿäi

ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ òà îäèíèöü

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x1+1

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x2+1

0 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
xn+1

0,

àáî â ñêîðî÷åíèõ ïîçíà÷åííÿõ 01x1+101x2+10 . . . 01xn+10. Äîìîâè-

ìîñÿ òàêîæ, ùî ìàøèíà M ðîçïî÷èíà¹ ïðàöþâàòè ç ïîëîæåííÿ,

êîëè â ñòàíi q1 ñêàíó¹òüñÿ êðàéíÿ ïðàâà îäèíèöÿ, òîáòî ç êîí-

ôiãóðàöi¨ 01x1+101x2+10 . . . 01xnq110. ßêùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà
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äëÿ (x1, . . . , xn), òî â ðåçóëüòàòi ðîáîòè ìàøèíè íà ñòði÷öi çàïè-

ñó¹òüñÿ f(x1, . . . , xn) + 1 îäèíèöÿ, ïiñëÿ ÷îãî ìàøèíà çóïèíÿ¹-

òüñÿ, à â iøîìó âèïàäêó ìàøèíà ïðàöþ¹ íåñêií÷åííî äîâãî. Ïðè

òàêèõ óìîâàõ êàæóòü, ùî ìàøèíà M îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ f .

Îçíà÷åííÿ 5.1.9. Ìàøèíà Òþðiíãà M ïðàâèëüíî îá÷èñëþ¹

ôóíêöiþ f , ÿêùî äëÿ òèõ çíà÷åíü àðãóìåíòà, äëÿ ÿêèõ ôóíêöiÿ

f âèçíà÷åíà, M ïåðåâîäèòü êîíôiãóðàöiþ ñòði÷êè

q101
x1+101x2+10 . . . 01xn10

ó êîíôiãóðàöiþ q01
f(x1,...,xn)+10. ßêùî f íå âèçíà÷åíà äëÿ (x1, . . . , xn),

òî ìàøèíà ïðàöþ¹ íåñêií÷åííî äîâãî.

Ïðèêëàä 5.1.10. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðiíãà M0, ÿêà ïðà-

âèëüíî îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ O, äëÿ ÿêî¨ O(x) = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈
N. Öÿ ìàøèíà ïîâèííà ïåðåòâîðþâàòè êîíôiãóðàöiþ q101

x+10 ó

q000
x+2. �¨ ïðîãðàìà ¹ òàêîþ: q10 → q20R, q21 → q21R,

q20 → q30L, q31 → q40, q40 → q30L, q30 → q00.

Ïðèêëàä 5.1.11. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó Òþðiíãà Ms, ÿêà ïðà-

âèëüíî îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ s� çáiëüøåííÿ íà 1, çàäàíó ïðàâèëîì

s(x) = x+1 äëÿ êîæíîãî x ∈ N. Ìàøèíà Ms ç ïðîãðàìîþ q10 →
q2R, q21 → q21R, q20 → q31,

q31 → q31L, q30 = q00 ïåðåâîäèòü êîíôiãóðàöiþ q101
x+10 â q001x+2.

Ïðèêëàä 5.1.12. Ðîçãëÿíóòi ó íàñòóïíîìó ïiäïóíêòi îñíîâíi

ìàøèíè Òþðiíãà (çà âèíÿòêîì Á+ i Á−) ïðàâèëüíî îá÷èñëþþòü

âiäïîâiäíi ôóíêöi¨.

5.1.3. Îñíîâíi ìàøèíè Òþðiíãà. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè

äåÿêèõ ïðîñòèõ, àëå âàæëèâèõ ìàøèí Òþðiíãà, ÿêi âèêîðèñòî-

âóâàòèìóòüñÿ ÿê ñêëàäîâi ÷àñòèíè äëÿ ïîáóäîâè iíøèõ ìàøèí

Òþðiíãà.
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Îçíà÷åííÿ 5.1.13. Ïåðåëi÷åíi ìàøèíè Òþðiíãà

1. A (ïåðåíåñåííÿ íóëÿ) q1001
x0  q001

x00

2. Á+ (çñóâ âïðàâî) q101
x0  01xq00

3. Á− (çñóâ âëiâî) 01xq10  q001
x0

4. Â (òðàíñïîçèöiÿ) q101
x01y0  q001

y01x0

5. Ê (êîïiþâàííÿ) q101
x00x0  q001

x01x0

6. Î (ñòèðàííÿ) q101
x0  q000

x0

7. R (âèäàëåííÿ 1) q101
x+10  q001

x0

8. S (äîëó÷åííÿ 1) q101
x0  q001

x+1

9.
⊕

(äîäàâàííÿ) q101
x+101y+10  q001

x+y+1000

10.
⊙

(ìíîæåííÿ) q101
x+101y+10  q001

xy+10

íàçâåìî ïðîñòèìè ìàøèíàìè.

Îñü äåÿêi ç âiäïîâiäíèõ ¨ì ïðîãðàì:

A: q10 → q20R, q20 → q31L, q31 → q31R, q30 → q40L,

q41 → q41L, q40 → q00.

Á+: q10 → q20R, q20 → q31L, q31 → q31R, q30 → q00.

Á−: q10 → q20L, q21 → q21L, q20 → q0.

Â:

5.1.4. Äîáóòîê ìàøèí Òþðiíãà.

Îçíà÷åííÿ 5.1.14. ÍåõàéM1 iM2 �ìàøèíè Òþðiíãà, ùî ìà-

þòü ñïiëüíèé àëôàâiò a0, a1 . . . , as. Ïðèïóñòèìî, ùî àëôàâiòè ¨õ

ñòàíiâ q0, q1, . . . , qk i q0, q′1, . . . , q
′
l ìàþòü ¹äèíèé ñïiëüíèé åëåìåíò

q0 � ñèìâîë çóïèíêè.

Äîáóòêîì ìàøèí Òþðiíãà M1 i M2 ç òèì ñàìèì àëôàâiòîì

a0, a1 . . . , as i àëôàâiòîì ñòàíiâ q0, q1, q2 . . . , qk, q′1, q
′
2, . . . , q

′
l íàçè-

âàþòü ìàøèíóM , ÿêà áóäó¹òüñÿ ó òàêèé ñïîñiá. Ïðîãðàìà ìàøè-

íèM îòðèìó¹òüñÿ ÿê îá'¹äíàííÿ ïðîãðàì äëÿM1 iM2, òà çàìiíè

ó öüîìó îá'¹äíàííi ó âñiõ êîìàíäàõ ìàøèíè M1 áóêâè q0 (ùî ¹
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êîìàíäîþ çóïèíêè ìàøèíè M1) áóêâîþ q′1 (êîìàíäîþ ïî÷àòêó

ðîáîòè ìàøèíè M2). Ó êîìàíäàõ ç M2 âñi ñèìâîëè çàëèøà¹ìî

áåç çìiíè.

Ïðèêëàä 5.1.15. Ïîáóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ ìàøèí Á+, Â, Á−, O

ìàøèíó Òþðiíãà, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ πnm(x1, x2, . . . , xm, . . . , xn) =

xm. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çàñòîñó¹ìî m−1 ðàçiâ ïðàâèé çñóâ, ùîá

îòðèìàòè òàêó êîíôiãóðàöiþ

((Á+)m−1) 01x1+10 . . . q101
xm+10 . . . 01xn+10.

Äàëi, çà äîïîìîãîþ ìàøèíè B ïåðåñòàâëÿ¹ìî ìàñèâ 01xm+1 ç êî-

æíèì ñóñiäíiì çëiâà ìàñèâîì òàê, ùîá ìàñèâ 01xm+1 çàéíÿâ ïåð-

øå ìiñöå:

((B · Á−)m−1) 01xm+101x1+1 . . . q01xm−1+101xm+1+1 . . . 01xn+10.

Ïîòiì çàñòîñîâó¹ìî n− 1 ðàçiâ ìàøèíó Á+, ùîá îòðèìàòè òàêó

êîíôiãóðàöiþ

(Á+)n−1 01xm+101x1+101x1+1 . . . 01xm−1+101xm+1+1 . . . q01xn+10.

Íàðåøòi, ïîñëiäîâíî çiòðåìî ñïðàâà íàëiâî âñi ìàñèâè îäèíèöü,

êðiì ïåðøîãî:

(Á+)n−1 q01xm+101x1+10x1+1 . . . 00xm−1+101xm+1+1 . . . 00xn+10.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî, ùî øóêàíîþ ìàøèíîþ Òþðiíãà, ùî ïðà-

âèëüíî îá÷èñëþ¹ πnm ¹ äîáóòîê

(Á+)m−1(Â · Á−)m−1(Á+)n−1(O · Á−)n−1.

5.2. Ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

5.2.1. Ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíåìî ðî-

äèíó Fn âñiõ ôóíêöié ç Nn â N, äå N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ
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÷èñåë. Íåõàé F =
∪
nFn, äå n ïðîáiãà¹ äîäàòíi íàòóðàëüíi ÷è-

ñëà. Ñåðåä ôóíêöié ç F , òi ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê ðåêóðñèâíi

îïåðàöi¨ �ïîâñÿêäåííî¨� ìàòåìàòèêè, íàçèâàþòüñÿ ïðèìiòèâíèìè

ðåêóðñèâíèìè ôóíêöiÿÿìè (îçíà÷åííÿ 5.2.1). Äàëi, äî ðåêóðñèâ-

íèõ ôóíêöié âêëþ÷àþòü ìåíø �îá÷èñëåííi� ôóíêöi¨ (îçíà÷åííÿ

5.2.7). Âñi ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü i íåðîçâ'ÿçíiñòü âèðàæà-

þòüñÿ â òåðìiíàõ öèõ ôóíêöié.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi îñíîâíi ôóíêöi¨:

(1a) òîòîæíî íóëüîâà ôóíêöiÿ: f(x) = 0;

(1b) ôóíêöiÿ äîäàâàííÿ îäèíèöi: f(x) = x+ 1; i

(1c) ôóíêöi¨ ïðîåêòóâàííÿ: f(x1, . . . , xn) = xi äëÿ 1 ≤ i ≤ n.

Îçíà÷åííÿ 5.2.1. Ìíîæèíà ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóí-

êöié �öå íàéìåíøà ïiäìíîæèíà â F , ùî ìiñòèòü ôóíêöi¨ (1) i

çàìêíåíà ñòîñîâíî òàêèõ îïåðàöié:

(2a) Ñóïåðïîçèöiÿ: ßêùî g ∈ Fm i h1, . . . , hm ∈ Fn �ïðèìi-

òèâíi ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, òî ôóíêöiÿ

f(x1, . . . , xn) = g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn))

òàêîæ ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà; i

(2b) Iíäóêòèâíå îçíà÷åííÿ: ßêùî f0 ∈ Fn i g ∈ Fn+2 �ïðè-

ìiòèâíi ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, òî ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà çà ií-

äóêöi¹þ

f(x1, . . . , xn, 0) = f0(x1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn, yn+1) = g(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)),

òàêîæ ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà.

Ïåðåëi÷èìî äåÿêi ñòàíäàðòíi ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨. Ó

êîæíîìó âèïàäêó îçíà÷åííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà âæå îòðèìàíèõ íà

ïîïåðåäíüîìó êðîöi ôóíêöiÿõ.
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Òâåðäæåííÿ 5.2.2. Íàâåäåíi ó ñïèñêó ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâ-

íèìè ðåêóðñèâíèìè ôóíêöiÿìè:

(3a) ñòàëi ôóíêöi¨, f(x) = k (çàñòîñóâàòè (2a), (1b) i (1a));

(3b) òîòîæíà ôóíêöiÿ, f(x) = x (âèêîðèñòàòè (1c) ç n =

1);

(3c) ôóíêöiÿ äîäàâàííÿ f(x, y) = x + y (âèêîðèñòàòè iíäó-

êöiþ çà y);

(3d) ôóíêöiÿ ìíîæåííÿ, f(x, y) = xy;

(3e) åêñïîíåíöiéíà ôóíêöiÿ, f(x, y) = xy, äå f(x, 0) = 1;

(3f) ôóíêöiÿ ôàêòîðiàë, f(x) = x!, äå f(0) = l;

(3g) ôóíêöiÿ ïîïåðåäíèêà, pd(0) = 0 i pd(x+ 1) = x;

(3h) ôóíêöiÿ çíàêó, sgn(0) = 0 i sgn(x+ 1) = 1;

(3i) âiäíiìàííÿ ç òî÷íiñòþ äî 0, f(x, y) = x−y, ÿêùî x > y

i 0 â iíøîìó âèïàäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ f(x, y) = x
·
− y (x

·
−

(y + 1) = pd(x
·
− y));

(3j) sgn-ôóíêöiÿ, sgn(x) = 1
·
− x (òîáòî, sgn(0) = l i sgn(x) =

0, ÿêùî x > l);

(3k) ìiíiìóì-ôóíêöiÿ, min(x, y) = y
·
− (y

·
− x);

(31) ìàêñèìóì-ôóíêöiÿ, max(x, y) = x+ y
·
− min(x, y);

(3m) àáñîëþòíà âåëè÷èíà, |x− y| = (x
·
− y) + (y

·
− x);

(3n) ôóíêöiÿ äiëåííÿ x íà y ç îñòà÷åþ, rm(0, y) = 0

i rm(x + 1, y) = (rm(x, y) + 1)sgn(y
·
− (rm(x, y) + 1));

i

(3o) ôóíêöiÿ öiëî¨ ÷àñòèíè [x/y],

[0/y] = 0, [(x+ 1)/y] = [x/y] + sgn(y
·
− (rm(x, y) + 1)).

Òîìó, x = [x/y]y + rm(x, y) i 0 ≤ rm(x, y) < y äëÿ âñiõ

x > 0 i âñiõ y > 0.
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Íàðåøòi, �äîâãi ñóìè� òà �äîâãi äîáóòêè� ¹ ïðèìiòèâíèìè ðå-

êóðñèâíèìè ôóíêöiÿìè, ÿê ïîêàçó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.2.3. ßêùî g(x1, . . . , xn, y) � ïðèìiòèâíà ðå-

êóðñèâíà ôóíêöiÿ, òî îáèäâi ôóíêöi¨
∑

y<x g(x1, . . . , xn, y) i∏
y<x g(x1, . . . , xn, y) ¹ ïðèìiòèâíèìè ðåêóðñèâíèìè. Ñïðàâäi, îçíà-

÷èìî äîâãå ñóìóâàííÿ iíäóêòèâíî:∑
y<0

g(x, y) = 0 i
∑
y<z+1

g(x, y) =
∑
y<z

g(x, y) + g(x, z), (4a)

∑
y≤z

g(x, y) =
∑
y<z+1

g(x, y), i (4b)

∑
w<y<z

g(x, y) =
∑

y<z
·
−w

g(x, y + w + 1). (4c)

Àíàëîãi÷íi ôîðìóëè òàêîæ âèêîíóþòüñÿ i äëÿ äîâãîãî ìíîæå-

ííÿ.

Ó öüîìó òâåðäæåííi i äàëi x := (x1, . . . , xn).

5.2.2. Êîìïîçèöiÿ ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 5.2.4. ßêùî ôóíêöi¨ f(x1, . . . , xm), . . . , g1(x1, . . . , xn),

. . . , gm(x1, . . . , xn) ïðàâèëüíî îá÷èñëåííi çà Òþðiíãîì, òî òàêîþ

¹ i ¨õ ñóïåðïîçèöiÿ (ñêëàäíà ôóíêöiÿ)

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)).

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ìè ïîêè-ùî íå äîâîäèìî, Äî-

âåäåííÿ ìîæíà ïî÷åðïíóòè ç ïiäðó÷íèêà [17]. �
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5.2.3. Ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi âiäíîøåííÿ. Íàãàäà¹ìî,

ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χr(x1, . . . , xn n-àðíîãî âiäíîøåííÿ

r(x1, . . . , xn) íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

1, ÿêùî r(x1, . . . xn) iñòèííå i çíà÷åííÿ 0, ÿêùî r(x1, . . . xn) õèáíå.

Âiäíîøåííÿ r íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèì ðåêóðñèâíèì, ÿêùî éîãî

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χR ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà.

ßêùî g1, . . . , gn �m-àðíi ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ i r�

n-àðíå ïðèìiòèâíå ðåêóðñèâíå âiäíîøåííÿ, òî s(x) = r(g(x), . . . , gn(x))

¹ m-àðíèì âiäíîøåííÿì ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

χr(g1(x), . . . , gn(x)). Òàêèì ÷èíîì, s òàêîæ ¹ ïðèìiòèâíèì ðå-

êóðñèâíèì âiäíîøåííÿì.

ßêùî q i r�ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi n�àðíi âiäíîøåííÿ, òî q ∩
r, q ∪ r i q′ ( = äîïîâíåííÿ q) � ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi âiäíîøå-

ííÿ ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè χqχr, max(χq, χr) i 1
·
− χq

âiäïîâiäíî.

Òóò âèêîðèñòàíî ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi âiäíîøåííÿ äëÿ îòðè-

ìàííÿ íîâèõ ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié. Íåõàé r1, . . . , rm �

ðîçäiëåíi n�àðíi ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi âiäíîøåííÿ, îá'¹äíàííÿ

ÿêèõ äîðiâíþ¹ Nn i íåõàé g1, . . . , gm �äîâiëüíi ïðèìiòèâíi ðåêóð-

ñèâíi n-àðíi ôóíêöi¨. Íåõàé f(x) = gi(x), ÿêùî ri(x) iñòèííå,

i = 1, . . . ,m. Òîäi

f(x) =

m∑
i=1

χri(x)gi(x),

i îòæå f �ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ.

Òåïåð îçíà÷èìî îïåðàòîð, ùî iíòåðïðåòó¹ êâàíòîð iñíóâàííÿ

ÿê âiäíîøåííÿ.

Äëÿ (n+ l)�àðíîãî âiäíîøåííÿ r(x1, . . . , xn, y), i ÷èñåë a, b ∈ N,
äå a < b îçíà÷èìî (n+2)�àðíå âiäíîøåííÿ (∃y)a<y<br(x, y) óìî-
âîþ, ùî âîíî iñòèííå, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò y, a < y < b, ùî
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r(x, y) iñòèííå. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ öüîãî íîâîãî âiäíîøå-

ííÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþmin
{
1,
∑

a<y<b χr(x, y)
}
. Òàêèì ÷èíîì,

öå âiäíîøåííÿ ¹ ïðèìiòèâíèì ðåêóðñèâíèì, ÿêùî r�ïðèìiòèâíå

ðåêóðñèâíå.

Ìiíiìóì-îïåðàòîð (µy)a<y<z, ÿêèé ìè òåïåð îçíà÷èìî, ïåðå-

òâîðþ¹ âiäíîøåííÿ ó ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 5.2.5. Íåõàé r(x1, . . . , xn, y)� (n+ 1)�àðíå âiäíî-

øåííÿ. Òîäi (µy)a<y<xr(x, y)�öå íàéìåíøèé åëåìåíò y, ç âëà-

ñòèâiñòþ a < y < z, òàêèé ùî òâåðäæåííÿ r(x, y) iñòèííå, ÿêùî

òàêèé y iñíó¹, i z â iíøîìó âèïàäêó.

Ðiâíiñòü

(µy)a<y<br(x, y) = a+
∑
a<s≤z

∏
a<t<s

(1
·
− χr(x, t))

ïîêàçó¹, ùî êîëè r ïðèìiòèâíå ðåêóðñèâíå âiäíîøåííÿ, òî

(µy)a<y<zr(x, y) ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ.

Âèäiëèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi, ÿêi ¹ íàñëiäêàìè öèõ îçíà÷åíü:

Òâåðäæåííÿ 5.2.6. 1) Âiäíîøåííÿ �x < y� ïðèìiòèâíå

ðåêóðñèâíå, îñêiëüêè éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

¹ sgn(y
·
− x);

2) Âiäíîøåííÿ �y > 0 i y äiëèòü x�, ÿêå ïîçíà÷èìî y|x, �
ïðèìiòèâíå ðåêóðñèâíå, îñêiëüêè éîãî õàðàêòåðèñòè-

÷íîþ ôóíêöi¹þ ¹ sgn(x)(1− rm(y, x));

3) Âiäíîøåííÿ �x�ïðîñòå ÷èñëî� (ïîçíà÷åííÿ pr(x)) ïðè-

ìiòèâíå ðåêóðñèâíå, îñêiëüêè âîíî îçíà÷åíå óìîâîþ x >

1 ∧ ¬(∃y)1<y<xy|x;
(1) Ôóíêöiþ pi� i-å ïðîñòå ÷èñëî, ìîæíà îçíà÷èòè çà ií-

äóêöi¹þ:

p1 = 2 i pi+i = (µx)pi<x<pi+1pr(x).
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5.2.4. Ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 5.2.7. Ìíîæèíà ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié �öå íàé-

ìåíøà ïiäìíîæèíà ôóíêöié, ùî ìiñòèòü âñi ïðèìiòèâíi ðåêóð-

ñèâíi ôóíêöi¨ i çàìêíåíà ñòîñîâíî ñóïåðïîçèöi¨, iíäóêòèâíîãî

îçíà÷åííÿ i äi¨ µ-îïåðàòîðà (ìiíiìóì-îïåðàòîðà), îçíà÷åííÿ ÿêî-

ãî ìè çàðàç ñôîðìóëþ¹ìî.

Îçíà÷åííÿ 5.2.8. Íåõàé r(x1, . . . , xn, y)� (n+ l)-ìiñíå âiäíî-

øåííÿ íà N. ßêùî äëÿ äàíîãî íàáîðó x1, . . . , xn ∈ N iñíó¹ y ∈ N,
äëÿ ÿêîãî r(x1, . . . , xn, y), òî âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

f(x1, . . . , xn) := (µy)r(x1, . . . , xn, y);

òóò µ(y) îçíà÷à¹ íàéìåíøå ç òàêèõ y, ùî r(x1, . . . , xn, y).

Çàóâàæåííÿ 5.2.9. ßêùî ìè ìîæåìî âñòàíîâèòè äëÿ êîæíî-

ãî íàáîðó (x1, . . . , xn, y) ÷è iñòèííå òâåðäæåííÿ R(x, y) (íàãà-

äà¹ìî, ùî ÿê çâè÷àéíî x := (x1, . . . , xn)), òî ìîæíà îá÷èñëè-

òè (µy)r(x, y), áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèâøè ÷è iñòèííi òâåðäæåííÿ

r(x, 0), r(x, 1), r(x, 2), . . .. Îòæå, ÿêùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà äëÿ

(x1, . . . , xn), òî çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ ìîæíà çíàéòè ïåðøå

y, äëÿ ÿêîãî r(x, y) iñòèííå. Ïðîòå íå iñíó¹ ãðàíèöi â òåðìiíàõ r

i (x1, . . . , xn) äëÿ öüîãî ÷èñëà êðîêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ äëÿ ÷èñëà êðîêiâ, íåîáõiäíèõ

äëÿ îá÷èñëåííÿ ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié äëÿ çàäàíèõ

àðãóìåíòiâ.

Ïðèêëàä 5.2.10. 1) µ-îïåðàòîð (µ z)yz = x âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâó

(íå ñêðiçü âèçíà÷åíó) ôóíêöiþ, ùî âèðàæà¹ ÷àñòêó âiä äiëåííÿ

äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2) µ-îïåðàòîð (µ z)yz ≥ x âèçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷àñòêè x/y

äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x i y.
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ßê ïîêàçóþòü öi ïðèêëàäè, ôóíêöiÿ (µ y)r(x1, . . . , xn, y) ìîæå

áóòè íåâèçíà÷åíîþ äëÿ äåÿêèõ (x1, . . . , xn) ∈ Nn.

5.2.5. Ôóíêöiÿ Àêêåðìàíà. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ çà m

äëÿ îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi ϕm(y) ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóí-

êöié: ϕ0(y) = y + 1, i êîëè ϕm îçíà÷åíå, òî

ϕm+1(y)(0) = ϕm(1) i ϕm+1(y + 1) = ϕm(ϕm+1(y)).

Öi ôóíêöi¨ äóæå øâèäêî çðîñòàþòü ðàçîì ç m. Ñïðàâäi, ϕ1(y) =

y + 2, ϕ2(y) = 2y + 3, ϕ3(y) çðîñòà¹ çà àðãóìåíòîì y ÿê 5 · 2y,
ϕ4(y) ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðiñò çà àðãóìåíòîì y, ϕ5(y) ¹ iòåðàöi¹þ

y ðàçiâ ôóíêöi¨ ϕ4(y), i òàê äàëi. Çîêðåìà, êîæíà ïðèìiòèâíà

ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ îáìåæåíà îäíi¹þ ç ϕn. Òî÷íiøå, äëÿ êîæíî¨

ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ g(x1, . . . , xn) iñíó¹ òàêå ÷èñëî

m, ùî äëÿ âñiõ x1, . . . , xn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

g(xl, . . . , xn) < ϕm(x1 + · · ·+ xn). (1)

Àíàëiç äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî m ìîæíà îá÷è-

ñëèòè iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ êðîêiâ ó ïîáóäîâi ç ïðèìiòèâíèõ

ôóíêöié íàñòóïíèì ñïîñîáîì.

Äëÿ òîòîæíî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨, ôóíêöi¨ íàñòóïíîñòi i ôóíêöi¨

ïðîåêòóâàííÿ, íàäàìî m çíà÷åíü 0, 1 i 0, âiäïîâiäíî.

ßêùî g(x) = h0(h1(x), . . . , hk(x)) i êîíñòàíòîþ, âiäïîâiäíîþ hi

¹ mi, i = 0, . . . , k, òî g çàäîâîëüíÿ¹ (1), ç m = m0 + max(m1 +

· · ·+mk) + 6.

Íàðåøòi, äëÿ îïåðàöi¨ iíäóêòèâíîãî ïåðåõîäó, ÿêùî g(x, 0) =

h0(x) i g(x, y + 1) = h1(x, y, g(x, y)), i ÿêùî êîíñòàíòàìè, âiäïî-

âiäíèìè h0, h1, ¹ m0,m1, âiäïîâiäíî, òî g çàäîâîëüíÿ¹ (1) ïðè

m = max(m0,mi) + 5.

Îçíà÷èìî ôóíêöiþ Àêêåðìàíà ÿê ϕ(x, y) = ϕx(y). Íåçâàæà-

þ÷è íà òå, ùî öå îçíà÷åííÿ iíäóêòèâíå, âîíî íå âèêîðèñòîâó¹
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ïðèíöèï ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñèâíî¨ iíäóêöi¨ (2b) ç îçíà÷åííÿ 5.2.1.

Ñïðàâäi, ÿêáè ϕ áóëà ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ, òî é ψ(x) =

ϕ(x, x) áóëà á ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ. Ç (1) òîäi âèïëèâàëî á

iñíóâàííÿ òàêîãî m, ùî ψ(x) < ϕ(m,x) äëÿ âñiõ x. Ïðè m = x

öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi ϕ(m,m) = ψ(m) < ϕ(m,m). Òîìó

ϕ íå ¹ ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

Àêêåðìàíà ðåêóðñèâíà. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ïðèìiòèâíèõ

ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè ðåêóð-

ñèâíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷èìî ÷èñëî êðîêiâ (ñêîðî÷åíî ns � number of steps), ïîòði-

áíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ îñíîâíèõ ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóí-

êöié. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî f(x) = g(h1(x), . . . , hm(x)), òî

ns(f ;x) = ns(g;h1(x), . . . , hm(x)) +

n∑
i=1

ns(hi;x).

Íàðåøòi, ÿêùî f(x, y) îçíà÷åíà çà iíäóêöi¹þ çà àðãóìåíòîì y ÿê

ó (2b) ç îçíà÷åííÿ 5.2.1

ns(f ;x, y + 1) = ns(f0;x) +

y∑
i=1

ns(g;x, t, f(x, t)).

ßêùî f(x) ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ, òî òàêîþ ¹ é ôóí-

êöiÿ ns(f ;x). Îòæå, ÿêùî îçíà÷åííÿ f ÿâíî çàäàíå, òî ìîæíà

òàê îá÷èñëèòè m, çà ïîïåðåäíiìè ïðàâèëàìè, òàê ùîá ns(f ;x) <

ϕm(x0+· · ·xn), äëÿ âñiõ x. Öå äà¹ øóêàíó ìåæó äëÿ ÷èñëà êðîêiâ,
ïîòðiáíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ f â x.

5.2.6. Ðåêóðñèâíi i ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi ïðîöåäóðè.

Íàì ïîòðiáåí ñïîñiá íóìåðàöi¨ öiëèìè ÷èñëàìè åëåìåíòiâ çàäàíî¨

ìîâè äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè êîíöåïöi¨ ðåêóðñèâíèõ i ïðèìi-

òèâíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié äî àëãîðèòìiâ. Ãåäåëüîâà íóìåðà-

öiÿ (íèæ÷å) ¹ òàêîþ íóìåðàöi¹þ. ßê iëþñòðàöiþ, ìè ïîáóäó¹ìî
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ÿâíó Ãåäåëüîâó íóìåðàöiþ äëÿ L(ring). Íóìåðàöiÿ �öå ií'¹êòèâ-

íå âiäîáðàæåííÿ ν ç ìíîæèíà âñiõ òåðìiâ i âñiõ ôîðìóë ìîâè

L(ring) ó ìíîæèíó N. Çàäàìî ν çà iíäóêöi¹þ, ñïî÷àòêó íà òåð-

ìàõ, à òîäi íà ôîðìóëàõ: ν(0) = 2; ν(l) = 2 · 3; ν(Xi) = 223i, i =

1, 2, . . .; ν(t + u) = 233ν(t)5ν(u); ν(tu) = 243ν(t)5ν(u); ν(t = u) =

253ν(t)5ν(u) äëÿ òåðìiâ t, u; ν(¬ϕ) = 263ν(ϕ); ν(ϕ∨ψ) = 273ν(ϕ)5ν(ψ);

i ν((∃Xiϕ) = 283i5ν(ϕ) äëÿ ôîðìóë ϕ, ψ.

Íàçâåìî ν(t) (âiäï., ν(ϕ) ÷èñëîì Ãåäåëÿ òåðìà t (âiäï., ôîðìó-

ëè ϕ). Ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë Ãåäåëÿ ¹ ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ

ôóíêöi¹þ. Êðiì öüîãî, çà ÷èñëîì Ãåäåëÿ òåðìó àáî ôîðìóëè ìî-

æíà åôåêòèâíî âiäíîâèòè âiäïîâiäíèé òåðì àáî ôîðìóëó. Òîìó

íàçâåìî òåîðiþ T ìîâè L(ring) ðåêóðñèâíîþ (âiäï., ïðèìiòèâíîþ

ðåêóðñèâíîþ), ÿêùî ¨¨ îáðàç ïðè Ãåäåëüîâié íóìåðàöi¨, ν(T ), ¹ ðå-

êóðñèâíîþ (âiäï., ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ) ìíîæèíîþ. ßêùî

çàäàíî ðåêóðñèâíå îçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ χν(T ), òî

ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè éîãî ó òåðìiíàõ ìîâè L(ring). Çâiäñè
îòðèìó¹ìî ñêií÷åííó ìíîæèíó iíñòðóêöié, çàñòîñóâàâøè ÿêi äî

ðå÷åííÿ ϑ, ìîæíà âèÿñíèòè ÷è ϑ íàëåæèòü äî T . Iíàêøå êàæó÷è,

îòðèìó¹ìî ïðîöåäóðó ðîçâ'ÿçíîñòi , ÿêó íàçèâà¹ìî ðåêóðñèâíîþ

àáî ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ ÿêùî òåîðiÿ T ðåêóðñèâíà àáî

ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà. ßêùî iñíó¹ ïðîöåäóðà ðîçâ'ÿçíîñòi, òî

òåîðiþ T íàçèâàþòü ðîçâ'ÿçíîþ òåîði¹þ.

Íà ïðàêòèöi çâè÷àéíî ïî÷èíàþòü ç ìíîæèíè iíñòðóêöié äëÿ

L(ring), ÿêi çàñòîñîâóþòü äî ðå÷åííÿ ϑ i ÿêi äàþòü âiäïîâiäü íà

ïèòàííÿ ÷è ϑ íàëåæèòü äî T .

Öi iíñòðóêöi¨ îòðèìóþòüñÿ ç îñíîâíèõ îïåðàöié êiëüöÿ çà äî-

ïîìîãîþ ñóïåðïîçèöi¨, iíäóêöi¨ òà ìiíiìàëiçàöi¨. Ãåäåëüîâà íóìå-

ðàöiÿ ν ïåðåâîäèòü öi îñíîâíi îïåðàöi¨ ó ðåêóðñèâíi îïåðàöi¨ íàä

÷èñëàìè. Â ïðèíöèïi äîâåäåííÿ ðåêóðñèâíîñòi (àáî ïðèìiòèâíî¨
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ðåêóðñèâíîñòi) îòðèìó¹òüñÿ ç äîñëiäæåííÿ öèõ îïåðàöié íà ÷è-

ñëàõ. Íà ïðàêòèöi ìàþòü ñïðàâó ç ïðÿìèì àíàëiçîì ïî÷àòêîâî¨

ìíîæèíè iíñòðóêöié äëÿ L(ring). Âiäìiííiñòü ìiæ ðåêóðñèâíèìè

ïðîöåäóðàìè i ïðèìiòèâíèìè ðåêóðñèâíèìè ïðîöåäóðàìè ïîëÿ-

ãà¹ ó âèêîðèñòàííi ìiíiìóì-îïåðàòîðà. Ïðîöåäóðè, ùî íå âèêî-

ðèñòîâóþòü ìiíiìóì-îïåðàòîð íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèìè ðåêóð-

ñèâíèìè.

Äîñâiä ïîêàçó¹, ùî òåõíi÷íà âiäìiííiñòü ìiæ ïðèìiòèâíèìè ðå-

êóðñèâíèìè i ðåêóðñèâíèìè ïðîöåäóðàìè âiäïîâiäà¹ äâîì ðiçíèì

÷àñòèíàì ìàòåìàòèêè. Ïðè äîâåäåííi òîãî, ùî îêðåìà ïðîöåäóðà

¹ ðåêóðñèâíîþ, ëåìà Öîðíà (çîêðåìà, óëüòðàäîáóòêè) ¹ çâè÷àé-

íèì iíñòðóìåíòîì. Ñàìà ïðîöåäóðà ìîæå âèêîðèñòîâóâàòè ïåðå-

ëiê âñiõ äîâåäåíü â L(ring), i òåîðåìó Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó. Òàêèì
ïðîöåäóðàì íàé÷àñòiøå íàäàþòü ïåðåâàãó òåîðåòèêî-ìîäåëiñòè.

Ç iíøîãî áîêó, ïðèìiòèâíi ðåêóðñèâíi ïðîöåäóðè âêëþ÷àþòü êîí-

ñòðóêòèâíó òåîðiþ ïîëiâ òà àëãåáðà¨÷íó ãåîìåòðiþ i ðiäêî âèêî-

ðèñòîâóþòü òåîðåòèêî-ìîäåëüíi iíñòðóìåíòè. Àëãåáðà¨ñòè ïðà-

ãíóòü ïiääàòè îêðåìi òâåðäæåííÿ iíòåíñèâíîìó àíàëiçó, i öå âiä-

îáðàæà¹ ¨õ áàæàííÿ âèÿñíèòè âiäíîøåííÿ öèõ òâåðäæåíü äî áà-

çîâî¨ òåîði¨.

Â óñiõ âèïàäêàõ äîâîäèòüñÿ çáàãà÷óâàòè ìîâó L(ring) äî ìîâè
L(ring,K), äå K �ÿâíî çàäàíå ïîëå ç òåîði¹þ åëiìiíàöi¨ êâàíòî-

ðiâ�. Îñêiëüêè, ìè ÷àñòî óíèêà¹ìî äåòàëüíèõ êðîêiâ, ÿêi ïîêà-

çóþòü, ùî íàøi ïðîöåäóðè ¹ ðåêóðñèâíèìè (àáî ïðèìiòèâíèìè

ðåêóðñèâíèìè), ìè ïåðåâiðÿ¹ìî òî÷íi îçíà÷åííÿ (çàìiñòü âèêîðè-

ñòàííÿ íà¨âíèõ ïîíÿòü �åôåêòèâíèé�, �îá÷èñëþâàëüíèé�, �ðîçâ'ÿ-

çíèé�, i ò.ä.) ç äâîõ ïðè÷èí. Ïî ïåðøå, íà¨âíi îçíà÷åííÿ �ðîçâ'ÿ-

çíîñòi� íå äîçâîëÿþòü äîâåñòè, ùî îêðåìà òåîðiÿ íåðîçâ'ÿçíà.

Ïî-äðóãå, ðiçíi ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê
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ç'¹äíàííÿ íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi ìåòîäiâ, ÿêi ìîæíà çàïðîãðàìóâà-

òè íà êîìï'þòåði. Íàïðèêëàä, ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiâ ó Z[X] ïî-

ÿâëÿþòüñÿ ó âñòàíîâëåííi áàãàòüîõ ðåçóëüòàòiâ ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü.

Îöiíêà ÷àñó ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìà f ∈ X[X] àäà¹òüñÿ ÿâíèì

ïîëiíîìîì âiä ìàêñèìóìó àáñîëþòíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ïî-

ëiíîìà f . Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ÷èñëî êðîêiâ ó áàãàòüîõ ç íàøèõ

ïðîöåäóð ìîæíà îáìåæèòè çà äîïîìîãîþ ñïåöèôi÷íèõ ôóíêöié

Àêêåðìàíà ϕm.

5.2.7. Êðîê ðåäóêöi¨ â ïðîöåäóðàõ ðîçâ'ÿçíîñòi. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî Π�ìíîæèíà ðå÷åíü ìîâè L, íàäiëåíà Ãåäåëüîâîþ
íóìåðàöi¹þ ν. Òîäi ν ïðîäîâæó¹òüñÿ äî Ãåäåëüîâî¨ íóìåðàöi¨ âñiõ

äîâåäåíü ó Π. Íàïðèêëàä, ÿêùî (ϑ1, . . . , ϑn)�ôîðìàëüíå äîâå-

äåííÿ â L(ring), òî

ν(ϑ(1), . . . , ϑ(n)) = 293ν(ϑ1)5ν(θ2) . . . p
ν(ϑ(n)
n+1 ,

ïðîäîâæó¹ Ãåäåëüîâó íóìåðàöiþ, îçíà÷åíó ó ïîïåðåäíüîìó ï.

5.2.6 i äà¹ íóìåðàöiþ âñiõ äîâåäåíü ç Π.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ëîãi÷íèõ àêñiîì ¹ ïðèìiòèâíîþ

ðåêóðñèâíîþ, i ÿêùî Π ¹ ðåêóðñèâíîþ ìíîæèíîþ, òî ìíîæèíà

âñiõ äîâåäåíü ç Π ¹ ðåêóðñèâíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ,

äëÿ ÿêî¨ f(0) = 0 i f(n) = ν(ϑ), äå ϑ�ðåçóëüòàò n-ãî äîâåäåííÿ ç

Π, ¹ ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ ç N íà ìíîæèíó Ãåäåëüîâèõ íîìåðiâ

âñiõ ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ ç Π. Öå, âñå æ, íå îçíà÷à¹, ùî ìíîæè-

íà ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ ç Π ïîâèííà áóòè ðåêóðñèâíîþ, îñêiëüêè

îáðàç ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ íå çîáîâ'ÿçàíèé áóòè ðåêóðñèâíîþ.

Ââåäåíi ïîíÿòòÿ iíîäi äîçâîëÿòü çâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü òåîði¨ äî

ðîçâ'ÿçíîñòi ïðîñòiøî¨ òåîði¨.

Ëåìà 5.2.11. Íåõàé T � äåäóêòèâíî çàìêíåíà òåîðiÿ ó çàäà-

íié çëi÷åííié ìîâi L. Ïðèïóñòèìî, ùî T ìiñòèòü ðåêóðñèâíó
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ïîñëiäîâíiñòü Π = {π1, π2, π3, . . .} àêñiîì. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,

ùî Λ� ðîçâ'ÿçíà òåîðiÿ â L, i ùî äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ ϑ â L
iñíó¹ λ ∈ Λ, òàêå ùî ϑ↔ λ íàëåæèòü äî T . Òîäi iñíó¹ ðåêóðñèâ-

íà ïðîöåäóðà, çàñòîñóâàííÿ ÿêî¨ äî äàíîãî ðå÷åííÿ ϑ çíàõîäèòü

ðå÷åííÿ λ ∈ Λ ç âëàñòèâiñòþ, ùî ϑ↔ λ íàëåæèòü äî T . ßêùî,

êðiì öüîãî, Λ ∩ T ðîçâ'ÿçíà, òî T òàêîæ ðîçâ'ÿçíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϑ�ðå÷åííÿ â L. Iñíó¹ ðå÷åííÿ λ ∈ Λ,

äëÿ ÿêîãî ϑ ↔ λ íàëåæèòü äî T . Ç òåîðåìè Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó

âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà ϑ↔ λ âèâiäíà ç Π.

Ùîá çíàéòè òàêå ðå÷åííÿ λ ÿâíî, çðîáèìî ñïèñîê âñiõ ôîð-

ìàëüíèõ äîâåäåíü ç Π i ïðîåêçàìåíó¹ìî ¨õ îäèí çà îäíèì (òîáòî,

çãiäíî ¨õ Ãåäåëiâñüêèõ íîìåðiâ). Ïiñëÿ ïåðåâiðêè ñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi äîâåäåíü ìè ïîâèííi ïðèéòè äî äîâåäåííÿ ðå÷åííÿ âèãëÿäó

ϑ ↔ λ ç λ ∈ Λ. Îñêiëüêè òåîðiÿ Λ ðîçâ'ÿçíà, ìîæíà ðîçïiçíàòè

öå äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè Ãåäåëÿ ïðî ïîâíîòó âèïëèâà¹, ùî ϑ↔ λ

íàëåæèòü äî T .

Iñíóâàííÿ ïðîöåäóðè äëÿ çíàõîäæåííÿ λ åêâiâàëåíòíà iñíóâàí-

íþ ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨: f : Ðå÷åííÿ(L) → Λ, òàêî¨ ùî χT (ϑ) =

χΛ∩T (f(ϑ)). Òîìó T ðåêóðñèâíà. �

Ïðèïóùåííÿ ëåìè 5.2.11 âèêîíó¹òüñÿ ó ñèòóàöi¨, îïèñàíié ó $

4.7. Iñíó¹ ìíîæèíà S, íàäiëåíà ðîäèíîþ T ìàëèõ ïiäìíîæèí.

Äëÿ êîæíîãî s ∈ S, As ¹ ñòðóêòóðîþ äëÿ ôiêñîâàíî¨ çëi÷åííî¨

ìîâè L. Ïîçíà÷èìî òåîðiþ âñiõ ðå÷åíü ϑ ìîâè L, ùî ¹ iñòèííèìè
ó ìàéæå âñiõ As ÷åðåç T . Ïðèïóñòèìî, ùî Λ0 � ðîçâ'ÿçíà òåîðiÿ

ç ìîâîþ L, ùî ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü:
(1) ßêùî A i A′ ¹ ìîäåëÿìè òåîði¨ T , òî A ≡ A′ òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè A i A′ çàäîâîëüíÿþòü òi ñàìi ðå÷åííÿ ç Λ0.
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Òîäi áóëüîâà àëãåáðà Λ, ïîðîäæåíà Λ0 òàêîæ ðîçâ'ÿçíà. Ç Òâåð-

äæåííÿ 6.18 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L iñíó¹

ðå÷åííÿ λ ç Λ, òàêå ùî ϑ↔ λ íàëåæèòü äî T . Âèñíîâîê:

Òâåðäæåííÿ 5.2.12. Ó ïîïåðåäíié ñèòóàöi¨, ÿêùî T ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çíó ìíîæèíó àêñiîì π i T∩Λ ðîçâ'ÿçíà, òî T ðîçâ'ÿçíà. Áiëüøå,

äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ ϑ ìîâè L ìîæíà çíàéòè ðå÷åííÿ λ â Λ,

òàêå ùî θ ↔ λ íàëåæèòü äî T .

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ïðîöåäóðà ðîçâ'ÿçíîñòi íå äà¹ ìåæi äëÿ ÷è-

ñëà êðîêiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ âèðiøåííÿ ÷è çàäàíå ðå÷åííÿ ϑ íàëå-

æèòü äî T . Íàïðèêëàä, âîíà íå äà¹ ãðàíèöi íà äîâæèíó äîâåäå-

ííÿ ϑ↔ λ ç T ; i òàêîæ íå äà¹ ãðàíèöi äëÿ ÷èñëà àêñiîì ç Π, ùî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äîâåäåííi.

5.3. Îá÷èñëþâàíi çà Òþðiíãîì ôóíêöi¨ òà ðåêóðñèâíi

ôóíêöi¨

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî êîæíà ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóí-

êöiÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàøèíè Òþðiíãà.

5.3.1. Îá÷èñëåííÿ çà Òþðiíãîì ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâ-

íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 5.3.1. Ôóíêöiÿ h, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ïðàâèëüíî îá-

÷èñëåííèõ çà Òþðiíãîì ôóíêöié f i g çà äîïîìîãîþ ðåêóðñi¨, ñàìà

¹ ïðàâèëüíî îá÷èñëåííîþ çà Òþðiíãîì ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ââàæàòèìåìî, ùî ôóí-

êöiÿ h îòðèìó¹òüñÿ ç ôóíêöié f i g çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü

h(x, 0) = f(x), h(x, y+1) = g(x, h(x, y)). Íåõàé M1 i M2 �ìàøè-

íè Òþðiíãà, ùî îá÷èñëþþòü f i g âiäïîâiäíî. Ïîáóäó¹ìî ìàøèíó

Òþðiíãà, ÿêà îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ h.
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Íàøîþ ìåòîþ ¹ îá÷èñëåííÿ h(x, y). �¨ ìîæíà äîñÿãòè, îá÷è-

ñëèâøè y + 1 çíà÷åíü h(x, 0), h(x, 1), . . . , h(x, y).

Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó òàêî¨ êîíôiãóðàöi¨ ñòði÷êè: q101x+101y+10.

Çàñòîñó¹ìî äî íå¨ äîáóòîê Á+ÂÊÂÁ+M1. Íàãàäà¹ìî, ùî òóò Á+ �

çñóâ âïðàâî, Â� òðàíñïîçèöiÿ, Ê� êîïiþâàííÿ (âñi öi ìàøèíè

îïèñàíi ó îçíà÷åííi 5.1.13. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

(5.3.1) q101
x+101y+10

Á+

 01x+1q01y+10
Â 01y+1q01x+10

Ê 
Ê 01y+1q01x+101x+10

B 01x+101y+101x+10
Á+

 
Á+

 01x+101y+1q01x+10
M1 01x+101y+1qα01

h(x,0)+10.

Öå çàâåðøó¹ îá÷èñëåííÿ h(x, 0). Ïåðåõîäèìî äî îá÷èñëåííÿ h(x, 1) =

g(x, h(x, 0)). Çàñòîñó¹ìî äî îñòàííüî¨ êîíôiãóðàöi¨ ó 5.3.1 êîìàí-

äè qα0 → qα+10L, qα+11 → qα+20. Îòðèìà¹ìî êîíôiãóðàöiþ

(5.3.2) 01x+101yqα+2001
h(x,0)+10

Ùîá ïiäãîòóâàòè öþ êîíôiãóðàöiþ äî çàñòîñóâàííÿ ìàøèíèM2,

¨¨ ïîòðiáíî çâåñòè äî q01x+101h(x,0)+1. Çàñòîñóâàâøè äî êîíôiãó-

ðàöi¨ 5.3.2 äîáóòîê ìàøèí AÁ−BÁ+BKBÁ−BÁ+Á+BÁ−, îòðèìó-

¹ìî
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(5.3.3) 01x+101yqα+2001
h(x,0)+10

A 01x+101yq01h(x,0)+100
Á−
 

Á−
 01x+1q01y01h(x,0)+10

B 01yq01x+101h(x,0)+1 Á+

 
Á+

 01y01x+1q01h(x,0)+1 B 01y01h(x,0)+1q01x0
K 

K 01y01h(x,0)+1q01x+101x+1 B 01y01x+1q01h(x,0)+101x+1 Á− 
Á− 01yq01x+101h(x,0)+101x+1 B 01x+1q01y01h(x,0)+101x+1 Á+

 
Á+

 01x+101yq01h(x,0)+101x+1 Á+

 01x+101y01h(x,0)+1q01x+1 B 
B 01x+101y01x+1q01h(x,0)+1 Á−

 01x+101yq01x+101h(x,0)+1.

Òåïåð çà äîïîìîãîþ ìàøèíèM2 îá÷èñëèìî h(x, 1) = g(x, h(x, 0)).

Îòðèìà¹ìî êîíôiãóðàöiþ 01x+101yqβ01
h(x,1)+1. Çàñòîñó¹ìî äî öi-

¹¨ êîíôiãóðàöi¨ êîìàíäó qβ0 → qα0. Öå ïðèâîäèòü äî êîíôiãó-

ðàöi¨ 01x+101yqα01
h(x,1)+1 i ïîðîäæó¹ öèêë, ùî âèêîíó¹òüñÿ êî-

ìàíäàìè ïiñëÿ ïåðøî¨ ïîÿâè qα, i ïåðåòâîðþ¹ êîíôiãóðàöiþ

01x+101y+1−iqα01
h(x,i)+1 ó êîíôiãóðàöiþ 01x+101y+2−iqα01

h(x,i+1)+1

çà óìîâè, øî y + 1 > i. Êîìàíäà qβ0 → qα0 çàöèêëþ¹ ïðîãðàìó,

i â ïðîöåñi ðîáîòè ìàøèíè âåëè÷èíà y + 1 − i çìåíøó¹òüñÿ äî-

êè íå îäåðæèòüñÿ êîíôiãóðàöiÿ 01x+10qα01
h(x,y)+1, ÿêó êîìàíäà

qα0 → qα+10L ïåðåâîäèòü ó êîíôiãóðàöiþ 01x+1qα+1001
h(x,y)+1.

Äîäàòêîâi êîìàíäè qα+10 → qβ+10, òà ìàøèíè A,B,O,B,Á
−,A

ñòâîðþþòü íà ñòði÷öi øóêàíó êîíôiãóðàöiþ q01h(x,y)+1. Öå é îçíà-

÷à¹, ùî ôóíêöiÿ h(x, y) ïðàâèëüíî îá÷èñëþ¹òüñÿ äåÿêîþ ìàøè-

íîþ Òþðiíãà. �

Íàñëiäîê 5.3.2. Êîæíà ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ îá-

÷èñëåííà çà Òþðiíãîì.
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Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç îá÷èñëåííîñòi çà Òþðiíãîì îñíîâ-

íèõ ôóíêöié O, S òà πnm (äèâ. ïðèêëàäè 5.1.10 òà 5.1.15). Îñêiëüêè

êîæíà ïðèìiòèâíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ îñíîâ-

íèõ ôóíêöié òà ðåêóðñi¨, i ñóïåðïîçèöiÿ ïðèìiòèâíèõ ðåêóðñèâ-

íèõ ôóíêöié ¹ ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ çà òåîðåìîþ 5.2.4, òî

íàñëiäîê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè 5.3.1. �

5.3.2. Îá÷èñëåííÿ çà Òþðiíãîì ÷àñòêîâî ðåêóðñèâ-

íèõ ôóíêöié. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiþ f íàçèâàþòü ÷àñòêîâî

ðåêóðñèâíîþ, ÿêùî âîíà îòðèìó¹òüñÿ ç íàéïðîñòiøèõ ôóíêöié

O, S òà πnm çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà çàñòîñóâàíü ñóïåðïî-

çèöi¨, ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ òà µ-îïåðàòîðà. Âñþäè îçíà÷åíà ÷àñ-

òêîâî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíî ðåêóðñèâíîþ.

Äîâåäåìî, ùî êîæíà ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ îá÷èñëþ¹-

òüñÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ìàøèíè Òþðiíãà.

Òåîðåìà 5.3.3. ßêùî ôóíêöiÿ f(x1, . . . , xn, y) ïðàâèëüíî îá-

÷èñëþ¹òüñÿ ìàøèíîþ Òþðiíãà F , òî ôóíêöiÿ

g(x1, . . . , xn) = µ y[f(x1, . . . , xn, y) = 0]

òåæ ïðàâèëüíî îá÷èñëþ¹òüñÿ äåÿêîþ ìàøèíîþ Òþðiíãà G.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ñïî÷àòêó ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ x =

(x1, . . . , xn). Çàïèñ 01x1+1 . . . 01xn+1 íà ñòði÷öi ìàøèíè Òþðiíãà

ïîçíà÷à¹ìî 01x.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàøèíó F , ïîáóäó¹ìî ìàøèíó G, ÿêà äëÿ äà-

íîãî çíà÷åííÿ x ïîñëiäîâíî îá÷èñëþ¹ çíà÷åííÿ f(x, 0), f(x, 1), . . . ,

äîêè âïåðøå îòðèìà¹ f(x, i) = 0. Òîäi G âèäà¹ íà ñòði÷öi ÷èñëî

i = g(x). ßêùî f(x, i) ̸= 0 äëÿ âñiõ i, òî ìàøèíà G íiêîëè íå

çóïèíèòüñÿ, i öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ g íå âèçíà÷åíà äëÿ x ∈ Nn.
262



Ðîçãëÿíåìî òàêó ïî÷àòêîâó êîíôiãóðàöiþ ñòði÷êè q101
x010,

ÿêó ðîçãëÿäà¹ìî ÿê q101x010+1. Çàñòîñóâàâøè äî òàêî¨ êîíôiãó-

ðàöi¨ ìàøèíó êîïiþâàííÿ K òà çñóâ âïðàâî, îòðèìà¹ìî êîíôiãó-

ðàöiþ

01xq01x010. Òåïåð çà äîïîìîãîþ ìàøèíè F îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åí-

íÿ f(x, 0) ç âiäïîâiäíèì çàïèñîì 01x01qα01
x01f(x,0).

Ïiñëÿ öüîãî øóêà¹ìî êîìàíäè, ÿêi çà óìîâè f(x, i) ̸= 0 ïå-

ðåòâîðþþòü êîíôiãóðàöiþ 01x01i+1q01f(x,i+1) ó êîíôiãóðàöiþ

01x01i+2q01f(x,i+2):

qα0 → qα+1R : 01x01qα+11
f(x,0)+1;

qα+11 → qα+20 : 01x01qα+21
f(x,0);

qα+2 → qα+30L : 01x01qα+3001
f(x,0);

qα+30 → qα+41 : 01x01qα+4101
f(x,0);

qα+41 → qα+51R : 01x01qα+501
f(x,0);

O : 01x012q0;

Á−Á− : 01x012;

K : 01x012q01x012;

F : 01x012qβ01
f(x,0)+2;

qβ0 → qα0 : 01x012qα01
f(x,1)+1.

Îñòàííÿ êîìàíäà ïî÷èíà¹ öèêë: ìàøèíà ïåðåõîäèòü âiä êîí-

ôiãóðàöi¨ 01x012qα01f(x,1)+1 äî êîíôiãóðàöi¨ 01x013qα01f(x,2)+1,

òîäi êîíôiãóðàöi¨ 01x014qα01f(x,3)+1 i òàê äàëi. ßêùî, çðîáèâøè

ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ, ìàøèíà äîñÿãíå êîíôiãóðàöi¨ 01x01i+1qα01
f(x,i)+1,

äëÿ ÿêî¨ f(x, i) = 0, òî êîìàíäà qα0 → qα+10R ïðèâîäèòü äî êîí-

ôiãóðàöi¨ 01x01i+10qα+10. Òîäi çàñòîñó¹ìî êîìàíäè:

qα+10 → qγ0 : 01x01i+10qγ0;

Á−Á− : 01xq01i+1;

BOÁ− : qδ01
i+1

qδ → q00 : q001
g(x)+1.
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Öå îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ g(x).

Â iíøîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ g íå âèçíà÷åíà â x, i òîìó ìàøèíà

íiêîëè íå çóïèíèòüñÿ. �

Òåïåð ç îçíà÷åííÿ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, íàñëiäêó 5.3.2 òà òå-

îðåìè 5.3.3 îòðèìó¹ìî, ùî êîæíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ îá÷èñëþ-

âàíà çà Òþðiíãîì.

Òåîðåìà 5.3.4. Êîæíà ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çà Òþðiíãîì.

5.3.3. Íóìåðàöi¨ ïîñëiäîâíîñòåé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 5.3.5. Íóìåðàöi¹þ ìíîæèíè X íàçèâàþòü äî-

âiëüíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ v : N → X.

Îçíà÷åííÿ 5.3.6. Äiàãîíàëüíà (êàíòîðiâñüêà) íóìåðàöiÿ �

öå íóìåðàöiÿ ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ

íàñòóïíîãî ¨õ ïåðåëiêó, ðóõàþ÷èñü ïî ïîñëiäîâíèõ äiàãîíàëÿõ:

(0, 0)

��

(1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0) · · ·

(0, 1)

;;wwwwwwww
(1, 1)

;;wwwwwwww
(2, 1)

;;wwwwwwww
(3, 1)

;;wwwwwwww
(4, 1)

==zzzzzzzzz
· · ·

(0, 2)

;;wwwwwwww
(1, 2)

;;wwwwwwww
(2, 2)

;;wwwwwwww
(3, 2)

;;wwwwwwww
(4, 2)

==zzzzzzzzz
· · ·

(0, 3)

;;wwwwwwww
· · ·

;;wwwwwwwww
· · ·

;;wwwwwwwww
· · ·

;;wwwwwwwww
· · ·

==zzzzzzzzzz
· · ·

Òâåðäæåííÿ 5.3.7. Ó äiàãîíàëüíié íóìåðàöi¨ ïàðà (m,n) îòðè-

ìó¹ íîìåð

c(m,n) =
(m+ n)2 + 3m+ n+ 2

2
(∗)

264



Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, öÿ ïàðà (m,n) çàéìà¹ m-ó ïîçèöiþ

m + n-î¨ äiàãîíàëi. Òîìó äîäàâøè m äî ñóìàðíî¨ êiëüêîñòi âñiõ

ïàð íà ïîïåðåäíiõ äiàãîíàëÿõ, ìàòèìåìî 1+2+3+ . . .+(m+n)+

m = (m+n)(m+n+1)
2 +m = (m+n)2+3m+n+2

2 . Îòðèìàíèé äëÿ c(m,n)

âèðàç ïîêàçó¹, ùî c(m,n) ¹ ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ

âiä àðãóìåíòiâ m,n ∈ N. �

Òâåðäæåííÿ 5.3.8. Ó äiàãîíàëüíié íóìåðàöi¨ íîìåðîì z =

c(x, y) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ëiâà l(z) = x òà ïðàâà r(z) = y

êîîðäèíàòè ïàðè (x, y):

x = z
·
− 1

2

[√
8z + 1 + 1

2

]
·

[√
8z + 1

·
− 1

2

]
, y =

[√
8z + 1

·
− 1

2

]
·
− z,

(∗∗)

äå [u] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà u i a
·
− b =

{
a− b, a ≥ b,

0, a < b.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ç (*) âèïëèâà¹, ùî

8z = 4(x+y)2+12x+4y = (2x+2y+1)2+8x−1 = (2x+2y+3)2−8y−9.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

(2x+ 2y + 1)2 ≤ 8z + 1 < (2x+ 2y + 3)2,

2x+ 2y + 1 ≤
√
8z + 1 < 2x+ 2y + 3,

2x+ 2y + 2 ≤
√
8z + 1 + 1 < 2x+ 2y + 4,

x+ y + 1 ≤
[√

8z+1+1
2

]
< x+ y + 2.

Òîìó

x+ y + 1 =
[√

8z+1+1
2

]
,

x+ y =
[√

8z+1+1
2

] ·
− 1 =

[√
8z+1

·
−1

2

]
.

Îñêiëüêè z = (x+y)(x+y+1)
2 +x, òî ïiäñòàâèâøè òóò ùîéíî çíàéäåíi

âèðàçè äëÿ x+y òà x+y+1, îòðèìó¹ìî øóêàíi ðiâíîñòi (**). �
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ c, l i r çàäîâîëüíÿþòü òàêi ðiâíîñòi:

c(l(z), r(z)) = z, l(c(x, y)) = x, r(c(x, y)) = y.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äiàãîíàëüíó íóìåðàöiþ c, ìîæíà çàäàòè ïî-

ñëiäîâíiñòü ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié c1, c2, . . . , ck, . . ., äå

ck çäiéñíþ¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ Nk → N, âèçíà÷åíå çà ïðà-
âèëàìè

c1(x1) := x1,

c2(x1, x2) := c(x1, x2),

· · · · · · · · ·
ck+1(x1, . . . , xk, xk+1) := c(ck(x1, . . . , xk), xk+1),

· · · · · · · · ·

Êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn, äëÿ ÿêèõ ck(x1, x2, . . . , xk) = n îá÷è-

ñëþþòüñÿ ïðèìiòèâíèìè ðåêóðñèâíèìè ôóíêöiÿìè ck1, c
k
2, . . . , c

k
k,

äëÿ ÿêèõ

c11(n) = n,

c21(n) = l(n), c22(n) = r(n),

· · · · · · · · ·
ck1(n) = ck−1

1 (l(n)), . . . , ckk−1(n) = ck−1
k−1(l(n)), c

k
k(n) = r(n),

· · · · · · · · ·

Ôóíêöiþ ck íàçèâàþòü k-çãîðòêîþ, à íàáið ck1, . . . , c
k
k � k-ðîçãîðòêîþ.

Çãîðòêè òà ðîçãîðòêè çàäîâîëüíÿþòü òàêi ðiâíîñòi:

ck(ck1(n), . . . , c
k
k(n)) = n, cki (c

k(x1, . . . , xk)) = xi, i = 1, . . . , k.

5.4. Çàäà÷i i âïðàâè äî ðîçäiëó 5

(1) Îïèñàòè ìàøèíó Òþðiíãà, ÿêà äîäà¹ òðè íàòóðàëüíi ÷è-

ñëà.

(2) Ïîáóäóâàòè ìàøèíè Òþðiíãà äëÿ ïðàâèëüíîãî îá÷èñëå-

ííÿ òàêèõ ôóíêöié:
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1) x+ y;

2) x−̇1 =

0, ÿêùî x = 0,

x− 1, ÿêùî x > 0.
;

3) sgnx =

0, ÿêùî x = 0,

1, ÿêùî x > 0.
;

4) sgnx =

0, ÿêùî x > 0,

1, ÿêùî x = 0.
;

5) x−̇y =

0, ÿêùî x ≤ y,

x− y, ÿêùî x > y.

6) x− y;

7) x
2 ;

8) [x2 ].

(3) Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíèìè ðåêóðñèâ-

íèìè:

1) ñòàëi ôóíêöi¨: f(x) = k;

2) òîòîæíà ôóíêöiÿ: f(x) = x;

3) ôóíêöiÿ äîäàâàííÿ: f(x, y) = x+ y;

4) ôóíêöiÿ ìíîæåííÿ: f(x, y) = xy;

5) åêñïîíåíöiéíà ôóíêöiÿ: f(x, y) = xy, äå f(x, 0) = 1;

6) ôóíêöiÿ ôàêòîðiàë: f(x) = x!, äå f(0) = l;

7) ôóíêöiÿ ïîïåðåäíèêà: pd(0) = 0 i pd(x+ 1) = x;

8) ôóíêöiÿ çíàêó: sgn(0) = 0 i sgn(x+ 1) = 1;

9) ôóíêöiÿ âiäíiìàííÿ ç òî÷íiñòþ äî 0: f(x, y) = x
·
−

y (x
·
− (y + 1) = pd(x

·
− y)), òîáòî f(x, y) = x − y,

ÿêùî x > y i 0 � â iíøîìó âèïàäêó;

10) sgn-ôóíêöiÿ: sgn(x) = 1
·
− x, òîáòî sgn(0) = l i

sgn(x) = 0, ÿêùî x > l);

11) ìiíiìóì-ôóíêöiÿ: min(x, y) = y
·
− (y

·
− x);
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12) ìàêñèìóì-ôóíêöiÿ: max(x, y) = x+ y
·
− min(x, y);

13) àáñîëþòíà âåëè÷èíà: |x− y| = (x
·
− y) + (y

·
− x);

14) ôóíêöiÿ äiëåííÿ x íà y ç îñòà÷åþ: rm(0, y) = 0

i rm(x+1, y) = (rm(x, y) + 1)sgn(y
·
− (rm(x, y) + 1));

15) ôóíêöiÿ öiëî¨ ÷àñòèíè: [x/y], âèçíà÷åíà ÿê [0/y] =

0, [(x+ 1)/y] = [x/y] + sgn(y
·
− (rm(x, y) + 1)).

(4) Äîâåñòè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (x−̇y)−̇z = (x−̇z)−̇y;
2) x−̇(y + z) = (x−̇y)−̇z;
3) x+ (y−̇x) = y + (x−̇y).

(5) Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi âiäíîøåííÿ ¹ ïðèìiòèâíèìè ðå-

êóðñèâíèìè:

1) x = y;

2) x+ y = z;

3) x · y = z;

4) x äiëèòü y;

5) x i y âçà¹ìíî ïðîñòi;

6) x ïàðíå ÷èñëî.
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ÄÎÄÀÒÊÈ

Äîäàòîê 1. Ìîâà Øìóëüÿíà äëÿ äëÿ ñàìîîïèñàííÿ

Ïîñòàâèìî òàêå ïèòàííÿ: ÷è iñíó¹ òàêà ôîðìàëüíà ìîâà (íà-

ïðèêëàä äëÿ âèâ÷åííÿ àðèôìåòèêè), ó ÿêié ìîæíà âèðàçèòè âëà-

ñòèâiñòü iñòèííîñòi? Iíàêøå êàæó÷è, õîòiëîñÿ á âèçíà÷èòè iñòèí-

íiñòü àáî õèáíiñòü äàíî¨ ôîðìóëè φ çà ¨¨ âèãëÿäîì, òîáòî õîòiëîñÿ

á, ùîá âèãëÿä ôîðìóëè φ äàâàâ ïðî íå¨ iíôîðìàöiþ: �φ iñòèííà�

àáî �φ õèáíà�. Ó òàêîìó âèïàäêó ôîðìóëà φ êàæå ïðî ñåáå �ÿ

iñòèííà� àáî �ÿ õèáíà�. Äëÿ öi¹¨ ìåòè ïîòðiáíî ìàòè ìîâó, ÿêà äî-

çâîëÿëà á âèðàæàòè òàêi âëàñòèâîñòi âëàñòèâîñòi ÿê iñòèííiñòü

÷è õèáíiñòü çàñîáàìè öi¹¨ ìîâè. Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ òàêèõ

ìîâ ¹ ìîâà, çàïðîïîíîâàíà Øìóëüÿíîì. Öþ ìîâó ïîçíà÷àþòü

SELF (Smullyan's Easy Language For selfreference).

• Àëôàâiò SELF ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ÷îòèðüîõ áóêâ e, ∗, r
(ñèìâîë óíàðíîãî âiäíîøåíÿ), i ¬ (ñèìâîë çàïåðå÷åííÿ).

• Ñèíòàêñèñ: âèîêðåìëåíèìè òåêñòàìè ìîâè SELF ¹ ÿð-

ëèêè, åêñïîíàòè òà ôîðìóëè.

• ßðëèê ñëîâà w�öå ñëîâî âèãëÿäó ∗w∗.
• Åêñïîíàò ñëîâà w�öå ñëîâî âèãëÿäó w∗w∗, òîáòî ñëîâî
ç ÿðëèêîì.

• Ôîðìóëè ìîâè SELF� öå ñëîâà âèãëÿäó re . . . e ∗ w∗ i

¬re . . . e ∗ w∗.
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Ó ôîðìóëàõ re . . . e∗w∗ i ¬re . . . e∗w∗ áóêâà e íàïèñàíà íà k ≥ 0

ìiñöÿõ ïiñëÿ áóêâè r. Ââåäåìî ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ rek ∗ w∗ i

¬rek ∗ w∗ äëÿ ôîðìóë re . . . e ∗ w∗ i ¬re . . . e ∗ w∗. Òóò r ≥ 0 i ek

îçíà÷à¹, ùî áóêâà e íàïèñàíà k ðàçiâ.

Îçíà÷èìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ �áóòè iìåíåì� íà ìíîæèíi âñiõ

ñëiâ ìîâè SELF.

à) ÿðëèê ñëîâà w ¹ iìåíåì ñëîâà w.

á) ÿêùî n � iì'ÿ ñëîâà w, òî en � iì'ÿ åêñïîíàòà öüîãî ñëîâà,

òîáòî iì'ÿ ñëîâà w ∗ w∗.

Íåõàé n� iì'ÿ ñëîâà w. Åêñïîíàò ñëîâà w ìà¹ íå ìåíøå äâîõ

iìåí: en i ∗w ∗ w ∗ ∗. Çàóâàæèìî, ùî iì'ÿ ñëîâà w îäíîçíà÷íî

âèçíà÷à¹ öå ñëîâî. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî iìåíà ìàþòü

âèãëÿä ek ∗ w∗, k ≥ 0.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ñëîâî e∗e∗. Öå ñëîâî çàäîâîëüíÿ¹ îçíà-
÷åííÿ ôîðìóëè. Êðiì öüîãî, öå åêñïîíàò ñëîâà e, i ç ïóíêòó á)

îçíà÷åííÿ iìåíi áà÷èìî, ùî öÿ ôîðìóëà ¹ iìåíåì åêñïîíàòà ñëîâà

e. Òîìó ôîðìóëà e ∗ e∗ ¹ âèðàçîì, ÿêèé �íàçèâà¹ ñåáå ïî iìåíi�.

Îñêiëüêè ñëîâî ó ìîâi SELF ìîæå ìàòè äåêiëüêà iìåí, òî ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç N(w) îäíå ç iìåí ñëîâà w. Öå îáîâ'ÿçêîâî ôîðìó-

ëà ìîâè SELF. Ñïðàâäi, êîæíå iì'ÿ ìà¹ âèãëÿä ∗w∗ àáî er ∗ w∗.
Àëå ñëîâà âèãëÿäó ∗w∗ àáî er ∗w∗ íå âè÷åðïóþòü ìíîæèíè âñiõ
ôîðìóë ìîâè SELF. Ç îçíà÷åííÿ ôîðìóë îòðèìó¹ìî, ùî êîæíà

ôîðìóëà ìîâè SELF ìà¹ âèãëÿä

rN(w) àáî ¬rN(w)

Âèáåðåìî äåÿêó ïiäìíîæèíó R ìíîæèíè âñiõ ñëiâ ìîâè SELF,

iíàêøå êàæó÷è óíàðíå âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi âñiõ ñëiâ ìîâè

SELF.
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Îçíà÷åííÿ 5.4.1. Íàçâåìî ôîðìóëó rN(w) R-iñòèííîþ, ÿêùî

w ∈ R i R-õèáíîþ, ÿêùî w /∈ R. Ôîðìóëà ¬rN(w)) iñòèííà òîäi

é ëèøå òîäi êîëè rN(w) õèáíà, i ôîðìóëà ¬rN(w)) õèáíà òîäi é

ëèøå òîäi êîëè rN(w) iñòèííà.

Òåîðåìà 28. Äëÿ êîæíî¨ âëàñòèâîñòi R

R
∩

ôîðìóëè ̸=

{
R− iñòèííi ôîðìóëè,

R− õèáíi ôîðìóëè

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó re ∗ re∗. ßêùî öÿ ôîð-

ìóëà ëåæèòü â R, òî çà îçíà÷åííÿì R-iñòèííîñòi re ∈ R, òîìó

re∗ re∗ íå ¹ R-õèáíîþ. Òîìó R
∩
ôîðìóëè ̸= R−õèáíi ôîðìóëè.

Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó ¬re ∗ ¬re∗. Öÿ ôîðìóëà R-

iñòèííà òîäi é ëèøå òîäi êîëè ôîðìóëà re ∗ ¬re∗ R-õèáíà, òîáòî
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¬re∗¬re∗ /∈ R, îñêiëüêè re∗¬re∗ ¹ iìåíåì
åêñïîíàòó ¬re, òîáòî iìåíåì ôîðìóëè ¬re ∗ ¬re∗. �

Äîäàòîê 2. Äåñÿòà ïðîáëåìà Ãiëüáåðòà

Îðèãiíàëüíà äåñÿòà ïðîáëåìà Ãiëüáåðòà ñôîðìóëüîâàíà íà II

Ìiæíàðîäíîìó êîíãðåñi ìàòåìàòèêiâ â Ïàðèæi (â ñïèñêó ç 23

ïðîáëåì, îïóáëiêîâàíîãî ó 1900 ðîöi). Ôîðìóëþâàííÿ Ãiëüáåðòà

(1990) òàêå:

�Íåõàé çàäàíî äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ ç äîâiëüíè-

ìè íåâiäîìèìè i öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëî-

âèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âêàçàòè ñïîñiá çà äîïîìî-

ãîþ ÿêîãî ìîæëèâî ïiñëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà îïå-

ðàöié âñòàíîâèòè, ÷è ðîçâ'ÿçíå öå ðiâíÿííÿ â öi-

ëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëàõ�.

Ïî-ñóòi, âîíà ïîëÿãà¹ â ïîøóêó àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ âñòà-

íîâèòè, êîëè äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Òî÷íiøå, âõiä

i âèõiä òàêîãî àëãîðèòìó ¹:
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âõiä: ïîëiíîì f(x1, . . . , xn) ç êîåôiöi¹íòàìè â Z
âèõiä: YES àáî NO, â çàëåæíîñòi ÷è ∃ a = (a1, . . . , an) ∈ Zn ç

f(a) = 0.

Îçíà÷åííÿ 5.4.2. Ìíîæèíó E ⊂ (Z+)n íàçèâàþòü ïåðåëi÷å-

íîþ, ÿêùî iñíó¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ f ç îáëàñòþ âè-

çíà÷åííÿ E.

Ìíîæèíó D íàçèâàþòü äiîôàíòîâîþ, ÿêùî âîíà ¹ ïðîåêöi¹þ

ðiâíÿ ïîëiíîìà ç öiëèìè äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Þ. Â. Ìàòiÿñåâè÷,  ðóíòóþ÷èñü íà ðîáîòi Äåâiñà, Ïóòíàìà i

Ðîáiíñîíà, 1970 ð. äàâ íåãàòèâíèé ðîçâ'ÿçîê äåñÿòî¨ ïðîáëåìè

Ãiëüáåðòà, ïîêàçàâøè, ùî òàêîãî àëãîðèòìó íå iñíó¹ [42].
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