
182 Ðîçäië 9. Çàäà÷i, âiäïîâiäi, âêàçiâêè òà ðîçâ'ÿçêè

Ðàíã ìàòðèöi

⋄ 3.1.1. Îïèñàòè âñi ìàòðèöi ðàíãó 0.

⋄ 3.1.2. Îïèñàòè âñi ìàòðèöi ðàíãó 1.

⋄ 3.1.3. ×è ìîæëèâî, ùîá â ìàòðèöi íå áóëî áàçèñíîãî ìiíîðó?

⋄ 3.1.4. Âêàçàòè ÿêèé-íåáóäü áàçèñíèé ìiíîð i âèçíà÷èòè ðàíã ìàòðèöi:

à)

(
0 0
0 0

)
; á)

(
1 −1
2 −2

)
; â)

(
1 0
0 1

)
; ã)

(
0 1
0 0

)
;

 )

 0 0 0
0 1 0
1 0 0

; ä)

 1 1 1
2 2 3
3 3 4

; å)


2 1 1 1 1
2 1 1 2 3
4 2 2 3 4
2 1 1 1 1

.
⋄ 3.1.5. Âêàçàòè áàçèñíi ðÿäêè â ìàòðèöÿõ çàâäàííÿ 3.1.4.

⋄ 3.1.6. Âêàçàòè áàçèñíi ñòîâïöi â ìàòðèöÿõ çàâäàííÿ 3.1.4.

⋄ 3.1.7. Âêàçàòè áàçèñíèé ìiíîð, áàçèñíi ñòîâïöi i áàçèñíi ðÿäêè â êâàäðàòíié ìàòðèöi ç
âèçíà÷íèêîì, âiäìiííèì âiä 0. ×îìó äîðiâíþ¹ ðàíã òàêî¨ ìàòðèöi?

⋄ 3.1.8. Äîâåñòè, ùî ðàíã äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ÷èñëó ¨¨ åëåìåíòiâ, âiäìiííèõ âiä
íóëÿ.

⋄ 3.1.9. Äîâåñòè, ùî, ÿêùî â ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ âñi ìiíîðè ïîðÿäêó k, òî i âñi ìiíîðè
ïîðÿäêó k + 1 äîðiâíþþòü íóëþ.

⋄ 3.1.10. Äîâåñòè, ùî ðàíã ìàòðèöi íå ìåíøèé ðàíãó äîâiëüíî¨ ¨¨ ïiäìàòðèöi.

⋄ 3.1.11. Äîâåñòè, ùî ïðèïèñóâàííÿ äî ìàòðèöi íóëüîâîãî ñòîâïöÿ íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

⋄ 3.1.12. Äîâåñòè, ùî ïðèïèñóâàííÿ äî ìàòðèöi ñòîâïöÿ, ðiâíîãî ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ ¨¨
ñòîâïöiâ, íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

⋄ 3.1.13. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñòîâïöi ìàòðèöi B ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñòîâïöiâ ìàòðè-
öi A, òî rkB 6 rkA.

⋄ 3.1.14. Îöiíèòè ðàíã ìàòðèöi
(
A B

)�
÷åðåç ðàíãè ìàòðèöü A òà B.

⋄ 3.1.15. Íåõàé ìàòðèöi A òà B ìàþòü îäíàêîâó âèñîòó, i ðàíã A íå çìiíþ¹òüñÿ ïiñëÿ
ïðèïèñóâàííÿ äî íå¨ áóäü-ÿêîãî ç ñòîâïöiâ B. Äîâåñòè, ùî rk

(
A B

)�
= rkA.

⋄ 3.1.16. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi ðàíãó ìàòðèöi:
à) Ìíîæåííÿ äîâiëüíîãî ðÿäêà ìàòðèöi íà âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.
á) Ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.
â) Äîäàâàííÿ äî ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà ìàòðèöi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ iíøèõ ðÿäêiâ íå çìiíþ¹

¨¨ ðàíãó.
ã) Ðàíã ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ¨¨ ñòîâïöiâ.

⋄ 3.1.17. Îïèñàòè ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi ç âèêîðèñòàííÿì åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü ¨¨ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ.
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⋄ 3.1.18. Îá÷èñëèòè ðàíãè ìàòðèöü:

à)
(
1 0

)
; á)

(
0 1 0

)
; â)

(
0 0
0 2

)
; ã)

(
0 −1
1 0

)
;  )

(
1 1
0 1

)
;

ä)

(
1 1
1 1

)
; å)

(
1 +

√
2 2−

√
5

2 +
√
5 1−

√
2

)
; ¹)

(
1 + i

√
2 3

1 1− i
√
2

)
;

æ)

 1 1
1 1
2 2

; ç)

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; è)

 1 2 3
2 3 4
3 4 5

; i)

 1 −1 2
3 −3 6
2 −2 4

;
¨)

 13 16 16
−5 −7 −6
−6 −8 −7

; é)

 1 2 3
2 3 4
1 1 1

; ê)

 1 + i
√
2 i−

√
2 1

1 + i
√
3 i−

√
3 1

1 + i
√
4 i−

√
4 1

;

ë)


1 1 3
2 2 6
0 3 0
0 4 0

; ì)


2 4 2
−1 −2 −1
1 5 3
8 1 −2
2 7 4

; í)


0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 3
1 2 3 4

;

î)


0 0 9 1
0 0 9 2
0 0 9 3
1 2 3 4

; ï)


0 0 1 4
0 0 2 5
1 2 3 6
4 5 6 7

; ð)


5 4 1 3
2 1 1 4
3 2 1 1
1 3 −2 2

;

ñ)


2 4 6 1
1 2 3 1
−3 −6 −9 1
1 2 3 1

; ò)


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

;

ó)


1 2 2 5 3
2 3 −5 26 −4
3 −4 8 −9 1
−4 1 −3 −12 2

; ô)


1 10 100 103 104

0, 1 2 30 400 5000
0 0, 1 3 60 800
0 0 0, 1 4 90
0 0 0 0, 1 5

;

õ)


1 2 3 0 0
2 3 4 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 2
0 0 0 3 4

; ö)



1 −1 −1 1 0 0
−1 2 4 0 1 5
2 −3 −5 1 0 −4
0 1 3 1 1 5
0 1 3 1 0 4
1 0 2 2 1 5

;

÷)


0 1 1 . . . 1 1 1
−1 0 1 . . . 1 1 1
−1 −1 0 . . . 1 1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 −1 −1 . . . −1 −1 0

; ø)



0 1 0 0 . . . 0 0
1 0 1 0 . . . 0 0
0 1 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 . . . 1 0

.

⋄ 3.1.19. Îá÷èñëèòè ðàíã ìàòðèöi ïðè âñåìîæëèâèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà:

à)

(
ε 1
−1 ε

)
; á)

 3 6 9
4 8 12
2 7 λ

; â)

 1 1 1
1 α α
1 α2 α2

; ã)

 1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

;
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 )

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

; ä)


1− λ 2 3 . . . n
1 2− λ 3 . . . n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . n− λ

;

å)


1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 . . . εn−1

1 ε2 ε4 . . . ε2(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 εn−1 ε2(n−1) . . . ε(n−1)2

.
⋄ 3.1.20. Îá÷èñëèòè ðàíã ìàòðèöi A− λE ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ, ÿêùî:

à)

(
5 −2
−2 8

)
; á)

 3 0 0
2 6 4
−2 −3 −1

; â)


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

.
⋄ 3.1.21. Äîâåñòè, ùî ÿêùî detA = 0, òî ðÿäêè ìàòðèöi A, òàê ñàìî ÿê i ¨¨ ñòîâïöi, ëiíiéíî
çàëåæíi.

⋄ 3.1.22. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ïîðÿäîê n i ìiñòèòü íóëüîâó ïiäìàòðèöþ ïîðÿäêó n − 1.
Îöiíèòè ðàíã A.

⋄ 3.1.23. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ïîðÿäîê n i ìiñòèòü íóëüîâó ïiäìàòðèöþ ïîðÿäêó s. Îöiíèòè
ðàíã A.

⋄ 3.1.24. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ïîðÿäîê n i ìiñòèòü ïiäìàòðèöþ ïîðÿäêó n−1, ùî ìà¹ ðàíã
1. Îöiíèòè ðàíã A.

⋄ 3.1.25. à) Îöiíèòè ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ÷åðåç ðàíãè ñïiâìíîæíèêiâ.
á) Íàâåñòè ïðèêëàäè, êîëè âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ: rkAB < rkA, rkAB < rkB,

rkAB < min{rkA, rkB}, rkAB = rkA, rkAB = rkB.

⋄ 3.1.26. à) Íåõàé a � ðÿäîê, b � ñòîâïåöü. Îá÷èñëèòè ðàíã ìàòðèöi ba.
á) Íåõàé rkA = 1. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåÿêîãî ñòîâïöÿ íà äåÿêèé

ðÿäîê.

⋄ 3.1.27. Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi, detA ̸= 0 i âèçíà÷åíî äîáóòêè AB, CA. Äîâåñòè,
ùî rkAB = rkB, rkCA = rkC. ×è ìîæå áóòè âèêîíàíà áóäü-ÿêà ç öèõ ðiâíîñòåé, ÿêùî
detA = 0?

⋄ 3.1.28. Äîâåñòè, ùî ÿêùî rkA = r, òî ìiíîð, ùî ñòî¨òü íà ïåðåòèíi r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ðÿäêiâ i r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä 0.

⋄ 3.1.29. Íåõàé ìàòðèöÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ, B � ç r ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ. ×îìó äîðiâíþ¹ ðàíã AB?

⋄ 3.1.30. Ìàòðèöi A òà B ìàþòü ðîçìiðè âiäïîâiäíî m × r òà r × n, i rkAB = r. Çíàéòè
ðàíãè ìàòðèöü A òà B.

⋄ 3.1.31. Ðîçêëàäàííÿ ìàòðèöi A íà äîáóòîê A = BC íàçèâà¹òüñÿ ñêåëåòíèì, ÿêùî rkA =
rkB = rkC i ìàòðèöi B òà C ìàþòü ïîâíèé ðàíã (òîáòî ðàíã, ðiâíèé îäíîìó ç ðîçìiðiâ
ìàòðèöi).

à) Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêó ìàòðèöþ A ìîæíà çîáðàçèòè ÿê äîáóòîê ìàòðèöi M , ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç áàçèñíèõ ðÿäêiâ A, íà äåÿêó ìàòðèöþ K (ñêåëåòíå ðîçêëàäàííÿ ìàòðèöi çà ðÿä-
êàìè).

á) Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ñêåëåòíîãî ðîçêëàäàííÿ ìàò-
ðèöi çà ñòîâïöÿìè.

â) ßê ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiçíi ñêåëåòíi ðîçêëàäàííÿ îäíi¹¨ ìàòðèöi?
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⋄ 3.1.32. Çíàéòè ÿêi-íåáóäü ñêåëåòíi ðîçêëàäàííÿ (äèâ. çàäà÷ó 3.1.31) çà ðÿäêàìè i ñòîâï-
÷èêàìè äëÿ òàêèõ ìàòðèöü:

à)

(
1 0
1 0

)
; á)

 8 −12 0
6 −9 0
2 −3 0

; â)

 0 0 −1
0 0 4
1 −4 0

;
ã)


2 3 −1
4 7 5
−1 −2 −3
2 5 13

;  )


2 4 6 1
1 2 3 1
−3 −6 −9 1
1 2 3 1

.
⋄ 3.1.33. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêó ìàòðèöþ ðàíãó r ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñóìè r ìàòðèöü
ðàíãó 1.

⋄ 3.1.34. Âêàçàòè, ÿêi ç âèïèñàíèõ íèæ÷å ñïiââiäíîøåíü ìîæëèâi. ßêi ç íèõ âèêîíàíi äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ìàòðèöü îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ ?

à) rk(A+B) = rkA;
á) rk(A+B) = max{rkA, rkB};
â) rk(A+B) = rkA+ rkB;
ã) rk(A+B) < min{rkA, rkB};
 ) rk(A+B) < rkA+ rkB;
ä) rk(A+B) 6 rkA+ rkB.

⋄ 3.1.35. Íåõàé ìàòðèöi A òà B ìàþòü ðîçìiðè âiäïîâiäíî m× n òà n× p, i íåõàé AB = O.
Äîâåñòè, ùî rkA+ rkB 6 n.
⋄ 3.1.36. Äîâåñòè, ùî

rk

 sin(a1 + b1) sin(a1 + b2) . . . sin(a1 + bn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sin(an + b1) sin(an + b2) . . . sin(an + bn)

 6 2.

⋄ 3.1.37. Äîâåñòè, ùî

rk

(
A O
O B

)�
= rkA+ rkB.

⋄ 3.1.38. Äîâåñòè, ùî

rk

(
A C
O B

)�
> rkA+ rkB.

⋄ 3.1.39. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî

rk

(
A A2

A3 A4

)�
= rkA.

⋄ 3.1.40. Íåõàé E � îäèíè÷íà, A, B � äîâiëüíi êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî

rk

(
E B
A AB

)�
= n.

⋄ 3.1.41. Äîâåñòè, ùî

rk

(
A B
3A −B

)�
= rkA+ rkB.

⋄ 3.1.42. Íåõàé A íåâèðîäæåíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, à ìàòðèöi B, C i D �
ïðÿìîêóòíi. Çíàéòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó äëÿ òîãî, ùîá

rk

(
A B
C D

)�
= n.


	linalg 2011-1

