
Ðîçäië 8.

Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Ó ðîçäiëi 2 ìè âïåðøå âæèëè òåðìií ¾÷èñëîâå ïîëå¿. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëîâèì ïîëåì
(êiëüöåì) íàçèâàþòü ïîëå (êiëüöå), åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ÷èñëà, à îïåðàöiÿìè � àðèôìå-
òè÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ. Ç íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäiâ ïîëiâ ÷èñëîâèìè ¹
ïîëå ðàöiîíàëüíèõ òà ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë. Iñíó¹ áàãàòî é iíøèõ ÷èñëîâèõ ïîëiâ. Òàê, íà-
ïðèêëàä, ÿê íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ. ïðèêëàä 7.29), ÷èñëîâèì ïîëåì ¹ ìíîæèíà ÷èñåë
Q(

√
p) = { a+ b

√
p | a, b ∈ Q } iç R, äå p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî. Äëÿ ÷èòà÷iâ, çíàéîìèõ ç

ìàòåìàòèêîþ ëèøå â îáñÿçi ñåðåäíüî¨ øêîëè, ïîëå R ¹ íàéøèðøèì ÷èñëîâèì ïîëåì. Îäíàê
ó ìàòåìàòèöi òà ¨¨ äîäàòêàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÷èñëîâi ïîëÿ, ÿêi íå âõîäÿòü â R. Íàéøèð-
øèì ÷èñëîâèì ïîëåì (çà îçíà÷åííÿì) ââàæàþòü ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Öå ïîëå âèíèêëî
â ðåçóëüòàòi ñïðîá ïîáóäóâàòè ïîëå, ÿêå á ìiñòèëî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R â ðîëi ïiäïîëÿ i
áóëî á ïîçáàâëåíå âiäîìîãî íåäîëiêó ïîëÿ R � íåðîçâ'ÿçíîñòi ó íüîìó êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü
ç âiä'¹ìíèìè äèñêðèìiíàíòè. Òàê ÿê öåé íåäîëiê ïîÿñíþ¹òüñÿ íåìîæëèâiñòþ äîáóâàííÿ â R
êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ç −1, òî ìè áóäåìî áóäóâàòè ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, âèõîäÿ÷è ç äâîõ
îñíîâíèõ âèìîã:

1) âîíî ïîâèííî ìiñòèòè ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ R;
2) âîíî ïîâèííî ìiñòèòè êîðiíü ðiâíÿííÿ

x2 + 1 = 0. (8.1)

8.1. Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Â ðîëi ìàòåðiàëó, iç ÿêîãî ìè áóäåìî áóäóâàòè öþ íîâó ñèñòåìó ÷èñåë, âiçüìåìî ìíîæèíó
âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî C, òîáòî

C = { (a, b) | a, b ∈ R}.

Íàãîëîñèìî, ùî äâi ïàðè (a, b), (c, d) iç ìíîæèíè C ââàæàòèìåìî ðiâíèìè òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè a = c, b = d.

Îçíà÷èìî íà ìíîæèíi C îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, âèçíà÷èâøè äëÿ äîâiëüíèõ
ïàð (a, b), (c, d) ∈ C ñïiâiäíîøåííÿ

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (8.2)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) (8.3)

(âèêîðèñòàííÿ òèõ æå çíàêiâ + i · , ùî é ó ïîëi R íå ïîâèííî ïðèâîäèòè äî ïëóòàíèíè).

Òâåðäæåííÿ 8.1. Ìíîæèíà C ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, çàäàíèõ ðiâíîñòÿ-

ìè (8.2) òà (8.3), ¹ ïîëåì. Ó íüîìó ìiñòèòüñÿ ïiäïîëå, ÿêå içîìîðôíå ïîëþ R, i ðiâíÿííÿ (8.1)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
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Ðîçäië 8. Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Äîâåäåííÿ. Àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ó ìíîæèíi C âèïëèâàþòü
áåçïîñåðåäíüî ç âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé äîäàâàííÿ â R. Íóëüîâèì åëåìåíòîì (C,+) ¹ ïàðà
(0, 0), à ïðîòèëåæíèì äî (a, b) � ïàðà (−a,−b). Îòæå, (C,+) � àáåëåâà ãðóïà.

Àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ â C, à òàêîæ äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ñòî-
ñîâíî äîäàâàííÿ, äîâîäÿòüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ ïàð (a, b),
(c, d), (e, f) ∈ C ìà¹ìî

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) = (c, d) · (a, b);(
(a, b) · (c, d)

)
· (e, f) = (ac− bd, ad+ bc) · (e, f) =

= (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade+ bce) =

= (a, b) · (ce− df, cf + de) = (a, b) ·
(
(c, d) · (e, f)

)
;(

(a, b) + (c, d)
)
· (e, f) = (a+ c, b+ d) · (e, f) =

=
(
(a+ c)e− (b+ d)f, (a+ c)f + (b+ d)e

)
= (ae+ ce− bf − df, af + cf + be+ de) =

= (ae− bf, af + be) + (ce− df, cf + de) = (a, b) · (e, f) + (c, d) · (e, f).

Àíàëîãi÷íî ëåãêî ïîêàçàòè, ùî îäèíèöåþ êiëüöÿ (C,+, · ) ¹ ïàðà (1, 0)

(a, b) · (1, 0) = (1, 0) · (a, b) = (a · 1− b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b),

à åëåìåíòîì, îáîðîòíèì äî (a, b) ̸= (0, 0), ïàðà
(

a
a2+b2

, −b
a2+b2

)
(a, b) ·

( a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

)
=
( a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

)
· (a, b) = (1, 0)

(îáîðîòíèé åëåìåíò çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (a, b) · (x, y) = (1, 0)). Îòæå, C � ïîëå.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî â C ïiäìíîæèíó

C′ = { (a, 0) | a ∈ R}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà C′ çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöié + i · â C, òîáòî

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (8.4)

(a, 0) · (b, 0) = (ab, 0). (8.5)

Íåéòðàëüíi åëåìåíòè (0, 0) ñòîñîâíî äîäàâàííÿ i (1, 0) ñòîñîâíî ìíîæåííÿ íàëåæàòü äî C′.
Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî a ∈ R åëåìåíòè (−a, 0) i (a−1, 0) ¹ îáåðíåíèìè äî
åëåìåíòà (a, 0) ∈ C′ ùîäî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî i òàêîæ íàëåæàòü ìíîæèíi C′.
Îòæå, ìíîæèíà C′ ¹ ïîëåì. Ïåðåâiðèìî, ùî ïîëå C′ içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë R. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : R → C′, äå φ(a) = (a, 0) äëÿ óñiõ a ∈ R. Î÷åâèäíî, âiäîá-
ðàæåííÿ φ � ái¹êòèâíå, ïðè÷îìó ïåðåâîäèòü 0 â (0, 0) i 1 â (1, 0). Êðiì öüîãî, äëÿ äîâiëüíèõ
a, b ∈ R

φ(a+ b) = (a+ b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = φ(a) + φ(b),

φ(ab) = (ab, 0) = (a, 0) · (b, 0) = φ(a) · φ(b).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ φ ¹ içîìîðôiçìîì R i C′.
Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ñåðåä åëåìåíòiâ ìíîæèíè C iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.1),

à ñàìå òàêèé åëåìåíò iç C, êâàäðàò ÿêîãî äîðiâíþ¹ (−1, 0) (òîáòî −1 çà âèùåíàâåäåíèì
içîìîðôiçìîì). Î÷åâèäíî, ùî òàêèì åëåìåíòîì áóäå ïàðà (0, 1)

(0, 1) · (0, 1) = (−1, 0),

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ïîáóäîâàíå âèùå ïîëå C íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à éîãî
åëåìåíòè � êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.
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8.2. Àëãåáðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

8.2. Àëãåáðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 8.1 áóëî ïîáóäîâàíî içîìîðôiçì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R
i ïiäïîëÿ C′ = { (a, 0) | a ∈ R } ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé içîìîðôiçì
(òà ðiâíîñòi (8.4), (8.5), ç ÿêèõ âèäíî, ùî îïåðàöi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè (a, 0), (b, 0),
ïî ñóòi, çâîäÿòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ îïåðàöié íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè a, b), îòîòîæíèìî êîæíå
êîìïëåêñíå ÷èñëî âèãëÿäó (a, 0) ç äiéñíèì ÷èñëîì a. Â ðåçóëüòàòi òàêîãî îòîòîæíåííÿ ìîæ-
íà ââàæàòè, ùî ñàìå ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ C (êàæóòü òàêîæ, ùî ïîëå C ¹
ðîçøèðåííÿì ïîëÿ R).

Ïîçíà÷èìî êîìïëåêñíå ÷èñëî (0, 1) ÷åðåç i òà çíàéäåìî éîãî êâàäðàò:

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1

(îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà â ñèëó íàøî¨ äîìîâëåíîñòi îòîòîæíþâàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà (a, 0)
ç äiéñíèìè ÷èñëàìè a). Áà÷èìî, ùî i2 = −1 i, î÷åâèäíî, (−i)2 òåæ äîðiâíþ¹ −1. Öå îçíà÷à¹,
ùî â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí x2 + 1 ìà¹ äâà êîðåíi ±i.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî (a, b) ∈ C. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = a+ bi

(íàãàäà¹ìî, ùî ìè äîìîâèëèñÿ îòîòîæíþâàòè (a, 0) ç a, (b, 0) ç b, à (0, 1) ïîçíà÷èëè áóê-
âîþ i). Ó òàêié ôîðìi íàé÷àñòiøå é âèêîðèñòîâóþòüñÿ êîìïëåêñíi ÷èñëà íà ïðàêòèöi.

Îçíà÷åííÿ 8.2. Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (a, b) ∈ C ó âèãëÿäi

z = a+ bi, (8.6)

äå a, b ∈ R, íàçèâàþòü àëãåáðè÷íîþ (àáî çâè÷àéíîþ) ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïðè öüî-
ìó i íàçèâàþòü óÿâíîþ îäèíèöåþ1, a � äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà a+ bi, b � êîåôiöi¹íòîì
ïåðåä óÿâíîþ îäèíèöåþ, bi � óÿâíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà a+ bi. Äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíó êîìï-
ëåêñíîãî ÷èñëà z ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, Re z òà Im z.

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà, çàïèñàíi ó àëãåáðè÷íié ôîðìi, ââàæàòèìåìî ðiâíèìè, ÿêùî ðiâíi
¨õíi äiéñíi òà óÿâíi ÷àñòèíè.

Ó íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ðiâíîñòi (8.2), (8.3), ùî âèçíà÷àþòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìàòèìóòü âèãëÿä:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Çàïèøåìî ùå â íîâié ôîðìi ðiçíèöþ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i ÷àñòêó âiä äiëåííÿ íà êîì-
ïëåêñíå ÷èñëî, âiäìiííå âiä 0:

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i, (8.7)

a+ bi

c+ di
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i. (8.8)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè äîäàâàííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë îêðåìî äîäàþòüñÿ ¨õíi äiéñíi i îêðåìî
¨õíi óÿâíi ÷àñòèíè; àíàëîãi÷íå ïðàâèëî ìà¹ ìiñöå i äëÿ âiäíiìàííÿ. Ïðè ìíîæåííi (äiëåííi)
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, íà öå ÷èñëî ìíîæàòüñÿ (äiëÿòüñÿ) éîãî äiéñíà
òà óÿâíà ÷àñòèíè.

1Çàóâàæèìî, ùî íàçâà ¾óÿâíà îäèíèöÿ¿ çà ÷èñëîì i çáåðåãëàñÿ ëèøå â ñèëó iñòîðè÷íèõ òðàäèöié, îñêiëü-
êè ñèìâîë i âèêîðèñòîâóâàâñÿ ñïî÷àòêó äëÿ ïîçíà÷åííÿ ¾íåiñíóþ÷îãî¿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ç −1.
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Ïðèêëàäè 8.1. 1. (2 + 5i) + (1− 7i) = (2 + 1) + (5− 7)i = 3− 2i.

2. (3− 9i)− (7 + i) = (3− 7) + (−9− 1)i = −4− 10i.

3. (1 + 2i)(3− i) =
(
1 · 3− 2 · (−1)

)
+
(
1 · (−1) + 2 · 3

)
i = 5 + 5i.

4. 1+2i
3−i = 3−2

9+1 + −1−6
9+1 i = 1

10 − 7
10 i.

5.
(3+5i)3

1−2i = 33+3·32·5i+3·3·25i2+125i3

1−2i = −198+10i
1−2i = −218−286i

5 = − 2
5 (109 + 143i).

Îçíà÷åííÿ 8.3. Êîìïëåêñíå ÷èñëî a − bi íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ÷èñëà z = a + bi i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç z.

Òâåðäæåííÿ 8.2. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z, z1 âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

z = z, z + z1 = z + z1, z · z1 = z · z1.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, íàïðèêëàä, òðåòþ ðiâíiñòü (ðåøòà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî). Íå-
õàé z = a+ bi, z1 = a1 + b1i ∈ C. Òîäi

z · z1 = (a+ bi) · (a1 + b1i) = (aa1 − bb1) + (ab1 + ba1)i =

= (aa1 − bb1)− (ab1 + ba1)i = (a− bi) · (a1 − b1i) = z · z1,

ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.

Îñêiëüêè, íàãàäà¹ìî, àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé içîìîðôiçì öüîãî ïî-
ëÿ ó ñåáå, òî î÷åâèäíèì íàñëiäêîì iç òâåðäæåííÿ 8.2 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 8.3. Âiäîáðàæåííÿ φ : C → C, äå φ(z) = z äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ C, ¹ àâòîìîð-
ôiçìîì ïîëÿ C.

Íàâåäåìî ùå îäíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë.

Òâåðäæåííÿ 8.4. Ñóìà òà äîáóòîê êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî z = a+ bi, òî z = a− bi, à òîìó

z + z = (a+ bi) + (a− bi) = 2a = 2Re z ∈ R,
zz = (a+ bi) · (a− bi) = a2 + b2 ∈ R,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äiëåííÿ
äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1

z2
, çðó÷íî äîìíîæèòè çíàìåííèê i ÷èñåëüíèê íà ÷èñëî, ñïðÿæåíå

äî çíàìåííèêà:
z1
z2

=
z1z2
z2z2

;

çðó÷íiñòü ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî z2z2 ¹ äiéñíèì ÷èñëîì (ìè öå óñïiøíî ðîáèëè, íå íàãîëîøóþ÷è
íà öüîìó, ó ïðèêëàäi 8.1). Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî öåé æå ñïîñiá äîçâîëÿ¹ çîáðàçèòè ÷èñëî z−1

ó âèãëÿäi 1
zz z.

Ïðèêëàäè 8.2. 1. 23+i
3+i = (23+i)(3−i)

(3+i)(3−i) = 70−20i
10 = 7− 2i.

2. ßêùî z = 1− 2i, òî z−1 = 1
(1−2i)(1+2i) · (1 + 2i) = 1

5 (1 + 2i).
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8.3. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 8.1(à)). Êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó z = a+ bi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó ïëîùèíè ç êîîðäèíàòàìè a òà b (àáî
âåêòîð iç ïî÷àòêîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ç êiíöåì ó òî÷öi ç àáñöèñîþ a i îðäèíàòîþ b).

Çðîçóìiëî, ùî öå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî÷êàìè ïëîùèíè (àáî âåêòîðàìè)
çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ C i ìíîæèíîþ òî÷îê ïëîùèíè (àáî âåêòîðiâ
ç ïî÷àòêîì â òî÷öi (0, 0)). Ïðè òàêîìó çîáðàæåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî÷êàìè ïëîùèíè
äiéñíi ÷èñëà âiäïîâiäàþòü òî÷êàì îñi àáñöèñ Ox, ÿêó òîìó ÷àñòî íàçèâàþòü äiéñíîþ âiññþ
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ðèñ. 8.1.

Çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî÷êàìè ïëîùèíè ïðèâîäèòü äî ïðèðîäíîãî áàæàííÿ
ìàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ îïåðàöié, âèçíà÷åíèõ äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Íåõàé ìà¹-
ìî äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà z1 = a1+b1i òà z2 = a2+b2i. Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi öèì ÷èñëàì
âiäïîâiäàþòü äâà âåêòîðè (äèâ. ðèñ. 8.1(á)). Ïîáóäó¹ìî ïàðàëåëîãðàì, âèêîðèñòîâóþ÷è öi
âåêòîðè â ðîëi éîãî ñòîðií. ×åòâåðòîþ âåðøèíîþ öüîãî ïàðàëåëîãðàìà áóäå, î÷åâèäíî, òî-
÷êà z1+ z2 = (a1+a2)+(b1+ b2)i. Òàêèì ÷èíîì, äîäàâàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ãåîìåòðè÷íî
âèêîíó¹òüñÿ çà ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà, òîáòî çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ âåêòîðiâ, ùî âèõî-
äÿòü iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Äàëi, ÷èñëî, ÿêå ¹ ïðîòèëåæíèì äî ÷èñëà z = a+ bi, áóäå òî÷êîþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ äî òî÷êè z ñòîñîâíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 8.2(à)). Çâiäñè ëåãêî
ìîæíà îòðèìàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ âiäíiìàííÿ.

Ðèñ. 8.2.

Â ñâîþ ÷åðãó îïåðàöiÿ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ ãåîìåòðè÷íî çâîäèòüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ
ïëîùèíè C ñòîñîâíî äiéñíî¨ âiñi (äèâ. ðèñ. 8.2(á)).

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìíîæåííÿ i äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ñòàíå çðîçóìiëèì ëèøå ïiñëÿ
òîãî, êîëè ìè ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íîâèé, âiäìiííèé âiä çâè÷àéíîãî, çàïèñ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë.
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8.4. Ìîäóëü òà àðãóìåíò

Ðèñ. 8.3.

Çàïèñ ÷èñëà ó âèãëÿäi z = a + bi
âèêîðèñòîâó¹ äåêàðòîâi êîîðäèíàòè òî-
÷êè, ùî âiäïîâiäàþòü öüîìó ÷èñëó. Ëåã-
êî áà÷èòè, ùî öÿ âiäïîâiäíiñòü ìiæ
êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè i òî÷êàìè êîîð-
äèíàòíî¨ ïëîùèíè XOY ái¹êòèâíà, òî-
ìó iíîäi ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
îòîòîæíþþòü ç ìíîæèíîþ òî÷îê êîîð-
äèíàòíî¨ ïëîùèíè. Ðîçìiùåííÿ æ òî-
÷êè íà ïëîùèíi ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ
çàäàííÿì ¨¨ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, òîá-
òî âiäñòàííþ âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî
òî÷êè i êóòîì ìiæ äîäàòíiì íàïðÿìêîì îñi àáñöèñ òà íàïðÿìêîì iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà
öþ òî÷êó (äèâ. ðèñ. 8.3).

Îçíà÷åííÿ 8.4. Âiäñòàíü âiä òî÷êè O êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíèXOY äî òî÷êèM , ÿêà çîáðà-
æà¹ êîìïëåêñíå ÷èñëî z, íàçèâàþòü ìîäóëåì ÷èñëà z i ïîçíà÷àþòü ó âèãëÿäi |z|. Íàéìåíøèé
êóò, íà ÿêèé ïîòðiáíî ïîâåðíóòè âiñü OX ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè äî çáiãó ¨¨ íàïðÿìêó
ç íàïðÿìêîì âåêòîðà OM , íàçèâà¹òüñÿ àðãóìåíòîì 2 ÷èñëà z ̸= 0 i ïîçíà÷àþòü ó âèãëÿäi
arg z. Äëÿ z = 0 àðãóìåíò íå âèçíà÷à¹òüñÿ.

Áåçïîñåðåäíüî ç ðèñ. 8.3 âèäíî, ùî ìîäóëü ÷èñëà z = a+ bi çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

|z| =
√
a2 + b2

(
àáî, ùî òå ñàìå, |z| =

√
zz
)
,

à àðãóìåíò ÷èñëà z = a+ bi îá÷èñëþ¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåíü

cos(arg z) =
a√

a2 + b2
, sin(arg z) =

b√
a2 + b2

, 0 6 arg z < 2π.

Çàóâàæåííÿ 8.1. ×èñëî arg z ìîæíà çíàéòè äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z = a+ bi, îñêiëüêè −1 6 a√
a2+b2

6 1, −1 6 b√
a2+b2

6 1,
(

a√
a2+b2

)2
+
(

b√
a2+b2

)2
= 1.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî arg z âèçíà÷à¹òüñÿ êîìïëåêñíèì ÷èñëîì z íåîäíîçíà÷íî. Iñíó¹ áåç-
ëi÷ äiéñíèõ ÷èñåë φ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷åííþ àðãóìåíòà äëÿ çàäàíîãî ÷èñëà z. Âñi
âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà ÷èñëî, êðàòíå 2π � ïåðiîäó ôóíêöié êîñèíóñ òà ñèíóñ.
Ùîá óíèêíóòè öi¹¨ íåîäíîçíà÷íîñòi, äîìîâèìîñÿ âèáèðàòè arg z ó ÿêîìó-íåáóäü ïðîìiæêó
äîâæèíè 2π, íàïðèêëàä, ó ïðîìiæêó [0, 2π).

Òâåðäæåííÿ 8.5. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z, z1, z2 âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíî-

øåííÿ:

1) |z| > 0, ïðè÷îìó |z| = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè z = 0;

2) |z1 · z2| = |z1| · |z2|;
3) |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;
4)
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ 6 |z1 + z2|.

2Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì çíàêó äiéñíîãî ÷èñëà. Äiéñíî, àðãóìåíò äî-
äàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ 0, àðãóìåíò âiä'¹ìíîãî äiéñíîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ π; íà äiéñíié îñi iç ïî÷àòêó
êîîðäèíàò âèõîäÿòü ëèøå äâà íàïðÿìêè i ¨õ ìîæíà ðîçðiçíÿòè ëèøå äâîìà ñèìâîëàìè + i −, òîäi ÿê íà
êîìïëåêñíié ïëîùèíi íàïðÿìêiâ, ùî âèõîäÿòü iç òî÷êè 0, íåñêií÷åíî áàãàòî i ðîçðiçíÿþòüñÿ âîíè âæå êóòîì,
ùî óòâîðþ¹òüñÿ íèìè ç äîäàòíiì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ î÷åâèäíå, à äðóãå âèïëèâà¹ iç òàêîãî ëàíöþãà ðiâíîñòåé

|z1 · z2| =
√
(z1z2)(z1z2) =

√
z1z2z1z2 =

√
(z1z1)(z2z2) =

√
z1z1 ·

√
z2z2 = |z1| · |z2|.

Ïåðø, íiæ äîâîäèòè íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ, çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ
÷èñåë a i b âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

a 6
√
a2 + b2 (8.9)

(öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè ÿêùî a < 0, òî íåðiâíiñòü (8.9) î÷åâèäíà, à ÿêùî a > 0, òî âîíà
ðiâíîñèëüíà î÷åâèäíié íåðiâíîñòi a2 6 a2 + b2).

Ïîâåðòàþ÷èñü äî òðåòüîãî ñïiââiäíîøåííÿ, äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî

|1 + z| 6 1 + |z|. (8.10)

Äiéñíî, |1 + z| =
√

(1 + z)(1 + z) i çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Re z 6 |z| (òîáòî
íåðiâíiñòü (8.9) äëÿ z = a+ bi), îòðèìà¹ìî

|1 + z|2 = (1 + z)(1 + z) = 1 + (z + z) + |z|2 = 1 + 2Re z + |z|2 6 1 + 2|z|+ |z|2 =
(
1 + |z|

)2
.

Îòîæ, |1 + z|2 6
(
1 + |z|

)2
i äîáóâàþ÷è êâàäðàòíèé êîðiíü ç îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ íåðiâíîñòi,

îäåðæèìî íåðiâíiñòü (8.10). Çà öi¹þ íåðiâíiñòþ äëÿ äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ C ïðè óìîâi, ùî
z1 ̸= 0, ìà¹ìî

|z1 + z2| = |z1| ·
∣∣1 + z2

z1

∣∣ 6 |z1| ·
(
1 +

|z1|
|z2|

)
= |z1|+ |z2|,

à, îòæå, òðåò¹ ñïiââiäíîøåííÿ äîâåäåíî.
I íàñàìêiíåöü, îñêiëüêè |z1| = |z1 + z2 − z2| 6 |z1 + z2|+ | − z2| = |z1 + z2|+ |z2|, òî

|z1| − |z2| 6 |z1 + z2|,

i, ìiíÿþ÷è ìiñöÿìè z1 i z2, ìîæíà àíàëîãi÷íî ïîêàçàòè, ùî

|z2| − |z1| 6 |z1 + z2|.

Iç îñòàííiõ äâîõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ÷åòâåðòå ñïiââiäíîøåííÿ òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 8.2. ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ äiéñíèì (Im z = 0), òî éîãî ìîäóëü |z| çáiãà-
¹òüñÿ ç âiäîìèì iç êóðñó ñåðåäíüî¨ øêîëè ìîäóëåì (àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ) äiéñíîãî ÷èñëà.
Òâåðäæåííÿ 8.5 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî âiäîìi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ äiéñíîãî ÷èñëà çáåðiãàþòüñÿ
i äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Çàóâàæèìî ùå, ùî âëàñòèâiñòü |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2| ìà¹
òàêó ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ: äîâæèíà ñòîðîíè òðèêóòíèêà íå ïåðåâèùó¹ ñóìè äîâæèí
äâîõ éîãî iíøèõ ñòîðií.

8.5. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Iç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå íåíóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = a+bi
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

z = a+ bi =
√
a2 + b2

( a√
a2 + b2

+
b√

a2 + b2
i
)
= |z|

(
cos(arg z) + i sin(arg z)

)
. (8.11)

Îçíà÷åííÿ 8.5. Òðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíèé
éîãî çàïèñ âèãëÿäó

z = r(cosφ+ i sinφ), (8.12)

äå r, φ ∈ R i r > 0.
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Òâåðäæåííÿ 8.6. Êîæíå êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìîæíà çîáðàçèòè ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi.
ßêùî (8.12) � çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi i z ̸= 0, òî
r = |z|, à φ = arg z + 2πk, äå k ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. Iç (8.11) i î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi 0 = 0 (cos 0 + i sin 0) âèäíî, ùî òðèãîíîìåòðè÷íà
ôîðìà iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ C.

Íåõàé òåïåð z ̸= 0 i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (8.12). Ðîçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñ-
òi (8.12) íà âiäïîâiäíi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (8.11) (çà ôîðìóëîþ (8.8)), îòðèìà¹ìî, ùî

1 =
r

|z|
cos(φ− arg z) + i

r

|z|
sin(φ− arg z).

Çâiäñè
r

|z|
cos(φ− arg z) = 1,

r

|z|
sin(φ− arg z) = 0,

i òîìó r = |z|, φ = arg z + 2πk, k ∈ Z.

Ïðèêëàäè 8.3. 1. Îñêiëüêè äëÿ ÷èñëà z = 1 +
√
3 i ∈ C ìîäóëü |z| =

√
12 +

√
3
2
= 2 i êóò

φ = arccos 1
2 = arcsin

√
3
2 = π

3 , òî 2
(
cos π

3 + i sin π
3

)
� òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìëåêñíîãî ÷èñëà

1 +
√
3 i.

2. Àíàëîãi÷íî, 1 = cos 0+i sin 0; −1 = cosπ+i sinπ; i = cos π
2 +i sin

π
2 ; 1+i =

√
2 (cos 45◦+i sin 45◦);

1− i =
√
2
(
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

) )
; 3 + 4i = 5 (cosφ+ i sinφ), äå φ � êóò ïåðøî¨ ÷âåðòi, êîñèíóñ

ÿêîãî äîðiâíþ¹ 3
5 .

Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà êîðèñíà òèì, ùî ó íié ïðîñòiøå, íiæ â
àëãåáðè÷íié ôîðìi, çäiéñíþ¹òüñÿ ìíîæåííÿ, äiëåííÿ, ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë òà äîáóâàííÿ êîðåíiâ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Òâåðäæåííÿ 8.7. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë z1 = r1(cosφ1+ i sinφ1), z2 = r2(cosφ2+ i sinφ2) ∈
C ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ:

1) z1 · z2 = r1r2
(
cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)

)
, òîáòî ïðè ìíîæåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õíi

ìîäóëi ïåðåìíîæàþòüñÿ, à àðãóìåíòè äîäàþòüñÿ;

2) ÿêùî z2 ̸= 0, òî z1
z2

= r1
r2

(
cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)

)
, òîáòî ïðè äiëåííi íåíóëüîâèõ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õíi ìîäóëi äiëÿòüñÿ, à àðãóìåíòè âiäíiìàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

z1 · z2 = r1(cosφ1 + i sinφ1) · r2(cosφ2 + i sinφ2) =

= r1r2
(
(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 + cosφ1 sinφ2)

)
=

= r1r2
(
cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)

)
,

z1
z2

=
r1(cosφ1 + i sinφ1)

r2(cosφ2 + i sinφ2)
=
r1
r2

(cosφ1 + i sinφ1)(cosφ2 − i sinφ2)

(cosφ2 + i sinφ2)(cosφ2 − i sinφ2)
=

=
r1
r2

(
(cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 − cosφ1 sinφ2)

)
cos2 φ2 + sin2 φ2

=

=
r1
r2

(
cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)

)
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ç îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè äåÿêèé çàãàëüíèé ïðèíöèï:
çâè÷àéíà àëãåáðè÷íà ôîðìà (8.6) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áiëüø ïðèñòîñîâàíà äëÿ âèðàæåííÿ
¨õíiõ àäèòèâíèõ âëàñòèâîñòåé, à òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà (8.12) � äëÿ âèðàæåííÿ ¨õíiõ
ìóëüòèïëiêàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé. Ïîðóøåííÿ öüîãî ïðèíöèïó ïðèçâîäèòü äî íàäçâè÷àéíî
ñêëàäíèõ ôîðìóë.
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8.6. Ôîðìóëà Ìóàâðà

Òâåðäæåííÿ 8.8. Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ Z i z = r(cosφ+ i sinφ) ∈ C ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

zn = rn
(
cos(nφ) + i sin(nφ)

)
. (8.13)

Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî äîâåäåííÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. ßêùî n = 1, òî ôîðìó-
ëà (8.13) î÷åâèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n = k i
ïîêàæåìî ¨¨ ïðàâèëüíiñòü é äëÿ n = k + 1. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 8.7, ìà¹ìî(

r(cosφ+ i sinφ)
)k+1

=
(
r(cosφ+ i sinφ)

)k · r(cosφ+ i sinφ) =

= rk
(
cos(kφ) + i sin(kφ)

)
· r(cosφ+ i sinφ) = rk+1

(
cos((k + 1)φ) + i sin((k + 1)φ)

)
.

Îòæå, ðiâíiñòü (8.13) ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n. ßêùî n = 0, òî ôîðìóëà (8.13)
çâîäèòüñÿ äî ðiâíîñòi 1 = 1. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ðiâíiñòü (8.13) ïðàâèëüíà é äëÿ óñiõ
öiëèõ âiä'¹ìíèõ ïîêàçíèêiâ. Ïðè n = −1 ìà¹ìî(

r(cosφ+ i sinφ)
)−1

=
1

r(cosφ+ i sinφ)
=

1 (cos 0 + i sin 0)

r(cosφ+ i sinφ)
= r−1

(
cos(−φ) + i sin(−φ)

)
,

à òîìó ïðè n = −k, äå k ∈ N, îòðèìó¹ìî(
r(cosφ+ i sinφ)

)−k
=
((
r(cosφ+ i sinφ)

)−1
)k

=

=
(
r−1(cos(−φ) + i sin(−φ))

)k
= r−k

(
cos(−kφ) + i sin(−kφ)

)
.

Îòîæ, ôîðìóëó (8.13) äîâåäåíî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ñòåïåíÿ.

Ôîðìóëó (8.13) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Ìóàâðà â ÷åñòü àíãëiéñüêîãî ìàòåìàòèêà Àáðàõàìà
äå Ìóàâðà (1667-1754).

Ïðèêëàäè 8.4. 1. i3 = −i, i4 = 1, i37 = i, i122 = −1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî k, t ∈ Z, òî
i4k+t = it.

2. (2 + 5i)3 = 23 + 3 · 22 · 5i+ 3 · 2 · 52i2 + 53i3 = 8 + 60i− 150− 125i = −142− 65i.

3. (1 + i)4 =
(√

2(cos π
4 + i sin π

4 )
)4

= (
√
2)4(cosπ + i sinπ) = −4.

4.
(
3(cos π

5 + i sin π
5 )
)−3

= 3−3
(
cos
(
−3

5π
)
+ i sin

(
−3

5π
))

= 1
27

(
cos 7

5π + i sin 7
5π
)
.

Çàóâàæåííÿ 8.3. ×àñòêîâèé âèïàäîê ôîðìóëè Ìóàâðà (à ñàìå ðiâíiñòü (cosφ+ i sinφ)n =
cosnφ+ i sinnφ), áiíîì Íüþòîíà òà ñïiââiäíîøåííÿ i4k+t = it äîçâîëÿþòü îòðèìàòè âèðà-
æåííÿ ñèíóñiâ òà êîñèíóñiâ êðàòíîãî êóòà:

cosnφ =
∑
k>0

(−1)k
(
n

2k

)
cosn−2k φ · sin2k φ,

sinnφ =
∑
k>0

(−1)k
(

n

2k + 1

)
cosn−1−2k φ · sin2k+1 φ,

äå ÷åðåç
(
n
k

)
ïîçíà÷åíî áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò

(
n
k

)
= n·(n−1)·(n−2)·...·(n−k+1)

1·2·3·...·k . Ïðè n = 2
ïðèõîäèìî äî âiäîìèõ ôîðìóë

cos 2φ = cos2 φ− sin2 φ,

sin 2φ = 2 cosφ sinφ,

à ïðè n = 3 � äî ôîðìóë

cos 3φ = cos3 φ− 3 cosφ sin2 φ,

sin 3φ = 3 cos2 φ sinφ− sin3 φ.
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Ïðèêëàäè 8.5. 1. Âèðàçèìî tg 5φ ÷åðåç tgφ.
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ cos 5φ + i sin 5φ = (cosφ + i sinφ)5 i çàñòîñó¹ìî äî íüîãî
áiíîì Íüþòîíà:

cos 5φ+i sin 5φ = cos5 φ+5i cos4 φ sinφ−10 cos3 φ sin2 φ−10i cos2 φ sin3 φ+5 cosφ sin4 φ+i sin5 φ.

Ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè, îòðèìà¹ìî

cos 5φ = cos5 φ− 10 cos3 φ sin2 φ+ 5 cosφ sin4 φ,

sin 5φ = 5 cos4 φ sinφ− 10 cos2 φ sin3 φ+ sin5 φ,

çâiäêè âèïëèâà¹

tg 5φ =
5 cos4 φ sinφ− 10 cos2 φ sin3 φ+ sin5 φ

cos5 φ− 10 cos3 φ sin2 φ+ 5 cosφ sin4 φ
=

5 tgφ− 10 tg3 φ+ tg5 φ

1− 10 tg2 φ+ 5 tg4 φ
.

2. Âèðàçèìî ëiíiéíî sin5 φ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ êðàòíèõ àðãóìåíòiâ.
Íåõàé z = cosφ + i sinφ, òîäi, î÷åâèäíî, z−1 = cosφ − i sinφ, zk = cos kφ + i sin kφ, z−k =
cos kφ− i sin kφ, çâiäêè

cosφ =
z + z−1

2
, sinφ =

z − z−1

2i
, cos kφ =

zk + z−k

2
, sin kφ =

zk − z−k

2i
.

Ñêîðèñòà¹ìîñü öèìè ôîðìóëàìè:

sin5 φ =

(
z − z−1

2i

)5

=

=
z5 − 5z3 + 10z − 10z−1 + 5z−3 − z−5

32i
=

(z5 − z−5)− 5(z3 − z−3) + 10(z − z−1)

32i
=

=
2i sin 5φ− 10i sin 3φ+ 20i sinφ

32i
=

sin 5φ− 5 sin 3φ+ 10 sinφ

16
.

Àíàëîãi÷íî, áóäü-ÿêèé âèðàç âèãëÿäó cosk φ, sinm φ ìîæíà ëiíiéíî çîáðàçèòè ÷åðåç òðèãîíîìå-
òðè÷íi ôóíêöi¨ êðàòíèõ àðãóìåíòiâ.

Çàóâàæåííÿ 8.4. Ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ eα = lim
n→∞

(
1 + α

n

)n
. Â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî

àíàëiçó çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ó ñòåïåíåâi ðÿäè äîâîäèòüñÿ
ôîðìóëà Åéëåðà

eiφ = cosφ+ i sinφ,

ç ÿêî¨ âèïëèâàþòü óñi îòðèìàíi íàìè âèùå ðåçóëüòàòè. Ïîòðiáíî òiëüêè çàóâàæèòè, ùî
eiφeiψ = ei(φ+ψ),

(
eiφ
)n
= ei nφ i òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çâîäèòüñÿ äî

âèãëÿäó z = |z| · eiφ.

8.7. Êîðåíi ç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Òåïåð íàâ÷èìîñÿ çíàõîäèòè êîðåíi äîâiëüíîãî ñòåïåíÿ iç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, i îñíîâíå
ïèòàííÿ, ÿêå òóò âèíèêà¹, � ÷è çàâæäè ìîæíà öå çðîáèòè? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çàâæäè, i
ôîðìóëà Ìóàâðà äà¹, ïî-ñóòi ñïðàâè, ïîâíå âèðiøåííÿ öüîãî ïèòàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.6. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

xn = z. (8.14)

Ìíîæèíó n
√
z = {u ∈ C | un = z } � âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z �

ïîâíiñòþ îïèñó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 8.9. ßêùî n ∈ N i z = r(cosφ + i sinφ) ∈ C, òî êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z
ìà¹ ðiâíî n ðiçíèõ çíà÷åíü i âñi âîíè çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ

zk =
n
√
r
(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1. (8.15)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u = ρ(cosψ+ i sinψ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.14). ßêùî z = 0, òî ðiâíÿí-
íÿ (8.14) çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå ÷èñëî z = 0. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî z ̸= 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è
ó (8.14) ÷èñëà u òà z â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi i ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ìóàâðà, îòðè-
ìà¹ìî

ρn(cos(nψ) + i sin(nψ)) = r(cosφ+ i sinφ).

Çâiäñè çà òâåðäæåííÿì 8.6 ìà¹ìî

ρn = r, nψ = φ+ 2πk,

àáî

ρ = n
√
r, ψ =

φ+ 2πk

n
,

äå k � äåÿêå öiëå ÷èñëî, n
√
r � àðèôìåòè÷íèé êîðiíü ç äiéñíîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà r. Îòîæ,

êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z ìîæóòü áóòè ëèøå ÷èñëà

zk =
n
√
r
(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k ∈ Z. (8.16)

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ, çà äîïîìîãîþ ïiäíåñåííÿ äî n-ãî ñòåïåíÿ çà ôîðìóëîþ
Ìóàâðà, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ÷èñëî (8.16) ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z ïðè
äîâiëüíîìó öiëîìó k. Ç'ÿñó¹ìî, ñêiëüêè ñåðåä ÷èñåë âèãëÿäó (8.16) ðiçíèõ.

Ïîäiëèìî k íà n çà àëãîðèòìîì äiëåííÿ ç îñòà÷åþ: k = nq + s, äå q, s ∈ Z i îñòà÷à
s ∈ { 0, 1, 2, . . . , n− 1}. Òîäi

cos
φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n
= cos

φ+ 2π(nq + s)

n
+ i sin

φ+ 2π(nq + s)

n
=

= cos
(φ+ 2πs

n
+ 2πq

)
+ i sin

(φ+ 2πs

n
+ 2πq

)
= cos

φ+ 2πs

n
+ i sin

φ+ 2πs

n
,

à òîìó n
√
z ⊆ { z0, z1, . . . , zn−1 }. Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ïðè k ∈ { 0, 1, . . . , n − 1} îäåð-

æóþòüñÿ ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. Äiéñíî, ÿêáè ïðè 0 6 k1 < k2 6 n−1 ðîçâ'ÿçêè áóëè á îäíàêîâèìè,
òî φ+2πk2

n − φ+2πk1
n = 2πt. Çâiäñè k2 − k1 = nt, à öÿ ðiâíiñòü íåïðàâèëüíà, îñêiëüêè t ∈ Z, à

0 < k2 − k1 < n. Îòæå, n
√
z = { z0, z1, . . . , zn−1 }.

ßê íàñëiäîê iç äàíî¨ òåîðåìè îòðèìà¹ìî, ùî óñi n çíà÷åíü êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z
ðîçòàøîâàíi ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî ç öåíòðîì â íóëi i ðàäió-
ñîì n

√
|z|.

Ïðèêëàäè 8.6. 1. Îá÷èñëèìî 3
√
−8. Îñêiëüêè −8 = 8(cosπ + i sinπ), òî

3
√
−8 =

{
3
√
8

(
cos

π + 2πk

3
+ i sin

π + 2πk

3

)
| k = 0, 1, 2

}
,

òîáòî ïðè k = 0: z0 = 2
(
cos π

3 + i sin π
3

)
= 1 +

√
3i;

ïðè k = 1: z1 = 2(cosπ + i sinπ) = −2;
ïðè k = 2: z2 = 2

(
cos 5π

3 + i sin 5π
3

)
= 1−

√
3i.

Îòæå, êóái÷íèìè êîðåíÿìè iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = −8 ¹ òðè êîìïëåêñíi ÷èñëà 1 +
√
3i, −2,

1−
√
3i.
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2. Îá÷èñëèìî
√
i. Îñêiëüêè i = cos π

2 + i sin π
2 , òî

√
i =

{
cos

π
2 +2πk

2 + i sin
π
2 +2πk

2 | k = 0, 1
}
, òîáòî

z0 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+ i

√
2

2
,

z1 = cos
5

4
π + i sin

5

4
π = −

√
2

2
− i

√
2

2
= −z0.

3. Îá÷èñëèìî 3
√
2 + 2i. Îñêiëüêè 2 + 2i =

√
8(cos 45o + i sin 450), òî

3
√
2 + 2i = (

√
8 )

1
3

(
cos

45o + k · 360o

3
+ i sin

45o + k · 360o

3

)
=

=
√
2
(
cos(15o + k · 120o) + i sin(15o + k · 120o)

)
,

äå k = 0, 1, 2, à òîìó

z0 =
√
2
(
cos 15o + i sin 15o

)
=

√
3 + 1

2
+ i

√
3− 1

2
,

z1 =
√
2
(
cos 135o + i sin 135o

)
= −1 + i,

z2 =
√
2
(
cos 255o + i sin 255o

)
= −

√
3− 1

2
− i

√
3− 1

2
.

Íàñëiäîê 8.10. Ó ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîâiëüíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ax2 + bx + c = 0
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i éîãî êîðåíi çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè

x =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî âèâåäåííÿ ôîðìóëè äëÿ êîðåíiâ êâàäðà-
òíîãî ðiâíÿííÿ â R. Ïîòðiáíî âðàõóâàòè, ùî òóò ìíîæèíà

√
b2 − 4ac çàâæäè íåïîðîæíÿ.

Çàóâàæåííÿ 8.5. Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå âèïàäîê çíàõîäæåííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ç êîìï-
ëåêñíîãî ÷èñëà, à ñàìå âèâåäåìî àëãåáðè÷íó ôîðìóëó äëÿ öi¹¨ äi¨ íå çâåðòàþ÷èñü äî òðèãî-
íîìåòðè÷íî¨ ôîðìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Íåõàé x+ yi =
√
a+ bi i ïðèïóñòèìî, ùî b ̸= 0 (îñêiëüêè ëèøå öåé âèïàäîê ìà¹ òåîðå-

òè÷íó öiííiñòü). Òîäi a+ bi = (x+ yi)2 = x2 − y2 + 2yxi, ùî ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi ðiâíÿíü{
x2 − y2 = a,

2xy = b,

ïðè÷îìó íàñ öiêàâëÿòü ëèøå äiéñíi êîðåíi öi¹¨ ñèñòåìè. Îñêiëüêè (x2−y2)2 = a2, 4x2y2 = b2,
òî, äîäàâøè öi ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî (x2 + y2)2 = a2 + b2. Çâiäñè x2 + y2 =

√
a2 + b2, ïðè÷îìó

òóò ïîâèíåí äîáóâàòèñÿ àðèôìåòè÷íèé êîðiíü, áî x2 + y2 > 0. Ñïiâñòàâëÿþ÷è îñòàííþ
ðiâíiñòü ç ïåðøèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî

2x2 =
√
a2 + b2 + a,

2y2 =
√
a2 + b2 − a.

Çà çàäóìîì çàäà÷i ïðàâi ÷àñòèíè îáîõ ðiâíÿíü ïîâèííi áóòè íåâiä'¹ìíi, i öå äiéñíî òàê,
îñêiëüêè

√
a2 + b2 >

√
a2 = |a|.

Iç îñòàííiõ ðiâíîñòåé çíàõîäèìî

x = σ1

√√
a2 + b2 + a

2
, y = σ2

√√
a2 + b2 − a

2
.
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8.8. Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Ãðóïà Cn

Òóò çíîâó áåðóòüñÿ àðèôìåòè÷íi çíà÷åííÿ äëÿ êîðåíiâ, à σ1 i σ2 ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ±1.
Î÷åâèäíî, ùî òàê îá÷èñëåíi ÷èñëà x òà y çàäîâîëüíÿþòü ïåðøîìó ðiâíÿííþ ñèñòåìè: x2 −
y2 = a. Àëå âîíè òàêîæ ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè i äðóãîìó ðiâíÿííþ: 2xy = b. Òîìó

2σ1σ2

√√
a2 + b2 + a

2
·

√√
a2 + b2 − a

2
= b,

àáî, ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü,
σ1σ2

√
b2 = b,

çâiäêè σ1σ2 = 1, ÿêùî b > 0, i σ1σ2 = −1, ÿêùî b < 0. Îòîæ, σ2 = σ1 sgn(b), äå ÷åðåç sgn(b)
ïîçíà÷åíî çíàê ÷èñëà b (sgn(b) = 1, ÿêùî b > 0, i sgn(b) = −1, ÿêùî b < 0).

Â ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî ôîðìóëó:

√
a+ bi = ±

√√
a2 + b2 + a

2
+ i sgn(b)

√√
a2 + b2 − a

2

 .

Ïðèêëàäè 8.7. 1.
√
i = ±

(√√
1+0+0
2 + i

√√
1+0−0
2

)
= ± 1+i√

2
.

2.
√
3− 4i = ±

(√√
25+3
2 − i

√√
25−3
2

)
= ±(2− i).

8.8. Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Ãðóïà Cn

Çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó äî îäíîãî ÷àñòêîâîãî, ïðîòå âàæëèâîãî
âèïàäêó: çíàéäåìî óñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = 1. Ìíîæèíó âñiõ
êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ïîçíà÷àòèìåìî Cn. Îñêiëüêè z = 1 = cos 0+i sin 0, òî ïðè íåâåëèêèõ
çíà÷åííÿõ n, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (8.15), ëåãêî îòðèìàòè, ùî

C1 = { 1 }, C2 = { 1, −1 },
C3 =

{
1, −1

2 + i
√

3
2 , −

1
2 − i

√
3
2

}
, C4 = { 1, −1, i, −i }.

(8.17)

Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó
Cn = { ϵ0, ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn−1},

äå

ϵk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1. (8.18)

Òâåðäæåííÿ 8.11. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ìíîæèíà Cn âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1 ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ùîäî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ϵs i ϵt � êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, òî ϵns = 1 òà ϵnt = 1 çà îçíà÷åííÿ êîðåíÿ.
Òîìó

(ϵsϵt)
n = 1,

à öå îçíà÷à¹, ùî ϵsϵt òàêîæ ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, i, îòæå, ìíîæèíà Cn çàìêíóòà ùîäî
ìíîæåííÿ. Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà Cn ìiñòèòü 1 = ϵ0 i ðàçîì ç êîæíèì åëåìåíòîì
ϵk � îáåðíåíèé éîìó åëåìåíò ϵn−k. Àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ â Cn âèïëèâà¹ ç ¨¨
àñîöiàòèâíîñòi â C. Îòîæ, (Cn, · ) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà.

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî ãðóïà Cn öèêëi÷íà. À öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè ç ðiâíîñòi (8.18)
i ôîðìóëè Ìóàâðà âèïëèâà¹, ùî

ϵk = ϵk1,

òîáòî âñi åëåìåíòè ãðóïè Cn ¹ ñòåïåíÿìè îäíîãî é òîãî æ ¨¨ åëåìåíòà ϵ1. Îòæå, Cn = ⟨ϵ1⟩,
ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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Ðîçäië 8. Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Íàñëiäîê 8.12. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ àáåëåâà ãðóïà ç n åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 8.8. Ìíîæèíà C6 ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì ϵ1 = cos π
3 + i sin π

3 =
1
2 +

√
3
2 i, òîáòî C6 = ⟨ 1

2 +
√
3
2 i ⟩.

ßê áóëî ïîêàçàíî ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 8.11, ãðóïà Cn ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì ϵ1.
Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ, ÷è ¹ â Cn iíøi åëåìåíòè, ùî âîëîäiþòü òàêîþ æ âëàñòèâiñòþ?
Ïåðø íiæ âiäïîâiñòè íà öå ïèòàííÿ, äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 8.13. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Cn =
∪
d|n

Cd

äå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí Cd áåðåòüñÿ çà óñiìà íàòóðàëüíèìè äiëüíèêàìè d ÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî
∪
d|n

Cd = Kn. Âêëþ÷åííÿ Cn ⊆ Kn âèïëèâà¹ ç ïîäiëüíîñòi n|n. Îáåð-

íåíå âêëþ÷åííÿ äîâîäèòü iñòèííà äëÿ áóäü-ÿêîãî äiëüíèêà d ÷èñëà n iìïëiêàöiÿ: ÿêùî
ϵd = 1, òî ϵn = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ñåðåä óñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ìiñòÿòüñÿ êîðåíi ç 1 âñiõ ìåíøèõ
ñòåïåíiâ, ÿêi ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà n. Íàïðèêëàä, ÿê ëåãêî áà÷èòè ç (8.17), C1 ⊂ C2 ⊂ C4 i
C1 ⊂ C3. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî âèäiëèòè iç Cn êîðåíi âëàñíå n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

8.9. Ïåðâiñíi êîðåíi ç 1

Îçíà÷åííÿ 8.7. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì (àáî ïðèìiòèâíèì), ÿêùî
âií íå ¹ êîðåíåì m-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ïðè m < n.

Ìíîæèíó âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ïîâíiñòþ îïèñó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 8.14. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i k ∈ { 0, 1, . . . , n− 1} åêâiâàëåíòíi òàêi âëàñòè-
âîñòi:

1) ϵk ïîðîäæó¹ ãðóïó Cn, òîáòî Cn = { ϵ0k, ϵ1k, ϵ2k, . . . , ϵ
n−1
k };

2) ϵk � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1;

3) ÷èñëà k òà n âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âñòàíîâèòè iñòèííiñòü iìïëiêàöié 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1).
1) ⇒ 2) Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ϵk � íå ïåð-

âiñíèé êîðiíü. Òîäi ϵmk = 1 ïðè äåÿêîìó m < n i m > 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ϵk ∈ Cm i, òîìó,
ϵtk ∈ Cm ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ Z. Îòæå, ϵk íå ïîðîäæó¹ Cn, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òîìó íàøå
ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå, i, îòîæ, iìïëiêàöiÿ 1) ⇒ 2) iñòèííà.

2) ⇒ 3) Çíîâó âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî (k, n) = d > 1. Òîäi

ϵ
n
d
k = (ϵk1)

n
d = (ϵn1 )

k
d = 1

k
d = 1,

à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, ùî êîðiíü ϵk � ïåðâiñíèé. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåâiðíå, à òîìó
(k, n) = 1.

3) ⇒ 1) ßêùî (k, n) = 1, òî çà íàñëiäêîì ç àëãîðèòìó ïîäiëüíîñòi ó ìíîæèíi öiëèõ
÷èñåë çíàéäóòüñÿ òàêi ÷èñëà u, v ∈ Z, ùî ku+ nv = 1, i òîìó (ku+ nv)s = s äëÿ äîâiëüíîãî
s ∈ Z. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî s = 0, 1, . . . , n− 1 ìà¹ìî

ϵs = ϵs1 = ϵ
(ku+nv)s
1 =

(
ϵku1
)s
=
(
ϵk1
)us

= ϵusk .

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé êîðiíü ϵs n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹ ñòåïåíåì êîðåíÿ ϵk, òîáòî ϵk ïîðîäæó¹
ãðóïó Cn.
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8.9. Ïåðâiñíi êîðåíi ç 1

Çàóâàæåííÿ 8.6. Iç òâåðäæåííÿ 8.14 î÷åâèäíî âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ
n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k < n, äëÿ ÿêèõ ÍÑÄ (n, k) = 1.
Öÿ êiëüêiñòü íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Åéëåðà i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ ÷èñåë. Î÷åâèäíî
òàêîæ, ùî ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî óñi êîðåíi p-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, âiäìiííi âiä ϵ0 = 1,
¹ ïåðâiñíèìè. Ç àëãåáðè÷íî¨ òî÷êè çîðó, áåç âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ, óñi
ïåðâiñíi êîðåíi çàäàíîãî ñòåïåíÿ p ðiâíîïðàâíi.

Ïðèêëàäè 8.9. 1. ×èñëà ϵ1 = i òà ϵ3 = −i � ïåðâiñíi êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç 1. ×èñëî ϵ1 = cos 2π
n +

i sin 2π
n � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

2. Ïðè n = 12 ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè áóäóòü ϵ1, ϵ5, ϵ7, ϵ11.

Íà çàêií÷åííÿ âêàæåìî íà çâ'ÿçîê êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ iç áóäü-ÿêîãî ÷èñëà z ç êîðåíÿìè
n-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (8.15) i (8.18), îäåðæó¹ìî zk = zp · ϵk, k ∈ 0, n− 1.
Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 8.15. Óñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z îòðèìóþòüñÿ øëÿõîì

äîìíîæåííÿ îäíîãî ç íèõ íà âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
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