
Ðîçäië 7.

Àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè

Ó ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ íàêîïè÷èëîñü äîâîëi áàãàòî êîíêðåòíîãî ìàòåðiàëó, ÿêèé íå-
îáõiäíî îñìèñëèòè iç çàãàëüíiøèõ ïîçèöié. Ç öi¹þ ìåòîþ ìè ââåäåìî i âèâ÷èìî, ïîêè ùî íà
åëåìåíòàðíîìó ðiâíi, ôóíäàìåíòàëüíi äëÿ âñi¹¨ àëãåáðè ïîíÿòòÿ ãðóïè, êiëüöÿ i ïîëÿ.

7.1. Íàïiâãðóïè. Ìîíî¨äè

Îçíà÷åííÿ 7.1. Ìíîæèíà, íà ÿêié âèçíà÷åíî áiíàðíó àñîöiàòèâíó îïåðàöiþ, íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 7.2. Íàïiâãðóïà, ó ÿêié iñíó¹ îäèíè÷íèé (íåéòðàëüíèé) åëåìåíò, íàçèâà¹òüñÿ
ìîíî¨äîì (àáî íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ).

ßê i äîâiëüíó àëãåáðè÷íó ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè òà ìîíî¨äè X ç âèçíà÷åíîþ íà íèõ
îïåðàöi¹þ ∗ ïîçíà÷àòèìåìî (X, ∗ ). Iíêîëè äëÿ íàãîëîøåííÿ òîãî ôàêòó, ÿêèé ñàìå åëåìåíò
¹ îäèíè÷íèì, â çàïèñ ìîíî¨äà âêëþ÷àþòü îäèíè÷íèé åëåìåíò e; íàïðèêëàä, (X, ∗, e).

Îçíà÷åííÿ 7.3. Ìîíî¨ä (X,+, 0) íàçèâàþòü àäèòèâíèì, à ìîíî¨ä (X, ·, 1) � ìóëüòèïëi-
êàòèâíèì. Çàóâàæèìî, ùî â ìóëüòèïëiêàòèâíîìó ìîíî¨äi â çàïèñi äîáóòêó åëåìåíòiâ îïå-
ðàöiþ ¾·¿ ÷àñòî îïóñêàþòü, çàïèñóþ÷è ab çàìiñòü a · b.

Ïðèêëàäè 7.1. 1. (2Z, · ) � íàïiâãðóïà (íå ìîíî¨ä!), à (2Z,+) � ìîíî¨ä.

2. Íåõàé nZ = { nk | k ∈ Z } � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà íàòóðàëüíå ÷èñëî n (òîáòî
êðàòíi n). Çðîçóìiëî, ùî (nZ,+, 0) � êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä, à (nZ, · ) � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà
(ïðè n > 2).

3. Ìíîæèíè Z, R, Q ¹ ìîíî¨äàìè ñòîñîâíî ÿê îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, òàê i îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

4. (Mn(R),+, O) � êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä ç íóëüîâîþ ìàòðèöåþ O â ðîëi íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà,
(Mn(R), · , E) � íåêîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä ç îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ E â ðîëi íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà.

Îçíà÷åííÿ 7.4. ÏiäìíîæèíàX ′ íàïiâãðóïè (X, ∗ ) íàçèâà¹òüñÿ ïiäíàïiâãðóïîþ, ÿêùî âîíà
çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, òîáòî ÿêùî a ∗ b ∈ X ′ äëÿ óñiõ a, b ∈ X ′. ßêùî (X, ∗, e)
� ìîíî¨ä i ïiäìíîæèíà X ′ ⊂ X íå òiëüêè çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, àëå é ìiñòèòü
îäèíè÷íèé åëåìåíò e, òî X ′ íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîíî¨äîì ìîíî¨äà X.

Ïðèêëàä 7.2. (nZ, · ) � ïiäíàïiâãðóïà â (Z, · ), à (nZ,+, 0) � ïiäìîíî¨ä â (Z,+, 0).

Òâåðäæåííÿ 7.1. Ìíîæèíà óñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà (X, ∗) ¹ ïiäìîíî¨äîì öüîãî

ìîíî¨äà.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, ìíîæèíà îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà X çàìêíåíà ùîäî îïåðàöi¨ ∗,
òîáòî, ÿêùî a, b � äîâiëüíi îáîðîòíi åëåìåíòè ìîíî¨äà X, òî a∗b òàêîæ îáîðîòíèé åëåìåíò.
Äiéñíî,

(a ∗ b) ∗ (b−1 ∗ a−1) = a ∗ (b ∗ b−1) ∗ a−1 = a ∗ e ∗ a−1 = a ∗ a−1 = e,

(b−1 ∗ a−1) ∗ (a ∗ b) = b−1 ∗ (a−1 ∗ a) ∗ b = b−1 ∗ e ∗ b = b−1 ∗ b = e,
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7.1. Íàïiâãðóïè. Ìîíî¨äè

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò a ∗ b îáîðîòíèé (îáåðíåíèì äî íüîãî ¹ åëåìåíò b−1 ∗ a−1).
Ïî-äðóãå, íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàëåæèòü ìíîæèíi îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ, îñêiëüêè âií îáåð-
íåíèé ñàì äî ñåáå.

Íåõàé a1, . . . , ak � âïîðÿäêîâàíà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè X. Ðàíiøå ìè âæå

êîðèñòóâàëèñü çíàêîì ñóìóâàííÿ
k∑
i=1

ai. Î÷åâèäíî, ùî éîãî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i â áóäü-

ÿêîìó àäèòèâíîìó ìîíî¨äi (X,+). Â ìóëüòèïëiêàòèâíîìó ìîíî¨äi (X, ·) àíàëîãîì çíàêó
ñóìóâàííÿ ñëóæèòü çíàê äîáóòêó

2∏
i=1

ai = a1a2,
3∏
i=1

ai = (a1a2)a3,
k∏
i=1

ai =

(
k−1∏
i=1

ai

)
ak.

ßêùî a1 = a2 = · · · = ak = a, òî äîáóòîê a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
k

ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì ak, íàçèâàþ÷è

éîãî k-èì íàòóðàëüíèì ñòåïåíåì åëåìåíòà a.
Ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè ñòåïiíü åëåìåíòà íå íàòóðàëüíå, à äîâiëüíå

öiëå ÷èñëî. Íåõàé a � áóäü-ÿêèé îáîðîòíèé åëåìåíò ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ìîíî¨äà X. Äëÿ
äîâiëüíîãî k ∈ Z ïîçíà÷èìî

ak =



a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
k ìíîæíèêiâ

, ÿêùî k > 0,

e , ÿêùî k = 0,

a−1 · a−1 · . . . · a−1︸ ︷︷ ︸
|k| ìíîæíèêiâ

, ÿêùî k < 0.

Åëåìåíò ak íàçâåìî k-èì ñòåïåíåì åëåìåíòà a ìîíî¨äà X.

Òâåðäæåííÿ 7.2. ßêùî a � äîâiëüíèé îáîðîòíèé åëåìåíò ìîíî¨äà (X, · ), òî äëÿ âñiõ

m,n ∈ Z âèêîíóþòüñÿ ïðàâèëà ñòåïåíiâ

aman = am+n, (am)n = amn. (7.1)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ m,n ∈ N öå î÷åâèäíî. ßêùî æ, íàïðèêëàä, m > 0, n < 0, òî

aman = am(a−1)|n| = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
m ìíîæíèêiâ

· a−1 · . . . · a−1︸ ︷︷ ︸
|n| ìíîæíèêiâ

=

{
am−|n|, ÿêùî m > |n|,
(a−1)|n|−m, ÿêùî m < |n|

= am+n.

Àíàëîãi÷íî äîâîäÿòüñÿ ðåøòà âèïàäêiâ i äðóãà ðiâíiñòü.

ßêùî ìîíî¨ä X àäèòèâíèé, òî çàìiñòü ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ ðîçãëÿäàþòü ¨õíi êðàòíi: ÿêùî
k ∈ Z, òî ïiä k-èì êðàòíèì åëåìåíòà a ∈ X ðîçóìiþòü âèðàç

ka =



a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
k äîäàíêiâ

, ÿêùî k > 0,

0 , ÿêùî k = 0,

−a+ (−a) + . . .+ (−a)︸ ︷︷ ︸
|k| äîäàíêiâ

, ÿêùî k < 0,

i ïðàâèëà ñòåïåíiâ òâåðäæåííÿ 7.2 ñòàþòü ïðàâèëàìè êðàòíèõ

ma+ na = (m+ n)a, n(ma) = (nm)a, äå m,n ∈ Z.
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Ðîçäië 7. Àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè

Çàóâàæèìî ùå îäèí êîðèñíèé ôàêò. ßêùî ó ìîíî¨äi (X, · ) åëåìåíòè a òà b êîìóòóþòü,
òîáòî ab = ba, òî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ Z

(ab)m = ambm,

àáî, çàãàëüíiøå, ÿêùî aiaj = ajai äëÿ âñiõ ai, aj ∈ X, i, j = 1, k, òî

(a1 · . . . · ak)m = am1 · . . . · amk

(öi ñïiââiäíîøåííÿ ëåãêî äîâîäÿòüñÿ iíäóêöi¹þ çà m, ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ¨õ ñàìîñ-
òiéíî). Àíàëîãi÷íî â àäèòèâíîìó ìîíî¨äi: ÿêùî a+ b = b+a, òî m(a+ b) = ma+mb, i ÿêùî
ai + aj = aj + ai äëÿ óñiõ i, j = 1, k, òî m(a1 + · · · + ak) = ma1 + · · · +mak äëÿ äîâiëüíîãî
m ∈ Z.

7.2. Ãðóïè òà ïiäãðóïè

Ìîíî¨ä, â ÿêîìó äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ îáåðíåíèé (òîáòî âñi éîãî åëåìåíòè îáî-
ðîòíi), íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ. Iíàêøå êàæó÷è,

Îçíà÷åííÿ 7.5. Ãðóïîþ (G, ∗) íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíàG, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
àêñiîìè:

[G0] íà ìíîæèíi G âèçíà÷åíà áiíàðíà îïåðàöiÿ ∗ : G×G→ G;

[G1] îïåðàöiÿ ∗ àñîöiàòèâíà, òîáòî (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) äëÿ âñiõ a, b, c ∈ G;

[G2] iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ∈ G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G
âèêîíó¹òüñÿ a ∗ e = e ∗ a = a;

[G3] äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ îáåðíåíèé, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹
òàêèé åëåìåíò a−1 ∈ G, ùî a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Îçíà÷åííÿ 7.6. ßêùî â ãðóïi (G, ∗) îïåðàöiÿ ∗ êîìóòàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-
òiâ a, b ∈ G âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ a∗b = b∗a, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ
àáî, ÷àñòiøå, àáåëåâîþ1.

Ïðèêëàäè 7.3. 1. ×èñëîâi ìíîæèíè (Z,+), (2Z,+), (Q,+), (R,+), (R\{0}, · ), (Q\{0}, · ) ¹
àáåëåâèìè ãðóïàìè, à ìíîæèíè (N,+), (R+,+), (N, · ), (Z, · ), (Q, · ), (R, · ) íå ¹ ãðóïàìè.

2. Äâîåëåìåíòà ìíîæèíà {−1, 1} ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ íå óòâîðþ¹ ãðóïó, à îò ñòîñîâíî ìíî-
æåííÿ óòâîðþ¹ àáåëåâó ãðóïó. Öþ ãðóïó ({−1, 1}, · ) ïîçíà÷àòèìåìî C2.

3. ÌíîæèíàMn(R) ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü óòâîðþ¹ àáåëåâó ãðóïó, à ñòîñîâíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ � ëèøå íåêîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä.

4. Ìíîæèíà GLn(R) � âñiõ îáîðîòíèõ (íåâèðîäæåíèõ) ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè
äiéñíèõ ÷èñåë � óòâîðþ¹ íåêîìóòàòèâíó ãðóïó ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ (öþ ãðóïó íàçèâàþòü
ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó n íàä R). Äiéñíî, ÿêùî A,B ∈ Mn(R) i detA ̸= 0, detB ̸= 0,
òî çà òåîðåìîþ 3.24 detAB ̸= 0, òîáòî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ çàìêíåíà íà ìíîæèíi GLn(R). Çà
òâåðäæåííÿì 2.2 ìíîæåííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíå íà âñié ìíîæèíi Mn(R), à îòæå é íà ìíîæèíi
GLn(R) çîêðåìà. Î÷åâèäíî, ùî îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E íàëåæèòü GLn(R). Äàëi, çà òåîðåìîþ 3.25
äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi ç ìíîæèíè GLn(R) iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ. I íàñàìêiíåöü, â ñèëó çàóâà-
æåííÿ 2.3 ãðóïà GLn(R) ¹ íåêîìóòàòèâíîþ.
Çàóâàæèìî, ùî ïîâíó ëiíiéíó ãðóïó GLn(R) êîðîòêî ìîæíà áóëî á òàêîæ îçíà÷èòè, ÿê ïiäìîíî¨ä
âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà (Mn(R), · , E).

5. Áóäü-ÿêèé àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið Rn ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
âåêòîðiâ.

6. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Çà ðåçóëüòàòàìè � 1.2, ìíîæèíà âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü X
â ñåáå ¹ ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóòêó (êîìïîçèöi¨) âiäîáðàæåíü.

1Â ÷åñòü íîðâåæñüêîãî ìàòåìàòèêà Àáåëÿ. Ñàì òåðìií ¾ãðóïà¿ íàëåæèòü ôðàíöóçüêîìó ìàòåìàòèêó
Ãàëóà.
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7.2. Ãðóïè òà ïiäãðóïè

7. Íåõàé çàäàíî êâàäðàò íà ïëîùèíi (ðèñ. 7.1), âåðøèíè ÿêîãî çàíóìåðîâàíi ïðîòè ãîäèííèêîâî¨
ñòðiëêè ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4 i íåõàé òî÷êà O � öåíòð êâàäðàòà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e, a, b, c ïîâîðîòè
êâàäðàòà íàâêîëî òî÷êè O, âiäïîâiäíî, íà 0◦, 90◦, 180◦, 270◦ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Ðèñ. 7.1.

ßêùî ïîâåðíóòè êâàäðàò íàâêîëî öåíòðó O íà 90◦, òî âåðøèíà 1 ïåðåéäå ó âåðøèíó 2, 2 â 3,
3 â 4, 4 â 1. Â ðåçóëüòàòi êâàäðàò ïåðåéäå ñàì â ñåáå. Öå ïåðåòâîðåííÿ êâàäðàòà ìîæíà çàäàòè
ÿê âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè âåðøèí {1, 2, 3, 4} â ñåáå, ÿêå, çàâè÷àé, çàïèñóþòü ó âèãëÿäi òàáëèöi ç
äâîõ ðÿäêiâ

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, äå ó âåðõíüîìó ðÿäêó âèïèñàíi âñi âåðøèíè, à â íèæíüîìó � ¨õíi îáðàçè.

Ìíîæèíà G âñiõ ïîâîðîòiâ çàäàíîãî êâàäðàòà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ:

e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, a =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

b =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, c =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Ââåäåìî íà öié ìíîæèíi G = {e, a, b, c} àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ ìíîæåííÿ öèõ ïîâîðîòiâ (ïîçíà-
÷èìî ¨¨ ÷åðåç ◦). Òîäi ìíîæèíà (G, ◦) ¹ ìîíî¨äîì ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì e, ïðè÷îìó êîæíèé
åëåìåíò öüîãî ìîíî¨äà ¹ îáîðîòíèì: e−1 = e, a−1 = c, b−1 = b, c−1 = a. Ðóõè ïëîùèí (òîáòî
ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè â ñåáå, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü), ÿêi ïåðåâîäÿòü çàäàíó ãåîìå-
òðè÷íó ôiãóðó â ñåáå, íàçèâàþòü ñèìåòðiÿìè öi¹¨ ôiãóðè. Òàê, e, a, b, c ¹ ñèìåòðiÿìè êâàäðàòà.
Êðiì öèõ ñèìåòðié, êâàäðàò ìà¹ é iíøi ñèìåòði¨, à ñàìå ñèìåòði¨ d i f ñòîñîâíî äiàãîíàëåé êâà-
äðàòà, à òàêîæ ñèìåòði¨ h i g ñòîñîâíî ïðÿìèõ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà ïàðàëåëüíî
ñòîðîíàì. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà S = {e, a, b, c, d, f, g, h} òàêîæ ¹ ïðèêëàäîì ãðóïè,
ÿêó íàçèâàþòü ãðóïîþ ñèìåòðié êâàäðàòà.

ßêùî â ãðóïi G âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ, òî ãðóïà (G,+) íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíîþ.
Ó öüîìó âèïàäêó íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàçèâàþòü íóëåì (ïîçíà÷àþòü 0), à îáåðíåíèé äî a
åëåìåíò � ïðîòèëåæíèì (ïîçíà÷àþòü −a). ßêùî æ â ãðóïi G âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåí-
íÿ, òî ãðóïà (G, · ) íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ, à íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàçèâàþòü
îäèíèöåþ (ïîçíà÷àþòü 1 àáî e).

Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi, à òiëüêè çàðàäè ïðîñòîòè âèêëàäó ìàòåðiàëó, äîìîâèìîñÿ
â ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâóâàòè ìóëüòèïëiêàòèâíó òåðìiíîëîãiþ, òîáòî â ðîëi àëãåáðè÷íî¨
îïåðàöi¨ ∗ ðîçãëÿäàòè îïåðàöiþ ìíîæåííÿ i çàìiñòü âèðàçó x ∗ y çàïèñóâàòè ïðîñòî xy.

Òâåðäæåííÿ 7.3 (íàñëiäêè ç àêñiîì ãðóï). Â ãðóïi ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) íåéòðàëüíèé åëåìåíò ¹äèíèé;

2) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé;

3) ç êîæíî¨ ç ðiâíîñòåé ab = ac i ba = ca âèïëèâà¹ ðiâíiñòü b = c (çàêîí ñêîðî÷åííÿ);

4) êîæíå ç äâîõ ðiâíÿíü ax = b i ya = b ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi âëàñòèâîñòi áóëè äîâåäåíi ðàíiøå äëÿ ìîíî¨äiâ (ëåìè 1.15 òà 1.16), à,
îòæå, ¹ ïðàâèëüíèìè i äëÿ ãðóï.
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3) Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ab = ac çëiâà íà a−1, îäåðæó¹ìî

a−1(ab) = (a−1a)b = eb = b,

a−1(ac) = (a−1a)c = ec = c,

çâiäêè é âèïëèâà¹ ðiâíiñòü b = c. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ïðàâèé çàêîí ñêîðî÷åííÿ.
4) Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ax = b ¹ åëåìåíò x = a−1b, ïðè÷îìó çà çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ öåé

ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.

Îçíà÷åííÿ 7.7. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â ãðóïi G íàçèâàþòü ïîðÿäêîì (àáî ïîòóæíiñòþ) öi-
¹¨ ãðóïè. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ãðóïè G âèêîðèñòîâóþòü ðiâíîñèëüíi ñèìâîëè |G|, cardG
àáî (G : e). Ãðóïó, ÿêà ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü n åëåìåíòiâ, íàçèâàþòü ãðóïîþ ïîðÿäêó
n àáî, ïðîñòî, ñêií÷åííîþ ãðóïîþ; â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ¨¨ íàçèâàþòü íåñêií÷åííîþ.

Ïðèêëàä 7.4. (R,+) � íåñêií÷åííà àäèòèâíà ãðóïà, à C2 = ({−1, 1}, · ) � ñêií÷åííà ìóëüòèïëiêà-
òèâíà ãðóïà.

Îçíà÷åííÿ 7.8. Ïiäãðóïîþ H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊆ G, ÿêà
ñàìà ¹ ãðóïîþ ñòîñîâíî òi¹¨ æ îïåðàöi¨, ùî âèçíà÷åíà â G.

Òîé ôàêò, ùî H ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿäi H < G àáî H ≤ G.
Äîâiëüíà ãðóïà G ìiñòèòü äâi òðèâiàëüíi ïiäãðóïè: ïiäãðóïó {e}, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè G, i âñþ ãðóïó G. Âñi iíøi ïiäãðóïè (ÿêùî òàêi iñíóþòü)
íàçèâàþòü âëàñíèìè.

Ïðèêëàäè 7.5. 1. Â óæå âiäîìié íàì ç ïðèêëàäó 7.3 ïîâíié ëiíiéíié ãðóïi (GLn(R), · ) ðîçãëÿíåìî
ïiäìíîæèíó SLn(R) � óñiõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ç ðiâíèì îäèíèöi âèçíà÷íèêîì

SLn(R) = { A ∈ GLn(R) | detA = 1}.

Î÷åâèäíî, ùî îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E íàëåæèòü SLn(R). Êðiì öüîãî, ÿêùî detA = 1, detB = 1, òî
det(AB) = 1 i detA−1 = (detA)−1 = 1. Òîìó SLn(R) � ïiäãðóïà GLn(R). Ãðóïó (SLn(R), · ) íàçè-
âàþòü ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó n íàä R (¨¨ ùå íàçèâàþòü óíiìîäóëÿðíîþ ãðóïîþ,
õî÷à äî îñòàííüî¨ ÷àñòî âiäíîñÿòü ìàòðèöi ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ±1).
Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà GLn(R) ìiñòèòü áàãàòî öiêàâèõ ïiäãðóï, à òîìó äëÿ ðiçíèõ ïîêîëiíü ìàòå-
ìàòèêiâ ¹ äæåðåëîì íîâèõ iäåé i ùå íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷.

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è â ãðóïi GLn(R) çàìiñòü äiéñíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëüíi, ìè ïðèéäåìî äî ïîâíî¨ ëiíié-
íî¨ ãðóïè GLn(Q) ïîðÿäêó n íàä Q i äî ¨¨ ïiäãðóïè SLn(Q). Ó ñâîþ ÷åðãó, SLn(Q) ìiñòèòü öiêàâó
ïiäãðóïó SLn(Z) � öiëî÷èñåëüíèõ ìàòðèöü ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì 1. Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíi
òàêi âêëþ÷åííÿ

{E} < SLn(Z) < SLn(Q) < SLn(R) < GLn(R),

{E} < SLn(Z) < SLn(Q) < GLn(Q) < GLn(R).

3. Ïîêëàâøè ó âèùåíàâåäåíèõ âèïàäêàõ 1 òà 2 çíà÷åííÿ n = 1, ìè îòðèìà¹ìî ìóëüòèïëiêàòèâíi
ãðóïè R∗ = R\{0} = GL1(R), Q∗ = Q\{0} = GL1(Q) äiéñíèõ òà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Öi ãðóïè,
î÷åâèäíî, íåñêií÷åííi. Îñêiëüêè â ìîíî¨äi (Z, ·, 1) îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè ¹ òiëüêè 1 òà −1, òî
GL1(Z) = {±1}. Äàëi, SL1(R) = SL1(Q) = SL1(Z) = {1}. Àëå óæå ïðè n = 2 ãðóïà SL2(R)
íåñêií÷åííà: ¨é íàëåæàòü, íàïðèêëàä, óñi ìàòðèöi âèãëÿäó(

1 m
0 1

)
,

(
1 0
m 1

)
,

(
m m− 1
1 1

)
, m ∈ Z.

4. Ó íàâåäåíèõ íèæ÷å âêëþ÷åííÿõ êîæíà ïîïåðåäíÿ ãðóïà ¹ ïiäãðóïîþ êîæíî¨ íàñòóïíî¨, áiëüøî¨
ãðóïè:

({0},+) < (2Z,+) < (Z,+) < (Q,+) < (R,+),

(Q+, · ) < (R+, · ),
({1}, · ) < ({1,−1}, · ) < (Q∗, · ) < (R∗, · ).
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5. ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïðèêëàäi 7.3, ìíîæèíà âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè X â ñåáå ¹
ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóòêó (êîìïîçèöi¨) âiäîáðàæåíü. Öÿ ãðóïà é îñîáëèâî ðiçíi ¨¨ ïiä-
ãðóïè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ãðóïàìè ïåðåòâîðåíü, � ñòàðòîâà ïëîùàäêà, ç êîòðî¨ ðîçïî÷èíàþòüñÿ
âñåìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ãðóï (äîñòàòíüî çãàäàòè ïðî çíàìåíèòó ¾Åðëàíãåíñüêó ïðîãðà-
ìó¿ Ô. Êëåéíà (1872ð.), ÿêà ïîêëàëà ïîíÿòòÿ ãðóïè ïåðåòâîðåíü â îñíîâó êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ
òèïiâ ãåîìåòðié).

Òâåðäæåííÿ 7.4 (êðèòåðié ïiäãðóïè). Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊆ G ¹ ïiäãðóïîþ

ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) äëÿ êîæíèõ äâîõ åëåìåíòiâ a, b ∈ H äîáóòîê ab ìiñòèòüñÿ â H;

2) äëÿ êîæíîãî a ∈ H îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 òåæ ìiñòèòüñÿ â H.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè àëãåáðè÷íà îïåðàöiÿ
àñîöiàòèâíà íà âñié ìíîæèíi G, òî âîíà àñîöiàòèâíà é íà äîâiëüíié ¨¨ ïiäìíîæèíi H. Íåõàé
a ∈ H. Òîäi çà óìîâîþ òâåðäæåííÿ a−1 ∈ H i aa−1 = e ∈ H. Îòæå, H óòâîðþ¹ ãðóïó
ñòîñîâíî âèçíà÷åíî¨ íà G àëãåáðè÷íî¨ îïåðàöi¨, à òîìó H ≤ G.

Òâåðäæåííÿ 7.5. ßêùî H � ïiäãðóïà ãðóïè G, òî

1) íåéòðàëüíèé åëåìåíò eH ïiãðóïè H ñïiâïàäà¹ ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì eG ãðóïè G;

2) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ H îáåðíåíèé äî a â H ñïiâïàäà¹ ç îáåðíåíèì äî a â G.

Äîâåäåííÿ. 1) Ç ðiâíîñòåé eHeH = eH i eHeG = eH âèïëèâà¹, ùî eHeH = eHeG , çâiäêè çà
çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ îòðèìó¹ìî, ùî eH = eG .

2) Îñêiëüêè eH = eG , òî a
−1
H

= a−1
H
eG = a−1

H
(aa−1

G
) = (a−1

H
a)a−1

G
= eHa

−1
G

= eGa
−1
G

= a−1
G
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òâåðäæåííÿ 7.6. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊆ G ¹ ïiäãðóïîþ G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ H

a−1b ∈ H. (7.2)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà, äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
a, b ∈ H ìà¹ìî a−1b ∈ H. Îñêiëüêè a ∈ H, òî a−1a = e ∈ H. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ H
ìà¹ìî a−1e = a−1 ∈ H. Íàñàìêiíåöü, ÿêùî a, b ∈ H, òî a−1 ∈ H, à òîìó (a−1)−1b = ab ∈ H,
i ìè áà÷èìî, ùî óñi âëàñòèâîñòi ïiäãðóïè âèêîíàíî.

Áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ ïiäãðóïè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî H1 òà H2 ïiäãðóïè ãðóïè G, òî
H1 ∩H2 òàêîæ áóäå ïiãðóïîþ G. Áiëüøå òîãî, ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.7. Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïiäãðóï Hi ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈
∩
i∈I

Hi. Òîäi a, b ∈ Hi äëÿ âñiõ i, à îñêiëüêè êîæíà Hi ¹ ïiäãðóïîþ,

òî é ab, a−1 ∈ Hi äëÿ âñiõ i. Öå îçíà÷à¹, ùî ab, a−1 ∈
∩
i∈I

Hi i, îòæå,
∩
i∈I

Hi ¹ ïiäãðóïîþ G

çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè.

7.3. Öèêëi÷íi ãðóïè

Íåõàé G � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà i a � äîâiëüíèé ôiêñîâàíèé åëåìåíò öi¹¨ ãðóïè.
Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó H = { ak | k ∈ Z} � óñiõ öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà a. Ç ðiâíîñòåé
aman = am+n i (am)−1 = a−m, äå m,n ∈ Z, âèïëèâà¹, ùî H ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òîáòî
ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.8. Ìíîæèíà óñiõ öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà a ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.
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Ïiäãðóïà H âñiõ öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà a ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ,
ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì a. ßêùî öèêëi÷íà ïiäãðóïà H ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ ãðóïîþ G, òî ãðó-
ïà G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ.

Îçíà÷åííÿ 7.9. Íåõàé G � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà, a � ¨¨ ôiêñîâàíèé åëåìåíò. ßêùî
äîâiëüíèé åëåìåíò g ∈ G ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi g = ak äëÿ äåÿêîãî k ∈ Z, òî êàæóòü,
ùî G� öèêëi÷íà ãðóïà ç òâiðíèì åëåìåíòîì a (àáî ïîðîäæåíà åëåìåíòîì a) i ïîçíà÷àþòü

G = ⟨a⟩ = { ak | k ∈ Z}.

Â àääèòèâíîìó âèïàäêó öèêëi÷íà ãðóïà âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî: ⟨a⟩ = { ka | k ∈ Z}.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà öèêëi÷íà ãðóïà ¹ àáåëåâîþ.

Ïðèêëàäè 7.6. 1. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì öèêëi÷íî¨ ãðóïè ¹ àääèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë (Z,+),
ÿêà ïîðîäæåíà çâè÷àéíîþ îäèíèöåþ 1 (àáî −1).

2. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìàòðèöÿ ( 1 1
0 1 ) ïîðîäæó¹ â SL2(Z) íåñêií÷åííó öèêëi÷íó ïiäãðóïó.

3. C2 ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 2, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì −1.

Òâåðäæåííÿ 7.9. Áóäü-ÿêà ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè ¹ öèêëi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G = ⟨a⟩ iH � ïiäãðóïà G. ßêùîH = {e}, òî äîâîäèòè íi÷îãî, áî H = ⟨e⟩.
Òîìó íåõàéH � íåòðèâiàëüíà ïiäãðóïà G. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ak ∈ H, òî é a−k ∈ H, à òîìó
ñåðåä ñòåïåíiâ åëåìåíòà a ìîæíà âèáðàòè òàêå íàéìåíøå iç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, äëÿ ÿêîãî
ak ∈ H. Ïîêàæåìî, ùî òîäi H = ⟨ak⟩. Äiéñíî, íåõàé am � äîâiëüíèé åëåìåíò ïiäãðóïè H.
Ïîäiëèâøè ç îñòà÷åþ ÷èñëà m òà k, îòðèìà¹ìî, ùî m = qk + r, äå 0 6 r < k. Çâiäñè
r = m− qk i îñêiëüêè am, ak ∈ H, òî é

ar = am−qk = am(ak)−q ∈ H.

Ïðîòå íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, ó ñòåïåíi ÿêîãî åëåìåíò a íàëåæèòü ïiäãðóïi H, ¹
÷èñëî k, à òîìó åëåìåíò ar ìîæå íàëåæàòè H ëèøå ó âèïàäêó, êîëè r = 0. Îòæå, ÿêùî am

� äîâiëüíèé åëåìåíò H, òî ñòåïiíü m äiëèòüñÿ íàöiëî íà k, i òîìó áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç H
¹ äåÿêèì ñòåïåíåì åëåìåíòà ak, òîáòî H = ⟨ak⟩.

Ïðèêëàä 7.7. ßê íàì óæå âiäîìî, ãðóïà Z ¹ àäèòèâíîþ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Ïîêàæåìî, ùî âñi ¨¨
ïiäãðóïè òàêîæ öèêëi÷íi (ïðè÷îìó ìàþòü âèãëÿä aZ, äå a ∈ Z). Íåõàé H � íåòðèâiàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè Z. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî íåíóëüîâèé åëåìåíò h ∈ H, òî é −h ∈ H, ïðè÷îìó îäèí ç åëåìåíòiâ h
÷è −h ¹ äîäàòíèì. Òîìó ñåðåä åëåìåíòiâ ïiäãðóïè H ìîæíà âèáðàòè íàéìåíøèé äîäàòíèé åëåìåíò
� ïîçíà÷èìî éîãî a � i íåõàé b � äîâiëüíèé iíøèé åëåìåíò H. ßêùî b > 0, òî ïîäiëèìî ç îñòà÷åþ b
íà a: b = aq + r, äå q, r ∈ Z, ïðè÷îìó 0 6 r < a. Îñêiëüêè H ïiäãðóïà, òî r = b − aq ∈ H. Çâiäñè,
â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi åëåìåíòà a, âèïëèâà¹, ùî r = 0 i, îòæå, b = aq. ßêùî b < 0, òî −b > 0 i çíîâó
ïðèéäåìî äî ðiâíîñòi b = −aq. Öå îçíà÷à¹, ùî H = { aq | q ∈ Z }, òîáòî (H,+) � öèêëi÷íà ãðóïà.

Íåõàé G = ⟨a⟩. Ìîæëèâi äâà ïðèíöèïîâî ðiçíi âèïàäêè.
1. Âñi ñòåïåíi åëåìåíòà a ðiçíi, òîáòî am ̸= an äëÿ äîâiëüíèõ m ̸= n. Ó öüîìó âèïàäêó

êàæóòü, ùî åëåìåíò a ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê i ãðóïà ⟨a⟩ íåñêií÷åííà.
2. Iñíóþòü ñïiâïàäiííÿ am = an ïðèm ̸= n. Íåõàé, äëÿ êîíêðåòíîñòi,m > n. Äîìíîæèìî

ðiâíiñòü am = an íà a−n. Òîäi ama−n = am−n = e. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ó öüîìó âèïàäêó â
ãðóïi G iñíóþòü äîäàòíi ñòåïåíi åëåìåíòà a, ÿêi äîðiâíþþòü îäèíè÷íîìó åëåìåíòó.

Îçíà÷åííÿ 7.10. Íàéìåíøå iç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, äëÿ ÿêèõ an = e, íàçèâàþòü ïîðÿäêîì
åëåìåíòà a i ïîçíà÷àþòü ord(a), òîáòî ord(a) := min{ n ∈ N | an = e }. ßêùî òàêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íå iñíó¹, òî ord(a) := ∞.

Òâåðäæåííÿ 7.10. Ïîðÿäîê åëåìåíòà a ãðóïè G äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó öèêëi÷íî¨ ãðóïè ⟨a⟩,
ïîðîäæåíî¨ öèì åëåìåíòîì, ïðè÷îìó ÿêùî a � åëåìåíò ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó k, òî ⟨a⟩ =
{ e, a, a2, . . . , ak−1 }.
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7.3. Öèêëi÷íi ãðóïè

Äîâåäåííÿ. ßêùî a� åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Íåõàé ord(a) = k.
Òîäi óñi åëåìåíòè e = a0, a, a2, . . . , ak−1 ïîïàðíî ðiçíi, áî ÿêáè ai = aj äëÿ 0 6 i < j 6 k−1,
òî aj−i = e i 0 < j − i 6 k − 1, ùî ñóïåðå÷èëî á òîìó, ùî ord(a) = k. Ïîêàæåìî, ùî áóäü-
ÿêèé iíøèé öiëèé ñòåïiíü am äîðiâíþ¹ îäíîìó ç åëåìåíòiâ e, a, . . . , ak−1. Äiéñíî, ÿêùî m
äîäàòíå, òî çà àëãîðèòìîì äiëåííÿ ç îñòà÷åþ iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà q, r, ùî m = kq + r,
ïðè÷îìó 0 6 r 6 k − 1. Òîäi çà ïðàâèëàìè (7.1) îòðèìà¹ìî

am = akq+r = (ak)qar = ear = ar,

ùî é òðåáà áóëî ïîêàçàòè. ßêùî æ m âiä'¹ìíå, òî m = −n, äå n > 0, i am = a−n = (a−1)n =
(ea−1)n = (aka−1)n = (ak−1)n = a(k−1)n, à öå îçíà÷à¹, ùî âiä'¹ìíi ñòåïåíi çâîäÿòüñÿ äî
äîäàòíèõ. Îòæå, ⟨a⟩ = { e, a, a2, . . . , ak−1 }.

Íàñëiäîê 7.11. Âñi åëåìåíòè ñêií÷åííî¨ ãðóïè ìàþòü ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.

Òâåðäæåííÿ 7.12. Íåõàé a ∈ G i ord(a) = k. Òîäi

à) a−1 = ak−1;

á) ∀ m ∈ Z am = e ⇔ k|m;

â) ∀ m ∈ Z ord(am) = k
(k,m) ;

ã) ÿêùî b ∈ G, ord(b) = n, (k, n) = 1 i ab = ba, òî ord(ab) = ord(a) · ord(b) = kn.

Äîâåäåííÿ. à) Ðiâíiñòü a−1 = ak−1 äîâîäèòüñÿ ìíîæåííÿì ðiâíîñòi e = ak íà a−1.
á) Ïîäiëèìî m íà k ç îñòà÷åþ: m = qk + r, 0 6 r < k. Òîäi am = (ak)q · ar, i îñêiëüêè

r < k = ord(a), òî

am = e⇔ (ak)q · ar = e⇔ ar = e⇔ r = 0 ⇔ k|m.

â) Íåõàé b = am i n ∈ N. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì á) i âëàñòèâiñòþ ïîäiëüíî-
ñòi2, îòðèìà¹ìî:

am = e⇔ amn = e⇔ (k|mn) ⇔
(

k

(k,m)
| mn

(k,m)

)
⇔
(

k

(k,m)
| n
)
.

Òàêèì ÷èíîì, ord(b) <∞ i íàéìåíøèì n ∈ N ç âëàñòèâiñòþ bn = e ¹ n = k
(k,m) .

ã) Îñêiëüêè (ab)kn = (ak)n(bn)k, òî ord(ab) < ∞ i çà âëàñòèâiñòþ á) ord(ab) = m, äå
m|kn. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè (ab)m = ambm = e, òî am = b−m i ord(am) = ord(b−m). Çâiäñè
çà òâåðäæåííÿì â) îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü k

(k,m) =
n

(k,m) , à îñêiëüêè (k, n) = 1, òî k
(k,m) =

n
(k,m) =

1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî k|m i n|m, à òîìó kn|m. Îòæå, kn = m.

Òâåðäæåííÿ 7.13. Â öèêëi÷íié ãðóïi ïîðÿäêó n ïîðÿäîê äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè äiëèòü n i

äëÿ äîâiëüíîãî äiëüíèêà q ÷èñëà n iñíó¹ ðiâíî îäíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó q.

Äîâåäåííÿ. ßêùî |G| = n, òî çàñòîñóâàâøè ïîïåðåäí¹ ìiðêóâàííÿ äëÿ k = n (ó öüîìó
âèïàäêó ak = e ∈ H), îòðèìà¹ìî, ùî n = qm. Ïðè öüîìó

H = {e, am, a2m, . . . , a(q−1)m} (7.3)

i H ¹ ¹äèíîþ ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó q â ãðóïi G. Íàâïàêè, ÿêùî q � äîâiëüíèé äiëüíèê ÷èñëà
n i n = qm, òî ïiäìíîæèíà H, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (7.3), ¹ ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó q.

Íàñëiäîê 7.14. Öèêëi÷íà ãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü ëèøå äâi òðèâiàëüíi ïiäãðóïè.

2Íåõàé a, b, c � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. ßêùî a|bc i (a, b) = 1, òî a|c.
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Ðîçäië 7. Àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè

7.4. Ãðóïà ïiäñòàíîâîê Sn

Ðîçâèíåìî òåìó � 1.2, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü, íà âèïàäîê ñêií÷åííèõ
ìíîæèí. Íåõàé M � ñêií÷åííà ìíîæèíà iç n åëåìåíòiâ. Îñêiëüêè ïðèðîäà åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè M äëÿ íàñ íåñóòò¹âà, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî M = {1, 2, . . . , n} � ìíîæèíà ïåðøèõ n
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 7.11. Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n} íà ñåáå
íàçèâàþòü ïiäñòàíîâêîþ. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ïiäñòàíîâîê ïîçíà÷àòèìåìî Sn, à ñàìi ïiä-
ñòàíîâêè � ìàëèìè áóêâàìè ãðåöüêîãî àëôàâiòó.

Â ðîçãîðíóòié i íàî÷íié ôîðìi ïiäñòàíîâêó σ ∈ Sn çîáðàæàþòü äâîðÿäêîâèì ñèìâîëîì

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
àáî σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
, (7.4)

ïîâíiñòþ âêàçóþ÷è óñi îáðàçè

σ :
1 2 . . . n
↓ ↓ ↓
i1 i2 . . . in

,

äå ik = σ(k), k = 1, n, � ïåðåñòàâëåíi ïåâíèì ÷èíîì ñèìâîëè 1, 2, . . . , n.
Îñêiëüêè, ÿê óæå áóëî ñêàçàíî, ïiäñòàíîâêè � öå ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ìíî-

æèíè íà ñåáå, òî, ó âiäïîâiäíîñòi iç çàãàëüíèì ïðàâèëîì äîáóòêó (êîìïîçèöi¨) âiäîáðàæåíü,
íà ìíîæèíi Sn ìîæíà ââåñòè àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.12. Äîáóòêîì ïiäñòàíîâîê σ, τ ∈ Sn íàçèâà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà στ ∈ Sn, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(στ)(i) = σ(τ(i))

äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèêëàä 7.8. Ïåðåìíîæèìî äâi ïiäñòàíîâêè σ =
(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, τ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
. Ìà¹ìî

στ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
=

1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
4 3 2 1
↓ ↓ ↓ ↓
1 4 3 2

=

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
.

Â òîé æå ñàìèé ÷àñ

τσ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
,

òîìó, ÿê áà÷èìî, στ ̸= τσ.

Òâåðäæåííÿ 7.15. Ìíîæèíà Sn ¹ ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê, ïðè-

÷îìó íåàáåëåâîþ ïðè n > 3.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.1 äîáóòîê ïiäñòàíîâîê àñîöiàòèâíèé. Ðîëü íåéòðàëüíîãî åëåìåí-
òà ó ìíîæèíi Sn âiäiãðà¹ òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ε = εM , òîáòî îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà

ε =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
∈ Sn

(ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî σε = εσ = σ äëÿ óñiõ σ ∈ Sn). Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ó ïiäñòàíîâöi
(7.4) äîâiëüíèì ÷èíîì ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè ñòîâï÷èêè, òî ìè îäåðæèìî çàïèñ òi¹¨ æ ñàìî¨
ïiäñòàíîâêè. Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
∈ Sn,
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7.4. Ãðóïà ïiäñòàíîâîê Sn

iñíó¹ òàêà ïiäñòàíîâêà

σ−1 =

(
i1 i2 . . . in
1 2 . . . n

)
∈ Sn,

ùî σσ−1 = σ−1σ = ε, òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè iñíó¹ îáåðíåíà. Îòæå, ìíîæèíà Sn
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê óòâîðþ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó. �¨ íåàáåëåâiñòü
ïðè n > 3 ïîêàçàíî ó ïðèêëàäi 7.8. Ïðè n = 2 ìíîæèíà Sn ìiñòèòü ëèøå äâi ïiäñòàíîâêè,
ÿêi, î÷åâèäíî, êîìóòóþòü.

Îçíà÷åííÿ 7.13. Ãðóïà Sn íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n.

Òâåðäæåííÿ 7.16. |Sn| = n!.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî íèæíié ðÿäîê ó çàïèñi (7.4) ïiäñòàíîâêè ¹ äåÿêîþ
ïåðåñòàíîâêîþ iç n åëåìåíòiâ, à òîìó êiëüêiñòü ïiäñòàíîâîê ó ìíîæèíi Sn äîðiâíþ¹ ÷èñëó
âñåìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ, òîáòî n! çà òâåðäæåííÿì 3.1.

Íåõàé σ � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà iç Sn. Àíàëîãi÷íî, ÿê ó � 7.1, ìîæíà îçíà÷èòè ñòåïiíü σs

ïiäñòàíîâêè i äîâåñòè ðiâíiñòü σsσt = σs+t = σtσs äëÿ äîâiëüíèõ s, t ∈ Z. Îñêiëüêè |Sn| <∞,
òî äëÿ êîæíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî σk = ε.

Îçíà÷åííÿ 7.14. Íàéìåíøå ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, ïðè ÿêîìó σk = ε, íàçèâàþòü ïîðÿä-
êîì ïiäñòàíîâêè σ.

Ïðèêëàä 7.9. Ïiäñòàíîâêè σ i τ iç ïðèêëàäó 7.8 ìàþòü ïîðÿäêè 4 òà 2 âiäïîâiäíî.

Iñíóþòü ïiäñòàíîâêè, ÿêi äåÿêi åëåìåíòè ïåðåìiùóþòü, à äåÿêi çàëèøàþòü íà ìiñöi; ïðè-
÷îìó ïåðåìiùåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ, òàê áè ìîâèòè, ïî êîëó (öèêëîì). Íàïðèêëàä, ïiäñòàíîâêà
σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 3 6 5 1

)
çàëèøà¹ íà ìiñöi åëåìåíòè 3 i 5, à ðåøòó ïåðåìiùó¹ òàê: 1 → 2 → 4 → 6 →

1. Ïiäñòàíîâêè òàêîãî âèãëÿäó áóäåìî íàçèâàòè öèêëàìè. Íå âñi ïiäñòàíîâêè ¹ öèêëàìè.
Íàïðèêëàä, ïiäñòàíîâêà σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 2 4 6 5

)
íå ¹ öèêëîì.

Îçíà÷åííÿ 7.15. Öèêëîì (i1 i2 . . . ik), äå i1, . . . , ik � äåÿêi ÷èñëà ç ìíîæèíè {1, 2, . . . , n},
íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäñòàíîâêà σ ∈ Sn, ÿêà öi ÷èñëà öèêëi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . . , σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1,

à ðåøòà çàëèøà¹ íà ìiñöi, òîáòî σ(i) = i äëÿ äîâiëüíîãî i /∈ {i1, i2, . . . , ik}.3 Ìíîæèíó
åëåìåíòiâ {i1, i2, . . . , ik} íàçâåìî îðáiòîþ ïiäñòàíîâêè, ÿêà âiäïîâiäà¹ öèêëó (i1 i2 . . . ik).
Äâîåëåìåíòíèé öèêë íàçâåìî òðàíñïîçèöi¹þ.

Ïðèêëàä 7.10. Ïiäñòàíîâêó σ =
(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi öèêëó äîâæèíè 4

σ = (1 2 3 4),

àáî, ùî òå ñàìå, ó âèãëÿäi öèêëiâ σ = (2 3 4 1) = (3 4 1 2) = (4 1 2 3). Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî σ4 = ε, çâiäêè áà÷èìî, ùî ïîðÿäîê ïiäñòàíîâêè σ äîðiâíþ¹ 4.

Îçíà÷åííÿ 7.16. Äâà öèêëè ç Sn íàçâåìî íåçàëåæíèìè, ÿêùî îðáiòè, ùî ¨ì âiäïîâiäàþòü,
íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 7.11. Ðîçêëàäåìî â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ ïiäñòàíîâêó σ =
(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
. Ìà¹ìî

σ = (1 4)(2 3).

Äî ðå÷i, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî σ2 = ε, à òîìó ïîðÿäîê öi¹¨ ïiäñòàíîâêè äîðiâíþ¹ 2.

3Çâåðíåìî óâàãó, ùî çàïèñ öèêëiâ ó âèãëÿäi (i1 i2 . . . ik) àáî ó âèãëÿäi (i1, i2, . . . , ik), òîáòî ðîçäiëÿþ÷è
åëåìåíòè öèêëiâ êîìàìè, ¹ ïèòàííÿì ñìàêó ÷èòà÷à. Çàëåæíî âiä ñèòóàöi¨ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî îáèäâà
çàïèñè.
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Òâåðäæåííÿ 7.17. ßêùî σ i τ íåçàëåæíi öèêëè, òî στ = τσ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mσ i Mτ îðáiòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèêëàì σ i τ . ßêùî i ∈Mσ,
òî σ(i) ∈ Mσ òà i /∈ Mτ . ßêùî æ i ∈ Mτ , òî τ(i) ∈ Mτ òà i /∈ Mσ. Òîìó äëÿ óñiõ i ∈
{1, 2, . . . , n} ìà¹ìî

(τσ)(i) = (στ)(i) =


i, ÿêùî i /∈Mσ ∪Mτ ,

σ(i), ÿêùî i ∈Mσ,

τ(i), ÿêùî i ∈Mτ ,

òîáòî στ = τσ.

Òâåðäæåííÿ 7.18. Êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïiäñòàíîâêè π ∈ Sn ÷åðåç k(π) ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü òèõ åëåìåíòiâ i ìíî-
æèíè M = {1, 2, . . . , n}, äëÿ ÿêèõ π(i) ̸= i. ßêùî k(π) = 0, òî äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé
k(π) = m > 0. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå äëÿ âñiõ π′ ∈ Sn òàêèõ, ùî k(π′) < m.
Iñíó¹ i1 ∈ M ç âëàñòèâiñòþ π(i1) ̸= i1. Íåõàé i1 ïåðåõîäèòü â i2, i2 â i3 i òàê äàëi. Íåõàé ir
ïåðøèé åëåìåíò, ÿêèé ïîâòîðþ¹òüñÿ. ßêùî ir = ik, äå 2 6 k 6 r − 1, òî îòðèìà¹ìî äâà
ðiçíèõ åëåìåíòè ir−1 òà ik−1, ÿêi ïiäñòàíîâêà π ïåðåâîäèòü â îäèí i òîé æå åëåìåíò ik. Öå
íåìîæëèâî, áî π ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîìó ir = i1 i ìè îòðèìó¹ìî öèêë

σ1 = (i1 i2 . . . ir−1).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïiäñòàíîâêó π1, äëÿ ÿêî¨

π1(j) =

{
j, ÿêùî j ∈ {i1, . . . , ir−1},
π(j), ÿêùî j /∈ {i1, . . . , ir−1}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî π = σ1π1 = π1σ1. Äàëi k(π1) = k(π)−r < k(π). Òîìó, çà ïðèïóùåííÿì,
ïiäñòàíîâêà π1 ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ π1 = σ2 . . . σt. Îòæå, π òåæ
ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ: π = σ1π1 = σ1σ2 . . . σt.

Çàóâàæåííÿ 7.1. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
íåçàëåæíèõ öèêëiâ îäíîçíà÷íî. Â òîé æå ÷àñ, ÿêùî íå âèìàãàòè óìîâè íåçàëåæíîñòi öèêëiâ,
ðîçêëàä íå ¹ ¹äèíèì. Íàïðèêëàä,

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1 2)(2 3) = (1 3)(1 2).

Çàóâàæåííÿ 7.2. ßêùî ïiäñòàíîâêà τ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ äîâ-
æèí k1, k2,. . . , kt, òî ïîðÿäîê ïiäñòàíîâêè τ äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó öèõ
äîâæèí

ord(τ) = ÍÑÊ{k1, k2, . . . , kt}.

Ïðèêëàä 7.12. Ðîçãëÿíåìî ïiäñòàíîâêó τ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 6 7 4 8 3 2 1

)
∈ S8. Îñêiëüêè τ = (2 6 3 7)(1 5 8), òî

ord(τ) = ÍÑÊ{4, 3} = 12.

Òâåðäæåííÿ 7.19. Êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç ðiâíîñòi

(i1 i2 . . . ik) = (i1 ik)(i1 ik−1) . . . (i1 i3)(i1 i2). (7.5)

âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé öèêë ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê òðàíñïîçèöié, òî ðîçêëàäà¹ìî
ñïî÷àòêó ïiäñòàíîâêó â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ (òâåðäæåííÿ 7.18), à òîäi êîæíèé öèêë,
â ñâîþ ÷åðãó, ðîçêëàäà¹ìî â äîáóòîê òðàíñïîçèöié çà ïðàâèëîì (7.5).
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ßê ìè óæå ãîâîðèëè âèùå, ïîíÿòòÿ ïiäñòàíîâêè òà ïåðåñòàíîâêè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ
ñîáîþ: ó äîâiëüíié ïiäñòàíîâöi (

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
∈ Sn

îáèäâà ðÿäêè (1 2 . . . n) òà (i1 i2 . . . in) ¹ ïåðåñòàíîâêàìè ç n ÷èñåë. Öèì çâ'ÿçîê ìiæ
ïiäñòàíîâêàìè i ïåðåñòàíîâêàìè íå îáìåæó¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.17. Ïiäñòàíîâêà
(

1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ (íåïàðíîþ), ÿêùî âiäïîâiä-

íà ¨é ïåðåñòàíîâêà (i1 i2 . . . in) ïàðíà (íåïàðíà).

Ïðèêëàä 7.13. Ïiäñòàíîâêà
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 4 6 7 2 9 1 3 8 11 10

)
ïàðíà, îñêiëüêè inv(5, 4, 6, 7, 2, 9, 1, 3, 8, 11, 10) =

18.

Òåîðåìà 7.20. Ïàðíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié,

à íåïàðíà � â äîáóòîê íåïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâêè ñïðàâà íà òðàíñïîçèöiþ çìiíþ¹
¨¨ ïàðíiñü. Äiéñíî, (

. . . r . . . s . . .

. . . ir . . . is . . .

)
(r s) =

(
. . . r . . . s . . .
. . . is . . . ir . . .

)
,

òîáòî ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâêè íà öèêë (r s) äà¹ òðàíñïîçèöiþ åëåìåíòiâ ir òà is â íèæíüîìó
ðÿäêó ïiäñòàíîâêè. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 3.3 òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíî-
âêè, òî îäåðæó¹ìî, ùî ïî÷àòêîâà òà îòðèìàíà ïiäñòàíîâêè ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü. Äàëi, çà
òâåðäæåííÿì 7.19 êîæíà ïiäñòàíîâêà σ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê òðàíñïîçèöié

σ = τ1τ2 . . . τk.

Ïåðåïèøåìî öþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi

σ = ε τ1τ2 . . . τk,

äå ε � îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà. Áà÷èìî, ùî ïiäñòàíîâêà σ îäåðæó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ïiäñòà-
íîâêè ε äîìíîæåííÿì ñïðàâà íà òðàíñïîçèöi¨ τ1, . . . , τk. Îñêiëüêè ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâêè íà
òðàíñïîçèöiþ çìiíþ¹ ¨¨ ïàðíiñòü, à ε � ïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî îòðèìó¹ìî, ùî σ � ïàðíà
ïiäñòàíîâêà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k � ïàðíå ÷èñëî.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êâàäðàò áóäü-ÿêî¨ òðàíñïîçèöi¨ äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ïiäñòàíîâöi, òîáòî
(r s)2 = ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî σ = τ1τ2 . . . τk, òî σ−1 = τkτk−1 . . . τ1. Öå îçíà÷à¹, ùî
ïiäñòàíîâêè σ i σ−1 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Òîìó ïiäñòàíîâêà, îáåðíåíà äî ïàðíî¨, ¹
ïàðíîþ. Êðiì öüîãî, äîáóòîê ïiäñòàíîâîê îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ. Öå
ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê iç Sn óòâîðþ¹ ïiäãðóïó ãðóïè Sn (¨¨
íàçèâàþòü çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷àþòü An). Î÷åâèäíî, ùî |An| = 1

2 |Sn| =
n!
2 .

Îçíà÷åííÿ 7.18. Íåõàé σ ∈ Sn i σ = τ1τ2 . . . τk � äîâiëüíèé ðîçêëàä ïiäñòàíîâêè σ ó äîáó-
òîê k òðàíñïîçèöié. ×èñëî sgnσ = (−1)k íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ (çíàêîì) ïiäñòàíîâêè σ.
Ïiäñòàíîâêà σ ∈ Sn ¹ ïàðíîþ, ÿêùî sgnσ = 1 i íåïàðíîþ, ÿêùî sgnπ = −1.

Îçíà÷åííÿ 7.19. ßêùî ïiäñòàíîâêà σ ∈ Sn ðîçêëàäåíà ó äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ äîâ-
æèí k1, k2, . . . , km, òî ñóìà d öèõ äîâæèí, çìåíøåíèõ íà 1, íàçèâà¹òüñÿ äåêðåìåíòîì ïiä-

ñòàíîâêè σ: d = d(σ) =
m∑
t=1

(kt − 1). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî sgnσ = (−1)d.

Ïðèêëàä 7.14. Ðîçãëÿíåìî ïiäñòàíîâêó σ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 4 6 7 2 9 1 3 8 11 10

)
. Îñêiëüêè

σ = (1 5 2 4 7)(3 6 9 8)(10 11),

òî k1 = 5, k2 = 4, k3 = 2 i sgn(σ) = (−1)4+3+1 = 1.
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7.5. Ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè ãðóï

Íåõàé (G1, ◦) i (G2, ∗) � äâi äîâiëüíi ãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 7.20. Âiäîáðàæåííÿ φ : G1 → G2 íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï (G1, ◦) i
(G2, ∗), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

φ(a ◦ b) = φ(a) ∗ φ(b). (7.6)

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî â ãðóïàõ G1 i G2 âèçíà÷åíî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ, òî ðiâíiñòü (7.6) ïåðå-
ïèøåòüñÿ òàê: φ(ab) = φ(a)φ(b).

Ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì, ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì �
åïiìîðôiçìîì, à ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì öèõ ãðóï. ßêùî
iñíó¹ içîìîðôiçì ãðóï G1 i G2, òî êàæóòü, ùî öi ãðóïè içîìîðôíi i çàïèñóþòü G1 ≃ G2.

Ïðèêëàäè 7.15. 1. Ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà GLn(R) ãîìîìîðôíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà ìóëüòèïëiêàòèâ-
íó ãðóïó R∗, ÿêùî âèçíà÷èòè âiäîáðàæåííÿ ïðàâèëîì A 7→ detA äëÿ âñiõ A ∈ GLn(R).

2. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : Sn → C2, äëÿ ÿêîãî

φ(π) =

{
1, ÿêùî ïiäñòàíîâêà π ïàðíà,

−1, ÿêùî ïiäñòàíîâêà π íåïàðíà.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ σ, τ ∈ Sn âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

φ(στ) =

{
1, ÿêùî σ i τ ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü,

−1, â iíøîìó âèïàäêó
= φ(σ)φ(τ).

Oòæå, çàäàíå âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ãîìîìîðôiçìîì (àëå íå içîìîðôiçìîì!) ãðóï Sn i C2.

3. Êîæíå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî z ̸= 1 âèçíà÷à¹ ãîìîìîðôiçì àäèòèâíî¨ ãðóïè âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R â
ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë R+ çà ïðàâèëîì φ(a) = za äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R.
Äiéñíî, φ(a+ b) = za+b = zazb = φ(a)φ(b) äëÿ âñiõ a, b ∈ R. Çàäàíå âiäîáðàæåííÿ φ: R → R+ ìà¹
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ ψ : R+ → R, ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì ψ(a) = logz(a) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R+.
Îòæå, çà òåîðåìîþ 1.5 âiäîáðàæåííÿ φ ái¹êòèâíå i òîìó ãðóïè (R+, · ) i (R,+) içîìîðôíi.

Îçíà÷åííÿ 7.21. Ãîìîìîðôiçì ãðóïè G â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîðôiçìîì. Ìíîæèíó âñiõ
åíäîìîðôiçìiâ ãðóïè G ïîçíà÷àþòü EndG. Îñêiëüêè òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ εG ¹ åíäîìîð-
ôiçìîì ãðóïè G, òî EndG ̸= ∅.

Òâåðäæåííÿ 7.21. ßêùî φ : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï (G1, ◦) òà (G2, ∗), òî
1) îáðàç íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè G1 ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì ãðóïè G2;

2) ìíîæèíà φ(G1) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé e1 òà e2 � íåéòðàëüíi åëåìåíòè ãðóï G1 òà G2 âiäïîâiäíî, a1 � äîâiëü-
íèé åëåìåíò ãðóïè G1. Ìà¹ìî

e2 ∗ φ(a1) = φ(a1) = φ(e1 ◦ a1) = φ(e1) ∗ φ(a1).

Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíîñòi e2 ∗ φ(a1) = φ(e1) ∗ φ(a1) çàêîí ñêîðî÷åííÿ (òâåðäæåííÿ 7.3),
îäåðæèìî e2 = φ(e1), ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

2) Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà φ(G1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè êðèòåðiþ ïiäãðóïè. Íåõàé a2, b2 ∈
φ(G1). Òîäi iñíóþòü òàêi a1, b1 ∈ G1, ùî a2 = φ(a1), b2 = φ(b1), ïðè÷îìó

a2 ∗ b2 = φ(a1) ∗ φ(b1) = φ(a1 ◦ b1).

Îòæå, a2b2 ∈ φ(G1). Äàëi, çà äîâåäåíèì,

e2 = φ(e1) = φ(a1 ◦ a−1
1 ) = φ(a1) ∗ φ(a−1

1 ).

Çâiäñè a−1
2 = φ(a1)

−1 = φ(a−1
1 ) ∈ φ(G1).
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Òâåðäæåííÿ 7.22. Íåõàé (G1, ◦), (G2, ∗), (G3, •) � ãðóïè. Òîäi

1) ÿêùî φ � içîìîðôiçì ãðóï G1 i G2, òî φ
−1 � içîìîðôiçì ãðóï G2 i G1;

2) ÿêùî ψ � içîìîðôiçì ãðóï G2 i G3, òî äîáóòîê ψφ ¹ içîìîðôiçìîì ãðóï G1 i G3.

Äîâåäåííÿ. 1) Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî φ−1(a2 ∗ b2) = φ−1(a2) ◦ φ−1(b2) äëÿ âñiõ a2, b2 ∈ G2.
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ φ � ái¹êòèâíå, òî äëÿ åëåìåíòiâ a2, b2 ∈ G2 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè
a1, b1 ∈ G1, ùî φ(a1) = a2, φ(b1) = b2. Òîäi

φ−1(a2 ∗ b2) = φ−1
(
φ(a1) ∗ φ(b1)

)
= φ−1

(
φ(a1 ◦ b1)

)
= a1 ◦ b1 = φ−1(a2) ∗ φ−1(b2).

2) Çà òåîðåìîþ 1.2 äîáóòîê ψφ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè G1 ó ãðóïó G3. Êðiì
öüîãî, äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G1 ìà¹ìî

(ψφ)(a ◦ b) = ψ(φ(a ◦ b)) = ψ(φ(a) ∗ φ(b)) = (ψφ)(a) • (ψφ)(b),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Îñêiëüêè îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ εG ¹ içîìîðôiçìîì ãðóïè G â ñåáå, ç òâåðäæåííÿ 7.22
âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ãðóï çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñ-
òi (äèâ. �1.5). Öå äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ãðóïè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó4, òîáòî íå ðîçðiçíÿòè
içîìîðôíi ãðóïè.

Òåîðåìà 7.23. Âñi öèêëi÷íi ãðóïè îäíîãî i òîãî æ ïîðÿäêó (çîêðåìà, íåñêií÷åííîãî) içî-

ìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ⟨a⟩ � íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà, òî óñi öiëi ñòåïåíi an ðiçíi. Çàäàìî
âiäîáðàæåííÿ φ : ⟨a⟩ → (Z,+) ïðàâèëîì an 7→ n. Ái¹êòèâíiñòü òàêîãî âiäîáðàæåííÿ φ î÷å-
âèäíà, à âëàñòèâiñòü

φ(aman) = φ(am+n) = m+ n = φ(am) + φ(an), äå m,n ∈ Z,

âèïëèâà¹ iç òâåðäæåííÿ 7.2.
Íåõàé òåïåð ⟨a⟩ i ⟨b⟩ � äâi ñêií÷åííi öèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó k (áåç çìåíøåííÿ çàãàëü-

íîñòi ââàæàòèìåìî, ùî íà öèõ ãðóïàõ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ). Çàäàìî ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ φ : ⟨a⟩ → ⟨b⟩ ïðàâèëîì as 7→ bs äëÿ óñiõ s = 0, 1, . . . , k − 1. Çà àëãîðèòìîì
ïîäiëüíîñòi äëÿ äîâiëüíèõ ñòåïåíiâ n,m = 0, 1, . . . , k − 1 iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà q, r, ùî
n +m = kq + r i 0 6 r 6 k − 1. Òîäi am+n = akq+r = (ak)qar = ar i, àíàëîãi÷íî, bm+n = br.
Çâiäñè îòðèìà¹ìî

φ(am+n) = φ(ar) = br = bm+n = bmbn = φ(am)φ(an),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïðèêëàä 7.16. Íåñêií÷åííà ãðóïà ìîæå áóòè içîìîðôíà ñâî¨é âëàñíié ïiäãðóïi. Äiéñíî, àääèòèâíà
ãðóïà (Z,+) ìiñòèòü âëàñíó ïiäãðóïó nZ = {nk | k ∈ Z}, äå n � ôiêñîâàíå íåîäèíè÷íå íàòóðàëüíå
÷èñëî. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ φn : Z → nZ, çàäàíå ïðàâèëîì φn(z) = nz äëÿ äîâiëüíîãî
z ∈ Z, ¹ içîìîðôiçìîì. Êðiì öüîãî, çàóâàæèìî, ùî Z i nZ � íåñêií÷åííi öèêëi÷íi ãðóïè, ó ÿêèõ
òâiðíèìè ¹ âiäïîâiäíî 1 (àáî −1) i n (àáî −n); òîìó φn i âiäîáðàæåííÿ z 7→ −nz âè÷åðïóþòü âñi
içîìîðôiçìè Z → nZ.

Òåîðåìà 7.24 (Êåëi). Äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ñè-

ìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn.

4Ôðàçà ¾ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó¿ âiäîáðàæà¹ ñóòíiñòü íå òiëüêè òåîði¨ ãðóï, ÿêà ïðàãíå îá'¹äíàòè â
îäèí êëàñ óñi içîìîðôíi ãðóïè, àëå é ìàòåìàòèêè â öiëîìó, ÿêà áåç òàêèõ óçàãàëüíåíü íå ìàëà á çìiñòó.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó G ïîðÿäêó n. Îñêiëüêè, ÿê áóëî ñêàçàíî ó �7.4, ïðèðîäà åëå-
ìåíòiâ, ÿêi ïåðåñòàâëÿþòüñÿ ïiäñòàíîâêàìè iç Sn, íåñóòò¹âà, ìîæíà ââàæàòè, ùî Sn � ãðóïà
âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ãðóïè G â ñåáå. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ðîçãëÿíåìî
âiäîáðàæåííÿ σa : G → G, ÿêå âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ σa(g) = ag äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G.
ßêùî g1, g2, . . . , gn � âñi åëåìåíòè ãðóïè G, òî ag1, ag2, . . . , agn áóäóòü òèìè æ ñàìèìè
åëåìåíòàìè ãðóïè G, àëå ðîçòàøîâàíèìè â ÿêîìóñü iíøîìó ïîðÿäêó (÷è â òîìó æ ñàìîìó,
ÿêùî a = e � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G). Äiéñíî, ÿêùî agi = agj , òî çà çàêîíîì ñêî-
ðî÷åííÿ gi = gj . Îòæå, σa � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ (òîáòî ïiäñòàíîâêà). Îáåðíåíèì äî
âiäîáðàæåííÿ σa áóäå σ−1

a = σa−1 . Îäèíè÷íèì âiäîáðàæåííÿì ¹, ïðèðîäíî, σe. Çíîâó âèêî-
ðèñòàâøè àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ â G, îòðèìà¹ìî σab(g) = (ab)g = a(bg) = σa

(
σbg
)
, òîáòî

σab = σaσb. Îòîæ, ìíîæèíà σe, σg2 , . . . , σgn óòâîðþ¹ ïiäãðóïó (ïîçíà÷èìî ¨¨ H) â ãðóïi âñiõ
ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ãðóïè G íà ñåáå, òîáòî â Sn. Ìè ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ H ⊂ Sn i ìà¹ìî
âiäïîâiäíiñòü a 7→ σa ∈ H, ÿêà âîëîäi¹ óñiìà âëàñòèâîñòÿìè içîìîðôiçìó.

Òåîðåìà Êåëi, íåçâàæàþ÷è íà ñâîþ ïðîñòîòó, ìà¹ âàæëèâå çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ãðóï.
Âîíà âèäiëÿ¹ äåÿêèé óíiâåðñàëüíèé îá'¹êò (ìíîæèíó {Sn | n = 1, 2, . . . } ñèìåòðè÷íèõ ãðóï)
� âìiñòèëèùå óñiõ ñêií÷åííèõ ãðóï, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Çàóâàæåííÿ 7.3. Içîìîðôiçì φ : G → G ãðóïè G â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì.
Ìíîæèíó âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G ïîçíà÷àòèìåìî AutG. Îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ eG
¹ àâòîìîðôiçìîì, à òîìó AutG ̸= ∅. ßê ïðàâèëî, ãðóïà G âîëîäi¹ é íåòðèâiàëüíèìè àâòî-
ìîðôiçìàìè. Ïåðøà âëàñòèâiñòü òâåðäæåííÿ 7.22 ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíå äî
àâòîìîðôiçìó, òàêîæ áóäå àâòîìîðôiçìîì. Êðiì òîãî, ÿêùî φ,ψ ∈ AutG, òî (φψ)(ab) =
φ
(
ψ(ab)

)
= φ

(
ψ(a)ψ(b)

)
= (φψ)(a) (φψ)(b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G. Îòæå, ìíîæèíà Aut(G)

óñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G óòâîðþ¹ ãðóïó � ïiäãðóïó ãðóïè âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü
G→ G.

Çàóâàæåííÿ 7.4. Â ãðóïi àâòîìîðôiçìiâ AutG ìiñòèòüñÿ îäíà îñîáëèâà ïiäãðóïà. Âîíà
ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì IntG i íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ. �¨ åëåìåí-
òàìè ¹ âiäîáðàæåííÿ ia : g 7→ aga−1 äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ G. Íåñêëàäíi ìiðêóâàííÿ ïîêàçó-
þòü, ùî ia çàäîâîëüíÿ¹ âñiì âëàñòèâîñòÿì, ÿêi âèìàãàþòüñÿ âiä àâòîìîðôiçìó. Êðiì öüîãî,
i−1
a = ia−1 , ie = εG � îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì, iaib = iab

(
îñêiëüêè (iaib)(g) = ia

(
ib(g)

)
=

ia(bgb
−1) = abgb−1a−1 = abg(ab)−1 = iab(g)

)
, à òîìó IntG � ãðóïà. Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïîêà-

çó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : G→ Int(G) ãðóïè G íà ãðóïó Int(G) ¨¨ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ,
ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ φ(a) = ia, a ∈ G, ¹ ãîìîìîðôiçìîì Ïðîòå âëàñòèâiñòü ái¹-
êòèâíîñòi ïðè öüîìó íå çîáîâ'ÿçàíà âèêîíóâàòèñü. ßêùî, íàïðèêëàä, G � àáåëåâà ãðóïà,
òî aga−1 = g äëÿ âñiõ a, g ∈ G, òîìó ia = ie i âñÿ ãðóïà Int(G) ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî
îäèíè÷íîãî åëåìåíòà ie.

7.6. Ñóìiæíi êëàñè. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âiäíîøåííÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòi

Îçíà÷åííÿ 7.22. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò a ∈ G. Ìíîæèíó
aH = { ah | h ∈ H } íàçèâàþòü ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Àíàëî-
ãi÷íî, Ha = { ha | h ∈ H } � ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H.

Òâåðäæåííÿ 7.25. ßêùî H � ïiäãðóïà ãðóïè G i a, b ∈ G, òî

1) aH = bH òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a−1b ∈ H;

2) |H| = |aH| = |Hb|;
3) ÿêùî b ∈ aH, òî aH = bH;

4) ëiâi (ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H àáî ñïiâïàäàþòü, àáî íå ïåðåòèíà-

þòüñÿ.
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7.6. Ñóìiæíi êëàñè. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Äîâåäåííÿ. 1) Äiéñíî, b = ah òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a−1b = h ∈ H.
2) Äëÿ äîâåäåííÿ ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ H → aH òà H → Hb.

Äiéñíî, âiäîáðàæåííÿ φ: H → aH, äëÿ ÿêîãî φ(h) = ah, ¹ ái¹êòèâíèì, îñêiëüêè äëÿ íüîãî
iñíó¹ îáåðíåíå φ−1: aH → H, φ−1(ah) = a−1(ah) = h. Àíàëîãi÷íî, âiäîáðàæåííÿ ψ:H → Hb,
ψ(h) = hb, ¹ ái¹êòèâíèì.

3) Î÷åâèäíî, ùî bH ⊆ aH. Çà óìîâîþ b = ah äëÿ äåÿêîãî h ∈ H. ßê íàñëiäîê, äëÿ
äîâiëüíîãî u ∈ H îòðèìà¹ìî au = b(h−1u), äå h−1u ∈ H. Çâiäñè aH ⊆ bH, òîáòî aH = bH.

4) Î÷åâèäíî, îñêiëüêè, ÿêùî ëiâi (ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè ìàþòü õî÷à á îäèí ñïiëüíèé
åëåìåíò, òî çà âëàñòèâiñòþ 3) âîíè ñïiâïàäàþòü.

Òåîðåìà 7.26 (Ëàãðàíæ). Ïîðÿäîê áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïèH ñêií÷åííî¨ ãðóïèG ¹ äiëüíèêîì

ïîðÿäêó ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Êîæíèé åëåìåíò a ∈ G
ëåæèòü â äåÿêîìó ñóìiæíîìó êëàñi, à ñàìå â aH. Îñêiëüêè ëiâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G
çà ïiäãðóïîþ H àáî ñïiâïàäàþòü, àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i ¹ ðiâíîïîòóæíèìè H (òâåðäæåí-
íÿ 7.25), òî |G| = |H|·k, äå k � êiëüêiñòü ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþH.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî |G| = |H| · k, äå k � êiëüêiñòü ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.27. Ìíîæèíà ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ðiâíîïîòóæ-

íà ìíîæèíi ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ.

Îçíà÷åííÿ 7.23. Êiëüêiñòü ëiâèõ (ïðàâèõ) ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H íà-
çèâà¹òüñÿ iíäåêñîì ïiäãðóïè H â ãðóïi G i ïîçíà÷à¹òüñÿ |G :H|.

Íàñëiäîê 7.28. Ïîðÿäîê êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðóïè G äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 7.10 ïîðÿäîê åëåìåíòà äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè,
ïîðîäæåíî¨ öèì åëåìåíòîì.

Íàñëiäîê 7.29. ßêùî ïîðÿäîê ãðóïè G ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì, òî âîíà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíi

ïiäãðóïè i ¹ öèêëi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |G| = p, äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Îñêiëüêè ¹äèíèìè äiëüíèêàìè ïðîñòîãî
÷èñëà p ¹ ÷èñëà 1 i p, òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ó íié íå ìîæå iñíóþâàòè íåòðèâiàëüíèõ
ïiäãðóï. Êðiì òîãî, îñêiëüêè â öié ãðóïi ïîðÿäêè âñiõ åëåìåíòiâ íå ìîæóòü äîðiâíþâàòè
îäèíèöi, òî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a ∈ G, ùî ord(a) = p. À òîìó ⟨a⟩ = G.

Ïðèêëàäè 7.17. 1. Íåõàé G = Sn, à H = An � ïiäãðóïà ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê (çíàêîçìiííà ãðóïà).
Íåõàé σ ∈ Sn. Òîäi ìíîæèíà σAn ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê, ÿêùî ïiäñòàíîâêà σ �
ïàðíà, i ç óñiõ íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê â iíøîìó âèïàäêó. Ç òàêèõ ñàìèõ ïiäñòàíîâîê (âñiõ ïàðíèõ
àáî âñiõ íåïàðíèõ) ñêëàäà¹òüñÿ é ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñ Anσ. Òîìó â öüîìó âèïàäêó

σAn = Anσ =

{
An, ÿêùî σ − ïàðíà ïiäñòàíîâêà,

Sn\An, â iíøîìó âèïàäêó.

Áà÷èìî, ùî òóò ëiâi ñóìiæíi êëàñè çáiãàþòüñÿ ç ïðàâèìè. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òàê
òðàïëÿ¹òüñÿ íå çàâæäè.

2. Íåõàé G = S3, H = {e, (1 2)}. Òîäi (2 3)H = {(2 3), (1 3 2)}, à H(2 3) = {(2 3), (1 2 3)}.

Ëiâi (ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ¹ êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ ñòîñîâíî
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi åëåìåíòiâ ãðóïè G, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
ïiäãðóïè H. À ñàìå, çàäàìî íà ãðóïi G âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼H. Ââàæàòèìåìî, ùî
a ∼H b, ÿêùî a

−1b ∈ H. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ∼H � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
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1. Îñêiëüêè a−1a = e ∈ H, òî a ∼H a.

2. ßêùî a ∼H b, òî a
−1b ∈ H i (a−1b)−1 = b−1a ∈ H, à òîìó b ∼H a.

3. Íåõaé a ∼H b i b ∼H c. Òîäi a
−1b ∈ H i b−1c ∈ H. Çâiäñè a−1bb−1c = a−1c ∈ H, à òîìó

a ∼H c.
Òàêèì ÷èíîì, ∼H � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà G. Òîìó ãðóïà G ðîçáèâà¹òüñÿ íà

êëàñè åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ, ïðè÷îìó ðiçíi êëàñè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæíèé
òàêèé êëàñ a ñêëàäà¹òüñÿ iç òàêèõ åëåìåíòiâ g ∈ G, ùî a−1g ∈ H, òîáòî a−1g = h ∈ H, g =
ah. Îòæå, êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi a åëåìåíòà a � öå ìíîæèíà aH = {ah | h ∈ H}. Î÷åâèäíî,
ùî G =

∪
a∈G

aH. Ìè áà÷èìî, ùî ëiâi ñóìiæíi êëàñè ¹ êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ

ñòîñîâíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼H. Àíàëîãi÷íî, ïðàâi ñóìiæíi êëàñè îäåðæóþòüñÿ ç
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi H∼, äëÿ ÿêîãî a H∼ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ab−1 ∈ H. Òîìó
ãðóïà G ¹ îá'¹äíàííÿì ÿê ëiâèõ, òàê i ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ:

G =
∪
a∈G

aH =
∪
a∈G

Ha.

7.7. Ðîçáèòòÿ ãðóïè, óçãîäæåíi ç îïåðàöi¹þ. Ôàêòîðãðóïè

Ñåðåä âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi, çàäàíèõ íà ãðóïi G, îñîáëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òi âiä-
íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi óçãîäæåíi ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 7.24. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà ãðóïi G íàçèâà¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç
îïåðàöi¹þ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, a′, b′ ∈ G ç a ∼ a′ i b ∼ b′ âèïëèâà¹ ab ∼ a′b′.

Ïðèêëàä 7.18. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó An ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê â ãðóïi Sn. Öÿ ïiäãðóïà âèçíà÷à¹ ðîç-
áèòòÿ Sn = An ∪ (Sn\An) ãðóïè Sn (íàãàäà¹ìî, ùî çàäàííÿ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè ðiâíîñèëüíå çàäàííþ
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà öié ìíîæèíi). Î÷åâèäíî, äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê
¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ, äîáóòîê äâîõ íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ¹ ïàðíîþ, à äîáóòîê ïàðíî¨ i íåïàðíî¨
ïiäñòàíîâîê ¹ íåïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ. Òîìó ìè ìà¹ìî òóò ðîçáèòòÿ Sn (âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
íà Sn), ÿêå óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 7.25. Ïiäãðóïà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ (íîðìàëüíèì äiëüíèêîì),
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü aH = Ha (ëiâi ñóìiæíi êëàñè çáiãàþòüñÿ ç
ïðàâèìè). Ïîçíà÷àòèìåìî: H ▹ G.

Ïðèêëàäè 7.19. 1. Â áóäü-ÿêié ãðóïi G iñíóþòü íîðìàëüíi ïiäãðóïè, à ñàìå {e} òà G (¨õ ÷àñòî
íàçèâàþòü òðèâiàëüíèìè íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè).

2. ßêùî ãðóïà G àáåëåâà, òî êîæíà ïiäãðóïà ¨¨ ïiäãðóïà íîðìàëüíà.

3. Ïiäãðóïà An ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Sn (äèâ. ïðèêëàä 7.17).

4. Áóäü-ÿêà ïiäãðóïà H iíäåêñó 2 â ãðóïi G ¹ íîðìàëüíîþ. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî â ãðóïi G ëiâi ñóìiæíi
êëàñè çà ïiäãðóïîþ H. Îñêiëüêè H ¹ ïiäãðóïîþ iíäåêñó 2, òî öèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ áóäå äâà: eH òà
aH, äå a /∈ H. Ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ òàêîæ áóäå äâà: He òà Ha. Çðîçóìiëî, ùî eH = H = He
i, îñêiëüêè ñóìiæíi êëàñè óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ ãðóïè, òî aH = Ha. Îòæå, H ▹ G.

5. Ãðóïà ïîâîðîòiâ êâàäðàòà ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ âñiõ ñèìåòðié êâàäðàòà.

Òâåðäæåííÿ 7.30. Ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ â G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè aha−1 ∈
H äëÿ âñiõ h ∈ H, a ∈ G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H ▹ G, òîáòî aH = Ha äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G. Òîäi äëÿ êîæíîãî h ∈ H
iñíó¹ òàêèé åëåìåíò u ∈ H, ùî ah = ua. Çâiäñè aha−1 = u ∈ H.

Íàâïàêè, ÿêùî aha−1 ∈ H äëÿ âñiõ h ∈ H, a ∈ G, òî aha−1 = u äëÿ äåÿêîãî u ∈ H. Òîäi
ah = ua, çâiäêè aH ⊂ Ha. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè a−1h(a−1)−1 ∈ H äëÿ âñiõ h ∈ H, òî é
Ha ⊂ aH. Îòæå, aH = Ha, òîáòî H ▹ G.
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Òåîðåìà 7.31 (ïðî ðîçáèòòÿ ãðóïè). Ðîçáèòòÿ ãðóïè G íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi óçãîä-

æåíå ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ðîçáèòòÿì íà ñóìiæíi êëàñè çà

äåÿêîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé G =
∪
iGi � ðîçáèòòÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi Gi, óç-

ãîäæåíå ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî íåéòðàëüíèé
åëåìåíò e ãðóïèG íàëåæèòü äîG1. Ïîêàæåìî, ùîG1 � ïiäãðóïà ãðóïèG. Íåõàé g1, g2 ∈ G1.
Òîäi g1 ∼ e, g2 ∼ e, îòæå, g1g2 ∼ e, à òîìó g1g2 ∈ G1. Äàëi, ÿêùî g ∼ e i, î÷åâèäíî, g−1 ∼ g−1,
òî gg−1 ∼ eg−1, òîáòî e ∼ g−1 i òîìó g−1 ∈ G1. Îòæå, çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè, G1 ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G. Ïîçíà÷èìî ïiäãðóïó G1 ÷åðåç H.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî H ▹ G. Íåõàé a ∈ G, h ∈ H. Òîäi h ∼ e i aha−1 ∼ aea−1 = e, òîáòî
aha−1 ∈ H i, â çà òâåðäæåííÿì 7.30, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G.

Íàñàìêiíåöü, ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî êîæåí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi Gi ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà
ïiäãðóïîþ H. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò gi ∈ Gi. Íåõàé g � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè Gi.
Òîäi ç g ∼ gi âèïëèâà¹ g

−1
i g ∼ g−1

i gi = e. Îòæå, åëåìåíò u = g−1
i g ìiñòèòüñÿ â H, òîìó

g = giu ∈ giH, òîáòî Gi ⊆ giH. Êðiì öüîãî, ÿêùî u ∈ H, òî u ∼ e i òîìó giu ∼ gi. Öå
îçíà÷à¹, ùî giu ∈ Gi, òîáòî giH ⊆ Gi i, îñòàòî÷íî, Gi = giH.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé H ▹ G i G =
∪
aH � ðîçáèòòÿ G íà ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïîþ

H. Äîâåäåìî, ùî öå ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ, òîáòî ïîêàæåìî, ùî ÿêùî a ∼H a′,
b ∼H b

′, òî ab ∼H a
′b′ äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, a′, b′ ∈ G. Äiéñíî, îñêiëüêè a ∼H a

′, b ∼H b
′,

òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè h1, h2 ∈ H, ùî a = a′h1, b = b′h2. Ç íîðìàëüíîñòi ïiäãðóïè H
âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò h3 ∈ H, ùî h1b′ = b′h3. Çâiäñè ab = a′h1b

′h2 =
a′b′h3h2 = a′b′h4, äå h4 = h3h2 ∈ H. Îòæå, ab ∼H a

′b′ i íàøå ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ.

Íåõàé G =
∪
i∈I

Gi � ðîçáèòòÿ ãðóïè G íà ñóìiæíi êëàñè Gi, óçãîäæåíå ç ãðóïîâîþ îïåðà-

öi¹þ. Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè çàäàíå ðîçáèòòÿ (âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi) äåÿêî¨ ìíîæèíè,
òî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ñóìiæíi êëàñè, íàçèâàþòü ôàêòîðìíîæèíîþ (äèâ. îçíà÷å-
ííÿ 1.20). Íà ôàêòîðìíîæèíi {Gi | i ∈ I} îçíà÷èìî àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ: äîáóòêîì êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi Gi òà Gj íàçâåìî òàêèé êëàñ Gk (Gk = Gi · Gj), â ÿêîìó ëåæàòü äîáó-
òêè gigj äëÿ âñiõ gi ∈ Gi, gj ∈ Gj . Îñêiëüêè ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ, òî Gk íå
çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó åëåìåíòiâ gi òà gj , à çàëåæèòü ëèøå âiä âèáîðó êëàñiâ
Gi òà Gj , òîáòî òàê çàäàíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ íà ôàêòîðìíîæèíi {Gi | i ∈ I} îçíà÷åíà
êîðåêòíî. Êðiì öüîãî, îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 7.31 ðîçáèòòÿ ãðóïè G, óçãîäæåíå ç îïåðàöi-
¹þ, ¹ îáîâ'ÿçêîâî ðîçáèòòÿì çà äåÿêîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H, òî ñóìiæíi êëàñè Gi ¹
ñóìiæíèìè êëàñàìè ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H: Gi = giH = Hgi.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì G/H ôàêòîðìíîæèíó {Gi | i ∈ I} = { aH | a ∈ G}. Îçíà÷åííÿ
àëãåáðè÷íî¨ îïåðàöi¨ â G/H ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ó áiëüø çðó÷íîìó â âèãëÿäi.

Îçíà÷åííÿ 7.26. ßêùî aH, bH ∈ G/H , òî

aH bH = abH. (7.7)

Òâåðäæåííÿ 7.32. Ìíîæèíà G/H ¹ ãðóïîþ ñòîñîâíî àëãåáðè÷íî¨ îïåðàöi¨ (7.7) íàä ¨¨ åëå-

ìåíòàìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè â ìíîæèíi G/H ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóòêó ñóìiæíèõ êëàñiâ íåéòðàëü-
íèì åëåìåíòîì ¹ ñóìiæíèé êëàñ eH = H i (aH)−1 = a−1H äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G, òî äîâåäåìî
ëèøå àñîöiàòèâíiñòü çàäàíî¨ îïåðàöi¨. Äiéñíî,

aH (bH cH) = aH(bcH) = a(bc)H = (ab)cH = abH cH = (aH bH) cH

äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ G.
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Îçíà÷åííÿ 7.27. Ãðóïà G/H íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðãðóïîþ ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðó-
ïîþ H.

Ïðèêëàäè 7.20. 1. ßê íàì óæå âiäîìî ç ïðèêëàäó 7.19, An ▹ Sn. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôàêòîðãðó-
ïà Sn/An ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ An i Sn\An.

2. Îñêiëüêè IntG ▹ AutG äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G (äîâåäiòü öå ñàìîñòiéíî), òî AutG/IntG ¹ ôàêòîð-
ãðóïîþ. Öþ ôàêòîðãðóïó ïîçíà÷àþòü OutG := AutG/IntG i íàçèâàþòü ãðóïîþ çîâíiøíiõ àâòî-

ìîðôiçìiâ.

Òâåðäæåííÿ 7.33. ßêùî H▹G, òî âiäîáðàæåííÿ π : G→ G/H , ÿêå çàäàíå ïðàâèëîì π(a) =
aH äëÿ óñiõ a ∈ G, ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï G òà G/H .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, îñêiëüêè π(ab) = abH = aH bH = π(a)π(b) äëÿ óñiõ a, b ∈ G.

Îçíà÷åííÿ 7.28. ßêùî G � ãðóïà i H ▹G, òî ãîìîìîðôiçì π : G→ G/H , äå π(a) = aH äëÿ
óñiõ a ∈ G, íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì.

Ïðèêëàäè 7.21. 1. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : Sn → Sn/An , ÿêå äi¹ çà ïðàâèëîì

φ(σ) =

{
An, ÿêùî ïiäñòàíîâêà σ − ïàðíà,

Sn\An, â iíøîìó âèïàäêó.

Î÷åâèäíî, ùî òàê çàäàíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êàíîíi÷íèì ãîìîìîðôiçìîì ãðóï Sn i Sn/An .

2. Ïîáóäó¹ìî ùå îäíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè Sn/An . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ãðóïó C2, ÿêà, íàãàäà¹-
ìî, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ 1 i −1 çi çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì, C2 =

(
{−1, 1}, ·

)
. Âiäîáðà-

æåííÿ φ : Sn/An → C2, äëÿ ÿêîãî φ(An) = 1, φ(Sn\An) = −1 ¹, ÿê ëåãêî áà÷èòè, içîìîðôiçìîì
ãðóï Sn/An i C2.

3. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó Z àäèòèâíî¨ ãðóïè Q. Îñêiëüêè Q � àáåëåâà ãðóïà, òî Z ▹Q. Ôàêòîðãðóïà
Q/Z ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóìiæíèõ êëàñiâ m

n = m
n + Z, äå m

n ∈ Q. Ó êîæíîìó òàêîìó ñóìiæíîìó êëàñi
m
n ìiñòèòüñÿ ¹äèíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a

b ç âëàñòèâiñòþ 0 ≤ a
b < 1 (ab = m

n −
[
m
n

]
, äå

[
m
n

]
�

öiëà ÷àñòèíà m
n ). Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè ãðóïè Q/Z ïåðåáóâàþòü ó ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòi ç

ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè a
b , 0 ≤ a

b < 1. Äëÿ ïðèêëàäó, çíàéäåìî ñóìó åëåìåíòiâ 3
8 i 5

7 ãðóïè Q/Z:
3
4 + 5

7 = 41
28 = 13

28 .

7.8. Òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè

Íåõàé φ : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï. Íàì óæå âiäîìî (äèâ. òâåðäæåííÿ 7.21), ùî
ìíîæèíà φ(G1) ãîìîìîðôiçìó φ ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2. Öþ ïiäãðóïó íàçèâàþòü îáðàçîì
ãîìîìîðôiçìó φ i ïîçíà÷àþòü imφ. Ââåäåìî ùå îäíå âàæëèâå ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíå ç ãîìî-
ìîðôiçìàìè.

Îçíà÷åííÿ 7.29. ßäðîì ãîìîìîðôiçìó φ : G1 → G2 íàçèâàþòü ìíîæèíó kerφ := {g1 ∈
G1 | φ(g1) = e2}, äå e2 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G2.

ßê i îáðàç ãîìîìîðôiçìó, ÿäðî ãîìîìîðôiçìó φ : G1 → G2 ¹ ïiäãðóïîþ, àëå, íà âiäìiíó
âiä îáðàçó öüîãî ãîìîìîðôiçìó, ãðóïè G1. Áiëüøå öüîãî, ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.34. ßäðî ãîìîìîðôiçìó φ : G1 → G2 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b ∈ kerφ, òî φ(ab) = φ(a)φ(b) = e2e2 = e2 i φ(a−1) = φ(a)−1 = e−1
2 = e2,

äå e2 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G2. Îòæå, çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè, kerφ � ïiäãðóïà
ãðóïè G1.

Íåõàé òåïåð h ∈ kerφ, a ∈ G. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ãîìîìîðôiçìó φ(aha−1) = φ(a)φ(h)φ(a−1) =
φ(a)e2φ(a

−1) = e2. Òîìó aha−1 ∈ kerφ i, îòæå, kerφ ▹ G çà òâåðäæåííÿì 7.30.
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Òåîðåìà 7.35. ßêùî φ : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï, òî iñíó¹ içîìîðôiçì φ : G1/kerφ
∼→

imφ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî H = kerφ i íåõàé aH ∈ G1/H . Îçíà÷èìî ïðàâèëî φ(aH) = φ(a) i
ïåðåâiðèìî, ùî φ � ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì.

Ñïî÷àòêó ïåðåñâiä÷èìîñü, ùî ïðàâèëî φ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Äiéñíî, ÿêùî aH = bH,
òî ab−1 ∈ kerφ, à òîìó φ(ab−1) = φ(a)φ(b)−1 = e2, äå e2 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò G2, i
φ(a) = φ(b).

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ φ � ái¹êòèâíå. Éîãî ñþð'¹êòèâíiñòü î÷åâèäíà, à òîìó
ïåðåâiðèìî ëèøå éîãî ií'¹êòèâíiñòü. ßêùî φ(aH) = φ(bH), òî φ(a) = φ(b), à, îòæå, ab−1 ∈
kerφ i òîìó aH = bH çà êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ.

Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ φ çáåðiãà¹ îïåðàöiþ. Ìà¹ìî

φ(aH bH) = φ(abH) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = φ(aH)φ(bH).

Îòæå, φ � ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï G1/kerφ òà imφ.

Ïðèêëàäè 7.22. 1. ???

2. ???

7.9. Êiëüöÿ

ßê ìè óæå ðàíiøå ãîâîðèëè, íà ìíîæèíi ìîæå áóòè çàäàíî äåêiëüêà áiíàðíèõ àëãåáðè-
÷íèõ îïåðàöié, ïðè÷îìó îäíà i òà æ ìíîæèíà ñòîñîâíî ðiçíèõ îïåðàöié ìîæå óòâîðþâàòè ði-
çíi àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè. Íàïðèêëàä, (Z,+) � àääèòèâíà àáåëåâà ãðóïà, à (Z, · ) � ìóëüòè-
ïëiêàòèâíèé ìîíî¨ä. Ñïðîáó¹ìî îá'¹äíàòè òàêi ñòðóêòóðè â îäíó. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ
äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì, ÿêèé òiëüêè íà ïåðøèé ïîãëÿä âèãëÿäà¹ òðèâiàëüíèì (íàïðèêëàä,
ñïðîáóâàâøè îá'¹äíàòè àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè (Z,+) òà (Z, ◦), äå n◦m = n+m+nm, ìè óæå
íå ïîáà÷èìî íàñòiëüêè æ äîáðî¨ óçãîäæåíîñòi ìiæ àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè). Áåç çìåíøåí-
íÿ çàãàëüíîñòi, à ëèøå äëÿ ïîëåãøåííÿ âèêëàäó ìàòåðiàëó ââàæàòèìåìî, ùî àëãåáðè÷íèìè
îïåðàöiÿìè, ÿêi âèçíà÷åíî íà çàäàíié ìíîæèíi, ¹ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.30. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà R ç äâîìà àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ ãàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì (R,+, · ), ÿêùî öi îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü òàêèì óìîâàì:

[R1] (R,+) � àáåëåâà ãðóïà (ÿêó íàçèâàþòü àäèòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ);

[R2] ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíå, òîáòî (R, · ) � íàïiâãðóïà (ÿêó ùå íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêà-
òèâíîþ íàïiâãðóïîþ êiëüöÿ);

[R3] ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíå ùîäî äîäàâàííÿ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R

(a+ b)c = ac+ bc i c(a+ b) = ca+ cb.

Îçíà÷åííÿ 7.31. ßêùî â êiëüöi R îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, òî êiëüöí R íàçèâà-
þòü êîìóòàòèâíèì. Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä ãðóï, êîìóòàòèâíå êiëüöå íå ïðèéíÿòî
íàçèâàòè àáåëåâèì.

Îçíà÷åííÿ 7.32. ßêùî â êiëüöi R ñòîñîâíî ìíîæåííÿ iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò (òîáòî
(R, · ) � ìîíî¨ä), òî êàæóòü, ùî (R,+, · ) � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Îäèíè÷íèé åëåìåíò êiëüöÿ
ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè e àáî çâè÷àéíîþ îäèíèöåþ 1 i àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó ìóëüòèïëiêà-
òèâíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè, ìîæíà äîâåñòè, ùî ÿêùî â êiëüöi iñíó¹ îäèíèöÿ, òî âîíà ¹äèíà.

Ïðèêëàäè 7.23. 1. Ìíîæèíè Z, Q, R çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ¹ êiëüöÿìè
ç îäèíèöåþ. Ìíîæèíà 2Z � âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë � ¹ êiëüöåì áåç îäèíèöi.

2. Íåõàé R � áóäü-ÿêå êiëüöå. Ìíîæèíà Mn(R) ¹ êiëüöåì ñòîñîâíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåí-
íÿ ìàòðèöü. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì ìàòðè÷íèì êiëüöåì íàä R. Öå îäèí iç íàéâàæëèâiøèõ
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ïðèêëàäiâ êiëåöü. Êiëüöå ìàòðèöü Mn(R) ¹ íåêîìóòàòèâíèì, íàâiòü ÿêùî êiëüöå R êîìóòàòèâíå
(ïðè n > 1). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè êiëüöÿ Mn (Mm(R)), òîáòî êiëüöÿ ìàòðèöü
n-ãî ïîðÿäêó, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ìàòðèöi m-ãî ïîðÿäêó.

3. Ìíîæèíà äiéñíèõ ôóíêöié âiä äiéñíî¨ çìiííî¨, âèçíà÷åíèõ íà ïðîìiæêó (a, b), ¹ êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì ç îäèíèöåþ ñòîñîâíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ôóíêöié.

4. Íåõàé R � äîâiëüíå êiëüöå. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R [[x]] = { (a0, a1, . . . , an, . . . ) | ai ∈ R } âñiõ
íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ êiëüöÿ R. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: (a0, a1, . . . , an, . . . ) =
∞∑

n=0
anx

n. Îçíà÷èìî íà R [[x]] îïåðàöi¨

∞∑
n=0

anx
n +

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

(an + bn)x
n

( ∞∑
n=0

anx
n

)
·

( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

 ∞∑
i+j=n

aibj

xn.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî R [[x]] � êiëüöå ñòîñîâíî öèõ îïåðàöié. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ôîðìàëü-

íèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.

5. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, M = 2X � ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Âèçíà÷èìî
íà 2X îïåðàöi¨ △ òà ⋄: X △ Y = (X ∪ Y )\(X ∩ Y ), X ⋄ Y = X ∩ Y . Î÷åâèäíî, ùî M ¹ êiëüöåì
ñòîñîâíî öèõ îïåðàöié.

6. Íà äîâiëüíié àäèòèâíié àáåëåâié ãðóïi (G,+) ñïiââiäíîøåííÿ ab = 0 äëÿ âñiõ a, b ∈ G âñòàíîâëþ¹
ñòðóêòóðó êiëüöÿ ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì.

Çàóâàæåííÿ 7.5. Íåõàé R � êiëüöå ç îäèíèöåþ, i ïðèïóñòèìî, ùî îäèíèöÿ êiëüöÿ ñïiâ-
ïàäà¹ ç éîãî íóëåì: 1 = 0. Òîäi çà ïåðøîþ âëàñòèâiñòþ òâåðäæåííÿ 7.36 ìè îòðèìà¹ìî, ùî
a = a · 1 = a · 0 = 0 äëÿ óñiõ a ∈ R, òîáòî êiëüöå R ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî íóëÿ. Òàêèì
÷èíîì, â íåòðèâiàëüíîìó êiëüöi R îäèíèöÿ çàâæäè âiäìiííà âiä íóëÿ.

Â òåîði¨ êiëåöü òàêîæ ðîçãëÿäàþòü àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè, â ÿêèõ àêñiîìà [R2] àáî çîâ-
ñiì çàáèðà¹òüñÿ, àáî çàìiíþ¹òüñÿ ÿêîþñü iíøîþ � çàëåæíî âiä êîíêðåòíî¨ çàäà÷i. Ó òàêèõ
âèïàäêàõ ãîâîðÿòü ïðî íåàñîöiàòèâíi êiëüöÿ. Ìè æ ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå àñîöiàòèâíi êiëü-
öÿ, à òîìó ìîæåìî îïèðàòèñÿ íà òâåðäæåííÿ 1.14 i íå ïåðåéìàòèñü ðîçòàøóâàííÿì äóæîê
ó äîáóòêó a1a2 . . . ak äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ.

Ïðèêëàä 7.24. Ìíîæèíà âåêòîðiâ ïðîñòîðó ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i âåêòîðíîãî ìíîæåííÿ ¹
íåêîìóòàòèâíèì i íåàñîöiàòèâíèì êiëüöåì. Ïðîòå â íüîìó âèêîíóþòüñÿ òîòîæíîñòi, ÿêi â ïåâ-
íié ìiði çàìiíÿþòü êîìóòàòèâíiñòü i àñîöiàòèâíiñòü: a × b + b × a = 0 (àíòèêîìóòàòèâíiñòü),
(a× b)× c+ (b× c)× a+ (c× a)× b = 0 (òîòîæíiñòü ßêîái).

Âåëèêà êiëüêiñòü âëàñòèâîñòåé êiëåöü ìîæóòü áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíi ç âiäïîâiäíèõ
âëàñòèâîñòåé ãðóï i, âçàãàëi, ìíîæèí ç îäíi¹þ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ. Íàïðèêëàä, aman =
am+n, (am)n = amn äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ m,n i óñiõ a ∈ R. Íàâåäåìî äåÿêi iíøi âëàñòè-
âîñòi, ÿêi ¹ áiëüø ñïåöèôi÷íèìè äëÿ êiëåöü i ÿêi âèïëèâàþòü iç àêñiîì êiëüöÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.36. ßêùî a, b, c � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ (R,+, · ), òî
1) a · 0 = 0 · a = 0;

2) a(−b) = (−a)b = −ab;
3) (−a)(−b) = ab;

4) a(b− c) = ab− ac i (a− b)c = ac− bc.

Äîâåäåííÿ. 1) Ç ðiâíîñòåé 0 ·a = (0+0)a = 0 ·a+0 ·a i 0+0 ·a = 0 ·a çà çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ
âèïëèâà¹, ùî 0 · a = 0. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ, ùî é a · 0 = 0.

2) a(−b)+ab = a(−b+b) = a ·0 = 0 çà ùîéíî äîâåäåíèì. Îòæå, a(−b) = −ab. Àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî é (−a)b = −ab.
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3) (−a)(−b) + (−ab) = (−a)(−b) + (−a)b = (−a)(−b + b) = −a · 0 = 0. Ç iíøîãî áîêó,
ab+ (−ab) = 0. Çà çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (−a)(−b) = ab

4) a(b− c) + ac = a(b− c+ c) = ab i, àíàëîãi÷íî, (a− b)c+ bc = ac.

Çàóâàæèìî ùå, ùî àêñiîìà äèñòðèáóòèâíîñòi ìà¹ ñâî¨ì íàñëiäêîì çàãàëüíèé çàêîí äèñò-

ðèáóòèâíîñòi (a1 + · · · + an)(b1 + · · · + bm) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aibj , â ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ìið-

êóâàííÿì çà iíäóêöi¹þ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùåíàâåäåíi âëàñòèâîñòi, òàêîæ îòðèìà¹ìî, ùî
n(ab) = (na)b = a(nb) äëÿ âñiõ n ∈ Z i a, b ∈ R. Íàñàìêiíåöü, âiäçíà÷èìî áiíîìiàëüíó ôîðìó-

ëó Íüþòîíà (a+b)n =
n∑
i=0

(
n
i

)
aibn−i, ïðàâèëüíó äëÿ âñiõ a, b ∈ R, àëå òiëüêè â êîìóòàòèâíîìó

êiëüöi R (äîâåäåííÿ ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî).

7.10. Ïiäêiëüöÿ òà iäåàëè

Îçíà÷åííÿ 7.33. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R,
ÿêùî L ¹ êiëüöåì ñòîñîâíî òèõ æå îïåðàöié, ùî i â R. Ïîçíà÷àòèìåìî: L ≤ R àáî L < R.

Î÷åâèäíî, ùî â áóäü-ÿêîìó íåíóëüîâîìó êiëüöi R iñíó¹, â êðàéíüîìó âèïàäêó, äâà ïiä-
êiëüöÿ � íóëüîâå {0} i ñàìå êiëüöå R. Öi ïiäêiëüöÿ íàçèâàþòü íåâëàñíèìè, à âñi ðåøòà
ïiäêiëüöÿ êiëüöÿ R íàçèâàþòü âëàñíèìè.

Ïðèêëàäè 7.25. 1. Ó ëàíöþæêó 10Z ⊂ 2Z ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R êîæíå ïîïåðåäí¹ êiëüöå ¹ ïiäêiëüöåì
êîæíîãî íàñòóïíîãî êiëüöÿ (ñòîñîâíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ).

2. Êiëüöÿ Mn(Q) i Mn(Z) ¹ ïiäêiëüöÿìè íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Mn(R).
3. Êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà ïðîìiæêó (a, b), ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ âñiõ

äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà öüîìó æ ïðîìiæêó.

Òâåðäæåííÿ 7.37. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà Q ⊆ R ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Q

1) a− b ∈ Q,

2) ab ∈ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a − b ∈ Q i ab ∈ Q äëÿ
äîâiëüíèõ a, b ∈ Q. Çà òâåðäæåííÿì 7.6 ç ïåðøî¨ iç öèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî Q � ïiäãðóïà
ãðóïè (R,+) i, çîêðåìà, ìíîæèíà Q çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ. Äðóãà óìîâà
îçíà÷à¹ çàìêíåíiñòü Q ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, à òîìó ìíîæèíà Q � ïiäíàïiâãðóïà
íàïiâãðóïè (R, · ) (äèâ. îçíà÷åííÿ 7.4). Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî äèñòðèáóòèâíiñòü ìíî-
æåííÿ ñòîñîâíî äîäàâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ íà ìíîæèíi Q, îñêiëüêè âîíà âèêîíó¹òüñÿ íà âñüîìó
êiëüöi R. Îòæå, (Q,+, · ) � êiëüöå i òîìó Q ≤ R.

Ç òåîði¨ ïiäãðóï (òâåðäæåííÿ 7.5) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî Q � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R, òî íóëüîâi
åëåìåíòè 0Q i 0R öèõ êiëåöü çáiãàþòüñÿ. Ïèòàííÿ æ ïðî ñïiâïàäiííÿ îäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ
eQ ïiäêiëüöÿ Q i eR êiëüöÿ R âèðiøó¹òüñÿ íå òàê îäíîçíà÷íî: Q ìîæå íå ìàòè îäèíèöi, ìîæå
ìàòè îäèíèöþ eQ = eR i ìîæå ìàòè îäèíèöþ eQ ̸= eR .

Ïðèêëàä 7.26. Òðè âèùå çàçíà÷åíi ñèòóàöi¨ âèíèêàþòü, íàïðèêëàä, ó êiëüöi ìàòðèöü M2(R) i éîãî
ïiäêiëüöÿõ Q1, Q2, Q3, äå

Q1 =

{(
a b
0 0

)
| a, b ∈ R

}
, Q2 =

{(
a 0
0 b

)
| a, b ∈ R

}
, Q3 =

{(
a 0
0 0

)
| a ∈ R

}
.

Îçíà÷åííÿ 7.34. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì) iäåàëîì
â R, ÿêùî

1) a− b ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ I;

2) ar ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ I, r ∈ R (àáî ra ∈ I ó âèïàäêó ëiâèõ iäåàëiâ).
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Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ïðàâi i ëiâi iäåàëè, î÷åâèäíî, çáiãàþòüñÿ, òîìó â öüîìó
âèïàäêó âæèâàþòü òåðìií iäåàë êiëüöÿ.

Ïðèêëàäè 7.27. 1. Ìíîæèíà nZ ¹ iäåàëîì â êiëüöi Z, áî ðiçíèöÿ äâîõ öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ n, ¹
öiëèì ÷èñëîì, êðàòíèì n, i äîáóòîê öiëîãî ÷èñëà, êðàòíîãî n, íà äîâiëüíå öiëå ÷èñëî ¹ öiëèì
÷èñëîì, êðàòíèì n.

2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i a ∈ R. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó (a) = { ar | r ∈ R}. Î÷åâèäíî,
ùî (a) ¹ iäåàëîì (öå óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó 1). Öåé iäåàë (a) íàçèâàþòü ãîëîâíèì
iäåàëîì, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a, i çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü aR.

Òâåðäæåííÿ 7.38. Êîæíèé iäåàë I â êiëüöi R ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b ∈ I, òî 0 = b−b ∈ I, −b = 0−b ∈ I i a+b = a−(−b) ∈ I. Öå îçíà÷à¹,
ùî ìíîæèíà I ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè R ñòîñîâíî äîäàâàííÿ. Êðiì öüîãî, ç îçíà÷åííÿ iäåàëó
âèïëèâà¹, ùî I çàìêíåíà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ. Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî äëÿ I ïðàâèëüíi
âñi àêñiîìè ç îçíà÷åííÿ êiëüöÿ (öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âîíè ïðàâèëüíi âñüîãî êiëüöÿ R).

Çàóâàæåííÿ 7.6. Íåâiðíî, ùî ïiäêiëüöå çîáîâ'ÿçàíå áóòè iäåàëîì. Íàïðèêëàä, ïiäêiëüöå
Z êiëüöÿ Q íå ¹ iäåàëîì â Q.

7.11. Ñóìiæíi êëàñè çà iäåàëîì. Ôàêòîðêiëüöÿ

Äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå êîìóòàòèâíi êiëüöÿ.
Íåõàé I � iäåàë â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi R. Òîäi, î÷åâèäíî, I � ïiäãðóïà àäèòèâíî¨ ãðóïè

R. Òîìó àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó ãðóï (äèâ. � 7.6 òà � 7.7), ìîæíà îçíà÷èòè âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi: a ∼I b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a− b ∈ I (â äàíîìó âèïàäêó ñèòóàöiÿ íàâiòü
áiëüø ïðîñòiøà, îñêiëüêè àäèòèâíà ãðóïà R ¹ êîìóòàòèâíîþ). Îòæå, àíàëîãi÷íî, ÿê ó � 7.6,
ìè îäåðæèìî ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R íà ñóìiæíi êëàñè a + I çà iäåàëîì I. Ìè ïèøåìî a ∼ a′,
ÿêùî åëåìåíòè a i a′ íàëåæàòü äî îäíîãî i òîãî æ ñóìiæíîãî êëàñó, òîáòî a− a′ ∈ I.

Îçíà÷åííÿ 7.35. Ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R (âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà R) íàçèâà¹òüñÿ óçãî-
äæåíèì ç îïåðàöiÿìè, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, a′, b′ ∈ R ç óìîâè a ∼ a′ i b ∼ b′

âèïëèâà¹ a+ b ∼ a′ + b′ i ab ∼ a′b′.

Òåîðåìà 7.39 (ïðî ðîçáèòòÿ êiëüöÿ). Ðîçáèòòÿ êiëüöÿ óçãîäæåíå ç êiëüöåâèìè îïåðà-

öiÿìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ðîçáèòòÿì íà ñóìiæíi êëàñè çà äåÿêèì iäåàëîì öüîãî

êiëüöÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R óçãîäæåíå ç îïåðàöiÿìè, òî ç òåîðåìè 7.31 (ïðî ðîçáèò-
òÿ ãðóïè) âèïëèâà¹, ùî âîíî ¹ ðîçáèòòÿì çà äåÿêîþ ïiäãðóïîþ I àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ R.
Ïîêàæåìî, ùî öÿ ïiäãðóïà I ¹ iäåàëîì. ßêùî a, b ∈ I, òî −b ∈ I i a − b = a + (−b) ∈ I çà
êðèòåði¹ì ïiäãðóïè. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêèõ r ∈ R i a ∈ I ìà¹ìî a ∼ 0, r ∼ r, òîìó, îñiëüêè
ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ, a · r ∼ 0 · r = 0, òîáòî ar ∈ I. Îòæå, I ¹ iäåàëîì
êiëüöÿ R.

Íàâïàêè, ÿêùî I � iäåàë êiëüöÿ R, òî ðîçáèòòÿ ãðóïè R íà ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïîþ
I óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ çà òåîðåìîþ 7.31. Ïîêàæåìî, ùî öå ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå
é ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ. Íåõàé a ∼ a′, b ∼ b′. Òîäi ab − a′b′ = ab − a′b + a′b − a′b′ =
(a− a′)b+ a′(b− b′) ∈ I, áî a− a′, b− b′ ∈ I. Öå îçíà÷à¹, ùî ab ∼ a′b′, òîáòî çàäàíå ðîçáèòòÿ
óçãîäæåíå i ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.36. Íåõàé R/I = { a + I | a ∈ R} � ìíîæèíà âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ êiëüöÿ
R çà iäåàëîì I. Ïîçíà÷èìî (äëÿ ñêîðî÷åííÿ) ñóìiæíèé êëàñ a + I ÷åðåç a. Îçíà÷èìî íà
ìíîæèíi R/I îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ:

a+ b = a+ b, a · b = ab. (7.8)
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Çàóâàæåííÿ 7.7. Ç òåîðåìè 7.39 âèïëèâà¹, ùî öi îçíà÷åííÿ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåí-
íÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ êîðåêòíèìè: ñóìà i äîáóòîê ñóìiæíèõ êëàñiâ îçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ïðåäñòàâíèêiâ ó öèõ êëàñàõ, à òåîðåìà 7.39 ãàðàíòó¹, ùî öi îïåðàöi¨ çàëåæàòü ëèøå âiä
ñóìiæíèõ êëàñiâ, à íå âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ.

Òâåðäæåííÿ 7.40. Ìíîæèíà R/I ¹ êiëüöåì ñòîñîâíî îïåðàöié (7.8) äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
ñóìiæíèõ êëàñiâ êiëüöÿ R çà iäåàëîì I.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 7.32 ìíîæèíà R/I ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñòîñîâíî äîäàâàííÿ, à
àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ òà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ùîäî äîäàâàííÿ â R/I âèïëèâàþòü
ç àñîöiàòèâíîñòi ìíîæåííÿ òà äèñòðèáóòèâíîñòi â R. Äiéñíî, äîâåäåìî, íàïðèêëàä, äèñòðè-
áóòèâíiòü:

(a+ b)c = (a+ b)c = (a+ b)c = ac+ bc = ac+ bc = a · c+ b · c.
Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ÿêùî R � êiëüöå ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1, òî é R/I ¹ êiëüöåì ç
îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 = 1 + I.

Îçíà÷åííÿ 7.37. Êiëüöå R/I , åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ñóìiæíi êëàñè êiëüöÿ R çà iäåàëîì I,
íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðêiëüöåì êiëüöÿ R çà iäåàëîì I.

Ïðèêëàäè 7.28. 1. ???

2. ???

7.12. Êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ Z/nZ

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ôàêòîðêiëüöÿ ¹ òàê çâàíå êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ Z/nZ � ôàê-
òîðêiëüöå êiëüöÿ Z çà iäåàëîì nZ, äå n > 1. Ïîêè ùî îáìåæèìîñÿ ëèøå íàéåëåìåíòàð-
íiøèìè âëàñòèâîñòÿìè öüîãî ôàêòîðêiëüöÿ i ðîçãëÿíåìî éîãî ëèøå äëÿ òîãî, ùîá ìàòè
êîíêðåòíèé ïðèêëàä ôàêòîðêiëüöÿ. Ïiçíiøå ìè áóäåìî âèâ÷àòè ôàêòîðêiëüöÿ Z/nZ áiëüø
äåòàëüíî, îñêiëüêè âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ ÷èñåë.

Îòîæ, íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n > 1. ßê íàì óæå âiäîìî ç ïðèêëàäó 7.27,
ìíîæèíà nZ ¹ iäåàëîì êiëüöÿ Z, à òîìó ìè ìîæåìî óòâîðèòè ôàêòîðêiëüöå Z/nZ, åëåìåíòàìè
ÿêîãî áóäóòü ñóìiæíi êëàñè a = a+nZ, äå a ∈ Z. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0, 1, 2, . . . , n− 1 ñóìiæíi
êëàñè ç ïðåäñòàâíèêàìè 0, 1, 2, . . . , n − 1. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öi ñóìiæíi êëàñè âè÷åðïóþòü
âñi åëåìåíòè êiëüöÿ Z/nZ. Äiéñíî, ç îçíà÷åííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ a, b ∈ Z/nZ
ðiâíiñòü a = b âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a − b ∈ nZ, òîáòî äî îäíîãî é òîãî æ
ñóìiæíîãî êëàñó íàëåæàòü òi öiëi ÷èñëà, ÿêi ïðè äiëåííÿ íà n äàþòü îäíàêîâó îñòà÷ó. Îòæå,
ñóìiæíi êëàñè 0, 1, 2, . . . , n− 1 ïîïàðíî ðiçíi. Äàëi, ÿêùî a � äîâiëüíèé ñóìiæíèé êëàñ
ôàêòîðêiëüöÿ Z/nZ, òî, ðîçäiëèâøè a ç îñòà÷åþ íà n, îäåðæèìî a = nq+r (òóò q =

[
a
n

]
� öiëà

÷àñòèíà äðîáó a
n , r = a− nd, 0 ≤ r < n) i a = nd+ r = nd+ r = 0+ r = r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Ðîçãëÿíåìî òàáëè÷êè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äëÿ äåÿêèõ êiëåöü êëàñiâ ëèøêiâ.

Z/2Z :

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1

Z/2Z :

+ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Z/4Z :

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1
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Z/5Z :

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Z/6Z :

+0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

· 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Çàóâàæèìî, ùî, íàïðèêëàä, â êiëüöi Z/5Z êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ìà¹ îáåðíåíèé
ñòîñîâíî ìíîæåííÿ (1 · 1 = 1, 2 · 3 = 1, 4 · 4 = 1), à ó êiëüöi Z/6Z åëåìåíòè 2, 3 i 4 íå
¹ îáîðîòíèìè. Êðiì òîãî, íàïðèêëàä, â Z/6Z äîáóòîê íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ìîæå äàâàòè
íóëüîâèé åëåìåíò (2 · 3 = 0); êâàäðàò íåíóëüîâîãî åëåìåíòà, ÿêèé íå äîðiâíþ¹ 1, ìîæå
äàâàòè öåé ñàìèé åëåìåíò: 3

2
= 3. Â êiëüöÿõ êëàñiâ ëèøêiâ ¹ é iíøi íåçâè÷íi âëàñòèâîñòi

ìíîæåííÿ. Òîé ôàêò, ùî â Z/2Z, Z/3Z, Z/5Z êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ¹ îáîðîòíèì ñòîñîâíî
ìíîæåííÿ, äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.41. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, a ∈ Z/pZ i a ̸= 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

b ∈ Z/pZ, ùî a · b = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãîëîâíèé iäåàë (a) = a Z/pZ, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì a (äèâ. ïðè-
êëàä 7.27). Îñêiëüêè a ∈ (a), òî öåé iäåàë íåíóëüîâèé i çà òâåðäæåííÿì 7.38 ¹ ïiäêiëüöåì
êiëüöÿ Z/pZ, à òîìê ¹ ïiäãðóïîþ àäèòèâíî¨ ãðóïè Z/pZ. Çà íàñëiäêîì 7.29 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà
(a) = Z/pZ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ b ∈ Z/pZ, äëÿ ÿêîãî a · b = 1.

7.13. Ïîëÿ

Îçíà÷åííÿ 7.38. Êîìóòàòèâíå êiëüöå F ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 ̸= 0 íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ç F iñíó¹ îáåðíåíèé ñòîñîâíî ìíîæåííÿ.

Ïðèêëàäè 7.29. 1. Ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïîëÿìè ñòîñîâíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

2. Ìíîæèíà (Z,+, · ) íå óòâîðþþòü ïîëå, îñêiëüêè ñåðåä öiëèõ ÷èñåë îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè ¹ ëèøå
1 òà −1.

3. Q(
√
2) � ïîëå ???????????????

Ùå îäèí ïðèêëàä ïîëÿ (ïðè÷îìó ñêií÷åííîãî) íàâåäåìî ó âèãëÿäi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.42. Z/nZ ¹ ïîëåì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n � ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. ßêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî çà òâåðäæåííÿ 7.41 ôàêòîðêiëüöå Z/nZ ¹ ïîëåì.
ßêùî n íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì, òî n = n1 ·n2, äå 1 < n1, n2 < n. Òîäi n = n1 ·n1 = 0, ïðè÷îìó
n1 ̸= 0, n2 ̸= 0. ßêáè, íàïðèêëàä, äëÿ åëåìåíòà n1 iñíóâàâ îáåðíåíèé n

−1
1 , òî âèêîíóâàëàñü

á ðiâíiñòü n−1
1 · n1 · n2 = n−1

1 · 0 = 0. Çâiäñè 1 · n2 = n2 = 0. Ñóïåðå÷íiñòü.

Òâåðäæåííÿ 7.43. Â ïîëi iñíóþòü ëèøå òðèâiàëüíi iäåàëè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � ïîëå, I � iäåàë ïîëÿ F . ßêùî a ∈ I i a = 0, òî I � íóëüîâèé iäåàë.
ßêùî æ a ̸= 0 i a ∈ I, òî é 1 ∈ I, îñêiëüêè a−1a ∈ I çà äðóãîþ àêñiîìîþ iç îçíà÷åííÿì
iäåàëó. Çà öi¹þ æ àêñiîìîþ 1 · r = r ∈ I äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ F , à òîìó â iäåàëi ìiñòÿòüñÿ óñi
åëåìåíòè ïîëÿ F , ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Îçíà÷åííÿ 7.39. Íåõàé R1 i R2 � êiëüöÿ. Âiäîáðàæåííÿ φ : R1 → R2 íàçèâà¹òüñÿ ãîìî-
ìîðôiçìîì êiëåöü, ÿêùî

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) i iφ(ab) = φ(a)φ(b)

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R1.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî f(01) = 02, äå 01 i 02 � íóëüîâi åëåìåíòè êiëåöü R1 i R2

âiäïîâiäíî (äèâ. òâåðäæåííÿ 7.21).

Îçíà÷åííÿ 7.40. Ãîìîìîðôiçìîì ïîëiâ F1 i F2 íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿ φ : F1 → F2, äëÿ
ÿêîãî

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b) i φ(11) = 12,

äå 11 òà 12 � îäèíè÷íi åëåìåíòè â F1 òà F2 âiäïîâiäíî, a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ F1.

Ïðèêëàäè 7.30. 1. Âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë â ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë φ : Z → Q òàêå,
ùî φ(z) = z äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Z, ¹, î÷åâèäíî, ãîìîìîðôiçìîì.

2. Íåõàé R � êiëüöå, I � iäåàë â R. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ π : R → R/I êiëüöÿ R ó ôàêòîð-
êiëüöå R/I , äëÿ ÿêîãî π(a) = a. Òîäi π(a + b) = a+ b = a + b = π(a) + π(b) i π(ab) = ab = a · b =
π(a)π(b). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ π ¹ ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü R i R/I . Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâàþòü
êàíîíi÷íèì ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 7.41. Içîìîðôiçìîì êiëåöü (ïîëiâ) íàçèâàþòü ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì öèõ êi-
ëåöü (ïîëiâ).

Ïðèêëàäè 7.31. 1. Îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ (ïîëÿ) â ñåáå ¹, î÷åâèäíî, içîìîð-
ôiçìîì.

2. Âiäîáðàæåííÿ φ : Q(
√
2) → Q(

√
2), äëÿ ÿêîãî φ(a+ b

√
2) = a− b

√
2, ¹ içîìîðôiçìîì ïîëÿ Q(

√
2)

â ñåáå. Ñïðàâäi, ái¹êòèâíiñòü òóò î÷åâèäíà. Êðiì öüîãî, φ
(
(a + b

√
2) (c + d

√
2)
)
= φ(ac + 2bd +

(ad + bc)
√
2) = ac + 2bd − (ad + bc)

√
2 = (a − b

√
2)(c − d

√
2) = φ(a + b

√
2)φ(c + d

√
2). Ùå ëåãøå

ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî φ
(
(a+ b

√
2) + (c+ d

√
2)
)
= φ(a+ b

√
2) + φ(c+ d

√
2).

Iäåàëè êiëåöü òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ãîìîìîðôiçìàìè.

Îçíà÷åííÿ 7.42. Íåõàé φ : R1 → R2 � ãîìîìîðôiçì êiëåöü. Ïiäìíîæèíà kerφ = { a ∈
R1 | φ(a) = 0} êiëüöÿ R1 íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó φ.

Òâåðäæåííÿ 7.44. ßäðî ãîìîìîðôiçìó êiëåöü φ : R1 → R2 ¹ iäåàëîì êiëüöÿ R1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b ∈ kerφ, òî φ(a − b) = φ(a) − φ(b) = 0 − 0 = 0, òîìó a − b ∈ kerφ.
ßêùî, êðiì öüîãî, c ∈ R1, òî φ(ca) = φ(c)φ(a) = φ(c) · 0 = 0, à òîìó ca ∈ kerφ.

Òâåðäæåííÿ 7.45. ßêùî I � iäåàë êiëüöÿ R, òî I ¹ ÿäðîì êàíîíi÷íîãî ãîìîìîðôiçìó

π : R→ R/I , äå π(a) = a äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, kerπ = { a ∈ R | a = 0 } = { a ∈ R | a ∈ I } = I, ùî é òðåáà áóëî
ïîêàçàòè.

Òâåðäæåííÿ 7.46. Ãîìîìîðôiçì ïîëiâ çàâæäè ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿ 7.44 ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ïîëiâ φ : F1 → F2 ¹ iäåàëîì â ïîëi F1.
Àëå çà òâåðäæåííÿ 7.43 â ïîëi F1 ¹ ëèøå äâà iäåàëè (0) i F1. Îñêiëüêè φ(1F1

) = 1F2
, òî

1F1
/∈ kerφ i òîìó kerφ ̸= F1. Îòæå, ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ïîëiâ ìiñòèòü ëèøå 0. Òåïåð,

ÿêùî φ(a1) = φ(a2) äëÿ a1, a2 ∈ F1, òî, îñêiëüêè φ � ãîìîìîðôiçì, φ(a1 − a2) = 0. Òîìó
a1 − a2 ∈ kerφ = (0), çâiäêè a1 = a2. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ φ � ií'¹êòèâíå.
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