
Ðîçäië 5.
Ðàíã ìàòðèöi òà éîãî çàñòîñóâàííÿ

5.1. Ðàíã ìàòðèöi. Òåîðåìà ïðî ðàíã ìàòðèöi

Íåõàé A � äîâiëüíà (m× n)-ìàòðèöÿ

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ∈Mm×n(R).

Î÷åâèäíî, ùî ñòîâï÷èêè ìàòðèöi A ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê m-âèìiðíi âåêòîðè âèãëÿäó

a⃗j = (a1j , a2j , . . . , amj),

äå j = 1, 2, . . . , n. Òîìó íàä ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöi ñïðàâäæó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíî-
ñòi òà íåçàëåæíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.1. ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâï÷èêiâ, à êîæíi (r +
1) ñòîâï÷èêè öi¹¨ ìàòðèöi ëiíiéíî çàëåæíi, òî ÷èñëî r íàçèâàþòü ðàíãîì ìàòðèöi A çà
ñòîâï÷èêàìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðÿäêè ìàòðèöi A ÿê n-âèìiðíi âåêòîðè âèãëÿäó

a⃗
′
i = (ai1, . . . , ain),

äå i = 1, 2, . . . ,m, i ââåñòè äî ðîçãëÿäó ïîíÿòòÿ ðàíãó ìàòðèöi çà ðÿäêàìè. Ïðîòå ïîòðåáà
â îêðåìîìó ðîçãëÿäi ðàíãó ìàòðèöi çà ñòîâï÷èêàìè i ðàíãó ìàòðèöi çà ðÿäêàìè âiäïàäà¹,
îñêiëüêè öi ïîíÿòòÿ ñïiâïàäàþòü. Äîâåäåííÿ öüîãî äîâîëi íåñïîäiâàíîãî ôàêòó áóäå îòðè-
ìàíî ïiñëÿ òîãî, ÿê ìè ðîçãëÿíåìî ùå îäíó ôîðìó âèçíà÷åííÿ ðàíãó ìàòðèöi, ÿêà, äî ðå÷i,
äà¹ ñïîñiá éîãî ïðàêòè÷íîãî îá÷èñëåííÿ.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìiíîðè k-ãî ïîðÿäêó (k 6 min(m,n)), òîáòî âèçíà÷íèê ìàòðèöi,
ÿêà óòâîðåíà iç åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, ùî ñòîÿòü íà ïåðåòèíi äîâiëüíî âèáðàíèõ k ðÿäêiâ i k
ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A. Íàñ öiêàâèòèìóòü òi ìiíîðè, à òî÷íiøå, ïîðÿäêè òèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi
A, ÿêi âiäìiííi âiä íóëÿ, à ñàìå íàéâèùèé ñåðåä öèõ ïîðÿäêiâ. Ïðè éîãî âiäøóêàííi êîðèñíî
âðàõîâóâàòè òàêå çàóâàæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.1. ßêùî âñi ìiíîðè ïîðÿäêó k äàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ, òî i âñi
ìiíîðè áiëüøîãî ïîðÿäêó òàêîæ äîðiâíþþòü íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ iç òåîðåìè ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà
åëåìåíòàìè ðÿäêà. Äiéñíî, ÿêùî âñi ìiíîðè ïîðÿäêó k äàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ, òî
ðîçêëàâøè â äàíié ìàòðèöi áóäü-ÿêèé ìiíîð ïîðÿäêó k+1 çà åëåìåíòàìè éîãî, íàïðèêëàä,
ðÿäêà, îòðèìà¹ìî, ùî â éîãî êîæíîìó äîäàíêó ÿê ñïiâìíîæíèê ìiñòèòèìåòüñÿ ìiíîð ïîðÿä-
êó k. Òîìó ìiíîð ïîðÿäêó k+1 äîðiâíþ¹ íóëþ. Çâiäñè, çàñòîñóâàâøè iíäóêöiþ çà ïîðÿäêîì
ìiíîðiâ, îòðèìà¹ìî, ùî é áóäü-ÿêèé ìiíîð ïîðÿäêó, áiëüøîãî íiæ k, äàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹
íóëþ.
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Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó ïðî ðàíã ìàòðèöi.

Òåîðåìà 5.2 (ïðî ðàíã ìàòðèöi). Íàéâèùèé (ìàêñèìàëüíèé) ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íóëÿ
ìiíîðiâ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãîâi äàíî¨ ìàòðèöi çà ñòîâï÷èêàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íàéâèùèé ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ r.
Ïðèïóñòèìî, � áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi, � ùî ìiíîð M r-ãî ïîðÿäêó, ùî ñòî¨òü ó ëiâîìó
âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi

A =



a11 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr ar,r+1 . . . arn
ar+1,1 . . . ar+1,r ar+1,r+1 . . . ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amr am,r+1 . . . amn

 ,

âiäìiííèé âiä íóëÿ,

M =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1r
. . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Òîäi ïåðøi r ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ëiíiéíî íåçàëåæíi: ÿêáè âîíè áóëè ëiíiéíî çàëåæíèìè,
òî òàêèìè áóëè á i ñòîâï÷èêè ìiíîðà M , i òîäi âií äîðiâíþâàâ áè íóëþ (îñêiëüêè îäèí ç
éîãî ñòîâï÷èêiâ áóâ áè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ), à öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî êîæíèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi A, ïî÷èíàþ÷è ç r + 1-ãî i äî n-ãî, ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ r ñòîâï÷èêiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Äëÿ öüîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è j-èé
ñòîâï÷èê (r + 1 6 j ≤ n) òà i-èé ðÿäîê (1 ≤ i ≤ m), ïîáóäó¹ìî äîïîìiæíèé ìiíîð (r + 1)-ãî
ïîðÿäêó

Mi =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1r a1j
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr arj
ai1 . . . air aij

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ÿêèé, ÿê áà÷èìî, îòðèìó¹òüñÿ, òàê çâàíèì, "îáëÿìóâàííÿì"ìiíîðàM âiäïîâiäíèìè åëåìåí-
òàìè j-ãî ñòîâï÷èêà òà i-ãî ðÿäêà. Ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi êîåôiöi¹íòà i ìiíîð

Mi = 0.

Äiéñíî, ÿêùî i > r, òî Mi áóäå ìiíîðîì (r+1)-ãî ïîðÿäêó íàøî¨ ìàòðèöi A i òîìó äîðiâíþ¹
íóëþ, îñêiëüêè âñi ìiíîðè áiëüøîãî âiä r ïîðÿäêó äîðiâíþþòü íóëþ çà ïðèïóùåííÿì. ßêùî
æ i 6 r, òî Mi óæå íå áóäå ìiíîðîì ìàòðèöi A, îñêiëüêè íå ìîæå áóòè îòðèìàíèé âèêðå-
ñëþâàííÿì iç öi¹¨ ìàòðèöi äåÿêèõ ¨¨ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ; ïðîòå âèçíà÷íèê Mi ìiñòèòèìå äâà
îäíàêîâi ðÿäêè i, ÿê íàñëiäîê, çíîâó äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ðîçêëàäåìî ìiíîð Mi çà îñòàííiì ðÿäêîì:

ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ airAir + aijAij = 0.

Î÷åâèäíî, ùî Aij =M , à òîìó îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ airAir + aijM = 0,

çâiäêè, îñêiëüêè M ̸= 0, îòðèìó¹ìî

aij = −Ai1

M
ai1 −

Ai2

M
ai2 − · · · − Air

M
air. (5.1)



5.1. Ðàíã ìàòðèöi. Òåîðåìà ïðî ðàíã ìàòðèöi 79

Àëãåáðè÷íèìè äîïîâíåííÿìè äëÿ åëåìåíòiâ aik â Mi ïðè 1 6 k 6 r áóäóòü ÷èñëà

Aik =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1,k−1 a1,k+1 . . . a1r a1j
a21 . . . a2,k−1 a2,k+1 . . . a2r a2j
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . ar,k−1 ar,k+1 . . . arr arj

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ÿêi, ÿê áà÷èìî, íå çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòà i. Òîìó ìè îòðèìó¹ìî, ùî ðiâíiñòü (5.1) áóäå
ïðàâèëüíîþ äëÿ âñiõ i, i = 1, 2, . . . ,m, i ùî óâåñü j-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi A áóäå ñóìîþ ¨¨
ïåðøèõ r ñòîâï÷èêiâ, âçÿòèõ, âiäïîâiäíî, iç êîåôiöi¹íòàìè −Ai1

M , −Ai2
M , . . . , −Air

M , òîáòîa1j
...

amj

 = −Ai1

M

a11
...

am1

− Ai2

M

a12
...

am2

− · · · − Air

M

a1r
...

amr

 ,

äëÿ âñiõ j = r + 1, . . . , n.
Îòæå, ó ñèñòåìi ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ìè çíàéøëè ìàêñèìàëüíó ëiíiéíî íåçàëåæíó ïiä-

ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç r ñòîâï÷èêiâ. Öèì äîâåäåíî, ùî ðàíã ìàòðèöi A çà ñòîâï÷èêàìè
äîðiâíþ¹ r, òîáòî äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ðàíã.

ßê íàñëiäîê òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, óæå ñêàçàíå íàìè ðàíiøå.

Òåîðåìà 5.3. Ðàíãè ìàòðèöi A çà ðÿäêàìè i çà ñòîâï÷èêàìè ¹ îäíàêîâèìè i äîðiâíþþòü
ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî òðàíñïîíóâàòè ìàòðèöþ, òîáòî çðîáèòè ðÿäêè ñòîâï-
÷èêàìè, çáåðiãøè íóìåðàöiþ (ïðè òðàíñïîíóâàííi ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íó-
ëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ, îñêiëüêè òðàíñïîíóâàííÿ íå çìiíþ¹ âèçíà÷íèêà).

Óñi âèùå íàâåäåíi äîñëiäæåííÿ äàþòü íàì çìîãó ñôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ ðàíãó ìàòðèöi
çàãàëîì.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ àáî ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ñòîâï÷èêiâ, àáî ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A, àáî íàé-
áiëüøèé iç ïîðÿäêiâ ¨¨ ìiíîðiâ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

Ðàíã ìàòðèöi A ïîçíà÷àòèìåìî rkA.

Áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ ðàíãó ìàòðèöi âèïëèâà¹.

Òâåðäæåííÿ 5.4. 1. ßêùî A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó (m× n), òî

0 6 rkA 6 min(m,n),

äå min(m,n) � ìåíøå ç ÷èñåë m i n.
2. rkA = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âñi åëåìåíòè ìàòðèöi A ðiâíi íóëþ.
3. Äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A n-ãî ïîðÿäêó rkA = n òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöÿ

A íåâèðîäæåíà.

Ïðèêëàä. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi 1 0 2 0
3 0 6 0
5 0 10 0

 .

Ñåðåä ìiíîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó (åëåìåíòiâ ìàòðèöi A) ¹ âiäìiííi âiä íóëÿ, à òîìó rkA > 0. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî âñi ìiíîðè äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå, rkA = 1.

Î÷åâèäíi òàêi âëàñòèâîñòi ðàíãó ìàòðèöi.
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Òâåðäæåííÿ 5.5. 1. Ðàíã ìàòðèöi, îòðèìàíî¨ iç äàíî¨ âèêðåñëþâàííÿì ÿêîãî-íåáóäü ðÿä-
êà àáî ñòîâï÷èêà, äîðiâíþ¹ ðàíãó äàíî¨ ìàòðèöi àáî ìåíøèé âiä íüîãî íà îäèíèöþ.

2. Ðàíã ìàòðèöi, îòðèìàíî¨ iç äàíî¨ ïðèïèñóâàííÿì äî íå¨ ðÿäêà (ñòîâï÷èêà), åëåìåí-
òàìè ÿêîãî ¹ äîâiëüíi ÷èñëà, äîðiâíþ¹ ðàíãó âèõiäíî¨ ìàòðèöi àáî áiëüøèé âiä íüîãî íà
îäèíèöþ.

3. ßêùî âèêðåñëèòè iç ìàòðèöi àáî ïðèïèñàòè äî íå¨ íóëüîâèé ðÿäîê ÷è ñòîâï÷èê,
òîáòî ðÿäîê (ñòîâï÷èê), âñi åëåìåíòè ÿêîãî ¹ íóëÿìè, òî ðàíã ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ.

4. Ðàíã ìàòðèöi, îòðèìàíî¨ iç äàíî¨ òðàíñïîíóâàííÿì, äîðiâíþ¹ ðàíãó äàíî¨ ìàòðèöi,
òîáòî

rkA = rkA⊤.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi âëàñòèâîñòi î÷åâèäíi. Òðåòÿ òà ÷åòâåðòà òàêîæ, ÿêùî çãàäàòè ïðè
äîâåäåííi òðåòüî¨ âëàñòèâîñòi, ùî âèçíà÷íèê iç íóëüîâèì ðÿäêîì (àáî ñòîâï÷èêîì) äîðiâ-
íþ¹ íóëþ, à ïðè äîâåäåííi ÷åòâåðòî¨ � ùî ïðè òðàíñïîíóâàííi ìàòðèöi ¨¨ âèçíà÷íèê íå
çìiíþ¹òüñÿ.

Íàâåäåìî ùå îäèí âàæëèâèé íàñëiäîê iç òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi.

Òåîðåìà 5.6. Âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ðÿäêè (ñòîâï÷èêè)
ëiíiéíî çàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü ¹ îäíi¹þ ç âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà (íàñëiäîê 2.16).
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó i detA = 0. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ öi¹¨ ìàòðèöi ìåíøèé n, òîáòî
rankA < n, à òîìó, çà äîâåäåíèì âèùå, ðÿäêè (ñòîâï÷èêè) ëiíiéíî çàëåæíi.

5.2. Ìåòîä îáëÿìîâóþ÷èõ ìiíîðiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàò-
ðèöi

ßê óæå áóëî ñêàçàíî, òåîðåìà ïðî ðàíã äà¹ ìåòîä äëÿ ïðàêòè÷íîãî îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàò-
ðèöi, à, îòæå, é äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ó ñèñòåìi âåêòîðiâ;
óòâîðèâøè ìàòðèöþ, ñòîâï÷èêàìè ÿêî¨ áóäóòü êîîðäèíàòè äàíèõ âåêòîðiâ, i îá÷èñëþþ÷è
ðàíã äàíî¨ ìàòðèöi, ìè çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ äàíî¨
ñèñòåìè.

Äàíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ðàíãó ìàòðèöi âèìàãà¹ îá÷èñëåííÿ õî÷à i ñêií÷åííî¨, àëå,
ìîæëèâî, äîâîëi âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìiíîðiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Ïðîòå ¹ äåÿêi ñïðîùåííÿ. ßêùî
ãëÿíóòè íà äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi, òî ïîáà÷èìî, ùî ïðè ¨¨ äîâåäåííi ìè
íå âèêîðèñòîâóâàëè ðiâíiñòü íóëþ âñiõ ìiíîðiâ (r + 1)-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A � íàñïðàâäi
âèêîðèñòîâóâàëèñü ëèøå òi ìiíîðè (r + 1)-ãî ïîðÿäêó, ÿêi îáëÿìîâóþòü äàíèé, âiäìiííèé
âiä íóëÿ, ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó M (òîáòî ïîâíiñòþ ìiñòÿòü éîãî âñåðåäèíi ñåáå), i òîìó iç
ðiâíîñòi íóëþ ëèøå öèõ ìiíîðiâ âèïëèâà¹, ùî r ¹ ìàêñèìàëüíèì ÷èñëîì ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A; ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹ ðiâíiñòü íóëþ âñiõ ìiíîðiâ (r + 1)-ãî ïîðÿäêó
öi¹¨ ìàòðèöi.

Ìè ïðèõîäèìî äî òàêîãî ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi îáëÿìóâàííÿì ìiíîðiâ: ïðè
îá÷èñëåííi ðàíãó ìàòðèöi ïîòðiáíî ïåðåõîäèòè âiä ìiíîðiâ ìåíøèõ ïîðÿäêiâ äî ìiíîðiâ áiëü-
øèõ ïîðÿäêiâ; ÿêùî óæå çíàéäåíî ìiíîð k-ãî ïîðÿäêóM , âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî âèìàãàþòü
îá÷èñëåííÿ ëèøå òi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó, ÿêi îáëÿìîâóþòü ìiíîð M � ÿêùî âñi âîíè
ðiâíi íóëþ, òî ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ k.

Ïðèêëàä. 1. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi

A =


2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

 .
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Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêèé ñòî¨òü ó âåðõíüîìó ëiâîìó êóòi öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðîòå ó ìàòðèöi
ìiñòÿòüñÿ é âiäìiííi âiä íóëÿ ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó, íàïðèêëàä

M =

∣∣∣∣−4 3
−2 1

∣∣∣∣ ̸= 0.

Ìiíîð òðåòüîãî ïîðÿäêó

M ′ =

∣∣∣∣∣∣
2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ,
ÿêèé îáëÿìîâó¹ ìiíîð M , âiäìiííèé âiä íóëÿ, M ′ = 1. Ïðîòå îáèäâà ìiíîðè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ÿêi îáëÿ-
ìîâóþòü ìiíîð M ′, äîðiâíþþòü íóëþ:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −4 3 1
1 −2 1 −4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îòæå, rkA = 3.

2. Çíàéäåìî ìàêñèìàëüíó ëiíiéíî íåçàëåæíó ïiäñèñòåìó ó ñèñòåìi âåêòîðiâ

a⃗1 = (2,−2,−4), a⃗2 = (1, 9, 3), a⃗3 = (−2,−4, 1), a⃗4 = (3, 7,−1).

Çàïèøåìî ìàòðèöþ  2 1 −2 3
−2 9 −4 7
−4 3 1 −1

 ,

äëÿ ÿêî¨ äàíi âåêòîðè ¹ ñòîâï÷èêàìè. Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2: ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêèé ðîçìiùåíèé
ó âåðõíüîìó ëiâîìó êóòi, âiäìiííèé âiä íóëÿ, àëå îáèäâà ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó, ùî éîãî îáëÿìîâóþòü,
äîðiâíþþòü íóëþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè a⃗1 òà a⃗2 óòâîðþþòü ó çàäàíié ñèñòåìi îäíó iç ìàêñèìàëüíèõ
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ïiäñèñòåì.

5.3. Iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó ìàòðèöi ñòîñîâíî åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü

Òåîðåìà 5.7 (ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó ñòîñîâíî åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü). Ðàíã ìàòðè-
öi, îòðèìàíî¨ iç äàíî¨ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, äîðiâíþ¹ ðàíãó äàíî¨ ìàòðèöi.

Iíêîëè êîðîòêî êàæóòü: åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü ðàíãó ìàòðèöi àáî ðàíã

ìàòðèöi iíâàðiàíòíèé ñòîñîâíî åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ∈Mm×n(R).

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó íå çìiíþþòü ðàíã ìàò-
ðèöi. Íåõàé ìàòðèöÿ

B =


a11 . . . λa1j . . . a1n
a21 . . . λa2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . λamj . . . amn


îòðèìàíà iç ìàòðèöi A äîìíîæåííÿì j-ãî ñòîâï÷èêà íà ÷èñëî λ ̸= 0. Ìiíîðè ìàòðèöi B,
ùî íå ìiñòÿòü åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâï÷èêà, ñïiâïàäàþòü iç âiäïîâiäíèìè ìiíîðàìè ìàòðèöi
A, à òi, ùî ìiñòÿòü åëåìåíòè j-ãî ñòîâï÷èêà, äîðiâíþþòü âiäïîâiäíèì ìiíîðàì ìàòðèöi A,
ïîìíîæåíèì íà λ. Îñêiëüêè λ ̸= 0, òî ìiíîðè ìàòðèöi B äîðiâíþþòü íóëþ àáî âiäìiííi âiä
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íóëÿ ðàçîì iç âiäïîâiäíèìè ìiíîðàìè ìàòðèöi A. ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî, ùî ðàíã ìàòðèöi
B äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó íå çìiíþþòü ðàíã ìàòðèöi. Ðîçãëÿíåìî
ìàòðèöþ

C =


a11 . . . a1i + λa1j . . . λa1j . . . a1n
a21 . . . a2i + λa2j . . . λa2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . ami + λamj . . . λamj . . . amn

 ,

ÿêà îòðèìàíà iç ìàòðèöi A äîäàâàííÿì äî i-ãî ñòîâï÷èêà j-ãî ñòîâï÷èêà (i ̸= j), ïîìíîæå-
íîãî íà ñêàëÿð λ.

Íåõàé rkA = r, òîáòî ñåðåä ìiíîðiâ ïîðÿäêó r ìàòðèöi A ¹ õî÷à á îäèí âiäìiííèé âiä
íóëÿ, à âñi ìiíîðè ïîðÿäêó r + 1 äîðiâíþþòü íóëþ.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ñåðåä ìiíîðiâ ïîðÿäêó r ìàòðèöi C òàêîæ ¹ õî÷à á îäèí, âiä-
ìiííèé âiä íóëÿ. Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè.

1. Ñåðåä ìiíîðiâ ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî íå ìiñòÿòü åëåìåíòiâ i-ãî ñòîâï÷èêà, ¹ ìiíîð
M , âiäìiííèé âiä íóëÿ. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ C âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìàòðèöi A òiëüêè i-èì ñòîâï-
÷èêîì, òî ìiíîð M ¹ ìiíîðîì é ìàòðèöi C. ßê íàñëiäîê, ó ìàòðèöi C ¹ ìiíîð ïîðÿäêó r,
âiäìiííèé âiä íóëÿ.

2. Âñi ìiíîðè ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî íå ìiñòÿòü åëåìåíòiâ i-ãî ñòîâï÷èêà (ÿêùî òàêi
iñíóþòü), äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi ó ìàòðèöi A ¹ ìiíîð M , ÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ i ÿêèé
ìiñòèòü åëåìåíòè i-ãî ñòîâï÷èêà. Ðîçãëÿíåìî ìiíîðM1 ìàòðèöi C, ðîçòàøîâàíèé ó ìàòðèöi
C òàê ñàìî, ÿê ìiíîð M ó ìàòðèöi A. Îñêiëüêè åëåìåíòè i-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi C ¹ ñóìîþ
äâîõ ñêëàäîâèõ, òî M1 =M +M2. Ìiíîð M2 = 0. Äiéñíî, ÿêùî åëåìåíòè j-ãî ñòîâï÷èêà ìi-
ñòÿòüñÿ ó ìiíîðiM1, òî ìiíîðM2 äîðiâíþ¹ ìà¹ äâà ïðîïîðöiéíi ñòîâï÷èêè, à òîìó äîðiâíþ¹
íóëþ. ßêùî æ åëåìåíòè j-ãî ñòîâï÷èêà íå âõîäÿòü ó ìiíîðM1, òî ìiíîðM2 äîðiâíþ¹ íóëþ,
îñêiëüêè ¹ äîìíîæåíèì íà λ ìiíîðîì ìàòðèöi A (ìîæëèâî iç ïåðåñòàâëåíèìè ñòîâï÷èêàìè),
ùî íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A.

Îòæå, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó M1 = M i, ÿê íàñëiäîê, ìàòðèöÿ C ìà¹ ìiíîð ïîðÿäêó r,
âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî óñi ìiíîðè ïîðÿäêó (r+1) ìàòðèöi C äîðiâíþþòü íóëþ.
Îòîæ, ìàòðèöÿ C ìà¹ ðàíã r, ðiâíèé ðàíãó ìàòðèöi A.
Ùîá ïîêàçàòè, ïåðåòâîðåííÿ òðåòüîãî òèïó íå çìiíþþòü ðàíã ìàòðèöi, íåîáõiäíî çàñòî-

ñóâàòè êîìáiíàöi¨ ïåðøèõ äâîõ ïåðåòâîðåíü, à òîìó é ó öüîìó âèïàäêó òåîðåìà ïðàâèëüíà.
Îòæå, æîäíi ç òðüîõ òèïiâ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íå çìiíþþòü ðàíãó ìàòðèöi, ùî

ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äàíó òåîðåìó çðó÷íî âèêîðèñòàòè ïðè ùå îäíîìó ïðàêòè÷íîìó ñïîñîái îá÷èñëåííÿ ðàí-
ãó ìàòðèöi. Äëÿ öüîãî çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü äàíó ìàòðèöþ çâîäÿòü äî
ìàòðèöi, ðàíã ÿêî¨ ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ.

ßê íàì óæå âiäîìî, áóäü-ÿêà íåíóëüîâà ìàòðèöÿ A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü ìîæå áóòè çâåäåíà äî ñõiä÷àñòîãî, àáî, ùî íàì áiëüøå ïiäõîäèòü, òðàïåöi¹âèäíîãî
âèãëÿäó

B =



b11 b12 . . . b1r . . . b1n
0 b22 . . . b2r . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . brr . . . brn
0 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 0


äå óñi åëåìåíòè b11, b22, . . . , brr âiäìiííi âiä íóëÿ. Âèêðåñëèìî â ìàòðèöi B ðÿäêè, âñi åëå-
ìåíòè ÿêèõ ðiâíi íóëþ. Ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi, ÿêà ìiñòèòü r ðÿäêiâ, äîðiâíþ¹ r, îñêiëüêè
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ìiíîð ∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1r
0 b22 . . . b2r
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . brr

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ùî ñòî¨òü ó âåðõíüîìó ëiâîìó êóòi, âiäìiííèé âiä íóëÿ. Îòæå, é ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹
r. À îñêiëüêè ìàòðèöÿ B îòðèìàíà ç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü,
òî é ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ r.

Äëÿ ïðàêòè÷íîñòi ìîæåìî ñêàçàòè òàê: ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ
ðÿäêiâ ó ñõiä÷àñòié ìàòðèöi, äî ÿêî¨ äàíà ìàòðèöÿ çâåäåíà åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè
ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ).

Ïðèêëàä. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi

A =

1 2 3 5
3 −1 4 −2
5 3 10 8

 .

Çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
(−3), à äî òðåòüîãî ðÿäêà � ïåðøèé, äîìíîæåíèé íà (−5); ïîòiì âiä òðåòüîãî ðÿäêà âiäíiìåìî äðóãèé:

A =

1 2 3 5
3 −1 4 −2
5 3 10 8

 ∼

1 2 3 5
0 −7 −5 −17
0 −7 −5 −17

 ∼

1 2 3 5
0 −7 −5 −17
0 0 0 0

 .

Ìè îòðèìàëè ñõiä÷àñòó ìàòðèöþ, ó ÿêié äâà íåíóëüîâi ðÿäêè. Òîìó ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ 2, à, îòæå, é rkA = 2.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî áóäü-ÿêó íåíóëüîâó ìàòðèöþ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàð-
íèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


,

ÿêèé ¹ îäíèì iç ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ òðàïåöi¹âèäíî¨ ìàòðèöi. Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹
÷èñëó ¨¨ îäèíèöü.

Òåîðåìà 5.8. ßêùî ìàòðèöþ A äîìíîæèòè çëiâà àáî ñïðàâà íà íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ
B, òî ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi áóäå ðiâíèé ðàíãó ìàòðèöi A, òîáòî ÿêùî detB ̸= 0, òî

rk(AB) = rk(BA) = rk(A).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äîâiëüíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè îòðèìàíà iç îäèíè÷íî¨ ìàò-
ðèöi çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå íàä ñòîâï÷èêàìè (òâåðäæåííÿ-íàñëiäîê 3.8),
òî ìíîæåííÿ ìàòðèöi A ñïðàâà íà íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ B ðiâíîñèëüíå çàñòîñóâàííþ åëå-
ìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöi A (òâåðäæåííÿ 3.3). Îñêiëüêè åëåìåíòàðíi
ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü ðàíãó ìàòðèöi (òåîðåìà 5.7), òî rk(AB) = rk(A).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî rk(BA) = rk(A).
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5.4. Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíå-
êåðà-Êàïåëëi

Ïîâåðíåìîñü äî ðîçãëÿäó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(5.2)

Ïèòàííÿ ïðî ñóìiñíiñòü öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü öiëêîì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òàêîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 5.9 (Êðîíåêåðà-Êàïåëëi). Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.2) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ñèñòåìà ñóìiñíà. Äîâåäåìî, ùî ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi

Ab =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (5.2) ó âèãëÿäi

x1


a11
a21
...

am1

+ x2


a12
a22
...

am2

+ · · ·+ xn


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 .

Îñêiëüêè ñèñòåìà ñóìiñíà, òî iñíó¹ òàêà ñóêóïíiñòü ÷èñåë c1, c2, . . . , cn, ùî

c1


a11
a21
...

am1

+ c2


a12
a22
...

am2

+ · · ·+ cn


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 ,

òîáòî îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ab ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðåøòè ¨¨ ñòîâï÷èêiâ. Âiäíÿâ-
øè âiä îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi Ab âêàçàíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ðåøòè ñòîâï÷èêiâ,
îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ

A′
b =


a11 a12 . . . a1n 0
a21 a22 . . . a2n 0
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn 0

 .

Ç îäíîãî áîêó, çà òåîðåìîþ 5.7 ðàíã ìàòðèöi A′
b äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi Ab, ç äðóãîãî � çà

òâåðäæåííÿì 5.5 ðàíã ìàòðèöi A′
b äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A. Îòæå,

rkA = rkAb.
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Äîñòàòíiñòü. Íåõàé rkA = rkAb. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî
íåçàëåæíà ñèñòåìà ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A çàëèøà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ
ñèñòåìîþ i â ìàòðèöi Ab. Òîäi ÷åðåç öþ ñèñòåìó, à, îòæå, i âçàãàëi ÷åðåç ñèñòåìó ñòîâï÷èêiâ
ìàòðèöi A, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ab. ßê íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî, ùî
iñíó¹ òàêà ñèñòåìà êîåôiöi¹íòiâ c1, c2, . . . , cn, ùî

c1


a11
a21
...

am1

+ c2


a12
a22
...

am2

+ · · ·+ cn


a1n
a2n
...

amn

 =


b1
b2
...
bm

 .

Òîìó ÷èñëà c1, c2, . . . , cn ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (5.2), à îòæå, öÿ ñèñòåìà ñóìiñíà.

Ïðèêëàä. Äîñëiäèìî íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 2,

−2x1 − x2 + 5x3 − 3x4 = 3.

Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ðàíãè ¨¨ îñíîâíî¨ A i ðîçøèðåíî¨ Ab ìàòðèöü 1 1 −2 2 1
1 2 −1 3 2
−2 −1 5 −3 3

 ∼

 1 1 −2 2 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 5

 ∼

 1 1 −2 2 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 5

 .

Áà÷èìî, ùî îñíîâíà ìàòðèöÿ A äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çâåëàñü äî
âèãëÿäó 1 1 −2 2

0 1 1 1
0 0 0 0

 ,

à òîìó ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ 2. Ó ñâîþ ÷åðãó, ñõiä÷àñòèé âèãëÿä ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ab ìà¹ âèãëÿä1 1 −2 2 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 5

 ,

à, îòæå, ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ 3.
Îñêiëüêè rkA ̸= rkAb, òî çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåñóìiñíà.

5.5. Ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Òâåðäæåííÿ 5.10. ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó
íåâiäîìèõ, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà (5.2) ñóìiñíà i rkA = rkAb = n. Òîäi n ðÿäêiâ ìàòðèöi Ab ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíèìè (áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî òàêèìè ðÿäêàìè áóäóòü
ïåðøi n ðÿäêè öi¹¨ ìàòðèöi), òîáòî áóäü-ÿêèé iíøèé ðÿäîê öi¹¨ ìàòðèöi áóäå ¨õ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.2) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñóìó
ïåðøèõ n ðiâíÿíü, âçÿòèõ ç äåÿêèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó äîâiëüíèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ïåðøèõ n ðiâíÿíü ñèñòåìè (5.2) áóäå çàäîâîëüíÿòè óñiì ðiâíÿííÿì öi¹¨ ñèñòåìè. Îòîæ,
äîñòàòíüî çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.
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Îñêiëüêè öÿ ñèñòåìà ¹ íåâèðîäæåíîþ ñèñòåìîþ iç ðiâíîþ êiëüêiñòþ ðiâíÿíü òà íåâiäîìèõ,
òî âîíà, à îòæå, é ñèñòåìà (5.2), âîëîäi¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì (ÿêèé, äî ðå÷i, îá÷èñëþ¹òüñÿ,
çà ïðàâèëîì Êðàìåðà).

Òâåðäæåííÿ 5.11. ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåíøèé ÷èñëà
íåâiäîìèõ, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà (5.2) ñóìiñíà, rkA = rkAb = r < n i íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñ-
òi, âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð M ïîðÿäêó r, ÿêèé ñêëàäåíèé iç êîåôiöi¹íòiâ áiëÿ ïåðøèõ r
íåâiäîìèõ:

M =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1r
. . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Òîäi, îñêiëüêè êîæåí i-èé ðÿäîê (r+1 6 i 6 m) ìàòðèöi Ab ¹ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ
r ðÿäêiâ, ñèñòåìà (5.2) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br

(5.3)

àáî, ïåðåíiñøè ó êîæíîìó ðiâíÿííi ó ïðàâó ÷àñòèíó âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, xr+2, . . . , xn,
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = b1 − a1,r+1xr+1 − · · · − a1nxn,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = b2 − a2,r+1xr+1 − · · · − a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = br − ar,r+1xr+1 − · · · − arnxn.

(5.4)

Íàäàâøè ó îñòàííié ñèñòåìi ðiâíÿíü íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ cr+1, . . . , cn,
îòðèìà¹ìî ñèñòåìó r ðiâíÿíü ç r íåâiäîìèìè:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = b1 − a1,r+1cr+1 − · · · − a1ncn,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = b2 − a2,r+1cr+1 − · · · − a2ncn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = br − ar,r+1cr+1 − · · · − arncn.

(5.5)

Çà óìîâîþ òâåðäæåííÿ âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ∆ = M ̸= 0. Òîìó äî öi¹¨ ñèñòåìè ìîæ-
íà çàñòîñóâàòè ïðàâèëî Êðàìåðà i, îòæå, ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ cr+1, . . . , cn ñèñòåìà
(5.5) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x1 = c1, x2 = c2, . . . , xr = cr (çìiííi x1, x2, . . . , xr íàçèâàþòü ðàí-
ãîâèìè (àáî ãîëîâíèìè) íåâiäîìèìè). Ó òàêîìó âèïàäó, î÷åâèäíî, ùî ñóêóïíiñòü ÷èñåë
(c1, c2, . . . , cr, cr+1, . . . , cn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (5.3). Îñêiëüêè çíà÷åííÿ cr+1, . . . , cn äëÿ
íåâiäîìèõ xr+1, . . . , xn (ÿêi, íàãàäà¹ìî, íàçèâàþòü âiëüíèìè íåâiäîìèìè) ìè ìîæåìî âè-
áèðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì, òî òàê ìîæíà îòðèìàòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (5.3).

Iç îñòàííiõ äâîõ òâåðäæåíü î÷åâèäíî âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.12. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òîäi i ëèøå òîäi âîëîäi¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿç-
êîì (âèçíà÷åíà), êîëè ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ.
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Ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 5.11 ìiñòèòüñÿ ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåâèçíà÷åíî¨ ñèñ-
òåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñèñòåìó (5.2) çàìiíÿ¹ìî åêâiâàëåíòíîþ ¨é
ñèñòåìîþ (5.4). Ïîêàæåìî, ùî òàêèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåâè-
çíà÷åíî¨ ñèñòåìè. Äiéñíî, ÿêùî c1, c2, . . . , cn � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.3), òî â ÿêî-
ñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ áåðåìî ÷èñëà cr+1, cr+2, . . . , cn. Òîäi ÷èñëà c1, c2, . . . , cr
çàäîâîëüíÿòèìóòü ñèñòåìó (5.5) i òîìó áóäóòü òèì ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé
îá÷èñëþ¹òüñÿ, íàïðèêëàä, çà ïðàâèëîì Êðàìåðà.

Âñå ñêàçàíå âèùå îá'¹äíó¹òüñÿ ó âèãëÿäi òàêîãî ïðàâèëà ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.2) i íåõàé îñíîâíà ìàòðèöÿ A öi¹¨ ñèñ-
òåìè ìà¹ ðàíã, ðiâíèé r. Âèáåðåìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ i çàëèøèìî â ñèñòåìi
(5.2) ëèøå òi ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ óâiéøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Ó öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà-
¹ìî ó ëiâié ÷àñòèíi òi r íåâiäîìèõ, âèçíà÷íèê iç êîåôiöi¹íòiâ áiëÿ ÿêèõ âiäìiííèé âiä íóëÿ,
à ðåøòó íåâiäîìèõ îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è
âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ðåøòè íåâiäîìèõ, ìè
îòðèìà¹ìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.2).

Ïðèêëàäè. 1. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
3x1 − x2 + x3 = 6,
x1 − 5x2 + x3 = 12,

2x1 + 4x2 = −6,
2x1 + x2 + 3x3 = 3,

5x1 + 4x3 = 9.

Çíàéäåìî ðàíãè ¨¨ îñíîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü

A =


3 −1 1
1 −5 1
2 4 0
2 1 3
5 0 4

 i Ab =


3 −1 1 6
1 −5 1 12
2 4 0 −6
2 1 3 3
5 0 4 9

 .

Îòðèìà¹ìî rkA = rkAb = 3. Òîìó ñèñòåìà ñóìiñíà. Â ÿêîñòi íåíóëüîâîãî ìiíîðà ïîðÿäêó 3 ìàòðèöi A (à,
îòæå, é ìàòðèöi Ab) âiçüìåìî, íàïðèêëàä, ìiíîð

M =

∣∣∣∣∣∣
1 −5 1
2 4 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Òîäi ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóäå åêâiâàëåíòíîþ ñèñòåìi
x1 − 5x2 + x3 = 12,

2x1 + 4x2 = −6,
2x1 + x2 + 3x3 = 3,

â ÿêié, ÿê áà÷èìî, ÷èñëî íåâiäîìèõ äîðiâíþ¹ ðàíãó îñíîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè. Îòæå, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê (ÿêèé ìîæíà îá÷èñëèòè çà ìåòîäîì Ãàóññà, àáî çà ïðàâèëîì Êðàìåðà): x1 = 1, x2 = −2, x3 = 1.

2. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 7,
2x1 + 4x2 + 5x3 − x4 = 2,

5x1 + 10x2 + 7x3 + 2x4 = 11.

Çíàéäåìî ðàíãè ¨¨ îñíîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü

A =

 1 2 −3 4
2 4 5 −1
5 10 7 2

 i Ab =

 1 2 −3 4 7
2 4 5 −1 2
5 10 7 2 11

 .

Îòðèìà¹ìî rkA = rkAb = 2. Òîìó ñèñòåìà ñóìiñíà. Â ÿêîñòi íåíóëüîâîãî ìiíîðà ïîðÿäêó 2 âiçüìåìî,
íàïðèêëàä, ìiíîð

M =

∣∣∣∣ 2 −3
4 5

∣∣∣∣ ̸= 0.



88 Ðîçäië 5. Ðàíã ìàòðèöi òà éîãî çàñòîñóâàííÿ

Ïðè òàêîìó âèáîði ìiíîðà M ãîëîâíèìè íåâiäîìèìè áóäóòü çìiííi x2, x3, à âiëüíèìè � çìiííi x1, x4, i
ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóäå åêâiâàëåíòíîþ ñèñòåìi{

x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 7,
2x1 + 4x2 + 5x3 − x4 = 2

àáî ñèñòåìi {
2x2 − 3x3 = 7− x1 − 4x4,
4x2 + 5x3 = 2− 2x1 + x4.

Çâiäñè, íàïðèêëàä çà ïðàâèëîì Êðàìåðà, çíàõîäèìî:

x2 =

∣∣∣ 7−x1−4x4 −3
2−2x1+x4 5

∣∣∣
| 2 −3
4 5 | = 41−11x1−17x4

22
,

x3 =

∣∣∣ 2 7−x1−4x4
4 2−2x1+x4

∣∣∣
| 2 −3
4 5 | = −24+18x4

22
.

Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü áóäå(
x1;

41− 11x1 − 17x4

22
;
−24 + 18x4

22
; x4

)
,

äå x1 òà x4 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Âiäïîâiäíî, ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì (îäíèì iç ÷àñòêîâèõ) ñèñòåìè áóäå,
íàïðèêëàä, (

1;
13

22
; − 3

11
; 1

)
.

5.6. Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(5.6)

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âîëîäiþòü òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè. ßêùî
âåêòîð C = (c1, . . . , cn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (5.6), òî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ
âåêòîð λC = (λc1, . . . , λcn) òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè. Êðiì òîãî, ÿêùî âåêòîð
C ′ = (c′1, . . . , c

′
n) ¹ ùå îäíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (5.6), òî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêîì áóäå i

âåêòîð C + C ′ = (c1 + c′1, . . . , cn + c′n).
Äîâåäåííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé îôîðìèìî ó âèãëÿäi òâåðäæåííÿ. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ñèñ-

òåìó (5.6) ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi
A ·X = 0, (5.7)

äå A � ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ, X � ñòîâï÷èê iç íåâiäîìèõ, O � ñòîâï÷èê íóëiâ.

Òâåðäæåííÿ 5.13. ßêùî ñòîâï÷èêè C1, C2, . . . , Ck ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè AX = O, òî
¨õ äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ λ1C1 + λ2C2 + · · ·+ λkCk òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

A · (λ1C1 + λ2C2 + · · ·+ λkCk) = λ1AC1 + λ2AC2 + · · ·+ λkACk = O,

ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ íå ìà¹ çìiñòó:
íi ñóìà äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, íi äîáóòîê ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè íà
÷èñëî óæå íå áóäóòü ðîçâ'ÿçêàìè äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè.
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Íàì óæå âiäîìî iç � 4, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
áiëüøå, íiæ n âåêòîðiâ, áóäå ëiíiéíî çàëåæíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iç ÷èñëà ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.6), ÿêi ¹, ÿê ìè çíà¹ìî, n-âèìiðíèìè âåêòîðàìè,
ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííó ìàêñèìàëüíó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó (ìàêñèìàëüíó â òîìó
ñåíñi, ùî áóäü-ÿêèé iíøèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.6) áóäå ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ,
ùî âõîäÿòü ó âèáðàíó ñèñòåìó).

Îçíà÷åííÿ 5.3. Äîâiëüíà ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè (5.6) íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ùå ðàç ïiäêðåñëèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð òîäi i ëèøå òîäi áóäå ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(5.6), ÿêùî âií ý ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ, ùî óòâîðþþòü äàíó ôóíäàìåíòàëüíó ñèñ-
òåìó.

Î÷åâèäíî, ùî ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà áóäå iñíóâàòè ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè ñè-
ñòåìà (5.6) âîëîäi¹ íåíóëüîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè, òîáòî, cèñòåìà îäíîðiäíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

(5.6) ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi ìåíøèé ÷èñëà íåâiäîìèõ. (Íà-
ãàäà¹ìî, ùî ùîéíî ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ ¹ ëåìîþ Ãàóñà 3.11, ïåðåôîðìóëüîâàíîþ â
òåðìiíàõ ðàíãó, i ¨¨ ïðàâèëüíiñòü âèïëèâà¹ iç òâåðäæåííÿ 5.11.) Ïðè öüîìó ñèñòåìà (5.6) ìî-
æå âîëîäiòè ðiçíèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ñèñòåìàìè ðîçâ'ÿçêiâ. Âñi öi ñèñòåìè åêâiâàëåíòíi,
î÷åâèäíî, ìiæ ñîáîþ, îñêiëüêè êîæåí âåêòîð áóäü-ÿêî¨ iç öèõ ñèñòåì ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç áóäü-ÿêó iíøó ñèñòåìó, à òîìó ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî i òîãî
æ ÷èñëà ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 5.14. ßêùî ðàíã r îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (5.6)
ìåíøèé ÷èñëà íåâiäîìèõ n, òî êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè
ñêëàäà¹òüñÿ ç (n− r) ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ñèñòåìi (5.6) âèêîíó¹òüñÿ r < n. Òîäi î÷åâèäíî äàíà ñèñòåìà ìà¹
(n − r) âiëüíèõ íåâiäîìèõ. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî ãîëîâíèìè íåâiäîìè-
ìè x1, x2, . . . , xr, à âiëüíèìè � xr+1, xr+2, . . . , xn. Âèðàçèìî ãîëîâíi íåâiäîìi ÷åðåç âiëüíi.
Îòðèìà¹ìî 

x1 = d11xr+1 + · · ·+ d1,n−rxn,

x2 = d21xr+1 + · · ·+ d2,n−rxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + · · ·+ dr,n−rxn.

(5.8)

Òîäi äîâiëüíèé âåêòîð-ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ ñèñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

C =



x1
x2
...
xr
cr+1
...
cn


, (5.9)

äå cr+1, . . . , cn � äîâiëüíi ÷èñëà; x1, x2, . . . , xr âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (5.8) ïðè

xr+1 = cr+1, xr+2 = cr+2, . . . , xn = cn.
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Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ðîçâ'ÿçêè

C1 =



d11
d21
...
dr1
1
0
...
0


, C2 =



d12
d22
...
dr2
0
1
...
0


, . . . , Cn−r =



d1,n−r

d2,n−r
...

dr,n−r

0
0
...
1


. (5.10)

Î÷åâèäíî, ùî öi âåêòîð-ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíî íåçàëåæíi, i äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîð-ðîçâ'ÿçêó C
ìà¹ìî

C = cr+1C1 + cr+2C2 + · · ·+ cnCn−r,

òîáòî âåêòîð-ðîçâ'ÿçîê (5.9) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîð-ðîçâ'ÿçêiâ

C1, C2, . . . , Cn−r,

ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.

Ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (5.10) ÷àñòî íàçèâàþòü íîðìîâàíîþ ôóí-
äàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.6).

Ïðèêëàä. Çíàéäåìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ i çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü 

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 0,

4x1 − 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 0,

2x1 − x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = 0.

(5.11)

Ñêëàäåìî ìàòðèöþ ñèñòåìè i çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 ∼

2 −1 3 −2 4
0 0 −1 5 −1
0 0 −2 10 −2

 ∼

2 −1 3 −2 4
0 0 −1 5 −1
0 0 0 0 0

 .

Áà÷èìî, ùî ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2. Òîìó n−r = 5−2 = 3, ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäà¹òüñÿ
ç òðüîõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çíàéäåìî ãîëîâíi íåâiäîìi (íàïðèêëàä, x2, x3) ñèñòåìè. Ç äðóãîãî ðÿäêà ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi îòðèìà¹ìî

x3 = 5x4 − x5; (5.12)

ç ïåðøîãî ðÿäêà öi¹¨ ñàìî¨ ìàòðèöi (çâàæàþ÷è íà ñïiââiäíîøåííÿ (5.12)) çíàéäåìî

x2 = 2x1 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 2x1 + 3(5x4 − x5)− 2x4 + 4x5 = 2x1 + 13x4 + x5. (5.13)

Øóêà¹ìî ïåðøèé áàçîâèé ðîçâ'ÿçîê C1. Äëÿ öüîãî ó ñïiââiäíîøåííÿ (5.12) òà (5.13) ïðèéìåìî x1 = 1,
x4 = 0, x5 = 0, çâiäêè îòðèìà¹ìî x2 = 2, x3 = 0. Òîìó

C1 = (1, 2, 0, 0, 0).

Ïðèéíÿâøè ó ðiâíîñòÿõ (5.12) òà (5.13) x1 = 0, x4 = 1, x5 = 0, àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî x2 = 13, x3 = 5, òîáòî
äðóãèì áàçîâèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ âåêòîð

C2 = (0, 13, 5, 1, 0).

Çðåøòîþ, ïðèéíÿâøè x1 = 0, x4 = 0, x5 = 1, çíàõîäèìî x2 = 1, x3 = −1. Òîìó òðåòiì áàçîâèì ðîçâ'ÿçêîì ¹
âåêòîð

C3 = (0, 1,−1, 0, 1).
Îòîæ, ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.11) îòðèìàíî. Äëÿ

íàî÷íîñòi ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi

x1 x2 x3 x4 x5

C1 1 2 0 0 0

C2 0 13 5 1 0

C3 0 1 −1 0 1
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Òåïåð çàïèøåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.11)

C = α1C1 + α2C2 + α3C3 = α1(1, 2, 0, 0, 0) + α2(0, 13, 5, 1, 0) + α3(0, 1,−1, 0, 1),

äå αi � äîâiëüíi, îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ äiéñíi ÷èñëà (i = 1, 2, 3).

Çàóâàæèìî, ùî iç òâåðäæåííÿ 5.13 âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òàêî¨ ëåìè.

Ëåìà 5.15. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.6) óòâîðþ¹ ïiä-
ïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Òîäi îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê.

Îçíà÷åííÿ 5.4. Ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü íàçèâàþòü áàçó ïiäïðîñòîðó ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ.

5.7. Áóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíèõ i îäíîðiäíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(5.14)

Ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0,

(5.15)

ÿêà îòðèìó¹òüñÿ iç ñèñòåìè (5.14) çàìiíîþ âiëüíèõ ÷ëåíiâ íóëÿìè, íàçèâàþòü çâåäåíîþ îäíî-
ðiäíîþ ñèñòåìîþ äëÿ ñèñòåìè (5.14). Ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì (5.14) i (5.15) iñíó¹ òiñíèé
âçà¹ìîçâ'ÿçîê, ÿê ïîêàçóþòü òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.16. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5.14) äîðiâ-
íþ¹ ñóìi äîâiëüíîãî ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.14) i çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çâåäåíî¨
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (5.15).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C0 � ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (5.14),
çàïèñàíî¨ ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

A ·X = B

äå A � îñíîâíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (5.14) (i, î÷åâèäíî, ñèñòåìè (5.15)), X � âåêòîð-ñòîâï÷èê
íåâiäîìèõ, B � âåêòîð-ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (5.14). Òîäi

A · C0 = B,

i ñèñòåìà A ·X = B ðiâíîñèëüíà
A ·X = A · C0,

àáî
A · (X − C0) = 0.

Òîìó (X−C0) ìóñèòü áóòè ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (5.15). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè A · X = B îòðèìó¹òüñÿ, ÿêùî âçÿòè (X − C0) ðiâíèõ çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. Çâiäñè é âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè.
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Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿæåìî íåîäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 − x2 + x3 − x4 = 4,

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 8,

2x1 + 4x2 + 5x3 + 10x4 = 20.

(5.16)

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çâåäåíî¨ äî íå¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0,

2x1 + 4x2 + 5x3 + 10x4 = 0.

(5.17)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè 4 = n > m = 3. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi

A =

1 −1 1 −1
1 1 2 3
2 4 5 10


Âiäíiìàþ÷è âiä äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, à âiä òðåòüîãî ïîäâî¹íèé äðóãèé, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ

A =

1 −1 1 −1
0 2 1 4
0 2 1 4


ç äâîìà îäíàêîâèìè ðÿäêàìè. Î÷åâèäíî, ùî r = rkA = 2. Âèõiäíà ñèñòåìà (5.17) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi iç
äâîõ ðiâíÿíü {

x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

2x2 + x3 + 4x4 = 0.

×èñëî âiëüíèõ çìiííèõ s = n−r = 2. Çìiííi x3 i x4 ìîæíà ïðèéíÿòè çà âiëüíi; x1 i x2 ÷åðåç íèõ âèðàæàþòüñÿ:

x1 = −3

2
x3 − x4, x2 = −1

2
x3 − 2x4.

Çíàéäåìî íîðìîâàíó ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîêëàâøè x3 = 1, x4 = 0, îòðèìà¹ìî x1 = − 3
2
,

x2 = − 1
2
. Ïîêëàâøè x3 = 0, x4 = 1, îòðèìà¹ìî x1 = −1, x2 = −2. Òàêèì ÷èíîì, íîðìîâàíîþ ôóíäàìåí-

òàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ¹

C1 =


− 3

2

− 1
2

1
0

 , C2 =


−1
−2
0
1

 ,

à òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.17) ìà¹ âèãëÿä

c1C1 + c2C2 = c1


− 3

2

− 1
2

1
0

+ c2


−1
−2
0
1

 , äå c1, c2 ∈ R.

Òåïåð çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (5.16). Îñêiëüêè 1 −1 1 −1 4
1 1 2 3 8
2 4 5 10 20

 ∼

 1 −1 1 −1 4
0 2 1 4 4
0 0 0 0 0

 ,

òî ñèñòåìà (5.16) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi {
x1 − x2 + x3 − x4 = 4,

2x2 + x3 + 4x4 = 4.

Ïîêëàâøè òóò x3 = x4 = 0, çíàéäåìî x1 = 6, x2 = 2. Îòîæ, ìè çíàéøëè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

C0 =


6
2
0
0

 .

Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (5.16) ¹

C = C0 + c1C1 + c2C2 =


6
2
0
0

+ c1


− 3

2

− 1
2

1
0

+ c2


−1
−2
0
1

 , äå c1, c2 ∈ R.
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