
Тема 1.

Лiнiйнi простори
1.1. Означення та властивостi лiнiйного простору

Означення 1.1. Множина V називається лiнiйним простором над числовим полем P (або P-
лiнiйним простором), якщо ... .

Лема 1.1. В лiнiйному просторi iснує єдиний нульовий елемент (вектор).

Лема 1.2. В лiнiйному просторi для кожного елемента a iснує єдиний протилежний йому еле-
мент −a.

Лема 1.3. Для елемента −a лiнiйного простору V протилежним є елемент a цього простору.

Лема 1.4. Добуток числа 0 ∈ P на довiльний вектор a лiнiйного простору V є нульовим векто-
ром, тобто 0 · a = 0 (тут 0 злiва – скаляр, 0 справа – вектор).

Лема 1.5. Якщо 0 — нульовий вектор лiнiйного простору V , λ — довiльний скаляр числового
поля P, то λ · 0 = 0.

Лема 1.6. Для довiльного вектора a лiнiйного простору V виконується рiвнiсть −1a = −a.

Лема 1.7. Якщо λ · a = 0, де λ ∈ P, a ∈ V , то або λ = 0, або a = 0

1.2. Пiдпростори. Фактор-простори

Означення 1.2. Непорожню пiдмножину U лiнiйного простору V назвемо пiдпростором про-
стору V , якщо ... .

Теорема 1.8. Пiдпростiр U лiнiйного простору V сам є лiнiйним простором над тим же полем i з
тими ж операцiями, що i у просторi V .

Означення 1.3. Лiнiйним пiдмноговидом простору V за пiдпростором U називають ... .

Лема 1.9. Лiнiйний пiдмноговид a + U є пiдпростором лiнiйного простору V тодi i лише тодi,
коли a ∈ U .

Лема 1.10. Рiвнiсть a1 + U = a2 + U виконується тодi i лише тодi, коли a1 − a2 ∈ U .

Означення 1.4. Фактор-простором V/U називають ... .

Твердження 1.11. Фактор-простiр лiнiйного простору сам є лiнiйним простором.
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1.3. Лiнiйна залежнiсть векторiв

Означення 1.5. Лiнiйною комбiнацiєю векторiв називають. .. .

Означення 1.6. Вектор b лiнiйно виражається через вектори a1, a2, . . . , ak ∈ V , якщо ... .

Означення 1.7. Систему векторiв називають лiнiйно залежною, якщо ... .

Означення 1.8. система векторiв a1, a2, . . . , ak називається лiнiйно незалежною, якщо ... .

Твердження 1.12. Якщо хоча б одна пiдсистема системи векторiв лiнiйного простору лiнiйно
залежна, то i вся система векторiв лiнiйно залежна.

Твердження 1.13. Кожна пiдсистема лiнiйно незалежної системи векторiв є лiнiйно незалеж-
ною.

1.4. Леми про лiнiйну залежнiсть

Лема 1.14. Вектори a1, . . . , ak ∈ V (k > 2) є лiнiйно залежними тодi i тiльки тодi, коли хоча б
один з цих векторiв є лiнiйною комбiнацiєю решти векторiв.

Лема 1.15. Якщо вектори a1, . . . , ak лiнiйно незалежнi, а вектори a1, . . . , ak, b лiнiйно залежнi,
то вектор b є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, . . . , ak.

Лема 1.16. Якщо вектори a1, . . . , ak лiнiйно незалежнi i вектор b не можна через них виразити,
то система a1, . . . , ak, b — лiнiйно незалежна.

Лема 1.17. Вектор b виражається через вектори a1, a2, . . . , ak однозначно тодi i тiльки тодi, коли
вектори a1, a2, . . . , ak лiнiйно незалежнi.

Лема 1.18. Якщо кожен вектор лiнiйно незалежної системи векторiв b1, b2, . . . , bs лiнiйного про-
стору V є лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, a2, . . . , ak, то s 6 k.

Означення 1.9. Лiнiйною оболонкою векторiв називають ... .

Лема 1.19. Якщо лiнiйний простiр V породжується n векторами, то довiльнi k > n векторiв
цього простору V лiнiйно залежнi.

1.5. Бази лiнiйного простору. Координати вектора. Теореми про ба-
зи. Розмiрнiсть простору

Означення 1.10. Систему векторiв лiнiйного простору називають базою цього простору, якщо...
Координатами вектора називають ... .

Означення 1.11. Лiнiйний простiр V називають скiнченовимiрним, якщо ... .
Простiр V називають нескiнченовимiрним, якщо ... .

Твердження 1.20. При додаваннi довiльних векторiв лiнiйного простору V їх координати (сто-
совно довiльної бази простору V ) додаються; при множеннi довiльного вектора на довiльний ска-
ляр λ усi координати цього вектора множаться на λ.

Теорема 1.21. Кожний скiнченовимiрний лiнiйний простiр V має базу.

Теорема 1.22. Iз кожної скiнченої множини S твiрних простору V (S ⊆ V ) можна вибрати базу
цього простору V .
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Теорема 1.23. Всi бази скiнченовимiрного лiнiйного простору V складаються з однакової кiль-
костi векторiв.

Твердження 1.24. Будь-яка максимальна лiнiйно незалежна пiдмножина {a1, a2, . . . , ak} век-
торiв множини S є базою лiнiйної оболонки ⟨S⟩ цiєї множини.

Теорема 1.25. Довiльну лiнiйно незалежну систему векторiв скiнченовимiрного лiнiйного про-
стору V можна доповнити до бази цього простору.

Лема 1.26. Якщо U — пiдпростiр лiнiйного простору V , то dimU 6 dimV . Якщо ж dimU =
dimV , то U = V .

Лема 1.27. Нехай U — пiдпростiр лiнiйного простору V . Тодi dimU + dimV/U = dimV.

1.6. Матриця переходу вiд однiєї бази лiнiйного простору до iншої
бази цього простору

Означення 1.12. Матрицю називають матрицею переходу вiд однiєї бази до iншої, якщо ... .

Твердження 1.28. Матриця переходу вiд однiєї бази скiнченовимiрного лiнiйного простору до
iншої бази цього простору є невиродженою.

1.7. Зв’язок координат одного i того ж вектора у рiзних базах

Формулами, якi описують взаємозв’язок координат одного i того ж вектора у рiзних базах, є ... .

1.8. Взаємне розташування пiдпросторiв. Сума та перетин пiдпро-
сторiв

Означення 1.13. Cумою U1 + U2 двох пiдпросторiв U1 i U2 називають ... .

Означення 1.14. Перетином пiдпросторiв U1 i U2 називають ... .

Твердження 1.29. Сума та перетин пiдпросторiв лiнiйного простору є пiдпросторами цього про-
стору.

Теорема 1.30. Якщо U1 i U2 — довiльнi пiдпростори лiнiйного простору V , то

dimU1 + dimU2 = dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2). (1.1)

Означення 1.15. Нехай U1, U2, . . . , Uk — довiльнi пiдпростори простору V . Перетином пiд-
просторiв U1, U2, . . . , Uk називають... .

Сумою пiдпросторiв U1, U2, . . . , Uk називають ... .

Твердження 1.31. Якщо U1, . . . , Uk — пiдпростори лiнiйного простору V , то U1 + · · · + Uk та
U1 ∩ · · · ∩ Uk також є пiдпросторами простору V .

1.9. Лiнiйно незалежнi пiдпростори

Означення 1.16. Пiдпростори U1, U2, . . . , Uk називаються лiнiйно незалежними, якщо ... .

Твердження 1.32. Якщо U1, . . . , Uk — пiдпростори лiнiйного простору V , то рiвносильнi такi
властивостi:

1) U1, . . . , Uk — лiнiйно незалежнi;
2) об’єднання баз пiдпросторiв U1, . . . , Uk лiнiйно незалежне;
3) dim(U1 + · · ·+ Uk) = dimU1 + · · ·+ dimUk.
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1.10. Пряма сума пiдпросторiв

Означення 1.17. Сума пiдпросторiв U1 та U2 називається прямою , якщо ... .

Наслiдок 1.33. Якщо U1 та U2 — пiдпростори лiнiйного простору V , то

dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2.

Лема 1.34. Нехай U1, U2 — пiдпростори лiнiйного простору V . Тодi еквiвалентнi такi твердже-
ння:

1) сума U1 + U2 є прямою;
2) dimU1 + dimU2 = dim(U1 ⊕ U2);
3) базою прямої суми U1 ⊕ U2 буде об’єднання баз пiдпросторiв U1 та U2;
4) розклад довiльного вектора a вигляду a = u1 + u2, де u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, однозначний;
5) якщо 0 = u1 + u2, де u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, то u1 = u2 = 0.

Означення 1.18. Сума пiдпросторiв U1 + U2 + · · ·+ Uk є прямою, якщо ... .

1.11. Зовнiшня пряма сума

Означення 1.19. Зовнiшньою прямою сумою лiнiйних пiдпросторiв U1, U2 над одним i тим же
полем P називається ... .

1.12. Проекцiя вектора

Означення 1.20. Вектор називається проекцiєю вектора u на пiдпростiр Ui, якщо ... ..

1.13. Iзоморфiзми лiнiйних просторiв

Означення 1.21. Лiнiйнi простори V та V ′ над одним i тим же полем P називаються iзомор-
фними, якщо ... .

Твердження 1.35. Якщо φ : V → V ′ — iзоморфiзм лiнiйних просторiв V i V ′, то
1) нульовий вектор простору V переходить в нульовий вектор простору V ′;
2) система твiрних простору V переходить в систему твiрних простору V ′;
3) лiнiйно незалежнi вектори простору V переходять у лiнiйно незалежнi вектори просто-

ру V ′;
4) обернене вiдображення φ−1 : V ′ → V також є iзоморфiзмом.

Твердження 1.36. Вiдношення iзоморфiзму лiнiйних просторiв V , V ′ та V ′′ володiє такими вла-
стивостями:

1) V ∼= V ;
2) якщо V ∼= V ′, то V ′ ∼= V ;
3) якщо V ∼= V ′ i V ′ ∼= V ′′, то якщо V ∼= V ′′.

Твердження 1.37. Довiльний P-лiнiйний простiр V розмiрностi n iзоморфний лiнiйному про-
стору Pn рядкiв (стовпчикiв) iз n елементiв (V ∼= Pn).

Теорема 1.38. Скiнченовимiрнi лiнiйнi простори над одним i тим же полем iзоморфнi тодi i тiльки
тодi, коли вони мають однакову розмiрнiсть.



Тема 2.

Лiнiйнi оператори
2.1. Лiнiйнi вiдображення

Означення 2.1. Вiдображення φ : V → V ′ називається лiнiйним, якщо ... .

Твердження 2.1. Лiнiйне вiдображення φ : V → V ′ однозначно визначається образами векто-
рiв бази простору V .

2.2. Лiнiйнi оператори

Означення 2.2. Лiнiйним оператором називають ... .

Означення 2.3. Нульовим оператором θ назвемо ... .

Означення 2.4. Тотожним (або одиничним) оператором ι назвемо ... .

2.3. Матриця лiнiйного оператора

Твердження 2.2. Для довiльних n векторiв a1, a2, . . . , an n-вимiрного простору V iснує один i
лише один лiнiйний оператор φ, такий, що

φ(e1) = a1, φ(e2) = a2, . . . , φ(en) = an,

де e1, e2, . . . , en — база у просторi V .

Твердження 2.3. При заданiй базi e1, e2, . . . , en ∈ V кожному лiнiйному оператору φ однозна-
чно вiдповiдає матриця eAφ, i, навпаки, кожнiй матрицi eAφ однозначно вiдповiдає лiнiйний опе-
ратор φ.

2.4. Зв’язок мiж координатами вектора i його образу

Y = AφX, (2.1)

де Y =

(
ξ1
...
ξn

)
та X =

(
ε1
...
εn

)
— стовпчики координат векторiв φ(x) та x вiдповiдно.

2.5. Зв’язок матриць одного i того ж лiнiйного оператора в рiзних
базах

Теорема 2.4. Якщо Aφ та Bφ — матрицi лiнiйного оператора φ простору V у базах e1, . . . , en та
e′1, . . . , e

′
n вiдповiдно, T — матриця переходу вiд бази e1, . . . , en до бази e′1, . . . , e

′
n, то

Bφ = T−1AφT. (2.2)

Означення 2.5. Матрицi A та B називають подiбними, якщо ... .
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2.6. Лiнiйний простiр лiнiйних операторiв

Означення 2.6. Сумою операторiв називається ... .

Твердження 2.5. Сума лiнiйних операторiв є лiнiйним оператором.

Твердження 2.6. Якщо лiнiйнi оператори φ та ψ мають вiдповiдно матрицi Aφ та Bψ у деякiй
базi, то оператор φ+ ψ у тiй же базi має матрицю Aφ +Bψ.

Означення 2.7. Добутком числа на оператор називається ... .

Твердження 2.7. Добуток лiнiйного оператора на довiльне число також є лiнiйним оператором.

Твердження 2.8. Якщо Aφ – матриця лiнiйного оператора φ у деякiй базi, то для довiльного
числа α матрицею лiнiйного оператора αφ у цiй же базi буде матриця αAφ.

Теорема 2.9. Множина L(V ) усiх лiнiйних операторiв, що дiють у лiнiйному просторi V , сто-
совно вказаних вище операцiй додавання операторiв та множення операторiв на скаляри утво-
рює лiнiйний простiр.

Теорема 2.10. Якщо розмiрнiсть P-лiнiйного простору V дорiвнює n, то простiр L(V ) усiх лiнiй-
них операторiв, що дiють у V , iзоморфний простору Mn(P) квадратних матриць n-го порядку iз
коефiцiєнтами з поля P.

Наслiдок 2.11. Якщо dimV = n, то dimL(V ) = n2.

2.7. Добуток лiнiйних операторiв. Алгебра лiнiйних операторiв

Означення 2.8. Добутком або композицiєю лiнiйних операторiв називається ... .

Твердження 2.12. Добуток лiнiйних операторiв є лiнiйним оператором.

Твердження 2.13. Якщо лiнiйнi оператори φ та ψ у деякiй базi мають вiдповiдно матрицi Aφ та
Bψ, то оператор φ ◦ ψ має матрицю AφBψ у тiй же базi.

Означення 2.9. Алгеброю A над числовим полем P називають ... .

Означення 2.10. Алгебра називається асоцiативною, якщо ... i алгебра A називається кому-
тативною, якщо ... .

Означення 2.11. Двi алгебри A та B називаються iзоморфними, якщо i ... .

Теорема 2.14. Множина L(V ) усiх лiнiйних операторiв, що дiють у P-лiнiйному просторi V роз-
мiрностi n, є алгеброю над числовим полем P, яка iзоморфна алгебрi Mn(P) квадратних матриць
n-го порядку з коефiцiєнтами з поля P.

2.8. Ядро та образ лiнiйного оператора

Означення 2.12. Образом лiнiйного оператора називається ... .

Твердження 2.15. Якщо φ — лiнiйний оператор, що дiє в лiнiйному просторi V , то множина
Imφ є пiдпростором цього простору.

Твердження 2.16. Якщо φ – лiнiйний оператор, що дiє у лiнiйному просторi V , то

Imφ = ⟨φ(e1), . . . , φ(en)⟩,

де e1, . . . , en — база простору V .
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Означення 2.13. Ядром лiнiйного оператора називається ... .

Твердження 2.17. Якщо φ — лiнiйний оператор, що дiє в лiнiйному просторi V , то множина
Kerφ є пiдпростором простору V .

Означення 2.14. Рангом лiнiйного оператора називається ... . Дефектом лiнiйного опера-
тора називається ... .

Твердження 2.18. Ранг лiнiйного оператора φ дорiвнює рангу матрицi Aφ цього оператора:

rkφ = rkAφ.

Теорема 2.19. Якщо φ — лiнiйний оператор у в лiнiйному просторi V , то сума дефекту та рангу
оператора φ дорiвнює розмiрностi простору V , тобто

dimKerφ+ dim Imφ = dimV.

2.9. Iнварiанти лiнiйних операторiв

Твердження 2.20. Ранг матрицi лiнiйного оператора не залежить вiд вибору бази.

Означення 2.15. Визначником лiнiйного оператора назвемо Рангом лiнiйного операто-
ра називається ... ..

Твердження 2.21. Визначник матрицi лiнiйного оператора не залежить вiд вибору бази.

Означення 2.16. Слiдом trφ лiнiйного оператора називають Рангом лiнiйного оператора
називається ... .

Твердження 2.22. Слiд матрицi лiнiйного оператора не залежить вiд вибору бази.

2.10. Невиродженi оператори. Оберненi оператори

Означення 2.17. Лiнiйний оператор називається невиродженим, якщо Рангом лiнiйного опе-
ратора називається ... .

Твердження 2.23. Якщо лiнiйний оператор має в деякiй базi невироджену матрицю, то i в будь-
якiй iншiй базi матриця цього оператора також буде невиродженою.

Твердження 2.24. Добуток двох невироджених лiнiйних операторiв є невиродженим лiнiйним
оператором.

Означення 2.18. Лiнiйний оператор φ−1 називається оберненим до лiнiйного оператора φ, як-
що Рангом лiнiйного оператора називається ... .

Твердження 2.25. Якщо φ– лiнiйний оператор, що дiє у P-лiнiйному просторi V , то еквiвален-
тними є такi умови:

1) detφ ̸= 0;
2) Kerφ = {0};
3) Imφ = V ;
4) rkφ = dimV ;
5) для оператора φ iснує обернений оператор φ−1.
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2.11. Iнварiантнi пiдпростори. Фактор-оператор

Означення 2.19. Пiдпростiр називається iнварiантним, якщо ... .

Твердження 2.26. Ядро Kerφ та образ Imφ лiнiйного оператора φ є iнварiантними пiдпросто-
рами.

Твердження 2.27. Сума та перетин iнварiантних пiдпросторiв є iнварiантними пiдпросторами.

Означення 2.20. Обмеженням оператора на пiдпростiр називається ... .

Твердження 2.28. Обмеження φ|U лiнiйного оператора φ на iнварiантний пiдпростiр U є лiнiй-
ним оператором в U .

Твердження 2.29. Нехай U — iнварiантний пiдпростiр простору V стосовно лiнiйного опера-
тора φ i нехай e1, . . . , en – база у просторi V така, що e1, . . . , ek утворюють базу пiдпростору U .
Тодi матриця Aφ оператора φ у базi e1, . . . , en має вигляд

Aφ =

(
Aφ|

U
B

O C

)
, (2.3)

де Aφ|
U

— матриця оператора φ|U у базi e1, . . . , ek, B i C — деякi матрицi порядку k × (n − k) i
n− k вiдповiдно, O — нульова матриця порядку (n− k)× k.

Твердження 2.30. Якщо V = U ⊕W , де U , W – iнварiантнi пiдпростори простору V стосовно
лiнiйного оператора φ, то в деякiй базi простору V матриця лiнiйного оператора φ має вигляд

Aφ =

(
A O1

O1 C

)
, (2.4)

де A — матриця оператора φ|U : U → U , C — матриця оператора φ|W : W → W , O1 i O2 –
нульовi матрицi.

Означення 2.21. Фактор-оператором називається ... .

2.12. Власнi значення i власнi вектори

Означення 2.22. Власним значенням оператора називається ... . Власним вектором назива-
ється ... .

Лема 2.31. Власний вектор лiнiйного оператора має єдине власне значення.

Лема 2.32. Якщо x – власний вектор лiнiйного оператора φ з власним значенням λ i k – будь-
яке вiдмiнне вiд нуля число, то kx – також власний вектор оператора φ з власним значенням λ.

Лема 2.33. Якщо x1 i x2 – лiнiйно-незалежнi власнi вектори лiнiйного оператора φ з одним i
тим же власним значенням λ, то x1 + x2 – також власний вектор цього оператора з власним
значенням λ.

Наслiдок 2.34. Якщо x1, x2, . . . , xn – лiнiйно-незалежнi власнi вектори лiнiйного оператора φ
з одним i тим же власним значенням λ, то довiльна нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих векторiв
є власним вектором цього оператора з власним значенням λ.

Теорема 2.35. Множина власних векторiв лiнiйного оператораφ, що вiдповiдають одному i тому
ж власному значенню λ, доповнена нульовим вектором, є iнварiантним пiдпростором простору V .

Означення 2.23. Власним пiдпросторoм називається ... .
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Означення 2.24. Геометричною кратнiстю власного значення називають ... .

Теорема 2.36. Якщо λ – власне значення лiнiйного оператора φ, то

Vλ(φ) = Ker
(
φ− λι

)
,

де ι – одиничний оператор.

Означення 2.25. Характеристичним многочленом оператора називають ... .

Теорема 2.37. Характеристичний многочлен лiнiйного оператора не залежить вiд вибору бази.

Твердження 2.38. Коефiцiєнти характеристичного многочлена даного лiнiйного оператора є iн-
варiантами цього оператора.

Теорема 2.39. Для того, щоб число λ було власним значенням оператора φ, необхiдно i доста-
тньо, щоб це число було коренем характеристичного рiвняння

det
(
φ− λι

)
= 0. (2.5)

Означення 2.26. Алгебричною кратнiстю власного значення лiнiйного оператора назива-
ється ... .

Теорема 2.40. Алгебрична кратнiсть власного значення λ0 не менша за його геометричну кра-
тнiсть.

Теорема 2.41. Власнi вектори, що вiдповiдають попарно рiзним власним значенням лiнiйного
оператора, лiнiйно незалежнi.

Твердження 2.42. Нехай V – лiнiйний простiр розмiрностi n, φ – лiнiйний оператор, що дiє
у V . Якщо характеристичний многочлен fφ(λ) має n рiзних коренiв, то у просторi V iснує база,
складена з власних векторiв оператора φ.

Теорема 2.43. Для iснування бази iз власних векторiв лiнiйного оператора φ необхiдно i доста-
тньо, щоб виконувались такi умови:
1) характеристичний многочлен fφ(λ) розкладається на лiнiйнi множники;
2) розмiрнiсть кожного власного пiдпростору дорiвнює кратностi вiдповiдного кореня многочле-

на fφ(λ).

2.13. Зведення матрицi оператора до дiагонального вигляду

Теорема 2.44. Для того, щоб матриця A оператора φ у базi e1, e2, . . . , en була дiагональною,
необхiдно i достатньо, щоб кожен вектор ei бази був власним вектором оператора φ.

Означення 2.27. Матрицю A називають подiбною дiагональнiй, якщо ... .

Теорема 2.45. Матриця A оператора φ, що дiє у просторi V , подiбна до дiагональної матрицi
тодi i тiльки тодi, коли iснує база простору V , складена з власних векторiв оператора φ.

Твердження 2.46. Нехай власнi значення λ1, λ2, . . . , λs матрицi A порядку n, кратностi яких
вiдповiдно рiвнi m1,m2, . . . ,ms (m1 +m2 + · · · +ms = n), попарно рiзнi. Якщо m1 = n − r1,
m2 = n − r2, . . . , ms = n − rs, де r1, r2, . . . , rs – вiдповiдно ранги матриць A − λ1E, A − λ2E,
. . . , A− λsE, то матриця A приводиться до дiагонального вигляду.

Означення 2.28. Спектром лiнiйного оператора називають ... .
Оператором з простим спектром називають ... .
Матрицею з простим спектром називають ... .

Теорема 2.47. Будь-яка матриця з простим спектром подiбна дiагональнiй.

Означення 2.29. Оператор φ називається дiагоналiзовним, якщо ... .

Лема 2.48. Нехай dimV = n i нехай характеристичний многочлен fφ(λ) має n рiзних коренiв.
Тодi оператор φ дiагоналiзовний.
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2.14. Жорданова форма

Означення 2.30. Жордановою клiткою Jm(λ) називається ... .

Означення 2.31. Жордановою матрицею (або жордановою формою матрицi) називаєть-
ся ... .



Тема 3.

Евклiдовi та унiтарнi простори
3.1. Евклiдовi простори

Означення 3.1. Евклiдовим простором називають ... .

3.2. Нерiвнiсть Кошi-Буняковського, довжини та кути у евклiдових
просторах

Теорема 3.1 (нерiвнiсть Кошi-Буняковського). Для довiльних векторiв a, b евклiдового про-
стору виконується нерiвнiсть

(a, b)2 6
(
a, a)(b, b), (3.1)

причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли вектори пропорцiйнi.

Означення 3.2. Довжиною (або нормою) вектора a у евклiдовому просторi називають ... .

Теорема 3.2 (нерiвнiсть Кошi-Буняковського). Для довiльних векторiв a та b евклiдового
простору виконується нерiвнiсть

| (a, b) |6 ∥a∥ · ∥b∥, (3.2)

причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли вектори пропорцiйнi.

Твердження 3.3. Для довiльних векторiв a та b евклiдового простору справджуються такi спiв-
вiдношення:

1) ∥a∥ = 0 тодi i лише тодi, коли a = 0;
2) ∥λa∥ = |λ| · ∥a∥ для довiльного числа λ;
3) ∥a+ b∥ 6 ∥a∥+ ∥b∥ (нерiвнiсть трикутника1).

Означення 3.3. Кутом мiж векторами a та b називають т ... .

3.3. Унiтарнi простори

Означення 3.4. Лiнiйний простiр V над полем комплексних чиселC називають унiтарним (або
ермiтовим), якщо ... .

3.4. Нерiвнiсть Кошi-Буняковського, довжини векторiв в унiтарних
просторах

Теорема 3.4 (нерiвнiсть Кошi-Буняковського). Для довiльних векторiв a, b унiтарного про-
стору виконується нерiвнiсть

|(a, b)|2 6
(
a, a)(b, b). (3.3)

1Iнша назва нерiвностi трикутника — нерiвнiсть Мiнковського

15
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Твердження 3.5. 1) ∥a∥ = 0 тодi i лише тодi, коли a = 0;
2) ∥λa∥ = |λ| · ∥a∥ для довiльного числа λ;
3) ∥a+ b∥ 6 ∥a∥+ ∥b∥ (нерiвнiсть трикутника);

3.5. Ортогональнi вектори. Процес ортогоналiзацiї. Ортогональнi
бази

Означення 3.5. Вектори a та b евклiдового (унiтарного) простору називають ортогональними,
якщо ... .

Твердження 3.6. a⊥a тодi i лише тодi, коли a = 0.

Твердження 3.7. Якщо вектор a ортогональний до всiх векторiв евклiдового (унiтарного) про-
стору, то вiн є нульовим.

Твердження 3.8. Якщо a⊥b1, a⊥b2, . . . , a⊥bk, то a⊥⟨b1, b2, . . . , bk⟩.

Твердження 3.9. Якщо a⊥b, то ∥a+ b∥2 = ∥a∥2 + ∥b∥2 (теорема Пiфагора).

Означення 3.6. Систему векторiв a1, a2, . . . , an (n > 2) евклiдового (унiтарного) простору на-
зивають ортогональною, якщо ... .

Теорема 3.10. Довiльна ортогональна система ненульових векторiв лiнiйно незалежна.

Теорема 3.11 (про ортогоналiзацiю). Якщо a1, a2, . . . , ak — лiнiйно незалежна система век-
торiв евклiдового (унiтарного) простору V , то iснує така ортогональна система векторiв b1, b2,
. . . , bk ∈ V , що лiнiйнi оболонки цих систем векторiв спiвпадають:

⟨a1, a2, . . . , ak⟩ = ⟨b1, b2, . . . , bk⟩.

Теорема 3.12. У кожному скiнченовимiрному евклiдовому (унiтарному) просторi iснують орто-
гональнi бази.

3.6. Ортонормованi вектори. Ортонормованi бази

Означення 3.7. Систему векторiв називають ортонормованою, якщо ... .

Теорема 3.13. У кожному скiнченовимiрному евклiдовому (унiтарному) просторi iснують орто-
нормованi бази.

Твердження 3.14. Нехай e1, . . . , en — ортонормована база евклiдового (унiтарного) просто-
ру V . Тодi у цiй базi координати довiльного вектора a ∈ V дорiвнюють скалярним добуткам
(a, e1), (a, e2), . . . , (a, en) вiдповiдно.

Твердження 3.15. Нехай e1 . . . , en — ортонормована база простору V , a = (α1, . . . , αn) та
b = (β1, . . . , βn) — довiльнi вектори цього простору. Тодi

1) якщо простiр V евклiдовий, то

(a, b) = α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn;

2) якщо простiр V унiтарний, то

(a, b) = α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn.
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3.7. Ортогональне доповнення. Ортогональна проекцiя

Означення 3.8. Ортогональним доповненням U⊥ до пiдпростору U називають ... .

Теорема 3.16. Якщо U — пiдпростiр евклiдового (унiтарного) простору V , то ортогональне до-
повнення U⊥ також є пiдпростором простору V .

Теорема 3.17. Якщо U — пiдпростiр евклiдового (унiтарного) простору V , то

V = U ⊕ U⊥.

Означення 3.9. Ортогональною проекцiєю називається ... . Ортогональною складовою
називається ... .

Означення 3.10. Два пiдпростори евклiдового (унiтарного) простору називають ортогональ-
ними), якщо ... .

Твердження 3.18. Якщо два пiдпросториU1 таU2 ортогональнi, то їх перетин складається тiль-
ки iз нульового елемента.

Означення 3.11. Скiнченна сума лiнiйних пiдпросторiв U1+ · · ·+Us називається ортогональ-
ною, якщо ... .

Твердження 3.19. Ортогональна сума пiдпросторiв завжди є прямою сумою.

3.8. Iзоморфiзм евклiдових та унiтарних просторiв

Означення 3.12. Два евклiдовi (унiтарнi) простори V i V ′ називають iзоморфними, якщо ... .

Теорема 3.20. Два евклiдовi (унiтарнi) простори над одним i тим же полем iзоморфнi тодi i лише
тодi, коли їх розмiрностi спiвпадають.
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Тема 4.

Oператори у евклiдових i унiтарних просторах
4.1. Ортогональнi та унiтарнi оператори

Означення 4.1. Лiнiйний оператор називається ортогональним, якщо ... . Лiнiйний оператор
називається унiтарним, якщо ... .

Теорема 4.1. Лiнiйний оператор φ, який дiє у евклiдовому (унiтарному) просторi V , є ортого-
нальним (унiтарним) тодi i лише тодi, коли вiн зберiгає скалярнi квадрати (a, a) усiх векторiв
a ∈ V .

Теорема 4.2. Операторφ евклiдового (унiтарного) простору V є ортогональним (унiтарним) тодi
i лише тодi, коли вiн переводить кожну ортонормовану базу e1, . . . , en цього простору знову в
ортонормовану базу φ(e1), . . . , φ(en).

Твердження 4.3. Нехай лiнiйний оператор φ дiє у евклiдовому (унiтарному) просторi V i U
iнварiантний пiдпростiр простору V . Якщо оператор φ ортогональний (унiтарний), то пiдпростiр
U⊥ також iнварiантний.

Лема 4.4. Якщо φ — унiтарний оператор, то всi його власнi значення за модулем дорiвнюють 1,
якщо ж оператор φ — ортогональний, то всi його власнi значення дорiвнюють ±1.

Лема 4.5. Якщо φ — унiтарний оператор, то його власнi вектори, що вiдповiдають рiзним вла-
сним значенням, взаємно ортогональнi.

4.2. Ортогональнi та унiтарнi матрицi

Означення 4.2. Квадратну матрицю A ∈ Mn(R) називають ортогональною, якщо ... . Ква-
дратну матрицю A ∈Mn(C) називають унiтарною, якщо ... .

Твердження 4.6. Множини On(R) i Un(C) є групами стосовно звичайного множення матриць.

4.3. Зв’язок ортогональних (унiтарних) операторiв з ортогональ-
ними (унiтарними) матрицями

Теорема 4.7. Матриця ортогонального (унiтарного) оператора в будь-якiй ортонормованiй базi
— ортогональна (унiтарна). Навпаки, якщо матриця лiнiйного оператора хоча б в однiй ортонор-
мованiй базi ортогональна (унiтарна), то цей лiнiйний оператор ортогональний (унiтарний).

Теорема 4.8. Матриця переходу вiд однiєї ортонормованої бази евклiдового (унiтарного) про-
стору до iншої ортонормованої бази цього простору є ортогональною (унiтарною).
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4.4. Спряженi оператори

Означення 4.3. Оператор φ∗ називається спряженим до лiнiйного оператора φ, якщо ... .

Твердження 4.9. Нехай φ — лiнiйний оператор, що дiє у евклiдовому (унiтарному) просторi V .
Тодi спряжений оператор φ∗ також є лiнiйним.

Теорема 4.10. Для будь-якого лiнiйного оператора φ евклiдового (унiтарного) простору iснує
спряжений оператор φ∗, i причому єдиний.

Лема 4.11. Якщо матрицею лiнiйного оператора φ у ортонормованiй базi простору V є матри-
ця A, то матрицею спряженого оператора φ∗ у цiй же базi буде транспонована до A матриця A⊤,
якщо простiр V евклiдовий, або спряжено транспонована доA матрицяA

⊤
, якщо простiр V унi-

тарний.

Твердження 4.12. Спряженi оператори володiють такими властивостями:
1) (φ+ ψ)∗ = φ∗ + ψ∗;
2) (αφ)∗ = αφ∗;
3) (φψ)∗ = ψ∗φ∗;
4) (φ∗)∗ = φ.

Лема 4.13. Якщо U — iнварiантний пiдпростiр лiнiйного простору V стосовно оператора φ, то
його ортогональне доповнення U⊥ є iнварiантним пiдпростором простору V стосовно спряжено-
го оператора φ∗.

4.5. Самоспряженi оператори

Означення 4.4. Лiнiйний оператор називають самоспряженим (або симетричним), якщо ... .
Оператор φ називають кососиметричним, якщо ... .

Теорема 4.14. Лiнiйний оператор φ евклiдового (унiтарного) простору є самоспряженим тодi i
тiльки тодi, коли його матриця Aφ в кожнiй ортонормованiй базi цього простору є симетричною
(ермiтовою).

4.6. Нормальнi оператори

Означення 4.5. Операторφ евклiдового або унiтарного простору називають нормальним, якщо
... .

Лема 4.15. Довiльний власний вектор x нормального оператора φ, що вiдповiдає власному зна-
ченню λ, буде власним вектором i спряженого оператора φ∗, проте вiдповiдатиме власному зна-
ченню λ.

Твердження 4.16. Власнi значення самоспряженого оператора є дiйсними числами.

Лема 4.17. Власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним значенням нормального операто-
ра φ, ортогональнi.

Лема 4.18. Якщо x — власний вектор нормального оператора φ, то ортогональне доповнення
⟨x⟩⊥ лiнiйної оболонки ⟨x⟩ є iнварiантним пiдпростором стосовно оператора φ.

Теорема 4.19. Для кожного нормального оператораφ унiтарного простору iснує ортонормована
база, складена з власних векторiв оператора φ.

Твердження 4.20. Для довiльної симетричної матрицi A з дiйсними елементами iснує така ор-
тогональна матриця Q, що Q−1AQ є дiагональною матрицею.

Твердження 4.21. Для довiльної унiтарної матрицi A ∈ Mn(C) iснує така унiтарна матриця Q,
що Q−1AQ є дiагональною матрицею.



Тема 5.

Лiнiйнi, бiлiнiйнi та квадратичнi форми
5.1. Лiнiйнi форми. Простiр лiнiйних форм

Означення 5.1. Лiнiйною формою (або лiнiйним функцiоналом) називається ... .

Означення 5.2. Сумою лiнiйних форм називається ... .

Означення 5.3. Добутком лiнiйної форми на число називається ... .

Твердження 5.1. Якщо V — лiнiйний простiр над числовим полем P, то множина V ∗ також є лi-
нiйним простором над числовим полем P стосовно операцiй додавання лiнiйних форм та добутку
лiнiйних форм на числа.

Означення 5.4. Спряженим (або дуальним) простором називається ... ..

5.2. Спряжена база. Перетворення координат в V ∗ при перетворен-
нi координат в V

Теорема 5.2. Якщо dimV ∗ = n, то лiнiйнi форми ε1, . . . , εn утворюють базу спряженого про-
стору V ∗

Означення 5.5. Спряженою (або дуальною) базою називається ... .

5.3. Iзоморфiзм V та V ∗. Канонiчний iзоморфiзм V та V ∗∗

Твердження 5.3. Нехай V — лiнiйний простiр. Якщо dimV < ∞, то dimV = dimV ∗ i лiнiйнi
простори V та V ∗ — iзоморфнi.

Теорема 5.4. Вiдображення x 7→ fx є iзоморфiзмом простору V на простiр V ∗∗.

Означення 5.6. Канонiчним iзоморфiзмом просторiв V та V ∗∗ називають ... .

5.4. Бiлiнiйнi форми

Означення 5.7. Бiлiнiйною формою (або бiлiнiйною функцiєю) називають ... .

5.5. Матриця бiлiнiйної форми. Зв’язок матриць бiлiнiйної форми в
рiзних базах

Означення 5.8. Матрицею бiлiнiйної форми α в базi e1, . . . , en (матрицею Грама бiлiнiйної
форми α) називають ... .
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Теорема 5.5. Якщо α — бiлiнiйна форма в скiнченновимiрному лiнiйному просторi V , A та A′

— матрицi форми α в базах e1, . . . , en та e′1, . . . , e
′
n вiдповiдно, Q — матриця переходу вiд ба-

зи e1, . . . , en до бази e′1, . . . , e
′
n, то

A′ = Q⊤AQ. (5.1)

Означення 5.9. Ядром бiлiнiйної форми α називається ... . Форма α називається невиродже-
ною, якщо ... .

5.6. Симетричнi бiлiнiйнi форми

Означення 5.10. Бiлiнiйна форма α(x, y) називається симетричною, якщо ... .

Теорема 5.6. Бiлiнiйна форма є симетричною (вiдповiдно кососиметричною) тодi i тiльки тодi,
коли її матриця симетрична (вiдповiдно кососиметрична).

5.7. Квадратичнi форми. Матриця та ранг квадратичної форми

Означення 5.11. Квадратичною формою (або квадратичною функцiєю) називається ... .

Твердження 5.7. В лiнiйному просторi V над числовим полем P iснує взаємно однозначна вiд-
повiднiсть мiж симетричними бiлiнiйними та квадратичними формами.

Означення 5.12. Матрицею квадратичної форми q(x) називають ... .

Означення 5.13. Рангом квадратичної форми називають ... .

5.8. Канонiчний вигляд квадратичних форм

Означення 5.14. Квадратична форма має канонiчний вигляд, якщо ... .

5.9. Зведення квадратичних форм над полем R до головних осей

5.10. Метод Лагранжа зведення квадратичних форм до канонiчного
вигляду

Теорема 5.8. Довiльну квадратичну форму q(x) в лiнiйному просторi V над числовим полем P
можна звести до канонiчного вигляду. 1

5.11. Нормальний вигляд квадратичних форм

Означення 5.15. Квадратична форма q(x) рангу r має нормальний вигляд, якщо ... .

Теорема 5.9. Якщо квадратична форма q(x) над полем дiйсних чисел R має ранг r, то iснує таке
натуральне число p, 1 6 p 6 r, що нормальним виглядом q(x) буде

q(x) =

p∑
i=1

x′2i −
r∑

i=p+1

x′2i .

1Iнакше кажучи, для кожної квадратичної форми q(x) в просторi V над числовим полем P iснує база простору V ,
в якiй q(x) має канонiчний вигляд.
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Теорема 5.10. Якщо квадратична форма q(x) над полем комплексних чисел C має ранг r, то її
нормальним виглядом є сума r квадратiв

q(x) =

r∑
i=1

x′2i .

5.12. Закон iнерцiї

Означення 5.16. Додатним iндексом iнерцiї називають ... . Вiд’ємним iндексом iнерцiї на-
зивають ... . Сигнатурою називають ... .

Теорема 5.11 (закон iнерцiї). Додатнiй, вiд’ємний iндекси iнерцiї та сигнатура не залежать вiд
способу зведення квадратичної форми до нормального вигляду.

5.13. Додатно визначенi квадратичнi форми

Означення 5.17. Квадратичну форму називають додатно визначеною, якщо ... .

Теорема 5.12. Нехай q(x) — квадратична форма в n-вимiрному лiнiйному просторi V над полем
дiйсних чисел R. Тодi еквiвалентними є такi твердження:

1) q(x) = x21 + · · ·+ x2n;
2) q(x) > 0 для кожного x ̸= 0;
3) вiдповiдна формi q(x) симетрична бiлiнiйна форма α(x, x) є скалярним добутком в про-

сторi V .

Твердження 5.13. Якщо q(x) є додатно визначеною, то aii > 0 для довiльних i = 1, 2, . . . , n.

Твердження 5.14. Якщо квадратична форма q(x) додатно визначена, то визначник її матрицi
додатний: detA > 0.

Твердження 5.15. В n-вимiрному лiнiйному просторi над полем дiйсних чисел додано визначе-
на квадратична форма має ранг n.

5.14. Критерiй Сiльвестра

Теорема 5.16 (критерiй Сiльвестра). Для того, щоб квадратична форма q(x) була додатно
визначеною необхiдно i достатньо, щоб всi кутовi мiнори матрицi A цiєї форми були строго дода-
тнi, тобто

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0.

Наслiдок 5.17. Для того, щоб квадратична форма була вiд’ємно визначеною необхiдно i доста-
тньо, щоб всi кутовi мiнори непарного порядку були вiд’ємними, а всi кутовi мiнори парного по-
рядку — додатнi.

5.15. Зведення до канонiчного вигляду пари форм

Теорема 5.18. Для кожної пари q(x) i r(x) квадратичних форм в просторi V над полем R, iз яких
перша форма q(x) є додатно визначеною, iснує база, в якiй

q(x) = y21 + · · ·+ y2n, (5.2)

r(x) = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n, (5.3)

де λ1, . . . , λn — власнi значення матрицi квадратичної форми r(x).
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