
8. Ñòåïåíåâi ëèøêè, ïåðâiñíi êîðåíi,
iíäåêñè

8.1. Ñòåïåíåâi ëèøêè
Íåõàé m, n � ôiêñîâàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà i c 6≡ 0 (mod m). Ðîçãëÿíåìî
êîíãðóåíöiþ

xk ≡ c (mod m) . (8.1)
ßêùî öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, òî ÷èñëî c íàçèâà¹òüñÿ k�ñòå-

ïåíåâèì ëèøêîì çà ìîäóëåì m. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi ãîâîðÿòü, ùî c ¹
k�ñòåïåíåâèì íåëèøêîì çà ìîäóëåì m. Äëÿ k = 2 i k = 3 ãîâîðÿòü
âiäïîâiäíî ïðî êâàäðàòè÷íi i êóái÷íi ëèøêè àáî íåëèøêè.

Ïðèêëàä. Íåõàé m = 11, à k äîðiâíþ¹ 2 àáî 3. Ç òàáëèöi

x ≡ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 (mod 11)
x2 ≡ 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1 (mod 11)
x3 ≡ 1, 8, 5, 9, 4, 7, 2, 6, 3, 10 (mod 11)

âèäíî, ùî ÷èñëà 1, 3, 4, 5, 9 ¹ êâàäðàòè÷íèìè ëèøêàìè çà ìîäóëåì 11,
à ÷èñëà 2, 6, 7, 8, 10 � êâàäðàòè÷íèìè íåëèøêàìè. Ó òîé æå ÷àñ çà
ìîäóëåì 11 áóäü�ÿêå íå êðàòíå 11 ÷èñëî ¹ êóái÷íèì ëèøêîì, à êóái÷íèõ
íåëèøêiâ íåìà¹ æîäíîãî.

Äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë a i m çàâæäè iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
n, ùî an ≡ 1 (mod m) (íàïðèêëàä, çà òåîðåìîþ Îéëåðà ìîæíà âçÿòè
n = ϕ(m)). Íàéìåíøå òàêå n íàçâåìî ïîðÿäêîì ÷èñëà a çà ìîäóëåì
÷èñëà m i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ñèìâîëîì Pm(a).

Íàïðèêëàä, ïîðÿäîê ÷èñëà 3 çà ìîäóëåì 13 äîðiâíþ¹ 3, áî 31, 32 6≡ 1
(mod 13), àëå 33 ≡ 1 (mod 13).

Íàäàëi âïðîäîâæ óñüîãî öüîãî ðîçäiëó áóêâè a i m ïîçíà÷àòèìóòü
âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà i öå, ÿê ïðàâèëî, ñïåöiàëüíî íå çàñòåðiãàòèìåòüñÿ.

Âiäçíà÷èìî êiëüêà âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Pm(a).

Òâåðäæåííÿ 8.1. (a) ßêùî b ≡ a (mod m), òî Pm(b) = Pm(a).

(á) ßêùî Pm(a) = k òà îñòà÷à âiä äiëåííÿ ÷èñëà n íà k äîðiâíþ¹ r,
òî an i ar íàëåæàòü îäíîìó êëàñó ëèøêiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà m.

Äîâåäåííÿ. (à) ßêùî b ≡ a (mod m), òî äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ N bs ≡ as

(mod m) (íàñëiäîê 2 ç òåîðåìè 5.3). Òîìó ç aPm(a) ≡ 1 (mod m) âè-
ïëèâà¹ bPm(a) ≡ 1 (mod m), à äëÿ äîâiëüíîãî 1 6 r < Pm(a) ç ar 6≡ 1
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(mod m) âèïëèâà¹ br 6≡ 1 (mod m).
(á) ßêùî Pm(a) = k, òî ak ≡ 1 (mod m). Íåõàé n = k · q + r. Òîäi
an = ak·q+r = (ak)q · ar ≡ 1q · ar ≡ ar (mod m) ùî é âèìàãàëîñü.

Íàñëiäîê 1. (à) Êîíãðóåíöiÿ as ≡ at (mod m) ìà¹ ìiñöå òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè s ≡ t (mod Pm(a)). Çîêðåìà, as ≡ 1 (mod m) òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè Pm(a) |s;
(á) Pm(a) |ϕ(a);
(â) ÿêùî Pm(a) = n , òî äëÿ êîæíîãî i ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
Pm(ai) =

n

(i, n)
.

Äîâåäåííÿ. (à) Ñïðàâäi, íåõàé as ≡ at (mod m). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëü-
íîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî s > t. Iç òåîðåìè Îéëåðà (òåîðåìà 5.10) âèïëè-
âà¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî b, äëÿ ÿêîãî ab ≡ 1 (mod m). Ïîìíîæèâøè îáèäâi
÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ as ≡ at (mod m) íà bt ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ñêîðî÷åíü
îäåðæèìî as−t ≡ 1 (mod m). ßêùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ s − t íà Pm(a)
äîðiâíþ¹ r, òî ç òâåðäæåííÿ 8.1(á) òåïåð âèïëèâà¹, ùî ar ≡ 1 (mod m).
Îòæå, r = 0 i Pm(a) |s− t, òîáòî s ≡ t (mod Pm(a)).

Íåõàé òåïåð s ≡ t (mod Pm(a)). Òîäi s i t ïðè äiëåííi íà Pm(a) äàþòü
îäíàêîâi îñòà÷i, à òîìó çà òâåðäæåííÿì 8.1(á) as ≡ at (mod m).

Îñòàííþ ÷àñòèíó ïóíêòó (à) îäåðæèìî, ÿêùî ïîêëàäåìî t = 0.
(á) Âèïëèâà¹ ç ïóíêòó (à), áî çà òåîðåìîþ Îéëåðà aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
(â) Íåõàé (ai)k = aik ≡ 1 (mod m). Òîäi ç (à) âèïëèâà¹, ùî ik ≡ 0

(mod n). Ïîçíà÷èìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê (i, n) ÷èñåë i òà n
÷åðåç d. Òîäi i = di1, n = dn1 i dn1 | di1k, çâiäêè n1 | i1k. Àëå i1 òà
n1 � âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó n1 | k i k > n1. Ç iíøîãî áîêó, (ai)n1 =
ain1 = adi1n1 = (an)i1 ≡ 1 (mod m). Îòæå, n1 =

n

(i, n)
¹ íàéìåíøèì

íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, äëÿ ÿêîãî (ai)k ≡ 1 (mod m), òîáòî n1 = Pm(ai).

Çàäà÷à 8.1. Äëÿ êîæíîãî ç ÷èñåë âiä 2 äî 9, âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç ÷èñëîì
10, çíàéòè ïîðÿäîê öüîãî ÷èñëà çà ìîäóëåì 10.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñåðåä äàíèõ ÷èñåë âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç 10 áóäóòü ÷èñëà 3,
7 i 9. Çà ùîéíî äîâåäåíèì íàñëiäêîì (íàñëiäîê 1 (á)) ¨õ ïîðÿäêè òðåáà
øóêàòè ñåðåä äiëüíèêiâ ÷èñëà ϕ(10) = 4, òîáòî ñåðåä ÷èñåë 1, 2 i 4.
Îñêiëüêè 31 6≡ 1 (mod 10) , 32 6≡ 1 (mod 10) , 71 6≡ 1 (mod 10) , 72 /≡ 1
(mod 10) , 91 6≡ 1 (mod 10) , i 92 ≡ 1 (mod 10) , òî Pm(3) = 4 , Pm(7) = 4 ,
Pm(9) = 2 .
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Íàñëiäîê 2. Íåõàé Pm(a) = k. Òîäi êëàñè ëèøêiâ 1 = a0, a1, a2, . . .

. . . , ak−1 çà ìîäóëåì ÷èñëà m ¹ ðiçíèìè ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ xk ≡ 1
(mod m).

Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíiì íàñëiäêîì (íàñëiäîê 1 (à)) êëàñè ëèøêiâ 1 =
a0, a1, a2, . . . , ak−1 ¹ ðiçíèìè. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âñi âîíè
¹ ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ xk ≡ 1 (mod m).

Íàïðèêëàä, P18(7) = 3, òîìó êëàñè ëèøêiâ 1, 7, 72 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
êîíãðóåíöi¨ x3 ≡ 1 (mod 18). Àëå öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ é iíøi ðîçâ'ÿçêè,
à ñàìå 5, 11 i 17.

Äëÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿ p ïîïåðåäíié íàñëiäîê ìîæíà ïîñèëèòè:

Íàñëiäîê 3. ßêùî ÷èñëî p � ïðîñòå i Pp(a) = k, òî êëàñè ëèøêiâ
1 = a0, a1, a2, . . . , ak−1 çà ìîäóëåì ÷èñëà p äàþòü óñi k ðîçâ'ÿçêiâ
êîíãðóåíöi¨ xk ≡ 1 (mod p).

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó é òåîðåìè 7.2.

Çàäà÷à 8.2. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨ x5 ≡ 1 (mod 11).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ÷èñëî a, ïîðÿäîê ÿêîãî çà ìîäóëåì
11 äîðiâíþ¹ 5. Ïåðåáèðàþ÷è ïîñëiäîâíî ìàëi ÷èñëà, çíàõîäèìî: 25 6≡ 1
(mod 11), 35 ≡ 1 (mod 11). Çà íàñëiäêîì 3 ç òåîðåìè 8.1 ðîçâ'ÿçêè äàíî¨
êîíãðóåíöi¨ ïîâíiñòþ âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè êëàñàìè ëèøêiâ çà ìîäóëåì
11: 1, 3, 32 = 9, 33 = 5, 34 = 4.

Òâåðäæåííÿ 8.2. (a) ßêùî Pm(a) = k, Pm(b) = l i ÷èñëà k i l ïî-
ïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî Pm(a · b) = k · l.

(á) ßêùî ïîðÿäêè Pm(a1), . . . , Pm(an) ÷èñåë a1, . . . , an ïîïàðíî âçà-
¹ìíî ïðîñòi, òî Pm(a1 · · · an) = Pm(a1) · · ·Pm(an).

Äîâåäåííÿ. (à) Ñïðàâäi, íåõàé Pm(a · b) = u. Òîäi (ab)u ≡ 1 (mod m) i
1 ≡ 1l ≡ (ab)ul ≡ aulbul ≡ aul · 1 ≡ aul (mod m). Îòæå, çà íàñëiäêîì 1
à) ç òåîðåìè 8.1 k | ul, i ïîçàÿê k i l ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî k | u.
Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî l |u. Àëå òîäi kl |u. Ç iíøîãî áîêó, ç (ab)kl ≡
aklbkl ≡ 1l · 1k ≡ 1 (mod m) âèïëèâà¹, ùî u |kl. Òîìó u = kl.

(á) Öÿ ÷àñòèíà ëåãêî äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨. Ñïðàâäi, äëÿ n = 2 öå òâåðäæåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç óæå äîâåäå-
íèì òâåðäæåííÿì (à). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
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n = k > 2. Òîäi Pm(a1 · · · ak) = Pm(a1) · · ·Pm(ak) i öå ÷èñëî âçà¹ì-
íî ïðîñòå ç Pm(ak+1). Òîìó äëÿ n = k + 1 îòðèìó¹ìî: Pm(a1 · · · ak+1) =
Pm

(
(a1 · · · ak)ak+1

)
=Pm(a1 · · · ak)Pm(ak+1)=Pm(a1) · · ·Pm(ak)·Pm(ak+1).

Çàäà÷à 8.3. Íåõàé a > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî:
(a) äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ïðîñòi íåïàðíi äiëüíèêè

÷èñëà ap−1 àáî ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà a−1, àáî ìàþòü âèãëÿä 2px+1;
(á) äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî

ïðîñòèõ ÷èñåë âèãëÿäó 2px + 1;
(â) ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà 22n

+ 1 ìàþòü âèãëÿä 2n+1x + 1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) ßêùî q � ïðîñòå íåïàðíå ÷èñëî i q |(ap − 1), òî ap ≡ 1
(mod q) i Pq(a) | p, òîáòî Pq(a) = 1 àáî Pq(a) = p. ßêùî Pq(a) = 1, òî
a ≡ 1 (mod q) i q | (a − 1). Íåõàé òåïåð Pq(a) = p. Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ
Pq(a) | ϕ(q) (íàñëiäîê 1 (á) ç òåîðåìè 8.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó p | (q − 1),
çâiäêè q − 1 = 2px i q = 2px + 1.

(á) Iç ïóíêòó (à) âèïëèâà¹, ùî ïðîñòèìè ÷èñëàìè âèãëÿäó 2px + 1
áóäóòü, íàïðèêëàä, óñi ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà 2p− 1. Òîìó ïðîñòi ÷èñëà
òàêîãî âèãëÿäó iñíóþòü. Íåõàé òåïåð d1, . . . , dk � äîâiëüíi ïðîñòi ÷èñëà
âèãëÿäó 2px + 1. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî dp − 1, äå d = pd1 · · · dk. Æîäíå ç
÷èñåë d1, . . . , dk íå ¹ éîãî äiëüíèêîì. Iç ðiâíîñòi dp−1+dp−2+· · ·+d+1 =
(d− 1)

(
dp−2 + 2dp−3 + · · ·+ (p− 1)

)
+ p âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ñïiëüíèé

äiëüíèê ÷èñåë d − 1 i dp−1 + dp−2 + · · · + d + 1 ìà¹ áóòè i äiëüíèêîì
÷èñëà p. Àëå d − 1 = pd1 · · · dk − 1 íå äiëèòüñÿ íà p. Òîìó ÷èñëà d − 1 i
dp−1 +dp−2 + · · ·+d+1 � âçà¹ìíî ïðîñòi. ×èñëî dp−1 +dp−2 + · · ·+d+1
ÿê ñóìà p íåïàðíèõ ÷èñåë òàêîæ íåïàðíå. Íåõàé q � éîãî íåïàðíèé
ïðîñòèé äiëüíèê. Îñêiëüêè q íå äiëèòü ÷èñëî d − 1, àëå äiëèòü ÷èñëî
dp − 1, òî çà òâåðäæåííÿì 8.2 (à) q ìà¹ âèãëÿä q = 2px + 1. Êðiì òîãî,
q âiäìiííå âiä êîæíîãî ç ÷èñåë d1, . . . , dk.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çàâæäè ìîæåìî çáiëüøèòè êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë
âèãëÿäó 2px + 1 ïðèíàéìíi íà 1. Òîìó òàêèõ ÷èñåë íåñêií÷åííî áàãàòî.

(â) Íåõàé q � ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà 22n

+1. Òîäi 22n

+1 ≡ 0 (mod q),
çâiäêè 22n+1−1 = (22n

+1)(22n−1) ≡ 0 (mod q), òîáòî 22n+1 ≡ 1 (mod q).
Îòæå, Pq(2) = 2n+1 i çà íàñëiäêîì 1 (á) 2n+1 |(q − 1) . Òîìó q =
= 2n+1x + 1.

Çàäà÷à 8.4. Äîâåñòè, ùî êîæíå ïðîñòå ÷èñëî p âèãëÿäó p = 22k+2k+1
äiëèòü ÷èñëî 22k+1 − 1.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî p(2k−1) = 23k−1. Òîäi 23k ≡ 1 (mod p).
Íåõàé Pp(2) = m. Çà íàñëiäêîì 1 (à) ç òåîðåìè 8.1 m | 3k. Àëå ç íåðiâ-
íîñòåé 2

3k
2 < 22k < p âèïëèâà¹, ùî m > 3k

2 . Òîìó m = 3k. Êðiì öüîãî,
çà íàñëiäêîì 1 (á) ç òåîðåìè 8.1 m |ϕ(p), äå ϕ(p) = p− 1 = 2k(2k +1), áî
p � ïðîñòå ÷èñëî. Îòæå, 3k | 2k(2k + 1). ×èñëî k íå ìîæå áóòè ïàðíèì,
áî äëÿ k = 2l ÷èñëî 22k + 2k + 1 = 24l + 22l + 1 = (22l + 1)2 − 22l =
(22l + 2l + 1)(22l − 2l + 1) íå ¹ ïðîñòèì. Òîìó 3k | (2k + 1) i 22k+1 ≡ 1
(mod p), òîáòî p |(22k+1).

Çàäà÷à 8.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a > 1 i n
÷èñëî ϕ(an − 1) äiëèòüñÿ íà n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç î÷åâèäíî¨ êîíãðóåíöi¨ an ≡ 1 (mod an−1) âèïëèâà¹, ùî
Pan−1(a) = n. Àëå çà íàñëiäêîì 1 (á) ç òåîðåìè 8.1 Pan−1(a) |ϕ(an − 1),
ùî é âèìàãà¹òüñÿ.

8.2. Ïåðâiñíi êîðåíi
Äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë a i m ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì êî-
ðåíåì çà ìîäóëåì m, ÿêùî ïîðÿäîê a çà öèì ìîäóëåì äîðiâíþ¹ ϕ(m),
òîáòî Pm(a) = ϕ(m). Öå ïîíÿòòÿ âïåðøå ââiâ Îéëåð.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 8.1 (à) ïîðÿäêè Pm(a) âñiõ ÷èñåë a, ùî íàëå-
æàòü îäíîìó é òîìó æ êëàñîâi ëèøêiâ çà ìîäóëåì m, îäíàêîâi. Òîìó
Pm(a) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi êëàñiâ ëè-
øêiâ çà ìîäóëåì m, âçà¹ìíî ïðîñòèõ iç ìîäóëåì, i ïîçíà÷àòè Pm(a). Òîäi
ïðèðîäíî ðàçîì iç ÷èñëîì a íàçèâàòè ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì m
i âåñü êëàñ ëèøêiâ a çà öèì æå ìîäóëåì.

Ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ. Îéëåð ïåðøèì âè-
ñëîâèâ ïðèïóùåííÿ, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p iñíó¹ ÷èñëî,
ïîðÿäîê ÿêîãî äîðiâíþ¹ p− 1 = ϕ(p). Çãîäîì öå äîâiâ Ëåæàíäð.

Òåîðåìà 8.1. Çà êîæíèì ïðîñòèì ìîäóëåì p iñíó¹ ðiâíî ϕ(p − 1)
êëàñiâ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ. Íåõàé δ1,
δ2, . . . , δr � óñi ìîæëèâi ïîðÿäêè çà ìîäóëåì p ÷èñåë 1, 2, . . . , p − 1,
à íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå τ öèõ ïîðÿäêiâ ìà¹ êàíîíi÷íèé ðîçêëàä
τ = pα1

1 · · · pαk

k . Äëÿ êîæíîãî ìíîæíèêà pαs
s öüîãî ðîçêëàäó ïîâèíåí

iñíóâàòè ïîðÿäîê δj , ÿêèé äiëèòüñÿ íà öåé ìíîæíèê. Òîìó δj ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi δj = bpαs

s . Íåõàé aj � îäíå ç ÷èñåë 1, 2, . . . , p − 1,
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äëÿ ÿêîãî Pp(aj) = bpαs
s . Òîäi, çîêðåìà, a

δj

j ≡ 1 (mod p). Çâiäñè ìà¹-
ìî a

bpαs
s

j = (ab
j)

pαs
s ≡ 1 (mod p), îòæå, Pp(ab

j) = pαs
s . Ïîçíà÷èìî ÷èñëî

ab
j ÷åðåç ds, òîäi äëÿ d = d1 · · · dk çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 8.2 (á) ìà¹ìî

Pp(d) = τ i çà íàñëiäêîì 1 (á) ç òåîðåìè 8.1 τ | (p − 1). Îñêiëüêè âñi
÷èñëà δ1, δ2, . . . , δr äiëÿòü τ , òî çà íàñëiäêîì 1 (à) ç òåîðåìè 8.1 êîæíå
ç ÷èñåë 1, 2, . . . , p − 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ xτ ≡ 1 (mod p). Àëå çà
òåîðåìîþ 7.2 êiëüêiñòü òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè ñòåïåíÿ
êîíãðóåíöi¨, òîáòî p − 1 6 τ . Òîìó τ = p − 1 i d � ïåðâiñíèé êîðiíü çà
ìîäóëåì p.

Òåïåð äîâåäåìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ:
ßêùî iñíó¹ õî÷à á îäíå ÷èñëî, ïîðÿäîê ÿêîãî çà ïðîñòèì ìîäóëåì p
äîðiâíþ¹ k, òî òàêèé ïîðÿäîê ìàòèìå ùîíàéìåíøå ϕ(k) êëàñiâ ëèøêiâ
çà ìîäóëåì p.

Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî Pp(a) = k. Çîêðåìà, òîäi ak ≡ 1 (mod p)
i, çà íàñëiäêîì 3, óñi êëàñè ëèøêiâ a0, a1, a2, . . . , ak−1 ¹ ðiçíèìè i
¹ ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ xk ≡ 1 (mod p). Íåõàé òåïåð ïîêàçíèê s ¹
âçà¹ìíî ïðîñòèì iç ÷èñëîì k i íåõàé Pp(as) = l. Òîäi l ¹ íàéìåíøèì
íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, äëÿ ÿêîãî (as)l = asl ≡ 1 (mod p). Àëå Pp(a) = k,
òîìó çà íàñëiäêîì 1 (à) ç òåîðåìè 8.1 k |sl. Ïîçàÿê k i s âçà¹ìíî ïðîñòi,
òî k | l. Ç iíøîãî áîêó, (as)k = (ak)s ≡ 1 (mod p). Òîìó, çà òèì æå
íàñëiäêîì, l |k. Îòæå, l = k, òîáòî êëàñ ëèøêiâ as ìà¹ ïîðÿäîê k.

Îñêiëüêè ïîêàçíèêiâ s, âçà¹ìíî ïðîñòèõ iç ÷èñëîì k, áóäå ðiâíî ϕ(k),
òî ùîíàéìåíøå ϕ(k) êëàñiâ ëèøêiâ ìàòèìóòü çà ìîäóëåì p ïîðÿäîê k.
Äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Íåõàé òåïåð k � äîâiëüíèé äiëüíèê ÷èñëà p − 1 i p − 1 = kt. Òîäi
ç êîíãðóåíöi¨ (dt)k = dkt = dp−1 ≡ 1 (mod p) âèïëèâà¹, ùî Pp(dt) = k.
Ðàçîì iç äîïîìiæíèì òâåðäæåííÿì öå äà¹, ùî äëÿ êîæíîãî äiëüíèêà k
÷èñëà p− 1 ùîíàéìåíøå ϕ(k) êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì p ìàþòü ïîðÿ-
äîê k. Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü êëàñiâ ëèøêiâ ïîðÿäêó k ÷åðåç nk. Òîäi, ç
óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 2.1, îäåðæó¹ìî ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:

p− 1 >
∑

k|p−1

nk >
∑

k|p−1

ϕ(k) = p− 1 ,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ äiëüíèêiâ k ÷èñëà p − 1 nk = ϕ(k).
Çîêðåìà, ÷èñëî np−1 ïåðâiñíèõ êîðåíiâ äîðiâíþ¹ ϕ(p− 1).

Ç îñòàííüî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1 âèïëèâà¹ òàêå
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Òâåðäæåííÿ 8.3. ×èñëî êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì ïðîñòîãî ÷èñëà p,
ÿêi çà öèì ìîäóëåì ìàþòü ïîðÿäîê k, äîðiâíþ¹ ϕ(k), ÿêùî k äiëèòü
÷èñëî p− 1, i 0 ó ïðîòèâíîìó ðàçi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðè÷íó òåðìiíîëîãiþ, òåîðåìó 8.1 ìîæíà ïåðå-
ôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì:
Òåîðåìà 8.1∗. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî â ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi
êiëüöÿ Zp ðiâíî ϕ(p− 1) åëåìåíòiâ ìàþòü ïîðÿäîê p− 1.
Âïðàâà 8.1. Äîâåñòè, ùî êîëè g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m,
òî ÷èñëà g0, g1, g2, . . . , g

ϕ(m)−1 óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà
ìîäóëåì m.

Åôåêòèâíîãî ìåòîäó çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà äàíèì ïðî-
ñòèì ìîäóëåì äîñi ùå íå çíàéäåíî. Äëÿ íåâåëèêèõ ìîäóëiâ ¨õ ìîæíà
øóêàòè ìåòîäîì ïðîá, ïåðåáèðàþ÷è â ïåâíîìó ïîðÿäêó ëèøêè çà äà-
íèì ìîäóëåì i êîæíîãî ðàçó ç'ÿñîâóþ÷è, ÷è ¹ öåé ëèøîê ïåðâiñíèì êî-
ðåíåì. Îäíàê ðîçóìíå âïîðÿäêóâàííÿ ïåðåáîðó äîçâîëÿ¹ ÷àñòî ñóòò¹âî
çìåíøèòè îá'¹ì îá÷èñëåíü. � äâà ïîøèðåíèõ ñïîñîáè òàêîãî âïîðÿä-
êóâàííÿ. Ïåðøèé ç íèõ íàçèâà¹òüñÿ ñïîñîáîì Îéëåðà i  ðóíòó¹òüñÿ íà
òàêié òåîðåìi:
Òåîðåìà 8.2. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî i p− 1 = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k � êàíî-
íi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà p− 1. ×èñëî a ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì p
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè æîäíà ç êîíãðóåíöié

xpi ≡ a (mod p) , i = 1, 2, . . . , k, (8.2)

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî i îäíà ç êîíãðóåíöié (8.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
x0. Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ êîíãðóåíöi¨ äî ñòåïåíÿ (p − 1)/pi :
xp−1

0 ≡ a(p−1)/pi (mod p). Àëå çà òåîðåìîþ Ôåðìà xp−1
0 ≡ 1 (mod p),

òîìó ìàòèìåìî a(p−1)/pi ≡ 1 (mod p). Îòæå, Pp(a) 6 (p − 1)/pi < p −
1 = ϕ(p) i a íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì. Òàêèì ÷èíîì, êîëè a � ïåðâiñíèé
êîðiíü, òî æîäíà ç êîíãðóåíöié (8.2) ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî æîäíà ç êîíãðóåíöié (8.2) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ,
àëå a íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì. Òîäi Pp(a) = n, äå n < p−1. Çà íàñëiäêîì
1 (á) ç òåîðåìè 8.1 n |(p− 1), òîáòî p− 1 = rn. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíèì iç
ïðîñòèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà r ¹ pi. Òîäi r = pil. Îñêiëüêè aln ≡ 1 (mod p),
òî äëÿ áóäü�ÿêîãî x ìà¹ìî

xp−1 − 1 = xpiln − aln + aln − 1 = (xpi − a)(xpi(ln−1) + xpi(ln−2)a + · · ·+
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+xpialn−2 + aln−1) + (aln − 1) àáî xp−1 − 1 ≡ xpiln − aln + aln − 1 =

= (xpi − a)(xpi(ln−1) + xpi(ln−2)a + · · ·+ xpialn−2 + aln−1) (mod p) .

Çà òåîðåìîþ Ôåðìà êîíãðóåíöiÿ xp−1−1 ≡ 0 (mod p) ìà¹ p−1 ðîçâ'ÿç-
êiâ, òîìó êîíãðóåíöiÿ xpi − a ≡ 0 (mod p) ìà¹ pi ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ñóïåðå-
÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, a ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì.

Öÿ òåîðåìà äà¹ òàêèé àëãîðèòì ïîøóêó ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäó-
ëåì ÷èñëà p. Íåõàé p−1 = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k i p1 < p2 < · · · < pk. Ïiäíîñèìî
êîæíå ç ÷èñåë ðÿäó

1, 2, 3, . . . , p− 1 (8.3)
äî p1�ãî ñòåïåíÿ é áåðåìî íàéìåíøi äîäàòíi ëèøêè öèõ ñòåïåíiâ çà ìî-
äóëåì ÷èñëà p:

a1, a2, a3, . . . , ap−1 (8.4)
Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà a ç ðÿäó (8.4) êîíãðóåíöiÿ xpi ≡ a (mod p) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê. Òîìó çà òåîðåìîþ 8.2 æîäíå ç öèõ ÷èñåë íå ¹ ïåðâiñíèì êî-
ðåíåì çà ìîäóëåì ÷èñëà p. Âèêèäà¹ìî öi ÷èñëà ç ðÿäó (8.3), à ÷èñëà, ùî
çàëèøèëèñü, ïiäíîñèìî äî ñòåïåíÿ p2 i áåðåìî íàéìåíøi äîäàòíi ëèøêè
îòðèìàíèõ ñòåïåíiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà p. Îòðèìàíi ÷èñëà çíîâó íå ìî-
æóòü áóòè ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè, òîìó âèêèäà¹ìî i ¨õ ç ðÿäó (8.3) i ò.ä.
Ïiñëÿ k�ãî êðîêó ó íàñ çàëèøàòüñÿ òiëüêè ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì
÷èñëà p.

Çàäà÷à 8.6. Çíàéòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì ÷èñëà 13.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó íàñ p = 13 i p − 1 = 12 = 22 · 3. Ïiäíîñèìî ÷èñëà
1, 2, . . . , 12 äî êâàäðàòó, îäðàçó çàìiíÿþ÷è êâàäðàòè íàéìåíøèìè äîäà-
òíèìè ëèøêàìè çà ìîäóëåì 13. Ïîòiì ÷èñëà, ùî íå çóñòði÷àþòüñÿ ñåðåä
êâàäðàòiâ, ïiäíîñèìî äî êóáó. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîäàìî ó âèãëÿäi
òàáëèöi

x ≡ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x2 ≡ 1 4 9 3 12 10 10 12 3 9 4 1
x3 ≡ 8 8 8 5 5 5

×èñëà, ùî íå çóñòði÷àþòüñÿ íi â äðóãîìó, íi â òðåòüîìó ðÿäêó, òîáòî
÷èñëà 2, 6, 7, 11, i ¹ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè çà ìîäóëåì ÷èñëà 13. ßê i
ñòâåðäæó¹ òåîðåìà 8.1, ¨õ áóäå ϕ(12) = 4.
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Äðóãèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì ïðîñòîãî
÷èñëà p íàçèâà¹òüñÿ ñïîñîáîì �àóñà. Âií  ðóíòó¹òüñÿ íà çàóâàæåííi, ùî
äîñòàòíüî çíàéòè õî÷à á îäèí ïåðâiñíèé êîðiíü a. Òîäi âñi iíøi ïåðâiñíi
êîðåíi ìàòèìóòü âèãëÿä as, äå ïîêàçíèê s âçà¹ìíî ïðîñòèé ç ÷èñëîì
p − 1. Îòæå, áåðåìî áóäü�ÿêå âçà¹ìíî ïðîñòå ç p ÷èñëî a i, ïîñëiäîâíî
ïiäíîñÿ÷è éîãî äî ñòåïåíÿ 2, 3, . . ., çíàõîäèìî éîãî ïîðÿäîê Pp(a) = n.
ßêùî n = p− 1, òî a i áóäå ïåðâiñíèì êîðåíåì.

ßêùî æ n < p−1, òî ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà çíàéòè ÷èñëî a(1), ïîðÿäîê
ÿêîãî áóäå áiëüøèé çà Pp(a). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîêàçíèêà s
ïîðÿäîê Pp(as) ÷èñëà as ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà n. Êðiì òîãî, iç òâåðäæåííÿ
8.3 i äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1 âèïëèâà¹, ùî ñòåïåíÿìè a0, a1, a2, . . . , an−1

âè÷åðïóþòüñÿ âñi êëàñè ëèøêiâ çà ìîäóëåì p, ïîðÿäêè ÿêèõ ¹ äiëüíè-
êàìè ÷èñëà n. Âiçüìåìî òåïåð äîâiëüíå ÷èñëî b /≡ 0 (mod p), ÿêå íå
êîíãðóåíòíå çà ìîäóëåì p æîäíîìó ñòåïåíþ ÷èñëà a, i íåõàé Pp(b) = n1.
ßêùî n1 > n, òî ìîæíà âçÿòè a(1) = b. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi íåõàé
N = ÍÑÊ(n, n1). Îñêiëüêè n1 - n, òî N > n. Íåõàé k � öå äîáóòîê
óñiõ òèõ ìíîæíèêiâ pαi

i iç êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó N = pα1
1 · · · pαr

r , ÿêi äi-
ëÿòü ÷èñëî n. Òîäi N = kl, äå k |n, l |n1 i ÷èñëà k òà l � âçà¹ìíî ïðîñòi.
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî Pp(an/k) = k i Pp(bn1/l) = l. Òîìó

(
an/kbn1/l

)kl =
(
an/k

)kl(
bn1/l

)kl ≡ 1 (mod p) i Pp

(
an/kbn1/l

)∣∣kl .

Ïîçíà÷èìî N1 = Pp

(
an/kbn1/l

)
, a1 = an/k, b1 = bn1/l. Òîäi (a1b1)N1 =

aN1
1 bN1

1 ≡ 1 (mod p). Íåõàé N2 = αl − N1, äå íàòóðàëüíå ÷èñëî α âè-
áåðåìî òàê, ùîá N2 áóëî äîäàòíèì. Iç îñòàííüî¨ êîíãðóåíöi¨ âèïëèâà¹,
ùî

(
aN1
1 bN1

1

)
bN2
1 = aN1

1 bαl
1 ≡ bN2

1 (mod p). Àëå bαl
1 ≡ 1 (mod p), òîìó

aN1
1 ≡ bN2

1 (mod p). I ïîçàÿê ïîðÿäêè çà ìîäóëåì p ñòåïåíiâ ÷èñëà a1 ¹
äiëüíèêàìè ÷èñëà k (íàñëiäîê 1 (â) ç òâåðäæåííÿ 8.1), à ïîðÿäêè ñòå-
ïåíiâ ÷èñëà b1 � äiëüíèêàìè ÷èñëà l, òî Pp(aN1

1 ) ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì
âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë k i l. Îòæå, Pp(aN1

1 ) = 1 i aN1
1 ≡ 1 (mod p). Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî k |N1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî l |N1. Îòæå, kl |N1,
òîáòî N |N1. Îñêiëüêè N1 |N , òî N1 = N . Òîìó ìîæíà âçÿòè a(1) = a1b1.

Òàêèì ÷èíîì áóäó¹òüñÿ ðÿä ÷èñåë a, a(1), a(2), . . ., äëÿ ÿêîãî Pp(a) <
Pp(a(1)) < Pp(a(2)) < · · · . ×åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ïðèéäåìî
äî ÷èñëà g, äëÿ ÿêîãî Pp(g) = p − 1, òîáòî äî ïåðâiñíîãî êîðåíÿ çà
ìîäóëåì p.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ñïîñiá �àóñà íà ðîçâ'ÿçàííi íàñòóïíî¨ çàäà÷i.

Çàäà÷à 8.7. Çíàéòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì: (à) 23; (á) 109.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) Âiçüìåìî áóäü�ÿêå ÷èñëî a, âçà¹ìíî ïðîñòå ç 23, íà-
ïðèêëàä, a = 2. Çíàéäåìî P23(2). Ïîçàÿê P23(2) ìà¹ áóòè äiëüíèêîì
÷èñëà ϕ(23) = 22, òî äîñèòü îá÷èñëèòè òiëüêè 22 i 211. 22 = 4 /≡ 1
(mod 23), 211 ≡ 1 (mod 23). Îòæå, P23(2) = 11. Øóêà¹ìî òåïåð b, âiä-
ìiííå âiä ñòåïåíiâ 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 ≡ 9, 26 ≡ 18, 27 ≡
13, 28 ≡ 3, 29 ≡ 6, 210 ≡ 12 ÷èñëà 2. Ìîæíà âçÿòè, íàïðèêëàä, b = 5 .
52 ≡ 2 6≡ 1 (mod 23) . Êðiì òîãî, çà âèáîðîì ÷èñëà 5, P23(5) 6= 11. Îò-
æå, P23(5) = 22 i 5 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì ÷èñëà 23. Iíøèìè
ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè áóäóòü 53 ≡ 10, 55 ≡ 20, 57 ≡ 17, 59 ≡ 11, 213 ≡
21, 215 ≡ 19, 217 ≡ 15, 219 ≡ 7, 221 ≡ 14 (âñüîãî ìà¹ìî ϕ(22) = 10
ïåðâiñíèõ êîðåíiâ).

(á) Âiçüìåìî a = 2 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç
÷èñëîì 109. Çíàéäåìî P109(2). Îñêiëüêè p− 1 = 108 = 22 · 33, òî P109(2)
ìà¹ áóòè îäíèì iç ÷èñåë 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 27, 36, 54, 108. Àëå çà
ìîäóëåì ÷èñëà 109 22 = 4 6≡ 1 , 23 = 8 6≡ 1 , 24 = 16 6≡ 1 , 26 = 64 6≡ 1 ,
29 ≡ 76 6≡ 1 , 212 ≡ 63 6≡ 1 , 218 ≡ 108 6≡ 1 , 227 ≡ 33 6≡ 1 , 236 ≡ 1 , òîìó
P109(2) = 36. Òåïåð äàëi òðåáà øóêàòè ÷èñëî b, âiäìiííå âiä ñòåïåíiâ
äâiéêè. Âèïèñóâàòè âñi 36 ñòåïåíiâ äâiéêè íå äóæå õî÷åòüñÿ, òîìó âàðòî
ñïðîáóâàòè iíøèé øëÿõ. Iç ñïîñòåðåæåíü âiäîìî, ùî çà ïðîñòèì ìîäó-
ëåì ÷èñëà 2 i 3 ÷àñòî àáî ¹ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè (íàïðèêëàä, ó ìåæàõ
ïåðøî¨ òèñÿ÷i 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì ó 67 âèïàäêàõ, ñåðåä ðåøòè ïðîñòèõ
ìîäóëiâ ùå â 40 âèïàäêàõ ïåðâiñíèì êîðåíåì áóäå 3, i ëèøå â 60 âèïàä-
êàõ íi 2, íi 3 íå áóäå ïåðâiñíèì êîðåíåì), àáî ìàþòü äîñèòü âèñîêi ïî-
ðÿäêè. Òîìó âàðòî çíàéòè ïîðÿäîê P109(3) ÷èñëà 3. Ìà¹ìî: 32 = 9 6≡ 1 ,
33 = 27 6≡ 1 , 44 = 81 6≡ 1 , 36 = 75 6≡ 1 , 39 ≡ 63 6≡ 1 , 312 ≡ 66 6≡ 1 ,
318 ≡ 45 6≡ 1 , 327 ≡ 1 , òîìó P109(3) = 27 . Îòæå, 3 òàêîæ íå ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì çà ìîäóëåì 109. Àëå 3 íå ¹ i ñòåïåíåì ÷èñëà 2, áî 27 -36. Òîìó â
ðîëi b ìîæíà âçÿòè ÷èñëî 3. Äàëi îá÷èñëþ¹ìî: ÍÑÊ(36, 27) = 108 = 4·27
i 4 | 36 , 27 | 27 . Òîìó äëÿ ÷èñëà a(1) = a36/4b27/27 = 2931 = 1536 ≡ 10
(mod 109) ìà¹ìî P109(10) = ÍÑÊ(36, 27) = 108, òîáòî 10 ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì çà ìîäóëåì 109. Ðåøòà ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ìàþòü âèãëÿä 10s, äå
ïîêàçíèê s âçà¹ìíî ïðîñòèé ç ÷èñëîì 108. Âñüîãî çà ìîäóëåì 109 áóäå
ϕ(108) = 36 ïåðâiñíèõ êîðåíiâ.

Äëÿ âåëèêèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p iç äâîõ çàïðîïîíîâàíèõ ñïîñîáiâ çíàõî-
äæåííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ îñòàííiì ÷àñîì ïåðåâàãó âiääàþòü ñïîñîáó �à-
óñà, áî iñíó¹ äîñòàòíüî îá ðóíòîâàíà ãiïîòåçà, ùî íàéìåíøèé äîäàòíèé
ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì ïðîñòîãî ÷èñëà p ìà¹ âåëè÷èíó O(log6 p).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ñêëà-
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äåíèì ìîäóëåì m.

Òåîðåìà 8.3. Ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì m iñíóþòü òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè m äîðiâíþ¹ 2, 4 àáî ìà¹ âèãëÿä pα ÷è 2pα, äå p � äîâiëüíå íåïàðíå
ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Î÷åâèäíî, ùî ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè çà ìî-
äóëÿìè 2 i 4 áóäóòü âiäïîâiäíî ÷èñëà 1 i 3.

Äîâåäåìî òåïåð iñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì pα. Äëÿ öüî-
ãî ïîêàæåìî, ùî ¨õ çàâæäè ìîæíà çíàéòè ñåðåä ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìî-
äóëåì p. Òî÷íiøå, äîâåäåìî, ùî êîëè g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì
íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî x, ùî h = g + px
¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì pj äëÿ âñiõ j ∈ N. Ñïðàâäi, ÿêùî g �
ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì p, òî Pp(g) = ϕ(p) = p − 1 i gp−1 = 1 + py
äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà y. Çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà

(g + px)p−1 = gp−1 +
(

p− 1
1

)
gp−2px +

(
p− 1

2

)
gp−3p2x2 + · · ·

· · ·+
(

p− 1
p− 2

)
gpp−2xp−2 + pp−1xp−1 = 1 + py + p

(
(p− 1)gp−2x + z

)
,

äå z =
(

p− 1
2

)
gp−3px2+· · ·+

(
p− 1
p− 2

)
gpp−3xp−2+pp−2xp−1 ≡ 0 (mod p) .

Îòæå, (g + px)p−1 ≡ 1 + h
(
y + (p − 1)gp−2x

)
(mod p2). Êîåôiöi¹íò (p −

1)gp−2 ïðè x íå äiëèòüñÿ íà p, òîìó x ìîæíà âèáðàòè òàêèì, ùîá âèêî-
íóâàëàñü óìîâà

ÍÑÄ
(
y + (p− 1)gp−2x, p

)
= 1 . (8.5)

Ïîçíà÷èìî h = g + px i íåõàé Ppj (h) = d. Òîäi çà íàñëiäêîì 1 (á)
ç òâåðäæåííÿ 8.1 d | ϕ(pj) = pj−1(p − 1). Àëå h � ïåðâiñíèé êîðiíü
çà ìîäóëåì p, áî h = g + px ≡ g (mod p) i çà òâåðäæåííÿì 8.1 (à)
Pp(h) = Pp(g). Òîìó (p− 1) |d i d = pk(p− 1) äëÿ äåÿêîãî k < j.

Êðiì öüîãî, îñêiëüêè ÷èñëî p � íåïàðíå, òî

(
hp−1

)pk

=
(
1 + py + p

(
(p− 1)gp−2x + z

))pk

= 1 + pk+1vk ,

äå (vk, p) = 1. Ïðîòå hd ≡ 1 (mod pj). Îòæå, j = k + 1 i d = ϕ(pj),
òîáòî h = g + px ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì pj . Òàêèì ÷èíîì,
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iñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì pj äëÿ âñiõ j ∈ N äîâåäåíî.
Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü ϕ(2pj) = ϕ(pj), íåâàæêî òàêîæ çðîçóìiòè, ùî äëÿ
êîæíîãî ïåðâiñíîãî êîðåíÿ g çà ìîäóëåì pj íåïàðíå ç ÷èñåë g i g + pj

áóäå ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 2pj .
Íåîáõiäíiñòü. ßêùî ìîäóëü m > 1 ìà¹ âèãëÿä, âiäìiííèé âiä îïèñà-

íîãî â óìîâi òåîðåìè, òî àáî m = 2j , äå j > 2, àáî m = m1m2, äå îáèäâà
ìíîæíèêè m1 i m2 áiëüøi çà 2 i âçà¹ìíî ïðîñòi. Äîñèòü äîâåñòè, ùî â
êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ íå iñíó¹. Ðîçáåðåìîñÿ ñïî÷à-
òêó ç ïåðøèì âèïàäêîì. ßêùî m = 8, òî ϕ(8) = 4 i ïåðâiñíi êîðåíi òðåáà
øóêàòè ñåðåä ÷èñåë 1, 3, 5, 7. Àëå P8(1) = 1 i P8(3) = P8(5) = P8(7) = 2,
òîìó ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì 8 íå iñíó¹.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî iç íåiñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì ÷è-
ñëà 2l, l > 2, âèïëèâà¹ íåiñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ i çà ìîäóëåì ÷è-
ñëà 2l+1. Ñïðàâäi, íåiñíóâàííÿ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà 2l

îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïàðíîãî ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ
a2l−2 ≡ 1 (mod 2l), áî çà íàñëiäêîì 1 (á) ç òâåðäæåííÿ 8.1 ïîðÿäîê P2l(a)
ìà¹ áóòè âëàñíèì äiëüíèêîì ÷èñëà ϕ(2l) = 2l−1. Îòæå, a2l−2

= 1 + b · 2l.
Àëå òîäi a2l−1

= (1+b·2l)2 = 1+b·2l+1+b2 ·22l ≡ 1 (mod 2l+1). Òîìó äëÿ
êîæíîãî íåïàðíîãî ÷èñëà a P2l+1(a) 6 2l−1 < ϕ(2l+1) = 2l i ïåðâiñíèõ
êîðåíiâ çà ìîäóëåì 2l+1 íå iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé âèïàäîê. Iç çàäà÷i 2.18 (à) âèïëèâà¹, ùî
ϕ(m1) = 2k1, ϕ(m2) = 2k2. Íåõàé òåïåð a � äîâiëüíå ÷èñëî, âçà¹ìíî
ïðîñòå ç m. Òîäi a âçà¹ìíî ïðîñòå ç êîæíèì iç ìíîæíèêiâ m1 i m2 i
çà òåîðåìîþ Îéëåðà ÷èñëî a2k1k2 − 1 = (a2k1 − 1)(a2k1(k2−1) + · · · ) =
(a2k2 − 1)(a2k2(k1−1) + · · · ) äiëèòüñÿ íà êîæåí ç öèõ ìíîæíèêiâ. Àëå òîäi
a2k1k2 − 1 äiëèòüñÿ íà m = m1m2 i Pm(a) 6 2k1k2 < ϕ(m) = ϕ(m1m2) =
ϕ(m1)ϕ(m2) = 4k1k2, òîáòî i â öüîìó âèïàäêó ïåðâiñíèõ êîðåíiâ íå iñíó¹.

Òâåðäæåííÿ 8.4. (a) ßêùî ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì ÷èñëà m iñíó-
þòü, òî ¨õ áóäå ϕ(ϕ(m)).

(á) Äëÿ íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p iñíó¹ ϕ(ϕ(pα)) ïåðâiñíèõ êîðåíiâ
çà ìîäóëåì ÷èñëà pα; êîæíèé ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì ÷èñëà
p ïîðîäæó¹ ϕ(pα−1) ðiçíèõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà
pα; ïåðâiñíèé êîðiíü g çà ìîäóëåì ÷èñëà p òîäi é òiëüêè òîäi
áóäå ïåðâiñíèì êîðåíåì i çà ìîäóëåì ÷èñëà pα, êîëè gp−1 ≡ 1
(mod p) i gp−1 6≡ 1 (mod p2).

188



(â) Äëÿ íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p iñíó¹ ϕ(ϕ(2pα)) ïåðâiñíèõ êîðå-
íiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà 2pα; êîæíèé íåïàðíèé ïåðâiñíèé êîðiíü çà
ìîäóëåì ÷èñëà pα ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì i çà ìîäóëåì ÷èñëà 2pα.

Äîâåäåííÿ. (à) Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì ÷èñëà m. Òîäi
Pm(g) = ϕ(m) i âñi âçà¹ìíî ïðîñòi ç m êëàñè ëèøêiâ çà ìîäóëåì m
âè÷åðïóþòüñÿ ñòåïåíÿìè êëàñó g. Çà íàñëiäêîì 1 (â) ç òâåðäæåííÿ 8.1
ðiâíî ϕ(ϕ(m)) ç íèõ ìàòèìóòü ïîðÿäîê ϕ(m), òîáòî áóäóòü ïåðâiñíèìè
êîðåíÿìè.

Òâåðäæåííÿ (á) i (â) î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâàþòü iç òâåðäæåííÿ
(à) òà äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.3.

Çàäà÷à 8.8. Çíàéòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì ÷èñëà 49.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 8.4 iñíó¹ ϕ(ϕ(49)) = ϕ(42) = 12 ïåðâi-
ñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì 49. Êîæåí ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì ÷èñëà
7 ïîðîäæó¹ ϕ(72−1) = ϕ(7) = 6 ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì 49. Çà
ìîäóëåì 7 ìà¹ìî ϕ(6) = 2 ïåðâiñíèõ êîðåíi, à ñàìå 3 òà 5. Îñêiëüêè
36 − 1 = 728 = 23 · 7 · 13, òî 36 ≡ 1 (mod 7) i 36 6≡ 1 (mod 72). Îòæå, 3 ¹
ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 49. Òîäi P49(3) = ϕ(49) = 42 i çà íàñëiä-
êîì 1 (â) ç òâåðäæåííÿ 8.1 âñi ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì 49 ìàòèìóòü
âèãëÿä 3s, äå ïîêàçíèê s ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì ç ÷èñëîì 42. Òîìó îòðèìó-
¹ìî òàêi ïåðâiñíi êîðåíi: 31 = 3 , 35 ≡ 47 , 311 ≡ 12 , 313 ≡ 10 , 317 ≡ 26 ,
319 ≡ 38 , 323 ≡ 40 , 325 ≡ 17 , 329 ≡ 5 , 331 ≡ 45 , 337 ≡ 24 , 341 ≡ 33
(âñüîãî 12 êîðåíiâ).

Çàäà÷à 8.9 (Òåîðåìà Âóëñòåíõîëìà). Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p > 3 ÷èñåëüíèê ñóìè 1 +

1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
p− 1

äiëèòüñÿ
íà p2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî p ó âèãëÿäi p = 2k + 1 i âèêîíà¹ìî äåÿêi ïåðå-
òâîðåííÿ äàíî¨ ñóìè:

1+
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
p− 1

=
(

1+
1

p− 1

)
+

(
1
2

+
1

p− 2

)
+ · · ·+

(
1
k

+
1

p− k

)
=

=
p

1 · (p− 1)
+

p

2 · (p− 2)
+· · ·+ p

k · (p− k)
= p

(
1

1 · (p− 1)
+

1
2 · (p− 2)

+· · ·

· · ·+ 1
k · (p− k)

)
=

p

2

(
p

1 · (p− 1)
+

p

2 · (p− 2)
+ · · ·+ p

k · (p− k)
+
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+
1

(k + 1) · (p− k − 1)
+· · ·+ 1

(p− 1) · 1
)

=
p

2

(
p

1 · (p− 1)
+

p

2 · (p− 2)
+· · ·

· · ·+ 1
(p− 1) · 1

)
=

p

2

(
p

1 · (p− 1)
+· · ·+ 1

(p− 1) · 1+1+
1
22

+· · ·+ 1
(p− 1)2

−

−
(

1+
1
22

+· · ·+ 1
(p− 1)2

))
=

p

2

((
1

1 · (p− 1)
+

1
12

)
+

(
1

2 · (p− 2)
+

1
22

)
+

+ · · ·+
(

1
(p− 1) · 1 +

1
(p− 1)2

)
−

(
1 +

1
22

+ · · ·+ 1
(p− 1)2

))
=

=
p

2

(
p

12 · (p− 1)
+

p

22 · (p− 2)
+· · ·+ p

(p− 1)2 · 1−
(

1+
1
22

+· · ·+ 1
(p− 1)2

))
.

Îòæå, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ÷èñåëüíèê ñóìè
1 +

1
22

+ · · ·+ 1
(p− 1)2

äiëèòüñÿ íà p . Ïîìíîæèâøè öþ ñóìó íà âçà¹ìíî

ïðîñòå ç p ÷èñëî
(
(p− 1)!

)2, çâîäèìî çàäà÷ó äî ïîäiëüíîñòi íà p öiëîãî
÷èñëà (

1 +
1
22

+ · · ·+ 1
(p− 1)2

)(
(p− 1)!

)2
. (8.6)

Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì p . Òîäi gp−1 ≡ 1 (mod p) i p− 1
¹ íàéìåíøèì ïîêàçíèêîì iç òàêîþ âëàñòèâiñòþ. Iç âïðàâè 1 âèïëèâà¹,
ùî {g1, g2 . . . , gp−1} = {1, 2 . . . , p− 1}, òîìó

(
1 +

1
22

+ · · ·+ 1
(p− 1)2

)(
(p− 1)!

)2 ≡

≡
(

1
g2

+
1

(g2)2
+

1
(g3)2

+ · · ·+ 1
(gp−1)2

)(
(p− 1)!

)2 =

=

(
(p− 1)!

)2
(

1
(gp−1)2 · 1

(g2)2 − 1
(g2)2

)

1
(g2)2 − 1

=

(
g2p−2 − 1

)(
(p− 1)!

)2

g2p−2(1− g2)
(mod p) .

Çíàìåííèê îñòàííüîãî äðîáó íå äiëèòüñÿ íà p. Ñïðàâäi, g2p−2 6≡ 0(mod p),
áî g � ïåðâiñíèé êîðiíü i g 6≡ 0 (mod p); g2 6≡ 1 (mod p), áî ç p > 3
âèïëèâà¹, ùî 2 < p − 1 = Pp(g). Àëå ÷èñåëüíèê äiëèòüñÿ íà p, áî(
g2p−2 − 1

)
=

(
gp−1 − 1

)(
gp−1 + 1

) ≡ 0 (mod p). Îòæå, ÷èñëî (8.6) äiëè-
òüñÿ íà p.
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8.3. Iíäåêñè
Çàãàëüíîâiäîìî, ÿêó ðîëü ó ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè i â ¨¨ çàñòîñóâà-
ííÿõ âiäiãðà¹ ïîíÿòòÿ ëîãàðèôìà ÷èñëà a çà îñíîâîþ b (òîáòî ïîêàçíèêà
ñòåïåíÿ, äî ÿêîãî òðåáà ïiäíåñòè ÷èñëî b, ùîá îòðèìàòè a). Çà àíàëîãi-
¹þ â òåîði¨ ÷èñåë òàêîæ ðîçãëÿäàþòü ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, äî ÿêîãî òðåáà
ïiäíåñòè ÷èñëî g, ùîá îòðèìàòè ÷èñëî, êîíãðóåíòíå ÷èñëó a çà äàíèì
ìîäóëåì m. À ñàìå, íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì ÷èñëà m
i a � äîâiëüíå âçà¹ìíî ïðîñòå ç m öiëå ÷èñëî. Íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî l
íàçèâà¹òüñÿ iíäåêñîì ÷èñëà a çà ìîäóëåì m i îñíîâîþ g, ÿêùî gl ≡ a
(mod m). Ïîçíà÷àþòü l = indga (mod m) àáî ïðîñòî l = indga.

Îòæå, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iíäåêñó, gindga ≡ a (mod m).
ßêùî b ≡ a (mod m), òî ç gl ≡ a (mod m) âèïëèâà¹ gl ≡ b (mod m),

òîáòî iíäåêñ indga ÷èñëà a ¹ òàêîæ iíäåêñîì óñiõ ÷èñåë iç êëàñó ëèøêiâ
a çà ìîäóëåì m. Òîìó ïðèðîäíî ÷èñëî indga íàçèâàòè òàêîæ iíäåêñîì
êëàñó ëèøêiâ a.

Óâiâ ïîíÿòòÿ iíäåêñó �àóñ, i âií æå âïåðøå äîñëiäèâ îñíîâíi âëàñòè-
âîñòi iíäåêñiâ.

Ïðèêëàäè.
(à) Iç çàäà÷i 8.6 ìè çíà¹ìî, ùî 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 13.
Òîäi ç êîíãðóåíöi¨ 27 ≡ 11 (mod 13) ìà¹ìî, ùî ind211 = 7 i äëÿ äîâiëü-
íîãî ÷èñëà b ≡ 11 (mod 13) òàêîæ ind2b = 7.
(á) 213 ≡ 2 (mod 13), îòæå, ind22 = 13. Àëå ðàçîì iç òèì 21 ≡ 2
(mod 13), òîáòî ind22 = 1. Áiëüøå òîãî, ìîæíà ïîìiòèòè, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ÷èñëà l ≡ 1 (mod 12) âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ 2l ≡ 2 (mod 13), i
òîìó l = ind22. Ìè ïîâåðíåìîñü äî öüîãî â òåîðåìi 8.4.
(â) ßêùî îñíîâà g íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì m, òî indga ìî-
æå íå iñíóâàòè. Íàïðèêëàä, 4 íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 17 i
ind43 (mod 17) íå iñíó¹, áî êîíãðóåíöiÿ 4l ≡ 3 (mod 17) íå âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ æîäíîãî ÷èñëà l (4l ìîæå áóòè êîíãðóåíòíèì çà ìîäóëåì 17 ëèøå
îäíîìó ç ÷èñåë 1, 4, 13 àáî 16).

Âèíèêàþòü ïðèðîäíi ïèòàííÿ: äëÿ ÿêèõ ÷èñåë g, m òà a iíäåêñ indga
(mod m) iñíó¹? Ñêiëüêè ìîæå áóòè ðiçíèõ iíäåêñiâ äëÿ äàíîãî a? ßê
îïèñàòè öi iíäåêñè? Âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿ äà¹

Òåîðåìà 8.4. Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m. Òîäi äëÿ êî-
æíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç m ÷èñëà a iñíóþòü iíäåêñè çà îñíîâîþ g,
òîáòî iñíóþòü òàêi l, ùî gl ≡ a (mod m). Äëÿ ôiêñîâàíîãî a ìíî-
æèíà òàêèõ iíäåêñiâ l çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ
÷èñåë iç äåÿêîãî êëàñó ëèøêiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà ϕ(m).
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç âïðàâîþ 8.1 ñòåïåíi

g0 g1 g2 . . . , gϕ(m)−1 (8.7)

ïåðâiñíîãî êîðåíÿ g óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì m .
Âiçüìåìî äîâiëüíå âçà¹ìíî ïðîñòå ç m ÷èñëî a. Òîäi ó çâåäåíié ñèñòåìi
ëèøêiâ (8.7) iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî, ÿêå íàëåæèòü êëàñó a. Îòæå, äëÿ äåÿêîãî
l, 06 l6ϕ(m)−1, âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ gl ≡ a (mod m), òîáòî iíäåêñ
indga (mod m) iñíó¹ i äîðiâíþ¹ l.

Äîâåäåìî òåïåð äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè. Ñïðàâäi, ÿêùî l = indga
(mod m) i k = indga (mod m), òî gl ≡ a (mod m), gk ≡ a (mod m) i gl ≡
gk (mod m). Îñêiëüêè Pm(g) = ϕ(m), òî çà íàñëiäêîì 1 (à) ç òâåðäæåííÿ
8.1 l ≡ k (mod ϕ(m)), òîáòî l i k íàëåæàòü îäíîìó êëàñó ëèøêiâ çà
ìîäóëåì ϕ(m). Íàâïàêè, âñi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà ç öüîãî êëàñó ¹ iíäåêñàìè
÷èñëà a, áî çà òèì æå íàñëiäêîì iç êîíãðóåíöié l ≡ k (mod ϕ(m)) i gl ≡ a
(mod m) âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ gk ≡ a (mod m).

Çà òåîðåìîþ 8.4 iíäåêñàìè ÷èñëà a çà ìîäóëåì m i îñíîâîþ g ¹ âñi íå-
âiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà ç ïåâíîãî êëàñó ëèøêiâ çà ìîäóëåì ϕ(m). Íàéìåíøå
ç öèõ ÷èñåë íàçâåìî ãîëîâíèì çíà÷åííÿì iíäåêñó. Òîäi, î÷åâèäíî, ãîëîâ-
íå çíà÷åííÿ iíäåêñó (ÿêùî iíäåêñè indga (mod m) iñíóþòü) âèçíà÷åíå
îäíîçíà÷íî i íå ïåðåâèùóâàòèìå ÷èñëà ϕ(m)− 1.

Âiäçíà÷èìî ðÿä âëàñòèâîñòåé iíäåêñiâ.
Òâåðäæåííÿ 8.5. (a) ßêùî g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m, à

÷èñëî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç m, òî êîíãðóåíöiÿ b ≡ a (mod m) ìà¹
ìiñöå òîäi é ëèøå òîäi, êîëè indgb ≡ indga (mod ϕ(m)).

(á) ßêùî g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m, à ÷èñëà a i b âçà¹ìíî
ïðîñòi ç m, òî

indgab ≡ indga + indgb (mod ϕ(m)) . (8.8)

(â) Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m, à êîæíå ç ÷èñåë a1, . . . , as

âçà¹ìíî ïðîñòå ç m. Òîäi

indg(a1 · · · as) ≡ indga1 + · · ·+ indgas (mod ϕ(m)) . (8.9)

(ã) ßêùî g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m, à ÷èñëî a âçà¹ìíî ïðî-
ñòå ç m, òî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà n > 0 âèêîíó¹òüñÿ êîíãðó-
åíöiÿ

indga
n ≡ n · indga (mod ϕ(m)) . (8.10)
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(ä) Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m, à ÷èñëà a i b âçà¹ìíî
ïðîñòi ç m. ßêùî ÷åðåç indg

a

b
ïîçíà÷èòè iíäåêñ êëàñó ëèøêiâ r,

äå a

b
≡ r (mod m), òî

indg
a

b
≡ indga− indgb (mod ϕ(m)) . (8.11)

(å) Íåõàé g i h � äâà ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì m, à ÷èñëî a âçà¹ìíî
ïðîñòå ç m. Òîäi

indga ≡ indha·indhg (mod ϕ(m)) , indha ≡ indga·indgh (mod ϕ(m)) .
(8.12)

Äîâåäåííÿ. (à) Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 8.4.
(á) Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iíäåêñó gindgab ≡ ab ≡ gindga · gindgb ≡

gindga+indgb (mod ϕ(m)). Îñêiëüêè Pm(g) = ϕ(m), òî çà íàñëiäêîì 1 (à)
ç òâåðäæåííÿ 8.1 ìà¹ ìiñöå (8.8).

(â) Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ s = 1 êîíãðó-
åíöiÿ (8.9) î÷åâèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî (8.9) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ s = k, i ðîç-
ãëÿíåìî ÷èñëà a1, . . . , ak+1, êîæíå ç ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòå ç m. Çãiäíî ç
ïóíêòîì (à) indg(a1 · · · ak+1) ≡ indg(a1 · · · ak)+ indgak+1 (mod ϕ(m)). Çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ indg(a1 · · · ak) ≡ indga1+ · · ·+ indgak (mod ϕ(m)).
Ç îñòàííiõ äâîõ êîíãðóåíöié âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ (8.9) äëÿ s = k + 1.

(ã) Äëÿ n = 0 êîíãðóåíöiÿ (8.10) âèêîíó¹òüñÿ, áî g0 ≡ 1 (mod m) i
indg1 ≡ 0 (mod ϕ(m)). Äëÿ n > 0 âîíà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì êîíãðóåí-
öi¨ (8.9) äëÿ a1 = · · · = an = a.

(ä) ßêùî b i m âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ç òåîðåìè 6.1 iñíó¹ ¹äèíèé êëàñ
ëèøêiâ r çà ìîäóëåì m, äëÿ ÿêîãî b·r = a, òîáòî br ≡ a (mod m). Çâiäñè
indga ≡ indgb + indgr (mod ϕ(m)) àáî indg

a
b = indgr ≡ indga − indgb

(mod ϕ(m)).
(å) Íåõàé α ≡ indga (mod ϕ(m)) i β ≡ indgb (mod ϕ(m)). Òîäi a ≡

gα ≡ hβ (mod m). Çâiäñè òà ç ïóíêòó (ã) îòðèìó¹ìî: indga ≡ α ≡ β ·
indgh ≡ indgb · indgh (mod ϕ(m)), ùî äîâîäèòü ïåðøó ç êîíãðóåíöié
(8.12). Äðóãà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òâåðäæåííÿ 8.5 ïîêàçó¹, ùî iíäåêñè çà ñâî¨ìè âëàñòèâîñòÿìè äóæå
íàãàäóþòü çâè÷àéíi ëîãàðèôìè.

Çà òåîðåìîþ 8.3 ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì m, à îòæå, i iíäåêñè çà
öèì ìîäóëåì, iñíóþòü ëèøå òîäi, êîëè m ¹ îäíèì iç ÷èñåë 2, 4, pα, 2pα,
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äå p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. Àëå, ÿê âèäíî ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ,
iíäåêñè ÷èñåë çà ìîäóëåì 2pα i íåïàðíîþ îñíîâîþ g òàêi ñàìi, ÿê i çà
ìîäóëåì pα i òi¹þ æ îñíîâîþ g.
Òâåðäæåííÿ 8.6. Íåõàé g � íåïàðíèé ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì
pα, äå p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî ÷èñëà a i 2p âçà¹ìíî ïðîñòi, òî
indga (mod pα) = indga (mod 2pα) .
Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî s = indga (mod pα). Òîäi gs ≡ a (mod pα). Êðiì
òîãî, ïðè íåïàðíèõ a i g ìà¹ìî gs ≡ a (mod 2), òàê ùî gs ≡ a (mod 2pα)
i s = indga (mod 2pα).

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî âìiòè áóäóâàòè òàáëèöi iíäåêñiâ çà ïðîñòèìè
ìîäóëÿìè i ìîäóëÿìè âèãëÿäó pα, äå p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, ïðè÷îìó
ïðîöåäóðà ïîáóäîâè â óñiõ âèïàäêàõ îäíàêîâà. Ðîçãëÿíåìî öþ ïðîöåäó-
ðó íà ïðèêëàäi.
Çàäà÷à 8.10. Ñêëàñòè òàáëèöþ iíäåêñiâ çà ìîäóëåì 25 i îñíîâîþ 3.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ϕ(25) = 20, òîìó ïîðÿäîê ÷èñëà 3 ìà¹ áóòè äiëüíèêîì
÷èñëà 20. Àëå 34 ≡ 6 /≡ 1 (mod 25) i 310 ≡ 24 /≡ 1 (mod 25), òîìó P253 =
20 i 3 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 25. Äàëi çíàõîäèìî íàéìåíøi
äîäàòíi ëèøêè ñòåïåíiâ ÷èñëà 3 çà öèì ìîäóëåì: 30 ≡ 1, 31 ≡ 3, 32 ≡ 9,
33 ≡ 2, 34 ≡ 6, 35 ≡ 18, 364 ≡, 37 ≡ 12, 38 ≡ 11, 39 ≡ 8, 310 ≡ 24,
311 ≡ 22, 312 ≡ 16, 313 ≡ 23, 314 ≡ 19, 315 ≡ 7, 316 ≡ 21, 317 ≡ 13,
318 ≡ 14, 319 ≡ 17.

Îäåðæàíi äàíi çàíîñèìî â òàáëèöþ iíäåêñiâ çà ìîäóëåì 25 i îñíîâîþ
3, ïðè÷îìó ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ÷èñëà, âçà¹ìíî ïðîñòi ç ìîäóëåì:

a 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12
inda 0 3 1 6 4 15 9 2 8 7

a 13 14 16 17 18 19 21 22 23 24
inda 17 18 12 19 5 14 16 11 13 10

Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iíäåêñiâ ìîæíà ëåãêî ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíi äâî-
÷ëåííi êîíãðóåíöi¨. Òîìó áàãàòî ïiäðó÷íèêiâ ç òåîði¨ ÷èñåë ìiñòÿòü äî-
ñèòü äîêëàäíi òàáëèöi iíäåêñiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [3], [4]). Ðîçãëÿíåìî
êiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ òàáëèöü iíäåêñiâ.
Çàäà÷à 8.11. Çíàéòè íàéìåíøèé íàòóðàëüíèé ïîêàçíèê α, äëÿ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ 3α ≡ 1 (mod 23).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàéìåíøèì ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 23 ¹ 5 (äèâ.
çàäà÷ó 8.7). Òîìó ðîçãëÿíåìî iíäåêñè ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí äàíî¨ êîí-
ãðóåíöi¨ çà îñíîâîþ 5. Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 8.5 (ã) îòðèìó¹ìî êîí-
ãðóåíöiþ α · ind53 ≡ 0 (mod ϕ(23)). Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi iíäåêñiâ,
çíàõîäèìî: ind53 = 16. Êðiì òîãî, ϕ(23) = 22. Òîìó îñòàííÿ êîíãðóåí-
öiÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó 16α ≡ 0 (mod 22) àáî 8α ≡ 0 (mod 11). Íàéìåíøèì
íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, ÿêå ¨¨ çàäîâîëüíÿ¹, ¹, î÷åâèäíî, α = 11.

Çàäà÷à 8.12. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨: à) 16x ≡ 11 (mod 53); á) 37x ≡
25 (mod 89); â) 11x3 ≡ 6 (mod 79); ã) 3x2 − 8x + 44 ≡ 0 (mod 47).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) Íàéìåíøèì ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 53 ¹ 2. Òî-
ìó ïðîiíäåêñó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè äàíî¨ êîíãðóåíöi¨ çà îñíîâîþ 2: x ·
ind216 ≡ ind211 (mod ϕ(53)). Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ çíàõîäèìî: ind216 =
4, ind211 = 6, ùî äà¹ íàì êîíãðóåíöiþ 4x ≡ 6 (mod 52) àáî 2x ≡ 3
(mod 26). Îñêiëüêè ÍÑÄ(2, 26) = 2, à 3 íà 2 íå äiëèòüñÿ, òî âèõiäíà
êîíãðóåíöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

(á) 3 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 89, òîìó iíäåêñó¹ìî îáèäâi ÷à-
ñòèíè äàíî¨ êîíãðóåíöi¨ çà îñíîâîþ 3: ind337+ind3x≡ ind325 (mod ϕ(89)).
Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ ind337 = 11, ind325 = 52, ùî äà¹ íàì êîíãðóåí-
öiþ ind3x ≡ 41 (mod 88). Çâiäñè çà òèìè æ òàáëèöÿìè iíäåêñiâ x ≡ 56
(mod 89).

(â) Iíäåêñó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ çà îñíîâîþ 3: ind311 + 3 ·
ind3x ≡ ind36 (mod ϕ(79)). Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ ind311 = 68, ind36 =
5, òîìó îäåðæó¹ìî êîíãðóåíöiþ 3 · ind3x ≡ −63 ≡ 15 (mod 78). Ïiñëÿ
ñêîðî÷åííÿ íà 3 ìàòèìåìî: ind3x ≡ 5 (mod 26). Ïîâåðòàþ÷èñü íàçàä äî
ìîäóëÿ 78, îòðèìó¹ìî 3 êîíãðóåíöi¨ ind3x ≡ 5 + 0 · 26 ≡ 5 (mod 78) ,
ind3x ≡ 5+1 ·26 ≡ 31 (mod 78) , ind3x ≡ 5+2 ·26 ≡ 57 (mod 78). Çâiäñè
çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ êîíãðóåíöi¨: x ≡ 6
(mod 79), x ≡ 59 (mod 79), x ≡ 14 (mod 79).

(ã) Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ íà âçà¹ìíî ïðîñòå ç
47 ÷èñëî 3, îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ¨é êîíãðóåíöiþ 9x2 − 24x + 38 =
(3x − 4)2 + 22 ≡ 0 (mod 47). Ïiñëÿ çàìiíè y = 3x − 4 îäåðæó¹ìî y2 ≡
−22 ≡ 25 (mod 47) àáî, ïiñëÿ iíäåêñóâàííÿ çà îñíîâîþ 5, 2 · ind5y ≡
ind525 (mod ϕ(47)), òîáòî 2 · ind5y ≡ 2 (mod 46). Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà
2 ìàòèìåìî: ind5y ≡ 1 (mod 23). Ïîâåðòàþ÷èñü íàçàä äî ìîäóëÿ 46,
îòðèìó¹ìî äâi êîíãðóåíöi¨

ind5y ≡ 1 + 0 · 23 ≡ 1 (mod 46) , ind5y ≡ 1 + 1 · 23 ≡ 24 (mod 46) .
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Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ çíàõîäèìî y ≡ 5 (mod 47), y ≡ 42 (mod 47), çâiä-
êè 3x ≡ 9 (mod 47), 3x ≡ 46 (mod 47), i, âðàõîâóþ÷è, ùî çà ìîäóëåì
47 3 · 16 ≡ 1, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, ùî x ≡ 3 (mod 47) àáî x ≡ 31
(mod 47).

Òåîðåìà 8.5. Íåõàé ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì m iñíóþòü i ÷èñëî a
âçà¹ìíî ïðîñòå ç m. Êîíãðóåíöiÿ

xn ≡ a (mod m) (8.13)

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m) , (8.14)

äå d = ÍÑÄ
(
n, ϕ(m)

)
, ïðè÷îìó â öüîìó âèïàäêó êîíãðóåíöiÿ (8.13) ìà¹

çà ìîäóëåì m ðiâíî d ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Çîêðåìà, ïðè n = 2 ìà¹ìî
êðèòåðié Îéëåðà òîãî, ÷è ¹ a êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì çà ìîäóëåì m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà ìîäóëåì m. Iíäåêñó¹ìî îáè-
äâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ (8.13) çà îñíîâîþ g i îäåðæó¹ìî ðiâíîñèëüíó
ïî÷àòêîâié êîíãðóåíöiþ

n · indgx ≡ indga (mod ϕ(m)) . (8.15)

ßêùî n i ϕ(m) âçà¹ìíî ïðîñòi, òî êîíãðóåíöiÿ (8.15) ìà¹ ðiâíî 1 ðîçâ'ÿ-
çîê. Íåõàé òåïåð ÍÑÄ

(
n, ϕ(m)

)
= d > 1. Íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ óìî-

âîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ (8.15) ¹ d | indga. Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ
(8.15) íà d îäåðæó¹ìî êîíãðóåíöiþ n

d
· indgx ≡ indga

d

(
mod

ϕ(m)
d

)
,

ÿêà ìà¹ ðiâíî îäèí ðîçâ'ÿçîê çà ìîäóëåì ϕ(m)
d

. Öå îçíà÷à¹, ùî (8.15)
(i ðiâíîñèëüíà ¨é êîíãðóåíöiÿ (8.13)) ìà¹ çà ìîäóëåì m ðiâíî d ðiçíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Óìîâà d | indga îçíà÷à¹, ùî äëÿ ïåâíîãî ÷èñëà k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
indga = d · k. Çà îçíà÷åííÿì iíäåêñó ìà¹ìî a ≡ gindga = gdk (mod m),
çâiäêè aϕ(m)/d ≡ (gdk)ϕ(m)/d = gk·ϕ(m) (mod m). Àëå çà òåîðåìîþ Îéëå-
ðà gk·ϕ(m) ≡ 1 (mod m), òîìó aϕ(m)/d ≡ 1 (mod m).

Íàâïàêè, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8.14). Òîäi ç êîíãðóåíöi¨ gindga ≡
a (mod m) îòðèìó¹ìî

(
gindga

)ϕ(m)/d ≡ 1 (mod m). Îñêiëüêè g � ïåðâi-

ñíèé êîðiíü, òî ϕ(m)
∣∣∣ϕ(m) · indga

d
. Îòæå, indga

d
¹ öiëèì ÷èñëîì, òîáòî

d | indga.
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Iç äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê 2. ßêùî çà äàíèì ìîäóëåì m > 2 iíäåêñè iñíóþòü, òî äëÿ
äîâiëüíî¨ îñíîâè iíäåêñè êâàäðàòè÷íèõ ëèøêiâ áóäóòü ïàðíèìè ÷èñëà-
ìè, à êâàäðàòè÷íèõ íåëèøêiâ � íåïàðíèìè.

Äîâåäåííÿ. Iç çàäà÷i 2.18 (à) âèïëèâà¹, ùî ϕ(m) áóäå ïàðíèì äëÿ êî-
æíîãî m > 2. Òîìó ÍÑÄ

(
2, ϕ(m)

)
= 2. Àëå ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.5

âèïëèâà¹, ùî a áóäå êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì çà ìîäóëåì m (òîáòî êîí-
ãðóåíöiÿ x2 ≡ a (mod m) ìàòèìå ðîçâ'ÿçêè) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
ÍÑÄ

(
2, ϕ(m)

)∣∣indga, òîáòî êîëè ÷èñëî indga ¹ ïàðíèì.

Çàäà÷à 8.13. Âèçíà÷èòè, ÿêi ç ÷èñåë 15, 16, 17, 18, 19 ¹ êâàäðàòè÷íè-
ìè ëèøêàìè çà ìîäóëåì 41.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ çíàõîäèìî iíäåêñè äàíèõ ÷èñåë çà
îñíîâîþ 6: ind615 = 37, ind616 = 24, ind617 = 33, ind618 = 16, ind619 =
9. Çà ïîïåðåäíiì íàñëiäêîì ÷èñëà áóäóòü êâàäðàòè÷íèìè ëèøêàìè òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ iíäåêñè áóäóòü ïàðíèìè. Îòæå, ñåðåä äàíèõ ÷èñåë
êâàäðàòè÷íèìè ëèøêàìè ¹ 16 òà 18.

Äàìî ùå îäèí ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òàáëèöü iíäåêñiâ.

Çàäà÷à 8.14. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ: à) ÷èñëà 750 + 3 íà 43; á)
÷èñëà 49100 íà 1242.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) Ôàêòè÷íî íàì ïîòðiáíî çíàéòè íàéìåíøèé íåâiä'¹ì-
íèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ x ≡ 750 + 3 (mod 43). Îñêiëüêè 43 � ïðî-
ñòå ÷èñëî, òî ìîæíà âçÿòè ïåðâiñíèé êîðiíü g i ïiñëÿ iíäåêñóâàííÿ çà
îñíîâîþ g ïåðåéòè äî ðiâíîñèëüíî¨ êîíãðóåíöi¨ indg(x − 3) ≡ 50 · indg7
(mod ϕ(43)). Çà òàáëèöÿìè iíäåêñiâ äëÿ îñíîâè g = 3 çíàõîäèìî ind37 =
35 i îäåðæó¹ìî êîíãðóåíöiþ ind3(x−3) ≡ 50·35 = 1750 ≡ 28 (mod 42). Çà
òèìè æ òàáëèöÿìè çíàõîäèìî x−3 ≡ 6 (mod 43), çâiäêè x ≡ 9 (mod 43)
i îñòà÷à âiä äiëåííÿ ÷èñëà 750 + 3 íà 43 äîðiâíþ¹ 9.

(á) 1242 = 2 · 33 · 23, òîìó çà ìîäóëåì 1242 iíäåêñè íå iñíóþòü. Àëå
âîíè iñíóþòü çà âçà¹ìíî ïðîñòèìè ìîäóëÿìè 2 · 33 = 54 i 23. Òîìó ìè
ñïî÷àòêó çíàéäåìî îñòà÷i r1 i r2 âiä äiëåííÿ 49100 íà 54 i 23 âiäïîâiäíî, à
ïîòiì áóäåìî øóêàòè îñòà÷ó x âiä äiëåííÿ íà 1242 iç ñèñòåìè êîíãðóåíöié

{
x ≡ r1 (mod 54) ,
x ≡ r2 (mod 23) .

197



ϕ(27) = 18. Îñêiëüêè æîäíå ç ÷èñåë 56− 1 = 15624 i 59− 1 = 1953124
íå äiëèòüñÿ íà 27, òî 5 ¹ íåïàðíèì ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 27.
Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 8.4 (â) 5 áóäå ïåðâiñíèì êîðåíåì i çà ìîäóëåì 54.
Òîäi r1 ≡ 49100 (mod 54) i ind5r1 ≡ 100 · ind549 ≡ 200 · ind57 (mod ϕ(54)).
Çà òâåðäæåííÿì 8.6 ind57 (mod 54) = ind57 (mod 27). Çà òàáëèöÿìè
iíäåêñiâ ind57 (mod 27) = 14. Çâiäñè ind5r1 ≡ 200 · 14 ≡ 10 (mod 18).
Àëå òîäi r1 ≡ 510 ≡ 49 (mod 54).

5 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì i çà ìîäóëåì 27. Òîìó äëÿ r2 ìà¹ìî: r2 ≡
49100 ≡ 3100 (mod 23), çâiäêè ind5r2 ≡ 100 · ind53 (mod ϕ(23)). Çà òà-
áëèöÿìè iíäåêñiâ ind53 (mod 23) = 16. Îòæå, ind5r2 ≡ 100 · 16 ≡ 16
(mod 22). Àëå òîäi r2 ≡ 516 ≡ 3 (mod 23).

Òàêèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè
{

x ≡ 49 (mod 54) ,
x ≡ 3 (mod 23) .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨ çà äîïîìîãîþ êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî ëèøêè, çíàõîäèìî
x ≡ 49 (mod 1242). Îòæå, îñòà÷à äîðiâíþ¹ 49.

8.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
1. Äëÿ âñiõ ÷èñåë âiä 2 äî m − 1, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç m, çíàéòè ¨õ

ïîðÿäêè çà ìîäóëåì m: à) m = 5; á) m = 8; â) m = 9; ã) m = 11.

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è iíäåêñóâàííÿ, âèçíà÷èòè, ÿêi ç ÷èñåë 15, 16, 17,
18, 19 ¹ êâàäðàòè÷íèìè ëèøêàìè: à) çà ìîäóëåì 23; á) çà ìîäóëåì
29; â) çà ìîäóëåì 73.

3. Çíàéòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì ÷èñëà: à) 7; á) 11; â) 13; ã)
19; ä) 23; å) 31; ¹) 43; æ) 109; ç) 191.

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóìà âñiõ ðiçíèõ
ïåðâiñíèõ êîðåíiâ çà ìîäóëåì p êîíãðóåíòíà µ(p − 1) çà ìîäóëåì
p.

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a 6= 1 i ïðîñòîãî
÷èñëà p êîæíèé íåïàðíèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà ap + 1 àáî ìà¹
âèãëÿä 2px + 1, àáî ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà a + 1.

6. Íåõàé m i n � âiäìiííi âiä 1 íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ðàõó¹ìî ÷èñëà 1, 2,
. . . , n ó ïðÿìîìó ïîðÿäêó âiä 1 äî n, äàëi ó çâîðîòíîìó ïîðÿä-
êó âiä n äî 2, ïîòiì çíîâó ó ïðÿìîìó ïîðÿäêó âiä 1 äî n, äàëi ó
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çâîðîòíîìó ïîðÿäêó âiä n äî 2, i ò.ä. Ïðè òàêîìó ïiäðàõóíêó âè-
ïèñó¹ìî 1-å îòðèìàíå ÷èñëî, ïîòiì (m+1)-å, (2m+1)-å, i ò.ä., ïîêè
íå îòðèìà¹ìî n ÷èñåë. Ç öèì íîâèì ðÿäîì iç n ÷èñåë ïîâòîðþ¹ìî
òó æ îïåðàöiþ, i ò.ä. Äîâåñòè, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ öi¹¨ îïåðàöi¨ k
ðàçiâ îäåðæèìî âèõiäíèé ðÿä 1, 2, . . . , n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
mk ≡ ±1 (mod 2n− 1).

7. Äîâåñòè, ùî 3 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì êîæíîãî ïðîñòîãî
÷èñëà âèãëÿäó 2n + 1, n > 1.

8. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî âèãëÿäó 4n + 1. ßêùî ÷èñëî 2p + 1 òåæ
ïðîñòå, òî 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 2p + 1.

9. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî âèãëÿäó 4n + 3. ßêùî ÷èñëî 2p + 1 òåæ
ïðîñòå, òî −2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì 2p + 1.

10. Äîâåñòè, ùî êîëè ÷èñëà p i 4p+1 � ïðîñòi, òî 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì
çà ìîäóëåì 4p + 1.

11. Ñêëàñòè òàáëèöþ iíäåêñiâ çà ìîäóëåì m i îñíîâîþ g, ÿêùî: à)
m = 27, g = 5; á) m = 29, g = 2.

12. Çíàéòè ïîêàçíèê α â êîíãðóåíöiÿõ: à) 5α ≡ 1 (mod 7); á) 8α ≡ 1
(mod 13); â) 12α ≡ 1 (mod 17); ã) 10α ≡ 1 (mod 13); ä) 27α ≡ 1
(mod 17); å) 23α ≡ 1 (mod 41).

13. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨: à) 2x ≡ 7 (mod 67); á) 13x ≡ 12 (mod 47);
â) 52x ≡ 38 (mod 61); ã) 20x ≡ 21 (mod 41).

14. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iíäåêñiâ ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨: à)
7x ≡ 23 (mod 17); á) 39x ≡ 84 (mod 97); â) 125x ≡ 7 (mod 79); ã)
4x ≡ 13 (mod 37); ä) 47x ≡ 13 (mod 667).

15. Ðîçâ'ÿçàòè äâî÷ëåííi êîíãðóåíöi¨: à) 5x4 ≡ 3 (mod 11); á) 2x8 ≡ 5
(mod 13); â) 2x3 ≡ 17 (mod 41); ã) 27x5 ≡ 25 (mod 31); ä) 8x26 ≡
37 (mod 41); å) x12 ≡ 37 (mod 41); ¹) x5 ≡ 74 (mod 71); æ) x2 ≡ 59
(mod 67); ç) x2 ≡ 56 (mod 41).

16. Çàñòîñîâóþ÷è iíäåêñóâàííÿ, ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨: à) 3x2 − 5x−
2 ≡ 0 (mod 11); á) 2x2 − 7x + 28 ≡ 0 (mod 43).

17. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi iíäåêñiâ, çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ: à)
÷èñëà 3720 · 2312 íà 61; á) ÷èñëà 945 + 17 íà 56.
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18. Äîâåñòè, ùî êîëè g ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì ïðîñòîãî ÷è-
ñëà p âèãëÿäó p = 4k + 1, òî p − g òàêîæ ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà
öèì ìîäóëåì.

19. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, g i h � ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì p i
α·indgh ≡ 1 (mod p−1). Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòî-
ãî ç p ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ indha ≡ α·indga (mod p−1).

20. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, g i h � ïåðâiñíi êîðåíi çà ìîäóëåì p, n >
1 i n|(p − 1). Äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç p ÷èñëà a ïîçíà÷èìî r =
indga (mod p), r1 = indha (mod p). Ðîçiá'¹ìî âñi âçà¹ìíî ïðîñòi ç
p ÷èñëà íà n ñóêóïíîñòåé äâîìà ñïîñîáàìè. Ñïî÷àòêó â ñóêóïíiñòü
L(s, g) (s = 0, 1, . . . , n − 1) îá'¹äíó¹ìî âñi ÷èñëà a ç óìîâîþ r ≡ s
(mod n), à ïîòiì îá'¹äíó¹ìî â ñóêóïíiñòü L(s1, h) (s1 = 0, 1, . . . , n−
1) âñi ÷èñëà a ç óìîâîþ r1 ≡ s1 (mod n). Äîâåñòè, ùî:

(a) {L(s, g) : s = 0, 1, . . . , n−1} = {L(s1, h) : s1 = 0, 1, . . . , n−1};
(á) L(s, g) = L(s1, h) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè s1 ≡ α · s (mod n),

äå α çíàõîäèòüñÿ ç êîíãðóåíöi¨ α · indgh ≡ 1 (mod p− 1).
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