
7. Êîíãðóåíöi¨ âèùèõ ñòåïåíiâ
7.1. Êîíãðóåíöi¨ âèùèõ ñòåïåíiâ çà ïðîñòèì

ìîäóëåì
Ïåðåéäåìî òåïåð âiä êîíãðóåíöié ïåðøîãî ñòåïåíÿ ç îäíi¹þ íåâiäîìîþ
äî êîíãðóåíöié áiëüø âèñîêèõ ñòåïåíiâ. Ïî÷íåìî ç äåòàëüíîãî ðîçãëÿäó
âèïàäêó ïðîñòîãî ìîäóëÿ. Íàäàëi â öüîìó ïàðàãðàôi áóêâà p çàâæäè
ïîçíà÷àòèìå ïðîñòå ÷èñëî. Çàãàëüíèé âèãëÿä êîíãðóåíöi¨ n�ãî ñòåïåíÿ
çà ìîäóëåì ÷èñëà p òàêèé:

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an ≡ 0 (mod p) , a0, . . . , an ∈ Z , p - a0 .
(7.1)

Àëå ÿêùî p - a0, òî iñíó¹ òàêå α ∈ N, ùî αa0 ≡ 1 (mod p). Òîìó ïiñëÿ
ìíîæåííÿ êîíãðóåíöi¨ (7.1) íà α i çàìiíè αa0 íà 1 ìàòèìåìî êîíãðóåíöiþ

xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x + bn ≡ 0 (mod p) , (7.2)

ÿêà ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ (7.1). Òîìó, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, â
ðàçi ïîòðåáè ìîæíà ââàæàòè, ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò êîíãðóåíöi¨ äîðiâ-
íþ¹ 1.

Íàïðèêëàä, ïåðåéäåìî âiä êîíãðóåíöi¨ 11x3 + 14x2 − 9x + 12 ≡ 0
(mod 41) äî ðiâíîñèëüíî¨ ¨é êîíãðóåíöi¨ çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1.
Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê y ≡ 15 (mod 41) êîíãðóåíöi¨
11y ≡ 1 (mod 41). Òîäi ïî÷àòêîâà êîíãðóåíöiÿ ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨
11 · 15x3 + 14 · 15x2 − 9 · 15x + 12 · 15 ≡ 0 (mod 41), òîáòî êîíãðóåíöi¨
x3 + 5x2− 12x + 16 ≡ 0 (mod 41). Ïîçíà÷èâøè ìíîãî÷ëåí ó ëiâié ÷àñòè-
íi (7.1) àáî (7.2) ÷åðåç f(x), çàïèñóâàòèìåìî âiäïîâiäíó êîíãðóåíöiþ ó
êîìïàêòíiøié ôîðìi

f(x) ≡ 0 (mod p) . (7.3)

Òâåðäæåííÿ 7.1. Çà ïðîñòèì ìîäóëåì p êîæíà êîíãðóåíöiÿ ñòåïå-
íÿ, áiëüøîãî àáî ðiâíîãî p, åêâiâàëåíòíà äåÿêié êîíãðóåíöi¨ ñòåïåíÿ,
ìåíøîãî çà p.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â êîíãðóåíöi¨ (7.3) ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ ñòåïiíü áiëü-
øèé àáî ðiâíèé p. Ïîäiëèìî f(x) íà ìíîãî÷ëåí xp−x ç îñòà÷åþ: f(x) =
(xp−x)g(x)+r(x), äå g(x) � ÷àñòêà âiä äiëåííÿ, à r(x) � îñòà÷à. Çãiäíî ç
òåîðåìîþ Ôåðìà xp − x ≡ 0 (mod p), òîìó êîíãðóåíöiÿ (7.3) ðiâíîñèëü-
íà êîíãðóåíöi¨ r(x) ≡ 0 (mod p). Àëå ñòåïiíü îñòà÷i r(x) ¹ ìåíøèì çà
ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà xp − x, òîáòî ìåíøèì çà p.
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Ïðèêëàä. Çàìiíèìî êîíãðóåíöiþ x17+2x7+5x5+x2−3 ≡ 0 (mod 7)
ðiâíîñèëüíîþ êîíãðóåíöi¹þ ñòåïåíÿ, ìåíøîãî çà 7. Äëÿ öüîãî ìîæíà àáî
ïîäiëèòè x17+2x7+5x5+x2−3 íà x7−x ç îñòà÷åþ, àáî (ùî íàñïðàâäi òå
ñàìå) ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Îéëåðà, òîáòî òèì, ùî xϕ(p) ≡ 1 (mod p).
Òîäi ìàòèìåìî: x17 ≡ x17−2·6 ≡ x5 (mod 7) , x7 ≡ x (mod 7) . Òàêèì
÷èíîì, âèõiäíà êîíãðóåíöiÿ ðiâíîñèëüía êîíãðóåíöi¨ 6x5+x2+2x−3 ≡ 0
(mod 7).

Òåîðåìà 7.1 (Äåêàðò). Íåõàé f(x) ≡ 0 (mod p) � äîâiëüíà êîíãðóåí-
öiÿ ñòåïåíÿ n. Òîäi äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà x0 iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí
g(x) ñòåïåíÿ n − 1 ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî f(x) ≡ (x − x0)g(x) +
f(x0) (mod p) .

Äîâåäåííÿ. Ó êiëüöi Z[x] ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ x ç öiëèìè êî¹ôiöi¹í-
òàìè çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ, õî÷à
i â äåùî ïîñëàáëåíié ôîðìi: äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà u(x) ∈ Z[x]
i äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà v(x) ∈ Z[x] çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1 iñíó-
þòü, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi, òàêi ìíîãî÷ëåíè q(x) i r(x) , ùî
u(x) = v(x)q(x) + r(x) i ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r(x) ìåíøèé çà ñòåïiíü
ìíîãî÷ëåíà v(x) (àáî r(x) ¹ íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì). Çàñòîñîâóþ÷è öþ
òåîðåìó äî ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i x− x0, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

f(x) = (x− x0)g(x) + r(x) , (7.4)

à ïîçàÿê ñòåïiíü îñòà÷i r(x) ìà¹ áóòè ìåíøèì çà ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà x−
x0, òî r(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîáòî äåÿêîþ êîíñòàíòîþ
c ∈ Z . Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà g(x) äîðiâíþ¹ n − 1.
Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíiñòü (7.4) çàìiñòü x ÷èñëî x0, îäåðæèìî: f(x0) =
(x0 − x0)g(x0) + c = c. Òîìó f(x) = (x− x0)g(x) + f(x0) i ïîãîòiâ f(x) ≡
(x− x0)g(x) + f(x0) (mod p) .

Íàñëiäîê 1 (Òåîðåìà Áåçó). Êîíãðóåíöiÿ (7.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x ≡
x0 (mod p) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ëiâà ÷àñòèíà f(x) äiëèòüñÿ
íà x − x0 çà ìîäóëåì p (òîáòî iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí g(x) ñòåïåíÿ,
ìåíøîãî çà ñòåïiíü f(x), ùî f(x) ≡ (x− x0)g(x) (mod p)).

Äîâåäåííÿ. ßêùî x ≡ x0 (mod p) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (7.3), òî
f(x0) ≡ x0 (mod p) i çà òåîðåìîþ Äåêàðòà f(x) ≡ (x − x0)g(x) + f(x0)
(mod p) òîáòî f(x) äiëèòüñÿ íà x − x0 çà ìîäóëåì p . Ó çâîðîòíèé áiê
äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.
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Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííi îáîõ òåîðåì ïðîñòîòà ìîäóëÿ p íå âèêî-
ðèñòîâóâàëàñü, òîìó âîíè áóäóòü ïðàâèëüíèìè äëÿ äîâiëüíîãî ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 7.2. Êîíãðóåíöiÿ (7.3) ñòåïåíÿ n çà ïðîñòèì ìîäóëåì p ìà¹
íå áiëüøå íiæ n ðiçíèõ çà ìîäóëåì p ðîçâ'ÿçêiâ. ßêùî âîíà ìà¹ ðiâíî
n ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òî ¨¨ ëiâà ÷àñòèíà ðîçêëàäà¹òüñÿ çà ìîäóëåì p íà
n ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ n = 1
ìà¹ìî êîíãðóåíöiþ a0x + a1 ≡ 0 (mod p) , ÿêà ðiâíîñèëüíà ïåâíié êîí-
ãðóåíöi¨ âèãëÿäó x+b1 ≡ 0 (mod p) . Àëå òîäi x ≡ −b1 (mod p) ¹ ¹äèíèì
¨¨ ðîçâ'ÿçêîì, à â ëiâié ÷àñòèíi ìà¹ìî îäèí ëiíiéíèé ìíîæíèê.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êîíãðóåíöié
ñòåïåíÿ n − 1, i ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ f(x) ≡ 0 (mod p) ñòåïåíÿ n.
ßêùî âîíà íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî
æ âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, íàïðèêëàä, x0 , òî çà òåîðåìîþ Áåçó

f(x) ≡ (x− x0)g(x) (mod p) , (7.5)

ïðè÷îìó ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà g(x) äîðiâíþ¹ n − 1. Îñêiëüêè ÷èñëî p �
ïðîñòå, òî âñi ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod p) ìiñòÿòüñÿ ñåðåä
ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöié x − x0 ≡ 0 (mod p) i g(x) ≡ 0 (mod p). Ïåðøà
ç íèõ çà ìîäóëåì p ìà¹ ðiâíî îäèí ðîçâ'ÿçîê, à äðóãà, çà ïðèïóùåí-
íÿì iíäóêöi¨, íå áiëüøå íiæ n − 1 ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó ïî÷àòêîâà
êîíãðóåíöiÿ ìà¹ íå áiëüøå íiæ n ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

ßêùî âîíà ìà¹ n ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òî êîíãðóåíöiÿ g(x) ≡ 0 (mod p)
ìà¹ n − 1 ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, i, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, g(x) ðîçêëà-
äà¹òüñÿ íà n − 1 ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ. Òîäi ç (7.5) âèïëèâà¹, ùî f(x)
ðîçêëàäà¹òüñÿ íà n ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñêëàäåíèõ ìîäóëiâ òåîðåìà 7.2 íå âèêîíó¹òüñÿ.
Òàê, êîíãðóåíöiÿ x2 − 1 ≡ 0 (mod 8) ìà¹ àæ 4 ðiçíi ðîçâ'ÿçêè: x1 ≡ 1
(mod 8), x2 ≡ 3 (mod 8) , x3 ≡ 5 (mod 8), x4 ≡ 7 (mod 8).

Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an

ñòåïåíÿ n êîíãðóåíöiÿ

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an ≡ 0 (mod p) (7.6)

ìà¹ áiëüøå íiæ n ðiçíèõ çà ìîäóëåì p ðîçâ'ÿçêiâ, òî âñi êîåôiöi¹íòè
ìíîãî÷ëåíà f(x) äiëÿòüñÿ íà p.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî íå âñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà f(x) äiëÿ-
òüñÿ íà p . Òîäi, âèêèíóâøè ç ëiâî¨ ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ (7.6) âñi îäíî-
÷ëåíè ç êîåôiöi¹íòàìè, êðàòíèìè p , îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ïî÷àòêîâié
êîíãðóåíöiþ ñòåïåíÿ 6 n . Çà óìîâîþ âîíà ìà¹ áiëüøå íiæ n ðiçíèõ çà
ìîäóëåì p ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 7.2.

Çàäà÷à 7.1. Íåõàé êîíãðóåíöiÿ a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an ≡ 0 (mod p)
ìà¹ n ðiçíèõ çà ìîäóëåì p ðîçâ'ÿçêiâ x ≡ x1, x2, . . . , xn (mod p) i íåõàé
S1 = x1 +x2 + · · ·+xn, S2 = x1x1 +x1x3 + · · ·+x1xn +x2x3 + · · ·xn−1xn,
. . . , Sn = x1x2 · · ·xn. Äîâåñòè, ùî

a1 ≡ −a0S1 (mod p), a2 ≡ a0S2 (mod p), a3 ≡ −a0S3 (mod p), . . . ,

an ≡ (−1)na0Sn (mod p).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî

a0(x−x1)(x−x2) · · · (x−xn) = a0(xn−S1x
n−1 +S2x

n−2−· · ·+(−1)nSn) .

Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an − a0(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) ≡ 0 (mod p) .

Ñòåïiíü öi¹¨ êîíãðóåíöi¨ ìåíøèé çà n, àëå âîíà ìà¹ ïðèíàéìíi n ðiçíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ x ≡ x1, x2, . . . , xn (mod p) . Ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî âñi ¨¨
êîåôiöi¹íòè êðàòíi p . À öå ðiâíîñèëüíî êîíãðóåíöiÿì, ÿêi òðåáà áóëî
äîâåñòè.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé ÷èñëî p � ïðîñòå.

(a) Êîíãðóåíöiÿ
xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p) (7.7)

ìà¹ ðiâíî p− 1 ðîçâ'ÿçîê, à ñàìå 1 , 2 , . . . , p− 1 .

(b) Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî äiëüíèêà d ÷èñëà p êîíãðóåíöiÿ
xd − 1 ≡ 0 (mod p) (7.8)

ìà¹ ðiâíî d ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Äîâåäåííÿ. (à) Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ôåðìà.
(b) Íåõàé d | (p − 1) i p − 1 = d · k. Òîäi êîíãðóåíöiþ (7.7), ÿêà çãiäíî
ç ïóíêòîì (à) ìà¹ p − 1 ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
(xd − 1)(xd(k−1) + xd(k−2) + · · · + xd + 1) ≡ 0 (mod p). Àëå òîäi êîæåí
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iç ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ áóòè àáî ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ xd − 1 ≡ 0 (mod p),
àáî ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ xd(k−1) + xd(k−2) + · · ·+ xd + 1 ≡ 0 (mod p) .
Çà òåîðåìîþ 7.2 îñòàííÿ íå ìîæå ìàòè áiëüøå íiæ d(k − 1) ðîçâ'ÿçêiâ.
Îòæå, êîíãðóåíöiÿ xd − 1 ≡ 0 (mod p) ïîâèííà ìàòè íå ìåíøå íiæ d
ðîçâ'ÿçêiâ. Îñêiëüêè çà òi¹þ æ òåîðåìîþ áiëüøå íiæ d ðîçâ'ÿçêiâ âîíà
ìàòè íå ìîæå, òî âîíà ìà¹ ðiâíî d ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî ç íàñëiäêó 2(à) òåîðåìè 7.2 i òåîðåìè Áåçó âèïëèâà¹,
ùî xp−1 − 1 ≡ (x − 1)(x − 2) · · · (x − p + 1) (mod p). Ïiäñòàâèâøè ñþäè
x = 0, ìàòèìåìî −1 ≡ (−1)(−2) · · · (−p + 1) (mod p) àáî (p − 1)! ≡ −1
(mod p), òîáòî òåîðåìó Âiëüñîíà.

Íàñëiäîê 3. Êîíãðóåíöiÿ

f(x) = xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x + bn ≡ 0 (mod p) , (7.9)

äå n 6 p i bn 6≡ 0 (mod p), ìà¹ n ðiçíèõ çà ìîäóëåì p ðîçâ'ÿçêiâ òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè îñòà÷i âiä äiëåííÿ xp−1 − 1 íà f(x)
áóäóòü êðàòíèìè p.

Äîâåäåííÿ. Çà âæå çãàäóâàíîþ òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ â êiëüöi
Z[x] iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè g(x) i r(x) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî
xp−1 − 1 = f(x)g(x) + r(x) i ñòåïiíü îñòà÷i r(x) ¹ ìåíøèì çà n .

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé êîíãðóåíöiÿ (7.9) ìà¹ n ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i x0 �
îäèí iç íèõ. Iç óìîâè bn /≡ 0 (mod p) âèïëèâà¹, ùî x0 /≡ 0 (mod p) . Òîäi
çà òåîðåìîþ Ôåðìà xp−1

0 − 1 ≡ 0 (mod p) , òàê ùî r(x0) ≡ (xp−1
0 − 1) −

f(x0)g(x0) ≡ 0 (mod p) . Òàêèì ÷èíîì, êîæåí iç ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨
(7.9) ¹ îäíî÷àñíî i ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ r(x0) ≡ 0 (mod p) , ñòåïiíü
ÿêî¨ ¹ ìåíøèì çà n . Òîìó, çãiäíî ç íàñëiäêîì 1, óñi êîåôiöi¹íòè îñòà÷i
r(x) äiëÿòüñÿ íà p .

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óñi êîåôiöi¹íòè îñòà÷i r(x) äiëÿòüñÿ íà p , à s i
t � êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöié

f(x0) ≡ 0 (mod p) (7.10)

i
g(x0) ≡ 0 (mod p) (7.11)

âiäïîâiäíî. Òîäi êîæåí ðîçâ'ÿçîê x0 êîíãðóåíöi¨ xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p)
(ÿêà çà íàñëiäêîì 2(à) ç òåîðåìè 7.2 ìà¹ p − 1 ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ) ¹
ðîçâ'ÿçêîì àáî êîíãðóåíöi¨ (7.10), àáî êîíãðóåíöi¨ (7.11), áî 0 ≡ r(x0) =
xp−1

0 − 1− f(x0)g(x0) ≡ −f(x0)g(x0) (mod p). Òîìó s + t > p− 1, çâiäêè
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s > p−1−t. Ç iíøîãî áîêó, ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà g(x) äîðiâíþ¹ p−1−n, òî-
ìó çà òåîðåìîþ 7.2 êîíãðóåíöiÿ (7.11) íå ìîæå ìàòè áiëüøå íiæ p−1−n
ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî t 6 p−1−n. Îòæå, s > p−1−(p−1−n) = n. Àëå çà òi¹þ
æ òåîðåìîþ êîíãðóåíöiÿ (7.10) íå ìîæå ìàòè áiëüøå íiæ n ðîçâ'ÿçêiâ.
Îòæå, s = n, ùî é âèìàãàëîñÿ.

Çàäà÷à 7.2. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n i a âçà¹ìíî ïðîñòi i n < p.
Äîâåñòè, ùî äâî÷ëåííà êîíãðóåíöiÿ xn − a ≡ 0 (mod p) ìà¹ n ðiçíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè n |(p− 1) i a

p−1
n ≡ 1 (mod p).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà íàñëiäêîì 3 êîíãðóåíöiÿ xn − a ≡ 0 (mod p) ìà¹ n ði-
çíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè îñòà÷i âiä äiëåííÿ
xp−1−1 íà xn−a ¹ êðàòíèìè p. Çíàéäåìî öþ îñòà÷ó. Iç ðiâíîñòi xp−1−1 =(
xn−a

)(
xp−1−n+axp−1−2n+a2xp−1−3n+· · ·+ak−1xp−1−kn

)
+

(
akxp−1−kn−

1
)
âèïëèâà¹, ùî îñòà÷à äîðiâíþ¹ akxp−1−kn − 1, äå k =

[p− 1
n

]
.

ßêùî p − 1 − kn > 0, òî êîåôiöi¹íòè ak òà 1 îñòà÷i íå êðàòíi p,
òîìó êîíãðóåíöiÿ xn− a ≡ 0 (mod p) íå ìîæå ìàòè n ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêèì
÷èíîì, p − 1 − kn = 0, k =

p− 1
n

, n | (p − 1) i r(x) = ak − 1. Îòæå, âñi
êîåôiöi¹íòè îñòà÷i äiëÿòüñÿ íà p òîäi é ëèøå òîäi, êîëè p |(ak−1) , òîáòî
êîëè a

p−1
n ≡ 1 (mod p) .

Çàäà÷à 7.3. Ç'ÿñóâàòè, ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ êîíãðóåíöiÿ: (à) x4 ≡ 3
(mod 13), (á) x6 ≡ 3 (mod 7), i çíàéòè öi ðîçâ'ÿçêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) Çà ïîïåðåäíüîþ çàäà÷åþ äëÿ p = 13, n = 4, a =
3 ìà¹ìî 4 | (13 − 1) i 3

13−1
4 = 33 ≡ 1 (mod 13), òîìó êîíãðóåíöiÿ

x4 ≡ 3 (mod 13) ìà¹ 4 ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. Ïîñëiäîâíî ïåðåáèðàþ÷è ÷è-
ñëà ±1 , ±2 , ±3, çíàõîäèìî: x1 ≡ 2 (mod 13), x2 ≡ −2 ≡ 11 (mod 13),
x3 ≡ 3 (mod 13), x1 ≡ −3 ≡ 10 (mod 13) (îñêiëüêè âñi 4 ðîçâ'ÿçêè âæå
çíàéäåíî, òî ïåðåáèðàòè äàëi ÷èñëà ±4 , ±5 , ±6 íå ïîòðiáíî).
(á) ×èñëà p = 7, n = 6, a = 3 íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ïîïåðåäíüî¨
çàäà÷i, áî 3

7−1
6 = 3 /≡ 1 (mod 7). Òîìó êîíãðóåíöiÿ x6 ≡ 3 (mod 7) ìà¹

ìåíøå 6 ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîñëiäîâíî ïåðåáèðàþ÷è ÷èñëà ±1 , ±2 , ±3, ïåðå-
êîíó¹ìîñü, ùî âîíà âçàãàëi íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïðèðîäíî ïîñòà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äîâiëüíî¨ êîíãðóåí-
öi¨ (7.1) n�ãî ñòåïåíÿ. Çàãàëüíèõ ïðîñòèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i
íåìà, îäíàê ïðîöåäóðó ïåðåáîðó ìîæíà ñóòò¹âî ñïðîñòèòè, ÿêùî äîòðè-
ìóâàòèñü òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äié:
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1 êðîê: çàìiíþ¹ìî âñi êîåôiöi¹íòè â ëiâié ÷àñòèíi êîíãðóåíöi¨ (7.1) âiä-
ïîâiäíèìè åëåìåíòàìè iç ñèñòåìè íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì p.
2 êðîê: âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 7.1 àáî òåîðåìó Ôåðìà, ïîíèæó¹ìî
ñòåïiíü êîíãðóåíöi¨, ùîá âií ñòàâ ìåíøèé çà p, i â ðàçi íåîáõiäíîñòi ùå
ðàç ïîâòîðþ¹ìî 1 êðîê.
3 êðîê: áåçïîñåðåäíiì âèïðîáîâóâàííÿì åëåìåíòiâ ñèñòåìè íàéìåíøèõ
íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ 0, 1, 2, . . . , p − 1 (iíêîëè çðó÷íiøå áðàòè åëåìåí-
òè ñèñòåìè 0, ±1, . . . , ±(p− 1)/2) çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöi¨, ùî
âèéøëà ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî êðîêó. Âîíè i áóäóòü ðîçâ'ÿçêàìè âèõiäíî¨
êîíãðóåíöi¨ (7.1).

Ïðîiëþñòðó¹ìî öåé ìåòîä íà ïðèêëàäi.

Çàäà÷à 7.4. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ 7x10 + 3x3− 12x + 1 ≡ 0 (mod 5).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiñëÿ ïåðøîãî êðîêó îòðèìó¹ìî êîíãðóåíöiþ 2x10 +3x3 +
3x + 1 ≡ 0 (mod 5) . Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Ôåðìà x5 ≡ x (mod 5) , òî
ïiñëÿ äðóãîãî êðîêó îòðèìó¹ìî êîíãðóåíöiþ 2x10−2·4 + 3x3 + 3x + 1 =
3x3 +2x2 +3x+1 ≡ 0 (mod 5) . Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà: 3 ·03 +2 ·02 +3 ·
0+1/≡ 0 (mod 5) , 3 ·13+2 ·12+3 ·1+1/≡ 0 (mod 5) , 3 ·23+2 ·22+3 ·2+1/≡ 0
(mod 5) , 3 · 33 + 2 · 32 + 3 · 3 + 1 /≡ 0 (mod 5) , 3 · 43 + 2 · 42 + 3 · 4 + 1 /≡ 0
(mod 5) ïîêàçó¹, ùî îñòàííÿ êîíãðóåíöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

Çàäà÷à 7.5. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ 2x4 + x3 − 3x2 − 2x − 2 ≡ 0
(mod 11).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Öþ êîíãðóåíöiþ ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè àíàëîãi÷íî ïîïåðå-
äíié. Îäíàê ó äàíîìó âèïàäêó ¹ åôåêòèâíiøèé ìåòîä � çà äîïîìîãîþ
ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(x) = 2x4 + x3 − 3x2 − 2x − 2 íà ìíîæíèêè íàä
ïîëåì Z11 (íà æàëü, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîöåäóðà ðîçêëàäó ìíîãî-
÷ëåíà ç êîåôiöi¹íòàìè çi ñêií÷åííîãî ïîëÿ íà ìíîæíèêè âèìàãà¹ íàä-
çâè÷àéíî ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü, i äîñi íåâiäîìî, ÷è iñíóþòü àëãîðèòìè,
ÿêi ìîãëè á çìåíøèòè îá'¹ì îá÷èñëåíü äî ðîçóìíèõ ìåæ). Âèïðîáîâóþ-
÷è ìàëåíüêi çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ëèøêè, øâèäêî çíàõîäèìî îäèí
iç ðîçâ'ÿçêiâ: x ≡ 2 (mod 11). Çâiäñè çíàõîäèìî: f(x) ≡ 2(x − 2)(x3 −
3x2−2x−5) (mod 11). Àëå 33−3 ·32−2 ·3−5 ≡ 0 (mod 11), òîìó ìîæíà
âèäiëèòè ùå îäèí ìíîæíèê: f(x) ≡ 2(x−2)(x−3)(x2−2) (mod 11). Äàëi
ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî êîíãðóåíöiÿ x2 − 2 ≡ 0 (mod 11) âæå ðîçâ'ÿç-
êiâ íå ìà¹. Îòæå, ðîçâ'ÿçêàìè âèõiäíî¨ êîíãðóåíöi¨ ¹ x1 ≡ 2 (mod 11) i
x2 ≡ 3 (mod 11).
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Äåÿêi ç òâåðäæåíü, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â öüîìó ïàðàãðàôi, ìîæíà ëåã-
êî óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê êîíãðóåíöié ç êiëüêîìà íåâiäîìèìè âèãëÿäó

f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod p) , (7.12)
äå f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Áåçïîñåðåäíiì
óçàãàëüíåííÿì òâåðäæåííÿ 7.1 ¹

Òâåðäæåííÿ 7.2. ßêùî â ëiâó ÷àñòèíó êîíãðóåíöi¨ (7.12) äåÿêi íåâi-
äîìi âõîäÿòü çi ñòåïåíÿìè, íå ìåíøèìè çà p, òî (7.12) ìîæíà çàìiíè-
òè ðiâíîñèëüíîþ ¨é êîíãðóåíöi¹þ, â ÿêié ñòåïiíü êîæíîãî íåâiäîìîãî
íå ïåðåâèùó¹ p− 1.

Äîâåäåííÿ ìàéæå ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 7.1, òî-
ìó çàëèøà¹ìî éîãî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé â êîíãðóåíöi¨ (7.12) ñòåïiíü êîæíîãî íåâiäî-
ìîãî íå ïåðåâèùó¹ p− 1. ßêùî öþ êîíãðóåíöiþ çàäîâîëüíÿ¹ áóäü�ÿêèé
íàáið x1,...,xn öiëèõ ÷èñåë, òî âñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn)
äiëÿòüñÿ íà p.

Äîâåäåííÿ ëåãêî ïðîâîäèòüñÿ ïðèðîäíîþ iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ íå-
âiäîìèõ. Áàçîþ iíäóêöi¨ ñëóãó¹ íàñëiäîê 1 ç òåîðåìè 7.2. Äåòàëi äîâåäå-
ííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Òåîðåìà 7.3 (Øåâàëü¹). Íåõàé f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè, âiëüíèé ÷ëåí ÿêîãî äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî p. ßêùî
ñòåïiíü öüîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíøèé çà êiëüêiñòü íåâiäîìèõ, òî êîíãðó-
åíöiÿ f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod p) êðiì òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (0, . . . , 0)
ìà¹ ùå õî÷à á îäèí íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn) äîðiâíþ¹ s. Çà óìî-
âîþ s < n. Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ

(
f(x1, . . . , xn)

)p−1 ≡ 1− (1− xp−1
1 ) · · · (1− xp−1

n ) (mod p) . (7.13)

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.2 ¨¨ ìîæíà çàìiíèòè ðiâíîñèëüíîþ êîíãðóåíöi¹þ

F (x1, . . . , xn) ≡ 1− (1− xp−1
1 ) · · · (1− xp−1

n ) (mod p) , (7.14)
äå ñòåïiíü êîæíîãî íåâiäîìîãî â ëiâié ÷àñòèíi íå ïåðåâèùó¹ p− 1. Ç ií-
øîãî áîêó, ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà F (x1, . . . , xn) íå ïåðåâèùó¹ ñòåïåíÿ ìíî-
ãî÷ëåíà

(
f(x1, . . . , xn)

)p−1, òîáòî s(p − 1), à òîìó ìåíøèé çà n(p − 1).
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Ñòàðøèì ÷ëåíîì êîíãðóåíöi¨ (7.14) ¹ (−1)n+1xp−1
1 · · ·xp−1

n , ÿêèé íå ìîæå
ñêîðîòèòèñü çà ìîäóëåì p ç äåÿêèì îäíî÷ëåíîì iç ëiâî¨ ÷àñòèíè (7.14),
áî éîãî ñòåïiíü áiëüøèé çà ñòåïiíü ëiâî¨ ÷àñòèíè. Êîåôiöi¹íò (−1)n+1

ïðè öüîìó ñòàðøîìó ÷ëåíîâi íå äiëèòüñÿ íà p, òîìó çà òâåðäæåííÿì 7.3
iñíó¹ òàêèé íàáið (α1 . . . , αn) öiëèõ ÷èñåë, ùî

(
f(α1, . . . , αn)

)p−1 6≡ 1− (1− αp−1
1 ) · · · (1− αp−1

n ) (mod p) . (7.15)

Íàáið (α1 . . . , αn) íå ìîæå çáiãàòèñÿ çà ìîäóëåì p ç íàáîðîì (0, . . . , 0),
áî îñòàííié çàäîâîëüíÿ¹ êîíãðóåíöiþ (7.13). Òîìó äëÿ äåÿêîãî k p -αk

i çà òåîðåìîþ Ôåðìà 1 − αp−1
k ≡ 0 (mod p). Òîäi ç (7.15) âèïëèâà¹,

ùî
(
f(α1, . . . , αn)

)p−1 6≡ 1 (mod p). Îñòàíí¹, çíîâó æ òàêè çà òåîðå-
ìîþ Ôåðìà, ìîæëèâå ëèøå òîäi, êîëè f(α1, . . . , αn) ≡ 0 (mod p). Òà-
êèì ÷èíîì, (α1 . . . , αn) ¹ âiäìiííèì âiä (0, . . . , 0) ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨
f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (mod p).

Ïðèêëàä.Äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë a, b, c, d êîíãðóåíöiÿ ax2+by2+
cz2 + du2 ≡ 0 (mod p) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (x0, y0, z0, u0), â ÿêîìó õî÷à á îäíå
ç ÷èñåë x0, y0, z0, u0 íå äiëèòüñÿ íà p.

7.2. Êîíãðóåíöi¨ âèùèõ ñòåïåíiâ çà ñêëàäåíèì
ìîäóëåì

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè ðîçãëÿíåìî ñïîñîáè çâåäåííÿ êîíãðóåíöié âèùèõ
ñòåïåíiâ çà ñêëàäåíèì ìîäóëåì äî êîíãðóåíöié çà ïðîñòèìè ìîäóëÿìè.
Îñíîâíîþ ïiäñòàâîþ äëÿ òàêîãî çâåäåííÿ ¹ íàñòóïíà
Òåîðåìà 7.4. Íåõàé m = m1 · · ·mk, äå âñi ìíîæíèêè mi ïîïàðíî âçà-
¹ìíî ïðîñòi. Òîäi êîíãðóåíöiÿ

f(x) ≡ 0 (mod m) , (7.16)

äå f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ðiâíîñèëüíà
ñèñòåìi êîíãðóåíöié





f(x) ≡ 0 (mod m1) ,

...
f(x) ≡ 0 (mod mk) ,

(7.17)

à êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ (7.16) äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi êiëüêîñòåé
ðîçâ'ÿçêiâ êîæíî¨ ç êîíãðóåíöié (7.17).
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Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè êîíãðóåíöié âèïëèâà¹, ùî
ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (7.17) ¹ êëàñè ëèøêiâ çà ìîäóëåì ÍÑÊ(m1, . . . ,mk).
Àëå ÍÑÊ(m1, . . . , mk) = m, áî ìîäóëi mi ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. ßêùî
êëàñ ëèøêiâ a (mod m) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (7.17), òî m1|f(a), . . . ,mk|
f(a). Àëå òîäi m|f(a), òîáòî f(a) ≡ 0 (mod m) i êëàñ a (mod m) ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì êîíãðóåíöi¨ (7.16). Íàâïàêè, ÿêùî êëàñ a (mod m) çàäîâîëüíÿ¹
(7.16), òî m|f(a), çâiäêè m1|f(a), . . . ,mk|f(a) i f(a) ≡ 0 (mod m1), . . . ,
f(a) ≡ 0 (mod mk), òîáòî a (mod m) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (7.17).

Äîâåäåìî òåïåð, ùî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ (7.16) äîðiâíþ¹
l1l2 · · · lk, äå li � êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod mi).
Ñïðàâäi, ÿêùî õî÷à á îäíå ç ÷èñåë li äîðiâíþ¹ 0, òî ñèñòåìà (7.17) íå-
ñóìiñíà. Àëå òîäi, çà ùîéíî äîâåäåíèì, i êîíãðóåíöiÿ (7.16) íå ìàòèìå
ðîçâ'ÿçêiâ. Íåõàé òåïåð a1(mod m1) � îäèí iç ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨
f(x) ≡ 0 (mod m1) , . . . , ak (mod mk) � îäèí iç ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨
f(x) ≡ 0 (mod mk). Îñêiëüêè ìîäóëi mi ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî çà
êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî îñòà÷i (òåîðåìà 6.3) ñèñòåìà





a ≡ a1 (mod m1) ,

...
a ≡ ak (mod mk)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ êëàñ ëèøêiâ a(mod m), ÿêèé áóäå ðîçâ'ÿçêîì ñè-
ñòåìè (7.17). Íàâïàêè, êëàñ ëèøêiâ a (mod m) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ íà-
áið

(
a1 (mod m1), . . . ,

ak(mod mk)
)
êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëÿìè m1, . . . , mk, ïðè÷îìó ÿêùî a

(mod m) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (7.17), òî êîæåí iç êëàñiâ ai(mod mi) ¹
ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíî¨ êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod mi). Òàêèì ÷èíîì,
ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (7.17) i íàáîðàìè ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöié f(x) ≡
0 (mod m1) , . . . , f(x) ≡ 0 (mod mk) iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-
íiñòü. Òîìó ñèñòåìà (7.17) ìà¹ l1l2 · · · lk ðîçâ'ÿçêiâ. Îñêiëüêè êîíãðóåí-
öiÿ (7.16) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi (7.17), òî äðóãà ÷àñòèíà òåîðåìè òàêîæ
äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé m = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà m.
Òîäi êîíãðóåíöiÿ (7.16) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi





f(x) ≡ 0 (mod pα1
1 ) ,

...
f(x) ≡ 0 (mod pαk

k ) .

(7.18)
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Çàäà÷à 7.6. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ x4− 31x3− 7x+22 ≡ 0 (mod 30).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 30 = 2 · 3 · 5, òîìó äàíà êîíãðóåíöiÿ åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi





x4 − 31x3 − 7x + 22 ≡ 0 (mod 2) ,
x4 − 31x3 − 7x + 22 ≡ 0 (mod 3) ,
x4 − 31x3 − 7x + 22 ≡ 0 (mod 5) .

Ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìó¹ìî ñèñòåìó:




x ≡ 0 (mod 2) ,
x2 + x + 1 ≡ 0 (mod 3) ,

x4 + 4x3 + 3x + 2 ≡ 0 (mod 5) .

Øëÿõîì âèïðîáîâóâàíü íàéìåíøèõ ëèøêiâ çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè êîæíî¨
ç êîíãðóåíöié îñòàííüî¨ ñèñòåìè: ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨ êîíãðóåíöi¨ ¹ x ≡ 0
(mod 2), äðóãî¨ � x ≡ 1 (mod 3), òðåòÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè � x ≡ 1
(mod 5) i x ≡ 3 (mod 5). Îòæå, ìà¹ìî äâi ñèñòåìè:





x ≡ 0 (mod 2) ,
x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 1 (mod 5) ,

òà





x ≡ 0 (mod 2) ,
x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 3 (mod 5) .

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ¨õ çà äîïîìîãîþ êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî îñòà÷i, ðîç-
â'ÿæåìî ñïî÷àòêó äîïîìiæíi êîíãðóåíöi¨ 30

2 · y1 ≡ 1 (mod 2), 30
3 · y2 ≡

1 (mod 3) i 30
5 · y3 ≡ 1 (mod 5). Îòðèìó¹ìî: y1 ≡ 1 (mod 2), y2 ≡ 1

(mod 3) i y3 ≡ 1 (mod 5). Òåïåð óæå ëåãêî çíàõîäèòüñÿ ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
êîíãðóåíöi¨

x1 ≡ 30
2
·y1 ·0+

30
3
·y2 ·1+

30
5
·y3 ·1 = 15·1·0+10·1·1+6·1·1 = 16 (mod 30)

i äðóãî¨

x1 ≡ 30
2
·y1·0+

30
3
·y2·1+

30
5
·y3·31 = 15·1·0+10·1·1+6·1·3 = 28 (mod 30) .

Îòæå, ïî÷àòêîâà êîíãðóåíöiÿ ìà¹ 2 ðîçâ'ÿçêè: x1 ≡ 16 (mod 30) i
x2 ≡ 28 (mod 30).

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ i çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨
f(x) ≡ 0 (mod m), äå m = pα1

1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà m,
çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ i ðîçâ'ÿçàííÿ êîíãðóåíöié âèãëÿäó

f(x) ≡ 0 (mod pα) , (7.19)
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äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Ðîçâ'ÿçêè îñòàííüî¨ êîíãðóåíöi¨, î÷åâèäíî, ñëiä
øóêàòè ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨

f(x) ≡ 0 (mod p) . (7.20)

Íåõàé x ≡ a1 (mod p) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ (7.20) . Òîäi
x ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x = a1+pt1, t1 ∈ Z . Ïiäñòàâèìî öå çíà÷åííÿ
x ó êîíãðóåíöiþ f(x) ≡ 0 (mod p2), ïîïåðåäíüî ðîçêëàâøè ìíîãî÷ëåí
f(a1 + pt1) ó ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè pt1 :

f(a1 + pt1) = f(a1) +
f ′(a1)

1!
(pt1) +

f (2)(a1)
2!

(pt1)2 + · · ·+

+
f (s)(a1)

s!
(pt1)s + · · · ≡ f(a1) + f ′(a1)pt1 (mod p2)

(öå ìîæíà ðîáèòè, îñêiëüêè, ÿê ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, óñi êîåôiöi¹íòè
f (s)(a1)

s!
¹ öiëèìè ÷èñëàìè). Îäåðæó¹ìî êîíãðóåíöiþ f(a1)+f ′(a1)pt1 ≡

0 (mod p2). Îñêiëüêè f(a1) ≡ 0 (mod p), òî p |f(a1), òîìó ìîæåìî ïåðå-
éòè äî êîíãðóåíöi¨

f(a1)
p

+ f ′(a1)t1 ≡ 0 (mod p) . (7.21)

Äàëi ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâi âèïàäêè. I âèïàäîê: p - f ′(a1) . Òîäi
êîíãðóåíöiÿ (7.21) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê t1 ≡ r1 (mod p), òîáòî t1 =
r1 + pt2, t2 ∈ Z, à x ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x = a1 + pr1 + p2t2 =
a2 +p2t2, äå a2 = a1 +pr1. Ïiäñòàâèìî îòðèìàíå çíà÷åííÿ â êîíãðóåíöiþ
f(x) ≡ 0 (mod p3), çíîâó ïîïåðåäíüî ðîçêëàâøè ìíîãî÷ëåí f(a2 + p2t2)
ó ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè p2t2 . Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó îòðèìà¹ìî
f(a2) + f ′(a2)p2t2 ≡ 0 (mod p3) àáî

f(a2)
p2

+ f ′(a2)t2 ≡ 0 (mod p) , (7.22)

îñêiëüêè f(a2) ≡ 0 (mod p2), òîáòî p2 |f(a2). p - f ′(a2), áî çà ïîáóäîâîþ
a2 ≡ a1 (mod p) i f ′(a2) ≡ f ′(a1) (mod p). Òîìó êîíãðóåíöiÿ (7.22) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê t2 ≡ r2 (mod p), òîáòî t2 = r2 + pt3, t3 ∈ Z, à âèðàç
äëÿ x íàáóâà¹ âèãëÿäó x = a2 +p2r2 +p3t3 = a3 +p3t3, äå a3 = a2 +p2r2.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äàëi, îäåðæèìî, ùî êîæíèé ðîç-
â'ÿçîê x ≡ a1 (mod p) êîíãðóåíöi¨ (7.20) çà óìîâè p - f ′(a1) âèçíà÷à¹
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îäèí ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó x ≡ a1 + a2p + a3p
2 + · · · + aα−1p

α−1 (mod pα)
êîíãðóåíöi¨ (7.19).

II âèïàäîê: p |f ′(a1). Òîäi ÿêùî p -
f(a1)

p
, òîáòî ÿêùî p2 - f(a1), òî

ñåðåä ÷èñåë x ≡ a1 (mod p) íåìà¹ æîäíîãî, ÿêå á áóëî ðîçâ'ÿçêîì êîí-
ãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod p2), à òèì ñàìèì i êîíãðóåíöi¨ (7.19). ßêùî æ
p2|f(a1), òî î÷åâèäíî, ùî âñi ÷èñëà x ≡ a1 (mod p) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè i êîí-
ãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod p2). Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi, ìàòèìåìî:
ÿêùî p |f ′(a1) i

x ≡ ai (mod pi) (7.23)
� ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod pi), òî ó âèïàäêó pi+1-f(a1) ñåðåä
÷èñåë (7.23) íåìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod pi+1),
à ó âèïàäêó pi+1|f(a1) âñi ÷èñëà (7.23) ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè.

Çàäà÷à 7.7. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ: (à) 4x3− 11x + 17 ≡ 0 (mod 81);
(á) x3 +3x2−5x+11 ≡ 0 (mod 25); (â) x3 +3x2−5x+11 ≡ 0 (mod 125).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (à) Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ f(x) = 4x3 − 11x +
17 ≡ 0 (mod 3). Ïiñëÿ ñïðîùåíü äiñòàíåìî ðiâíîñèëüíó ¨é êîíãðóåíöiþ
x3+x+2 ≡ 0 (mod 3). Ïåðåáèðàþ÷è ëèøêè çà ìîäóëåì ÷èñëà 3, çíàõîäè-
ìî ðîçâ'ÿçîê îñòàííüî¨ êîíãðóåíöi¨: x ≡ 2 (mod 3) àáî x = 2+3t1, t1 ∈ Z.
Îñêiëüêè f(2) = 27, f ′(2) = 37 i 3-f ′(2), òî êîíãðóåíöiÿ f(2)

3 +f ′(2)t1 ≡ 0
(mod 3) íàáóâà¹ âèãëÿäó 9 + 37t1 ≡ 0 (mod 3), çâiäêè çíàõîäèìî t1 ≡ 0
(mod 3) àáî t1 = 3t2, t2 ∈ Z. Îòæå, òåïåð ìà¹ìî x = 2+32t2, t2 ∈ Z. Òîäi
ñêëàäà¹ìî êîíãðóåíöiþ f(2)

32 + f ′(2)t2 ≡ 0 (mod 3) i îäåðæó¹ìî: t2 ≡ 0
(mod 3) àáî t2 = 3t3, x = 2 + 33t3, t3 ∈ Z. Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî êîíãðó-
åíöiþ f(2)

33 + f ′(2)t3 ≡ 0 (mod 3) i çíàõîäèìî: t3 ≡ 2 (mod 3), çâiäêè
t3 = 2 + 3t4 i x = 2 + 33(2 + 3t4) = 56 + 34t4, t4 ∈ Z. Ïîçàÿê 34 = 81, òî
x ≡ 56 (mod 81) áóäå ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ 4x3 − 11x + 17 ≡ 0
(mod 81).

(á) Àíàëîãi÷íî ïóíêòó (à) ïî÷èíà¹ìî iç ðîçãëÿäó êîíãðóåíöi¨ f(x) =
x3 + 3x2 − 5x + 11 ≡ 0 (mod 5) àáî ðiâíîñèëüíî¨ ¨é x3 + 3x2 + 1 ≡ 0
(mod 5). Ïiäáîðîì çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè îñòàííüî¨: x ≡ 1 (mod 5) òà x ≡
3 (mod 5). Äëÿ x ≡ 1 (mod 5), òîáòî äëÿ x = 1 + 5t1, t1 ∈ Z, ñêëàäà¹ìî
êîíãðóåíöiþ f(1)

5 + f ′(1)t1 ≡ 0 (mod 5). Îñêiëüêè f(1) = 10, f ′(1) = 4,
òî îäåðæó¹ìî: 2+4t1 ≡ 0 (mod 5), àáî 1+2t1 ≡ 0 (mod 5), çâiäêè t1 ≡ 2
(mod 5) i t1 = 2 + 5t2, x = 11 + 52t2, t2 ∈ Z. Îòæå, x ≡ 11 (mod 25).

Äëÿ x ≡ 3 (mod 5), òîáòî äëÿ x = 3 + 5t1, t1 ∈ Z, ìà¹ìî: f(3) =
= 50, f ′(3) = 40. Òàêèì ÷èíîì, 5 |f ′(3) i 52 |f(3), òîìó âñi ÷èñëà âèãëÿäó
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x ≡ 3 (mod 5) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè i êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod 25). Àëå çà
ìîäóëåì 25 öi ÷èñëà óòâîðþþòü 5 êëàñiâ ëèøêiâ: 3 (mod 25), 8 (mod 25),
13 (mod 25), 18 (mod 25), 23 (mod 25).

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêàìè âèõiäíî¨ êîíãðóåíöi¨ ¹ òàêi êëàñè ëèøêiâ:
3 (mod 25), 8 (mod 25), 11 (mod 25), 13 (mod 25), 18 (mod 25), 23 (mod 25).

(â) Âèêîðèñòà¹ìî ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi. Ðîç-
â'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ f(x) = x3 + 3x2 − 5x + 11 ≡ 0 (mod 5) ¹ x ≡
1 (mod 5) òà x ≡ 3 (mod 5). Ðîçâ'ÿçîê x ≡ 1 (mod 5) ïðèâîäèòü äî
ðîçâ'ÿçêó x ≡ 11 (mod 25) êîíãðóåíöi¨ f(1)

5 + f ′(1)t1 ≡ 0 (mod 5). Äàëi
ðîçâ'ÿçó¹ìî êîíãðóåíöiþ f(11)

52 + f ′(11)t2 ≡ 0 (mod 5) àáî åêâiâàëåíòíó
¨é 1 + 4t2 ≡ 0 (mod 5), îäåðæó¹ìî: t2 ≡ 1 (mod 5), òîáòî t2 = 1 + 5t3 i
x = 36 + 53t3, t3 ∈ Z, ùî äà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê x ≡ 36 (mod 125) âèõiäíî¨
êîíãðóåíöi¨.

Ùîäî ÷èñåë âèãëÿäó x ≡ 3 (mod 5), òî â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi äî-
âåäåíî, ùî âñi âîíè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè i êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod 25). Àëå
53 -f(3), òîìó ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ f(x) ≡ 0 (mod 53) ñåðåä öèõ ÷èñåë
óæå íå áóäå. Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíà êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
x ≡ 36 (mod 125).

7.3. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ, ïîïåðåäíüî ïîíèçèâøè ¨¨ ñòåïiíü: a) 6x10−

11x + 2 ≡ 0 (mod 5); á) x5 − 8x4 + 9x2 − x + 12 ≡ 0 (mod 3); â)
x7−x6 +7x2− 3 ≡ 0 (mod 5); ã) x7− 6 ≡ 0 (mod 5); ä) 3x7− 2x6 +
2x2 + 11 ≡ 0 (mod 5).

2. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ, ïîïåðåäíüî ðîçêëàâøè ëiâó ÷àñòèíó íà
ìíîæíèêè: à) x3 +4x2− 3 ≡ 0 (mod 5); á) x4 +x+4 ≡ 0 (mod 11);
â) x4 − 7x3 + 12x2 + 21x + 23 ≡ 0 (mod 7); ã) x4 − 2x2 + 3x + 4 ≡ 0
(mod 7).

3. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ êîíãðóåíöié âèãëÿäó xn ≡ a (mod p)
ìàþòü n ðîçâ'ÿçêiâ, i çíàéòè öi ðîçâ'ÿçêè: à) x3 ≡ 1 (mod 7); á)
x2 ≡ 2 (mod 5); â) x5 ≡ 10 (mod 11); ã) x4 ≡ 5 (mod 11).

4. Äîâåñòè, ùî ïðè a /≡ 0 (mod 7) òà b /≡ 0 (mod 7) êîíãðóåíöiÿ x3 +
ax + b ≡ 0 (mod 7) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p ìà¹ ìiñöå êîíãðóåíöiÿ
x5p+1 ≡ x6 (mod p).
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6. Íåõàé ÷èñëà a i m âçà¹ìíî ïðîñòi, à x0(mod m) � ôiêñîâàíèé
ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ xn ≡ a (mod m). Äîâåäiòü, ùî t (mod m) áó-
äå ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ xn ≡ a (mod m) òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó x0(mod m) íà äåÿêèé
ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ yn ≡ 1 (mod m).

7. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ: à) 2x4 + 4x2 − 7x − 6 ≡ 0 (mod 15); á)
6x3−9x2+23x−10 ≡ 0 (mod 30); â) x5−3x4+8x3+9x2+4x+12 ≡ 0
(mod 42); ã) x6 + x4 + 2x3 − x2 − x + 2 ≡ 0 (mod 66).

8. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ: à) x4− 3x3− 2x2− 7x+11 ≡ 0 (mod 125);
á) x4+3x3−2x2−10 ≡ 0 (mod 343); â) 9x2+29x+62 ≡ 0 (mod 64);
ã) x3 + 3x2 − 5x + 16 ≡ 0 (mod 625).
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