
6. Êîíãðóåíöi¨ ç íåâiäîìîþ
6.1. Àëãåáðè÷íi êîíãðóåíöi¨ òà ¨õ ðîçâ'ÿçêè
Íåõàé f(x) = a0x

m + . . . + am−1x + am, a0 6= 0, � ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Êîíãðóåíöiÿ âèãëÿäó

a0x
m + . . . + am−1x + am ≡ 0 (mod n) (6.1)

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðè÷íîþ êîíãðóåíöi¹þ (ç íåâiäîìîþ x) ñòåïåíÿ m çà
ìîäóëåì n.

Öiëå ÷èñëî b0 íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.1), ÿêùî ÷èñëî-
âà êîíãðóåíöiÿ f(b0) ≡ 0 (mod n) ¹ ïðàâèëüíîþ.

ßêùî b0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.1) i b1 ≡ b0 (mod n), òî çà òå-
îðåìîþ 5.5 ÷èñëî b1 òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ êîíãðóåíöi¨. Îòæå, âñi
åëåìåíòè êëàñó ëèøêiâ b0mod n îäíî÷àñíî àáî ¹, àáî íå ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
(6.1). Òîìó ïðèðîäíî íàçèâàòè ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.1) íå òiëüêè
÷èñëî b0, à é âåñü êëàñ ëèøêiâ b0mod n.

ßêùî â (6.1) êîåôiöi¹íòè a0, . . ., am−1, am çàìiíèòè êîíãðóåíòíèìè
¨ì çà ìîäóëåì n êîåôiöi¹íòàìè á0, . . ., ám−1, ám (òîáòî a0 ≡ á0 (mod n),
. . ., am ≡ ám (mod n) ), òî çà òåîðåìîþ 5.5 ÷èñëî b0 áóäå ðîçâ'ÿçêîì
êîíãðóåíöi¨

á0x
m + . . . + ám−1x + ám ≡ 0 (mod n)

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè b0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì (6.1). Îòæå, ïðè çàìiíi êîåôiöi¹í-
òiâ êîíãðóåíòíèìè ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ (6.1) íå çìiíþ¹òüñÿ.
Öå îçíà÷à¹, ùî êîåôiöi¹íòè â (6.1) òàêîæ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè çà ìî-
äóëåì n, òîáòî ÿê êëàñè ëèøêiâ. Òîäi êîíãðóåíöiÿ (6.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â ðiâíÿííÿ

a0x
m + . . . + am−1x + am = 0 (6.2)

íàä êiëüöåì Zn ëèøêiâ çà ìîäóëåì n. Êîðèñíî ÿêîìîãà ðàíiøå íàâ÷è-
òèñü âiëüíî ïåðåõîäèòè âiä êîíãðóåíöi¨ (6.1) äî ðiâíÿííÿ (6.2) i íàâïàêè.

Íà êîíãðóåíöiþ (6.1) i ðiâíÿííÿ (6.2) çðó÷íî äèâèòèñÿ ÿê íà ðiçíi
ñïîñîáè çàïèñó îäíîãî é òîãî æ. Öå ðîáèòü ïîãëÿä íà ðîçâ'ÿçêè êîíãðó-
åíöi¨ (6.1) ÿê íà êëàñè ëèøêiâ (òîáòî ÿê íà åëåìåíòè êiëüöÿ Zn) ¹äèíî
ïðèéíÿòíèì. Òîìó äàëi ïiä ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ (6.1) ìè ðîçóìiòè-
ìåìî ñàìå ðîçâ'ÿçêè�êëàñè ëèøêiâ.

Àëå çîâñiì âiäìîâèòèñü âiä ðîçâ'ÿçêiâ�÷èñåë òåæ íåçðó÷íî (öå ïî-
íÿòòÿ ¹ êîðèñíèì ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êîíêðåòíèõ êîíãðóåíöié), òîìó ìè
íàçèâàòèìåìî ¨õ ÷àñòêîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè êîíãðóåíöi¨ (6.1).
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Iíêîëè ïiä àëãåáðè÷íèìè êîíãðóåíöiÿìè ðîçóìiþòü êîíãðóåíöi¨ âè-
ãëÿäó

f(x) ≡ g(x) (mod n) , (6.3)
äå f(x) i g(x) � ìíîãî÷ëåíè ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çðîçóìiëî, ùî òàêi
êîíãðóåíöi¨ çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó (6.1).

Êîíãðóåíöiÿ (6.3) íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ õî÷à á îäèí
ðîçâ'ÿçîê. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ.

Äâi êîíãðóåíöi¨ çà îäíèì i òèì æå ìîäóëåì íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåí-
òíèìè àáî ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíi i òi æ ðîçâ'ÿçêè.
Íàïðèêëàä, áóäóòü ðiâíîñèëüíèìè êîíãðóåíöi¨ x3 + x2 ≡ 0 (mod 3) i
x2 + x ≡ 0 (mod 3) (ðîçâ'ÿçêàìè îáîõ ¹ êëàñè 0 i 2). Ó òîé æå ÷àñ êîí-
ãðóåíöi¨ x3 + x2 ≡ 0 (mod 3) i x3 + x ≡ 0 (mod 3) íå ðiâíîñèëüíi (êëàñ
ëèøêiâ 2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨ êîíãðóåíöi¨, àëå íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨).

Iç êîíãðóåíöiÿìè çà ðiçíèìè ìîäóëÿìè ñèòóàöiÿ òðîõè ñêëàäíiøà.
Ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿê ïðàâèëî, ïîðiâíþâàòè íå ìîæíà, áî êîëè
m 6= n, òî ìíîæèíè êëàñiâ ëèøêiâ Zm i Zn íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåí-
òiâ. Ó òîé æå ÷àñ, ÿê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.9(a), äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî
÷èñëà x êîíãðóåíöi¨ 2x ≡ 4 (mod 10) i x ≡ 2 (mod 5) âèêîíóþòüñÿ ÷è íå
âèêîíóþòüñÿ îäíî÷àñíî. Òîìó òàêi êîíãðóåíöi¨ ïðèðîäíî ââàæàòè åêâi-
âàëåíòíèìè.

Ùîá îõîïèòè âèïàäîê ðiçíèõ ìîäóëiâ, äâi êîíãðóåíöi¨ áóäåìî íàçè-
âàòè åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi ìíîæèíè ÷àñòêîâèõ
ðîçâ'ÿçêiâ. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ îäíàêîâèõ ìîäóëiâ öå îçíà÷åííÿ çáiãà¹-
òüñÿ ç ïîïåðåäíiì.

6.2. Ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨
Òåîðåìà 6.1. (a) Ëiíiéíà êîíãðóåíöiÿ

ax ≡ b (mod n) (6.4)

ñóìiñíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè b äiëèòüñÿ íà íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ÷èñåë a i n.

(b) ßêùî êîíãðóåíöiÿ (6.4) ñóìiñíà, òî âîíà ìà¹ ðiâíî d ðîçâ'ÿçêiâ çà
ìîäóëåì n.

Äîâåäåííÿ. (a) Íåõàé x0 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ (6.4). Òîäi
ax0 − b äiëèòüñÿ íà n, òîáòî ax0 − b = kn äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà k. Ó
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ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi b = ax0− kn êîæåí äîäàíîê äiëèòüñÿ íà d, òîìó
i b äiëèòüñÿ íà d.

Íàâïàêè, íåõàé b äiëèòüñÿ íà d. Òîäi b ìà¹ âèãëÿä b = b0d. Çà íà-
ñëiäêîì 1 òåîðåìè 1.5 ÷èñëî d ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi d = ka + mn.
Òîìó b = b0d = b0ka+ b0mn. Îñêiëüêè ÷èñëî ab0k− b = −b0mn äiëèòüñÿ
íà n, òî ab0k ≡ b (mod n) i b0k ¹ ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì (6.4). Îòæå,
êîíãðóåíöiÿ (6.4) ¹ ñóìiñíîþ.

(b) Íåõàé êîíãðóåíöiÿ (6.4) ñóìiñíà. Çà äîâåäåíèì âèùå ÷èñëî b äiëè-
òüñÿ íà d, i ìè ìîæåìî çàïèñàòè: a = a0d, b = b0d, n = n0d. Êîíãðóåíöiÿ
(6.4) íàáóâà¹ âèãëÿäó a0dx ≡ b0d (mod n0d) i çà òåîðåìîþ 5.9(a) ðiâíî-
ñèëüíà êîíãðóåíöi¨

a0x ≡ b0 (mod n0) . (6.5)
Çà òâåðäæåííÿì 1.3 ÷èñëà a0 i n0 âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó êëàñ ëèøêiâ
a0(mod n0) ¹ îáîðîòíèì i iñíó¹ òàêå ÷èñëî c0, ùî a0c0 ≡ 1 (mod n0) .
Àëå òîäi (6.5) ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨

x ≡ c0b0 (mod n0) . (6.6)

Ñïðàâäi, (6.6) îäåðæó¹òüñÿ ç (6.5) ìíîæåííÿì îáîõ ÷àñòèí íà c0, à (6.5)
iç (6.6) � ìíîæåííÿì îáîõ ÷àñòèí íà a0.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî êëàñ ëèøêiâ c0b0mod n0 ïðè ïåðåõîäi äî
ìîäóëÿ n ðîçïàäà¹òüñÿ íà d êëàñiâ. Ïîçíà÷èìî r = c0b0mod n0. Òîäi
0 ≤ r < n0. Êëàñ ëèøêiâ tmod n áóäå ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.4) òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè t áóäå ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.4), àáî,
ùî òå ñàìå, ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíîñèëüíî¨ (6.4) êîíãðóåíöi¨ (6.5).
Îñòàíí¹ åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî t ïðè äiëåííi íà n0 äà¹ â îñòà÷i r. t ìîæíà
âèáðàòè ç ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . , n − 1 = n0d − 1}. Àëå ç öi¹¨ ìíîæèíè
îñòà÷ó r ïðè äiëåííi íà n0 äàþòü ëèøå ÷èñëà r, n0 + r, 2n0 + r, . . .,
(d − 1)n0 + r. Îòæå, êîíãðóåíöiÿ (6.4) ìà¹ ðiâíî d ðîçâ'ÿçêiâ rmod n,
(n0 + r)mod n, . . ., (d− 1)n0 + rmod n.

Ïðàâèëüíiñòü êîíãðóåíöi¨ ax0 ≡ b (mod n) ðiâíîñèëüíà iñíóâàííþ
òàêîãî öiëîãî ÷èñëà k, ùî ax0−kn = b. Íà ïàðó (x0,−k) ìîæíà äèâèòèñü
ÿê íà ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ

ax + ny = b . (6.7)

Íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê (x0, y0) äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ (6.7) äà¹
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê x0 êîíãðóåíöi¨ (6.4), áî ax0− b = −ny0 äiëèòüñÿ íà
n. Òîìó êîíãðóåíöiþ (6.4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ
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(6.7), â ÿêîìó íàñ öiêàâèòü ëèøå ïåðøà, �iêñîâà�, êîìïîíåíòà ðîçâ'ÿçêó.
Öå ïîÿñíþ¹, ÷îìó êðèòåðié ñóìiñíîñòi ëiíiéíî¨ êîíãðóåíöi¨ (6.4) (òåî-
ðåìà 6.1(a)) çáiãà¹òüñÿ ç êðèòåði¹ì ñóìiñíîñòi ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî
ðiâíÿííÿ (6.7) (òåîðåìà 1.11).

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.1(b) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíî¨ êîí-
ãðóåíöi¨ (6.4) çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó, êîëè a i b âçà¹ìíî ïðîñòi: ÿêùî (6.4)
ñóìiñíà, òî ìîæíà ðîçäiëèòè a, b i n íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
d = (a, n) i ïåðåéòè äî êîíãðóåíöi¨ (6.5).

Íåõàé òåïåð a i n âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi çà òåîðåìîþ 6.1 êîíãðóåíöiÿ
(6.4)ñóìiñíà i ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî n ìàëåíüêå, òî öåé ðîçâ'ÿ-
çîê ìîæíà çíàéòè, ïåðåáèðàþ÷è åëåìåíòè iç Zn, ïîêè íå íàòðàïèìî íà
ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ âåëèêèõ n ïîòðiáíi ìåíø íà¨âíi ìåòîäè.

(a) Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà. Âiä êîíãðóåíöi¨
(6.4) ïåðåõîäèìî äî ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ (6.7) i ðîçâ'ÿçó¹-
ìî éîãî ìåòîäîì, îïèñàíèì ïiñëÿ òåîðåìè 1.12 (çðàçêîì ¹ çàäà÷à 1.24).
�Iêñîâà� êîìïîíåíòà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (6.7) äà¹ ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåí-
öi¨ (6.4).

Çàäà÷à 6.1. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà êîíãðóåíöiþ

128x ≡ 238 (mod 94) . (6.8)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ÍÑÄ(128,94)=2 i 2|238. Òîìó êîíãðóåíöiÿ (6.8) ñóìiñíà.
Ðîçäiëèìî ìîäóëü i îáèäâà êîåôiöi¹íòè íà 2. Îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó
(6.8) êîíãðóåíöiþ 64x ≡ 119 (mod 47). Çðó÷íî ïåðåéòè äî ëèøêiâ çà
ìîäóëåì 47:

17x ≡ 25 (mod 47) . (6.9)
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ

17x + 47y = 25 . (6.10)

Çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà øóêà¹ìî çîáðàæåííÿ 1 = 17k + 47m:

47 = 2 · 17 + 13, 17 = 1 · 13 + 4, 13 = 3 · 4 + 1. (6.11)

Òîìó 1 = 13−3·4 = 13−3·(17−13) = 4·13−3·17 = 4·(47−2·17)−3·17 =
4 ·47−11 ·17. Ðiâíiñòü 25 = −25 ·11 ·17+25 ·4 ·47 äà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
x0 = −25 · 11 = −275, y0 = 25 · 4 = 100 ðiâíÿííÿ (6.10). ×èñëî x0 = −275
áóäå i ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.9). Òîìó ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì
(6.9) áóäå êëàñ ëèøêiâ x0 mod 47 = (−275) mod 47 = 7mod 47.

150



Ïðè ïåðåõîäi äî ìîäóëÿ 94 öåé êëàñ ëèøêiâ ðîçïàäà¹òüñÿ íà 2 êëàñè:
7mod 94 i (7 + 47) mod 94 = 54 mod 94. Îòæå, êîíãðóåíöiÿ (6.8) ìà¹ 2
ðîçâ'ÿçêè: 7mod 94 i 54mod 94.

(b) Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà äîïîìîãîþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. ßê i â ïîïåðå-
äíüîìó ìåòîäi, ñïî÷àòêó ïåðåõîäèìî äî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ (6.7).
Ïîòiì ìåòîäîì, îïèñàíèì ó íàñëiäêó 3 ç òâåðäæåííÿ 4.2 (çðàçêîì ¹ çà-
äà÷à 4.3) çíàõîäèìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (x0, y0) ðiâíÿííÿ (6.7). �Iêñîâà�
êîìïîíåíòà x0 öüîãî ðîçâ'ÿçêó áóäå ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨
(6.4). Ïîâíèì ðîçâ'ÿçêîì áóäå êëàñ ëèøêiâ x0 mod n.

Çàäà÷à 6.2. Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ (6.8) iç çàäà÷i 6.1 çà äîïîìîãîþ
ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðøèé êðîê � ïåðåõiä äî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ (6.10) �
òàêèé æå, ÿê ó ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i 6.1. Òîìó ïî÷íåìî îäðàçó ç ðiâíÿííÿ
(6.10). Iç ðiâíîñòåé (6.11) âèïëèâà¹, ùî 17

47 = [0; 2, 1, 3, 4]. Çà íàñëiäêîì
3 ç òâåðäæåííÿ 4.2 ðiâíÿííÿ (6.10) ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (x0, y0),
êîìïîíåíòà x0 ÿêîãî äîðiâíþ¹ x0 = (−1)3Q3 ·25. Çà ñòàíäàðòíîþ ñõåìîþ
îá÷èñëþ¹ìî Q3:

k � � 0 1 2 3
qk � � 0 2 1 3
Qk 1 0 1 2 3 11

Îòæå, êîíãðóåíöiÿ (6.9) ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê x0 = (−1)3 · 11 · 25 =
−275. Äàëi òðåáà äîñëiâíî ïîâòîðèòè çàâåðøàëüíó ÷àñòèíó ìiðêóâàíü
iç ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 6.1.

(c) Ðîçâ'ÿçàííÿ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Îéëåðà. ßêùî a i n âçà¹ìíî
ïðîñòi, òî çà òåîðåìîþ Îéëåðà aϕ(n) ≡ 1 (mod n). Ïîìíîæèìî îáèäâi
÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ (6.4) íà aϕ(n)−1:

aϕ(n)−1 · ax ≡ aϕ(n)−1 · b (mod n).

Àëå aϕ(n)−1 · ax ≡ aϕ(n) · x ≡ 1 · x ≡ x (mod n), òîìó x ≡ aϕ(n)−1b
(mod n).

Çàäà÷à 6.3. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Îéëåðà êîíãðóåíöiþ
(6.8) iç çàäà÷i 6.1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê i â ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i 6.1, ïåðåõîäèìî ñïî÷àòêó äî êîí-
ãðóåíöi¨ (6.9). ϕ(47) = 46, òîìó x ≡ 1746−1 · 25 = 1745 · 25 (mod 47). Àëå
1745 ·25 = ((172)2)11 ·17 ·25 = (2892)11 ·425 ≡ (72)11 ·2 ≡ 211 ·2 = 4096 ≡ 7
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(mod 47). Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (6.9) ¹ êëàñ ëèøêiâ 7mod 47.
Ïåðåõiä äî ìîäóëÿ 94 ïîâòîðþ¹ çàâåðøàëüíi ìiðêóâàííÿ iç ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i 6.1.

6.3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié
Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié âiä îäíi¹¨
íåâiäîìî¨, òîáòî ñèñòåìè âèãëÿäó





a1x ≡ b1 (mod n1) ,
a2x ≡ b2 (mod n2) ,

. . . . .
amx ≡ bm (mod nm) .

(6.12)

ßêùî ÿêàñü iç êîíãðóåíöié
akx ≡ bk (mod nk) (6.13)

öi¹¨ ñèñòåìè íåñóìiñíà, òî i âñÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, íåñóìiñíà. ßêùî æ
êîíãðóåíöiÿ (6.13) ñóìiñíà, òî çà òåîðåìîþ 6.1 bk äiëèòüñÿ íà íàéáiëü-
øèé ñïiëüíèé äiëüíèê dk ÷èñåë ak i nk, i ìîæíà çàìiíèòè (6.13) ðiâíî-
ñèëüíîþ ¨é êîíãðóåíöi¹þ

ákx ≡ bk (mod ńk), äå ák =
ak

dk
, b́k =

bk

dk
, ńk =

nk

dk
.

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà ák i ńk âçà¹ìíî ïðîñòi.
Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìó (6.12) ìîæíà çàìiíèòè ðiâíîñèëüíîþ ¨é ñè-

ñòåìîþ 



á1x ≡ b́1 (mod ń1) ,

á2x ≡ b́2 (mod ń2) ,
. . . . .

ámx ≡ b́m (mod ńm) ,

(6.14)

â ÿêié êîæíèé êîåôiöi¹íò ák âçà¹ìíî ïðîñòèé ç âiäïîâiäíèì ìîäóëåì
ńk. Àëå òîäi äëÿ êîæíîãî k iñíó¹ òàêå ÷èñëî ck, ùî ák · ck ≡ 1 (mod ńk).
Íàïðèêëàä, ìîæíà âçÿòè ck = (ák)ϕ(ńk)−1.

Äîìíîæèâøè êîæíó ç êîíãðóåíöié ñèñòåìè (6.14) íà âiäïîâiäíèé
ìíîæíèê ck, îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ñèñòåìó





x ≡ b́1c1 (mod ń1) ,

x ≡ b́2c2 (mod ń2) ,
. . . . .

x ≡ b́mcm (mod ńm) .
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Òîìó â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ ìîæíà îáìåæèòèñü ëèøå ñèñòåìàìè
âèãëÿäó 




x ≡ b1 (mod n1) ,
x ≡ b2 (mod n2) ,

. . . . .
x ≡ bm (mod nm) .

(6.15)

Òåîðåìà 6.2. ßêùî ñèñòåìà (6.15) ñóìiñíà, òî ¨¨ ðîçâ'ÿçêè óòâîðþ-
þòü êëàñ ëèøêiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm).
Äîâåäåííÿ. Äëÿ m = 1 öå òðèâiàëüíî. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê m = 2. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ñèñòåìà

{
x ≡ b1 (mod n1) ,
x ≡ b2 (mod n2)

(6.16)

ñóìiñíà, i íåõàé n =ÍÑÊ(n1, n2), à x0 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.
Òîäi êîæåí åëåìåíò x1 iç êëàñó ëèøêiâ x0 mod n òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì.
Ñïðàâäi, x1 ìà¹ âèãëÿä x1 = x0 + kn. Òîìó ÷èñëî x1 − b1 = (x0 + kn)−
b1 = (x0 − b1) + kn äiëèòüñÿ íà n1, áî êîæåí iç äâîõ äîäàíêiâ ïðàâî¨
÷àñòèíè äiëèòüñÿ íà n1. Îòæå, x1 çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó êîíãðóåíöiþ ç
(6.16). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî x1 çàäîâîëüíÿ¹ i äðóãó êîíãðóåíöiþ.

Íàâïàêè, ÿêùî x2 � iíøèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.16), òî
÷èñëî x0 − x2 = (x0 − b1) − (x2 − b1) äiëèòüñÿ íà n1, áî êîæíèé ç äâîõ
äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè äiëèòüñÿ íà n1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî x0−
x2 äiëèòüñÿ íà n2. Òîìó x0 − x2 ¹ ñïiëüíèì êðàòíèì ÷èñåë n1 i n2 i
äiëèòüñÿ íà ¨õ íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå n. Îòæå, x0 ≡ x2 (mod n)),
òîáòî x2 ∈ x0 mod n.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (6.16) óòâîðþþòü êëàñ ëèøêiâ
x0 mod n. Äëÿ m = 2 òåîðåìà äîâåäåíà.

Äëÿ äîâiëüíîãî m òåïåð ìîæíà äîâîäèòè çà iíäóêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî,
ùî m > 2 i äëÿ âñiõ ñèñòåì ìåíøîãî ðîçìiðó òåîðåìà âæå äîâåäåíà. Íå-
õàé ń =ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm−1). Òîäi, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ñèñòåìà





x ≡ b1 (mod n1) ,
x ≡ b2 (mod n2) ,

. . . . .
x ≡ bm−1 (mod nm−1)

ðiâíîñèëüíà îäíié êîíãðóåíöi¨ âèãëÿäó

x ≡ b́ (mod ń) ,
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à ïî÷àòêîâà ñèñòåìà (6.15) � ñèñòåìi
{

x ≡ b́ (mod ń) ,
x ≡ bm (mod nm) .

ßê óæå äîâåäåíî, öÿ ñèñòåìà ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ âèãëÿäó x ≡ b
(mod n), äå n =ÍÑÊ(ń, nm). Àëå ÍÑÊ(ń, nm) = ÍÑÊ(ÍÑÊ(n1, n2, . . .
. . . , nm−1), nm) = ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm−1, nm). Îòæå, ñèñòåìà (6.15) ðiâ-
íîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ x ≡ b (mod ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm)) , òîáòî ðîçâ'ÿç-
êè ñèñòåìè (6.15) óòâîðþþòü îäèí êëàñ ëèøêiâ çà ìîäóëåì ÷èñëà
ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm).

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå âèïàäîê, êîëè â ñèñòåìi (6.15) ìîäóëi n1, n2,
. . . , nm ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi.
Ëåìà 6.1. Íåõàé n1 i n2 âçà¹ìíî ïðîñòi i 1 = k1n1 + k2n2. Òîäi ÷èñëî
k2n2 áóäå ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod n1) ,
x ≡ 0 (mod n2) .

Äîâåäåííÿ. Iç ðiâíîñòi k2n2 − 1 = −k1n1 âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî k2n2 çà-
äîâîëüíÿ¹ ïåðøó êîíãðóåíöiþ. Ïåðåâiðêà äðóãî¨ êîíãðóåíöi¨ òðèâiàëü-
íà.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë n1 i n2 çîáðàæåííÿ 1 =
k1n1 + k2n2 ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà, òîìó ëåìà
ìà¹ êîíñòðóêòèâíèé õàðàêòåð.

Íåõàé ÷èñëà n1, n2, . . ., nm ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi äëÿ êîæíîãî
k, 1 ≤ k ≤ n, ÷èñëà nk i tk = n1n2...nm

nk
âçà¹ìíî ïðîñòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Bk òîé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè êîíãðóåíöié
{

x ≡ 1 (mod nk) ,
x ≡ 0 (mod tk) ,

ÿêèé áóäó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëåìè 6.1.
Òåîðåìà 6.3 (Êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî îñòà÷i). ßêùî ìîäóëi n1,
n2, . . ., nm ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
êîíãðóåíöié 




x ≡ b1 (mod n1) ,
x ≡ b2 (mod n2) ,

. . . . .
x ≡ bm (mod nm)

(6.17)
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çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì ëèøêiâ

b1B1 + b2B2 + . . . + bmBm mod n1n2 . . . nm .

Çîêðåìà, ñèñòåìà âèãëÿäó (6.17) iç ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè ìîäó-
ëÿìè çàâæäè ñóìiñíà.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî tk = n1n2...nm

nk
äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ÷èñåë

n1, . . ., nk−1, nk+1, . . ., nm. Òîìó çà òåîðåìîþ 5.9(c) ç êîíãðóåíöi¨ Bk ≡
0 (mod tk) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî i 6= k âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ
Bk ≡ 0 (mod ni). Êðiì òîãî, Bk ≡ 1 (mod nk). Àëå òîäi äëÿ êîæíîãî k,
1 ≤ k ≤ m, b1B1 + . . . + bk−1Bk−1 + bkBk + bk+1Bk+1 + . . . + bmBm ≡
b1 · 0 + . . . + bk−1 · 0 + bk · 1 + bk+1 · 0 + . . . + bm · 0 ≡ bk (mod nk). Îòæå,
ñèñòåìà (6.17) ñóìiñíà i ÷èñëî b1B1+b2B2+. . .+bmBm ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì. Çà
òåîðåìîþ 6.2 ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (6.17) óòâîðþ¹ êëàñ ëèøêiâ çà
ìîäóëåì ÷èñëà ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm). Àëå ÷èñëà (n1, n2, . . . , nm) ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó ÍÑÊ(n1, n2, . . . , nm) = n1n2 . . . nm. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (6.17) ¹ êëàñ ëèøêiâ

b1B1 + b2B2 + . . . + bmBm mod n1n2 . . . nm.

Çàäà÷i, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié, êèòàéñüêi ìà-
òåìàòèêè ðîçâ'ÿçóâàëè ùå ìàéæå 2 òèñÿ÷i ðîêiâ òîìó, ïðè÷îìó ìåòîäîì,
îïèñàíèì ó äîâåäåííi òåîðåìè 6.3. Êîëè ¨õ òâîðè ñòàëè âiäîìèìè â �â-
ðîïi, çà öèì ìåòîäîì çàêðiïèëàñü íàçâà �êèòàéñüêèé�.

Çàäà÷à 6.4 (�çàäà÷à Ôiáîíà÷÷i�). Çíàéòè ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íà 7,
à ïðè äiëåííi íà êîæíå ç ÷èñåë 2, 3, 4, 5 i 6 äà¹ â îñòà÷i 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî öå ÷èñëî ÷åðåç x. Òîäi çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî
ñèñòåìè êîíãðóåíöié





x ≡ 1 (mod 2) ,
x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 1 (mod 4) ,
x ≡ 1 (mod 5) ,
x ≡ 1 (mod 6) ,
x ≡ 0 (mod 7) .

(6.18)

Îäðàçó ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 6.3 íå ìîæíà, áî ìîäóëi íå ¹ ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Òîìó ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ñèñòåìó (6.18).
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x − 1 äiëèòüñÿ íà 6 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äiëèòüñÿ i íà 2, i íà 3.
Òîìó êîíãðóåíöiÿ x ≡ 1 (mod 6) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi

{
x ≡ 1 (mod 2) ,
x ≡ 1 (mod 3) ,

i ïåðåäîñòàííþ êîíãðóåíöiþ ç (6.18) ìîæíà âèëó÷èòè. Êðiì òîãî, ç ïî-
äiëüíîñòi 4 íà 2 âèïëèâà¹ (çà òåîðåìîþ 5.9(c)), ùî êîíãðóåíöiÿ x ≡ 1
(mod 2) ¹ íàñëiäêîì ç x ≡ 1 (mod 4), òîìó ïåðøó êîíãðóåíöiþ òåæ ìî-
æíà âèëó÷èòè. Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî ñèñòåìó





x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 1 (mod 4) ,
x ≡ 1 (mod 5) ,
x ≡ 0 (mod 7)

(6.19)

iç ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè ìîäóëÿìè. Ó ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6.3 n1 =
3, t1 = 140, n2 = 4, t2 = 105, n3 = 5, t3 = 84, n4 = 7, t4 = 60. Äëÿ ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 0 (mod 140)

ìà¹ìî: 1 = 47 · 3− 140, òîìó B1 = −140. Äëÿ ñèñòåìè
{

x ≡ 1 (mod 4) ,
x ≡ 0 (mod 105)

ìà¹ìî: 1 = 105− 26 · 4, òîìó B2 = 105. Äëÿ ñèñòåìè
{

x ≡ 1 (mod 5) ,
x ≡ 0 (mod 84)

ìà¹ìî: 1 = 17 · 5− 84, òîìó B3 = −84. B4 øóêàòè íå òðåáà, áî âîíî áóäå
âèñòóïàòè ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì. Çà òåîðåìîþ 6.3 ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
(6.19) ìàþòü âèãëÿä:

x ≡ (1 ·B1 + 1 ·B2 + 1 ·B3 + 0 ·B4) (mod 3 · 4 · 5 · 7) ≡

≡ −119 (mod 420) ≡ 301 (mod 420).

Çîêðåìà, íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ôiáîíà÷÷i áóäå ÷è-
ñëî 301.

156



Çàäà÷à 6.5. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó êîíãðóåíöié




x ≡ 13 (mod 21) ,
x ≡ 7 (mod 22) ,
x ≡ 9 (mod 23) .

(6.20)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 6.3 n1 = 21, t1 = 506, n2 = 22,
t2 = 483, n3 = 23, t3 = 462. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

{
x ≡ 1 (mod 21) ,
x ≡ 0 (mod 506) .

Çàñòîñó¹ìî äî ÷èñåë 506 i 21 àëãîðèòì Åâêëiäà. Ìà¹ìî: 506 = 24 ·21+2,
21 = 10·2+1. Çâiäñè 1 = 21−10·2 = 21−10·(506−24·21) = 241·21−10·506.
Òîìó B1 = −10 · 506 = −5060. Äëÿ ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod 22) ,
x ≡ 0 (mod 483)

ìà¹ìî: 483 = 21 · 22 + 21, 22 = 1 · 21 + 1. Çâiäñè 1 = 22 − 1 · 21 =
22− 1 · (483− 21 · 22) = 22 · 22− 483 i B2 = −483. Äëÿ ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod 23) ,
x ≡ 0 (mod 462)

ìà¹ìî: 462 = 20 · 23 + 2, 23 = 11 · 2 + 1. Çâiäñè 1 = 23 − 11 · 2 =
23− 11 · (462− 20 · 23) = 221 · 23− 11 · 462 i B3 = −11 · 462 = −5082. Òîìó
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (6.20) ìàþòü âèãëÿä: x ≡ (−13 ·5060−7 ·483−9 ·5082)
(mod 21 · 22 · 23) ≡ −114899 (mod 10626) ≡ 1987 (mod 10626).

Çàäà÷à 6.6. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó êîíãðóåíöié




15x ≡ 24 (mod 51) ,
28x ≡ 24 (mod 72) ,
30x ≡ 24 (mod 46) .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíi ñïðîùåííÿ. Çà òåîðåìîþ
5.9 ó ïåðøié êîíãðóåíöi¨ êîåôiöi¹íòè é ìîäóëü ìîæíà ðîçäiëèòè íà 3,
ó äðóãié � íà 4 i â òðåòié � íà 2. Îäåðæó¹ìî ðiâíîñèëüíó ïî÷àòêîâié
ñèñòåìó 




5x ≡ 8 (mod 17) ,
7x ≡ 6 (mod 18) ,
15x ≡ 12 (mod 23) ,
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â ÿêié êîåôiöi¹íòè ïðè x âçà¹ìíî ïðîñòi ç âiäïîâiäíèìè ìîäóëÿìè, à
ìîäóëi ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. ϕ(17) = 16 i 515 = (53)5 = 1255 ≡ 65 =
7776 ≡ 7 (mod 17), òîìó ïåðøà êîíãðóåíöiÿ çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó x ≡
8 · 7 = 56 ≡ 5 (mod 17). Àíàëîãi÷íî äëÿ äðóãî¨ êîíãðóåíöi¨: ϕ(18) = 6,
75 = 16807 ≡ 13 (mod 18), x ≡ 6 · 13 = 78 ≡ 6 (mod 18), i äëÿ òðåòüî¨ :
ϕ(23) = 22, 1521 = (154)5 · 15 ≡ 25 · 15 = 480 ≡ 20 (mod 23), x ≡ 12 ·
20 = 240 ≡ 10 (mod 23). Òàêèì ÷èíîì, ïî÷àòêîâà ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî
ñèñòåìè 




x ≡ 5 (mod 17) ,
x ≡ 6 (mod 18) ,
x ≡ 10 (mod 23) ,

ÿêà âæå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 6.3. Ìà¹ìî: n1 = 17, t1 = 414,
n2 = 18, t2 = 391,n3 = 23, t3 = 306. Äëÿ ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod 17) ,
x ≡ 0 (mod 414)

iç ðiâíîñòåé 414 = 24 · 17+6, 17 = 3 · 6− 1 çíàõîäèìî: 1 = 3 · 414− 73 · 17,
çâiäêè B1 = 3 · 414 = 1242. Äëÿ ñèñòåìè

{
x ≡ 1 (mod 18) ,
x ≡ 0 (mod 391)

iç ðiâíîñòåé 391 = 21 · 18 + 13, 18 = 1 · 13 + 5, 13 = 2 · 5 + 3, 5 = 2 · 3− 1
çíàõîäèìî: 1 = 7 · 391− 152 · 18, çâiäêè B2 = 7 · 391 = 2737. Íàðåøòi äëÿ
ñèñòåìè {

x ≡ 1 (mod 23) ,
x ≡ 0 (mod 306)

iç ðiâíîñòåé 306 = 13 · 23 + 7, 23 = 3 · 7 + 2, 7 = 3 · 2 + 1 çíàõîäèìî:
1 = 10 · 306 − 133 · 23, çâiäêè B3 = 10 · 306 = 3060. Òîìó ðîçâ'ÿçêè
ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä: x ≡ 5 · 1242 + 6 · 2737 + 10 · 3060
(mod 17 · 18 · 23) ≡ 53232 (mod 7038) ≡ 3966 (mod 7038).

Çàäà÷à 6.7. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ñèñòåìà êîíãðóåíöié




x ≡ 5 (mod 6) ,
x ≡ 8 (mod 15) ,
x ≡ a (mod 10)

(6.21)

áóäå ñóìiñíîþ ?
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. x − 5 äiëèòüñÿ íà 6 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíî äiëèòüñÿ
íà 2 i 3. Òîìó êîíãðóåíöiÿ x ≡ 5 (mod 6) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi

{
x ≡ 5 ≡ 1 (mod 2) ,
x ≡ 5 ≡ 2 (mod 3) .

Àíàëîãi÷íî äðóãó êîíãðóåíöiþ ç (6.21) ìîæíà çàìiíèòè ñèñòåìîþ
{

x ≡ 8 ≡ 3 (mod 5) ,
x ≡ 8 ≡ 2 (mod 3) ,

à òðåòþ � ñèñòåìîþ {
x ≡ a (mod 2) ,
x ≡ a (mod 5) .

Îòæå, ïî÷àòêîâà ñèñòåìà (6.21) ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi




x ≡ 1 (mod 2) ,
x ≡ 2 (mod 3) ,
x ≡ 3 (mod 5) ,
x ≡ a (mod 2) ,
x ≡ a (mod 5) .

(6.22)

Ïîðiâíþþ÷è â (6.22) ïåðøó êîíãðóåíöiþ ç ÷åòâåðòîþ, à òðåòþ � ç ï'ÿ-
òîþ, áà÷èìî, ùî äëÿ ñóìiñíîñòi öi¹¨ ñèñòåìè íåîáõiäíî (à ç êèòàéñüêî¨
òåîðåìè ïðî îñòà÷i âèïëèâà¹, ùî é äîñòàòíüî), ùîá ïàðàìåòð a çàäî-
âîëüíÿâ ñèñòåìó {

a ≡ 1 (mod 2) ,
a ≡ 3 (mod 5) .

Î÷åâèäíî, ùî a = 3 îñòàííþ ñèñòåìó çàäîâîëüíÿ¹. Òîìó çà òåîðåìîþ
6.2 çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä a ≡ 3 (mod 10). Îò-
æå, ïî÷àòêîâà ñèñòåìà (6.21) ñóìiñíà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ 3
(mod 10).

6.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨:

(a) 59x ≡ 17 (mod 71); (b) 91x ≡ 29 (mod 109);

(c) 38x ≡ 68 (mod 83); (d) 44x ≡ 71 (mod 97);

(e) 119x ≡ 17 (mod 125); (f) 83x ≡ 25 (mod 112).
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2. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨:
(a) 72x ≡ 30 (mod 85); (b) 104x ≡ 42 (mod 122);

(c) 51x ≡ 71 (mod 98); (d) 57x ≡ 84 (mod 110);

(e) 106x ≡ 30 (mod 138); (f) 96x ≡ 38 (mod 125).

3. Ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Îéëåðà ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨:
(a) 25x ≡ 14 (mod 36); (b) 27x ≡ 16 (mod 50);

(c) 21x ≡ 33 (mod 40); (d) 11x ≡ 19 (mod 54);

(e) 35x ≡ 19 (mod 48); (f) 15x ≡ 23 (mod 56).

4. Äî ÷èñëà 456 äîïèñàòè ñïðàâà òðè öèôðè x, y i z òàê, ùîá ÷èñëî
456xyz äiëèëîñü
(a) íà 7, 8 i 9; (b) íà 8, 9 i 10; (c) íà 9, 10 i 11;
(d) íà 10, 11 i 12; (e) íà 12, 13 i 14; (f) íà 14, 15 i 16.

5. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié:

(a)





x ≡ 1 (mod 3) ,
x ≡ 3 (mod 5) ,
x ≡ 5 (mod 8) ,
x ≡ 7 (mod 11) ;

(b)





x ≡ 2 (mod 4) ,
x ≡ 3 (mod 5) ,
x ≡ 4 (mod 7) ,
x ≡ 5 (mod 9) ;

(c)





x ≡ 7 (mod 8) ,
x ≡ 5 (mod 9) ,
x ≡ 3 (mod 5) ,
x ≡ 1 (mod 11) ;

(d)





x ≡ 2 (mod 7) ,
x ≡ 2 (mod 9) ,
x ≡ 2 (mod 10) ,
x ≡ 2 (mod 11) .

6. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié:

(a)





x ≡ 7 (mod 15) ,
x ≡ 4 (mod 32) ,
x ≡ 19 (mod 23) ;

(b)





x ≡ 13 (mod 16) ,
x ≡ 2 (mod 25) ,
x ≡ 11 (mod 27) ;

(c)





x ≡ 14 (mod 18) ,
x ≡ 5 (mod 25) ,
x ≡ 21 (mod 41) ;

(d)





x ≡ 12 (mod 17) ,
x ≡ 11 (mod 21) ,
x ≡ 10 (mod 29) .

7. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié:

(a)





20x ≡ 12 (mod 56) ,
20x ≡ 34 (mod 54) ,
24x ≡ 21 (mod 57) ;

(b)





21x ≡ 15 (mod 45) ,
27x ≡ 33 (mod 48) ,
22x ≡ 18 (mod 46) ;
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(c)





20x ≡ 32 (mod 52) ,
15x ≡ 27 (mod 54) ,
16x ≡ 14 (mod 50) ;

(d)





24x ≡ 8 (mod 68) ,
21x ≡ 33 (mod 60) ,
16x ≡ 42 (mod 66) .

8. Çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ïðè äiëåííi íà m, n i k
äà¹ âiäïîâiäíî îñòà÷i a, b i c:
(a) m = 12, n = 13, k = 14, a = 5, b = 6, c = 7;
(b) m = 10, n = 12, k = 15, a = 9, b = 5, c = 14;
(c) m = 14, n = 16, k = 20, a = 10, b = 6, c = 2;
(d) m = 15, n = 16, k = 18, a = 13, b = 5, c = 7.

9. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ñèñòåìà êîíãðóåíöié

(a)





x ≡ 11 (mod 24) ,
x ≡ 7 (mod 10) ,
x ≡ 5 (mod 22) ,
x ≡ a (mod 30) ;

(b)





x ≡ 10 (mod 35) ,
x ≡ 8 (mod 18) ,
x ≡ 6 (mod 20) ,
x ≡ a (mod 42) ;

(c)





x ≡ 5 (mod 28) ,
x ≡ 17 (mod 20) ,
x ≡ 7 (mod 30) ,
x ≡ a (mod 70) ;

(d)





x ≡ 7 (mod 18) ,
x ≡ 7 (mod 27) ,
x ≡ 7 (mod 40) ,
x ≡ a (mod 60) .

áóäå ñóìiñíîþ ?

10. Îá÷èñëèòè:
(a) n mod 60, ÿêùî n mod 20 = 7 i n mod 42 = 19;
(b) n mod 70, ÿêùî n mod 30 = 13 i n mod 84 = 25;
(c) n mod 105, ÿêùî nmod 45 = 17 i n mod 70 = 32;
(d) n mod 84, ÿêùî n mod 60 = 27 i n mod 70 = 37.
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