
5. Êîíãðóåíöi¨ i êiëüöÿ êëàñiâ ëèøêiâ
5.1. Êîíãðóåíöi¨
Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî n ≥ 1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî öiëi ÷èñëà
a i b êîíãðóåíòíi (àáî ïîðiâíÿëüíi) çà ìîäóëåì ÷èñëà n (i ïèñàòèìåìî
a ≡ b (mod n) ), ÿêùî ðiçíèöÿ a− b äiëèòüñÿ íà n. Íàïðèêëàä, 27 i −7
ïîðiâíÿëüíi çà ìîäóëåì ÷èñëà 17, áî 27 − (−7) = 34 = 2 · 17. Äîâiëüíi
äâà íåïàðíèõ ÷èñëà êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì 2, áî ¨õ ðiçíèöÿ ¹ ïàðíèì
÷èñëîì. ßêùî ó äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë îäíà é òà æ îñòàííÿ öèôðà,
òî âîíè êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì 10.

Âèðàçè 27 ≡ −7 (mod 17), 347 ≡ 217 (mod 10), a ≡ b (mod n) òà ¨ì
ïîäiáíi íàçèâàþòüñÿ êîíãðóåíöiÿìè.

Òåîðåìà 5.1 (êðèòåðié êîíãðóåíòíîñòi). a ≡ b (mod n) òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè a i b ïðè äiëåííi íà n äàþòü îäíàêîâi îñòà÷i.

Äîâåäåííÿ. Ðîçäiëèìî a i b íà n ç îñòà÷åþ: a = q1n + r1, b = q2n + r2.
Òîäi a − b = (q1 − q2)n + (r1 − r2). Ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi
äiëèòüñÿ íà n. Òîìó ïîäiëüíiñòü a− b íà n ðiâíîñèëüíà ïîäiëüíîñòi íà n
äðóãîãî äîäàíêó r1 − r2. Àëå n > r1 ≥ r1 − r2 ≥ −r2 > −n. �äèíå ÷èñëî
ç ïðîìiæêó (−n, n), ÿêå äiëèòüñÿ íà n, öå 0. Îòæå, ïîäiëüíiñòü a− b íà
n ðiâíîñèëüíà óìîâi r1 − r2 = 0, òîáòî r1 = r2.

Íàñëiäîê 1. ßêùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà n äîðiâíþ¹ r, òî a ≡ r
(mod n).

Iç öüîãî íàñëiäêó ñòà¹ çðîçóìiëèì ïîçíà÷åííÿ amod n äëÿ îñòà÷i
âiä äiëåííÿ a íà n.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ ôiêñîâàíîãî n âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi a ≡ b
(mod n) íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 5.1 öå âiäíîøåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç âiäíîøåííÿì �a
i b ìàþòü îäíàêîâi îñòà÷i ïðè äiëåííi íà n�, ðåôëåêñèâíiñòü, ñèìåòðè-
÷íiñòü i òðàíçèòèâíiñòü ÿêîãî î÷åâèäíi.

Êîæíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âèçíà÷à¹ ðîçáèòòÿ
öi¹¨ ìíîæèíè íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ âiäíîøåííÿ a ≡ b (mod n)
íà ìíîæèíi Z êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâàþòüñÿ êëàñàìè ëèøêiâ çà
ìîäóëåì n. Êëàñ ëèøêiâ, ÿêèé ìiñòèòü ÷èñëî a, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
a àáî a mod n, ÿêùî òðåáà âêàçàòè i ÷èñëî n.
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Çàäà÷à 5.1. Ðîçáèòè ìíîæèíó ÷èñåë 13, 41, 9, 88, 117, 36, 95, 1999,
146, 207 íà êëàñè ïîïàðíî êîíãðóåíòíèõ çà ìîäóëåì 5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà 5 äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 3, 1, 4, 3, 2,
1, 0, 4, 1, 2. Òîìó äàíà ìíîæèíà ðîçïàäà¹òüñÿ íà òàêi êëàñè ïîïàðíî êîí-
ãðóåíòíèõ ÷èñåë: {13, 88}, {41, 36, 146}, {9, 1999}, {117, 207}, {95}.

Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n. Ñïðàâ-
äi, ç òåîðåìè 5.1 âèïëèâà¹, ùî ðiçíi îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà n ïîòðàïëÿ-
þòü ó ðiçíi êëàñè, à ç íàñëiäêó 1 � ùî êîæåí êëàñ ìiñòèòü ÿêóñü îñòà÷ó.
Îòæå, êëàñ ëèøêiâ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òi¹þ ¹äèíîþ îñòà÷åþ
âiä äiëåííÿ íà n, ÿêó âií ìiñòèòü. Òîìó êëàñiâ áóäå ñòiëüêè æ, ñêiëüêè
îñòà÷, òîáòî n. Ìíîæèíó 0, 1, 2, . . . , n− 1 âñiõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì
n çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòü Zn.

Íàïðèêëàä, çà ìîäóëåì 3 ìà¹ìî 3 êëàñè ëèøêiâ: 0 = {. . . ,−6,−3, 0,
3, 6, . . .} (âñi ÷èñëà, ÿêi ïðè äiëåííi íà 3 äàþòü â îñòà÷i 0), 1 = {. . . ,−5,
−2, 1, 4, 7, . . .} (îñòà÷à 1) i 2 = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .} (îñòà÷à 2).

Òâåðäæåííÿ ïðî õàðàêòåðèçàöiþ êëàñó ëèøêiâ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ
íà n ìîæíà äåùî óçàãàëüíèòè.

Âïðàâà 5.1. Äîâåñòè, ùî a mod n = {a + kn : k ∈ Z}.
Çàäà÷à 5.2. Äîâåñòè, ùî ç êîíãðóåíöi¨ 7a − 13b + 8c ≡ 0 (mod 15)
âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ 11a + b + 4c ≡ 0 (mod 15).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî A = 7a − 13b + 8c, B = 11a + b + 4c. Òðåáà
äîâåñòè, ùî ç ïîäiëüíîñòi A íà 15 âèïëèâà¹ ïîäiëüíiñòü B íà 15. Ìà¹ìî:
2A + B = 25a − 25b + 20c = 5 · (5a − 5b + 4c). Òîìó B = (2A + B) − 2A
äiëèòüñÿ íà 5. Êðiì òîãî, 2A−B = 3a− 27b + 12c = 3 · (a− 9b + c). Òîìó
B = 2A − (2A − B) äiëèòüñÿ íà 3. ×èñëà 5 i 3 âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó B
äiëèòüñÿ i íà ¨õ äîáóòîê 5 · 3 = 15.

Çàäà÷à 5.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ
êîíãðóåíöiÿ a5 ≡ a (mod 30).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òðåáà äîâåñòè, ùî a5− a äiëèòüñÿ íà 30. Iç ðîçêëàäó a5−
a = a(a4 − 1) = a(a2 − 1)(a2 + 1) = (a − 1)a(a + 1)(a2 + 1) âèïëèâà¹,
ùî a5 − a äiëèòüñÿ íà 2 (áî ç äâîõ ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë a − 1 i a
îäíå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïàðíèì) i íà 3 (áî ç òðüîõ ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë
a − 1, a i a + 1 îäíå îáîâ'ÿçêîâî äiëèòüñÿ íà 3). ßêùî ïðè äiëåííi a
íà 5 îñòà÷à äîðiâíþ¹ 1, 0 àáî 4, òî íà 5 äiëèòüñÿ âiäïîâiäíî ìíîæíèê
a− 1, a àáî a + 1. ßêùî îñòà÷à äîðiâíþ¹ 2, òî a ìà¹ âèãëÿä a = 5k + 2 i
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a2+1 = (5k+2)2+1 = 25k2+20k+5 äiëèòüñÿ íà 5. Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó
îñòà÷i 3 ìà¹ìî: a2 +1 = (5k+3)2 +1 = 25k2 +30k+10 = 5 · (5k2 +6k+2).
Îòæå, a5 − a çàâæäè äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë 2, 3 i 5, à òîìó
äiëèòüñÿ i íà ¨õ äîáóòîê 2 · 3 · 5 = 30.

Çàäà÷à 5.4. Äîâåñòè, ùî äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 6 ÷èñëà n âèêîíó¹-
òüñÿ êîíãðóåíöiÿ n2 ≡ 1 (mod 24).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá äîâåñòè, ùî n2 − 1 äiëèòüñÿ íà 24, äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî n2− 1 = (n− 1)(n+1) äiëèòüñÿ íà 8 i íà 3. Çà óìîâîþ n íåïàðíå i íå
äiëèòüñÿ íà 3. Òîìó îäèí iç ìíîæíèêiâ n− 1 àáî n + 1 äiëèòüñÿ íà 3, áî
ç òðüîõ ïîñëiäîâíèõ ÷èñåë n− 1, n i n + 1 îäíå îáîâ'ÿçêîâî äiëèòüñÿ íà
3. Êðiì òîãî, n− 1 i n + 1 � ïîñëiäîâíi ïàðíi ÷èñëà, òîìó îäíå ç íèõ ìà¹
äiëèòèñü íà 4. Îòæå, äîáóòîê (n− 1)(n + 1) äiëèòüñÿ íà 2 · 4 = 8.

5.2. Àðèôìåòèêà êîíãðóåíöié
Òåîðåìà 5.2 (ïðî äîäàâàííÿ êîíãðóåíöié). ßêùî a1 ≡ b1 (mod n)
i a2 ≡ b2 (mod n), òî a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod n).

Äîâåäåííÿ. (a1 +a2)− (b1 + b2) = (a1− b1)+(a2− b2). Àëå çà óìîâîþ êî-
æíèé ç äâîõ äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè äiëèòüñÿ íà n. Òîìó é ëiâà ÷àñòèíà
äiëèòüñÿ íà n.

Íàñëiäîê 1. Äî îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ ìîæíà äîäàòè îäíå é òå æ
÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Äîäàòè äî îáîõ ÷àñòèí êîíãðóåíöi¨ a ≡ b (mod n) ÷èñëî b �
öå âñå îäíî, ùî äîäàòè êîíãðóåíöiþ c ≡ c (mod n).

Íàñëiäîê 2. Áóäü-ÿêèé ç äîäàíêiâ ìîæíà ïåðåíåñòè íà iíøèé áiê êîí-
ãðóåíöi¨, çìiíèâøè çíàê äîäàíêó íà ïðîòèëåæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåíåñòè â êîíãðóåíöi¨ a + b ≡ c (mod n) íà iíøèé áiê
äîäàíîê c � öå âñå îäíî, ùî äîäàòè êîíãðóåíöiþ −b ≡ −b (mod n).

Çàäà÷à 5.5. Äîâåñòè, ùî æîäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî âèãëÿäó 4k + 3 íå
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ êâàäðàòiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî 4k + 3 = a2 + b2. Òîäi

a2 + b2 ≡ 4k + 3 ≡ 3 (mod n). (5.1)
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Iç ðiâíîñòåé (2m)2 = 4m2 i (2m + 1)2 = 4m2 + 4m + 1 âèïëèâà¹, ùî
êâàäðàò ÷èñëà ìîæå áóòè ïîðiâíÿëüíèì çà ìîäóëåì 4 ëèøå ç 0 àáî ç 1.
Àëå òîäi àáî a2 +b2 ≡ 0 (mod n), àáî a2 +b2 ≡ 1 (mod n), àáî a2 +b2 ≡ 2
(mod n). Êîæíà ç öèõ êîíãðóåíöié ñóïåðå÷èòü êîíãðóåíöi¨ (5.1), òîìó
ðiâíiñòü 4k + 3 = a2 + b2 íåìîæëèâà.

Òåîðåìà 5.3 (ïðî ìíîæåííÿ êîíãðóåíöié). ßêùî a1 ≡ b1 (mod n)
i a2 ≡ b2 (mod n), òî a1a2 ≡ b1b2 (mod n).
Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ñòàíäàðòíèé òðþê iç äîäàâàííÿì i âiäíiìàí-
íÿì îäíîãî é òîãî æ ÷ëåíà: a1a2 − b1b2 = a1a2 − a1b2 + a1b2 − b1b2 =
a1(a2 − b2) + (a1 − b1)b2. Ïðàâà ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íà n, áî çà óìîâîþ
ìíîæíèêè a2 − b2 i a1 − b1 êðàòíi n. Òîìó é ëiâà ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íà
n.

Íàñëiäîê 1. Îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ ìîæíà ïîìíîæèòè íà îäíå
é òå æ ÷èñëî.
Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèòè îáèäâi ÷àñòèíè íà ÷èñëî c � öå âñå îäíî, ùî
ïîìíîæèòè íà êîíãðóåíöiþ c ≡ c (mod n).

Íàñëiäîê 2. Îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ ìîæíà ïiäíåñòè äî îäíîãî
é òîãî æ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ k.
Äîâåäåííÿ. Ïiäíåñòè îáèäâi ÷àñòèíè êîíãðóåíöi¨ a ≡ b (mod n) äî ñòå-
ïåíÿ k � öå âñå îäíî, ùî ïåðåìíîæèòè k êîíãðóåíöié a ≡ b (mod n), . . .,
a ≡ b (mod n).

Çàäà÷à 5.6. Äîâåñòè, ùî 225
+ 1 äiëèòüñÿ íà 641.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 25 = 32 , òî òðåáà äîâåñòè, ùî 232 + 1 ≡ 0
(mod 641). Ìà¹ìî: 210 = 1024 ≡ 383 (mod 641), 215 = 210 ·25 = 383 ·32 =
12256 ≡ 77 (mod 641), 230 = (215)2 = 772 = 5929 ≡ 160 (mod 641). Òîìó
232 + 1 = 230 · 4 + 1 = 160 · 4 + 1 = 641 ≡ 0 (mod 641).

Öiêàâà iñòîðiÿ öi¹¨ çàäà÷i. Ó ñåðåäèíi XXVII ñò. ñëàâåòíèé ôðàíöóç-
ñüêèé ìàòåìàòèê Ôåðìà âèñëîâèâ ïåðåêîíàííÿ, ùî âñi ÷èñëà âèãëÿäó
22k

+1 ¹ ïðîñòèìè. Öå ñïðàâäi òàê äëÿ k = 0, 1, 2, 3, i 4 (âiäïîâiäíi ïðîñòi
÷èñëà � öå 3, 5, 17, 257 i 65537). Ó 1739 ð. íå ìåíø ñëàâåòíèé øâåéöàð-
ñüêèé ìàòåìàòèê Îéëåð ñïðîñòóâàâ ãiïîòåçó Ôåðìà, äîâiâøè, ùî 225

+1
äiëèòüñÿ íà 641 (ãîëîâíà òðóäíiñòü çîâñiì íå â ïåðåâiðöi ñàìîãî ôàêòó
ïîäiëüíîñòi. Íàáàãàòî âàæ÷å öåé äiëüíèê çíàéòè, àäæå ìåíøèõ çà 641
äiëüíèêiâ ÷èñëî 225

+ 1 íå ìà¹).
118



Çàäà÷à 5.7. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ÷èñëà 5 · 11 · 19 · 29 · 101 · 197
íà 13.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 19 ≡ 6 (mod 13), 29 ≡ 3 (mod 13), 101 ≡ 10 (mod 13),
197 ≡ 2 (mod 13). Òîìó 5·11·19·29·101·197 ≡ 5·11·6·3·10·2 = 55·18·20 =
3 · 5 · 7 = 105 ≡ 1 (mod 13). Îòæå, øóêàíà îñòà÷à äîðiâíþ¹ 1.

Çàäà÷à 5.8. Çíàéòè äâi îñòàííi öèôðè ÷èñëà 3100.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî n = ak . . . a1a0, òî ÷èñëî a1a0 ¹ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ
n íà 100. Ìà¹ìî: 35 = 243 ≡ 43 (mod 100), 310 = (35)2 = 432 = 1849 ≡ 49
(mod 100), 320 = (310)2 = 492 = 2401 ≡ 1 (mod 100), 3100 = (320)5 = 15 ≡
1 (mod 100). Îòæå, îñòàííiìè öèôðàìè áóäóòü 01.

Òåîðåìà 5.4 (ïðî ñêîðî÷åííÿ êîíãðóåíöi¨ íà ñïiëüíèé ìíîæíèê).
ßêùî ac ≡ bc (mod n) i c âçà¹ìíî ïðîñòå ç n, òî a ≡ b (mod n).

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ac − bc = (a − b)c äiëèòüñÿ íà n. Iç âçà¹ìíî¨
ïðîñòîòè n i c i òâåðäæåííÿ 1.2(b) âèïëèâà¹, ùî n|a− b.

Çàóâàæåííÿ. Âèìîãà â òåîðåìi 5.4 âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë n i c
äóæå ñóòò¹âà. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi ñêîðî÷åííÿ íà ñïiëüíèé ìíîæíèê ìî-
æå ïðèçâåñòè äî ïîìèëêè. Íàïðèêëàä, 2 · 3 ≡ 4 · 3 (mod 6), àëå 2 6= 4
(mod 6); 3 · 2 ≡ 9 · 2 (mod 12), àëå 3 6= 9 (mod 12).

Òåîðåìà 5.5. ßêùî f(x1, . . . , xk) � ìíîãî÷ëåí âiä çìiííèõ x1, . . . , xk

ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè i a1 ≡ b1 (mod n), . . ., ak ≡ bk (mod n), òî
f(a1, . . . , ak) ≡ f(b1, . . . , bk) (mod n).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îäíî÷ëåíà axm1
1 . . . xmk

k öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.3, à äëÿ
äîâiëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ (ÿêi ¹ ñóìàìè îäíî÷ëåíiâ) òðåáà ùå ñêîðèñòàòèñü
òåîðåìîþ 5.2.

Òåîðåìè 5.2 i 5.3 äîçâîëÿþòü ïðèðîäíèì ÷èíîì âèçíà÷èòè äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n: ñóìîþ êëàñiâ a i b íàçâåìî êëàñ
a + b, à ¨õ äîáóòêîì � êëàñ ab. Iç òåîðåìè 5.2 âèïëèâà¹, ùî ðåçóëüòàò
äîäàâàííÿ a + b íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ a i b êëàñiâ a i
b. Ñïðàâäi, ÿêùî á i b́ � iíøi ïðåäñòàâíèêè, òî a ≡ á (mod n), b ≡ b́

(mod n) i a + b ≡ á + b́ (mod n). Òîìó a + b i á + b́ ëåæàòü â îäíîìó
êëàñi ëèøêiâ, òîáòî a + b = á + b́. Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ äi¨ ìíîæåííÿ
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî òàáëèöi äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êëàñiâ ëè-
øêiâ çà ìîäóëåì 6:

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

× 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1 .

Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êëàñiâ ëèøêiâ ñâî¨ìè âëàñòèâîñòÿìè äóæå íàãà-
äó¹ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ çâè÷àéíèõ öiëèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5.6. Ìíîæèíà Zn êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n óòâîðþ¹ âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ a + b := a + b i ìíîæåííÿ a · b := ab êîìóòàòèâíå
êiëüöå ç îäèíèöåþ.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ÷åñíî¨ ïåðåâiðêè âñiõ àêñiîì êiëüöÿ. Íàïðèêëàä,
ç ðiâíîñòi a · 1 = a · 1 = a âèïëèâà¹, ùî îäèíèöåþ êiëüöÿ Zn áóäå êëàñ
ëèøêiâ 1, ÿêèé ìiñòèòü çâè÷àéíó îäèíèöþ 1. Äèñòðèáóòèâíèé çàêîí
âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

a · (b + c) = a · b + c = a · (b + c) = ab + ac = ab + ac = a · b + a · c

(ó òðåòié ðiâíîñòi ìè ñêîðèñòàëèñü äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì äëÿ öiëèõ
÷èñåë). Ðåøòà àêñiîì ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çà îçíà÷åííÿì êëàñiâ ëèøêiâ ðiâíiñòü a = b â êiëüöi Zn ðiâíîñèëüíà
êîíãðóåíöi¨ a ≡ b (mod n). Êîðèñíî ÿêîìîãà ðàíiøå íàâ÷èòèñü âiëüíî
ïåðåõîäèòè âiä ðiâíîñòåé â Zn äî êîíãðóåíöié çà ìîäóëåì n i íàâïàêè.

Êëàñ ëèøêiâ a ç êiëüöÿ Zn íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
êëàñ b ∈ Zn, ùî a · b = 1. Òîäi êëàñ b íàçèâàþòü îáåðíåíèì äî a. Ó
êóðñi àëãåáðè äîâîäèòüñÿ, ùî â êiëüöi êîæíèé åëåìåíò ìà¹ íå áiëüøå
îäíîãî îáåðíåíîãî. Òîìó îáåðíåíèé äî a êëàñ ëèøêiâ b (ÿêùî âií iñíó¹)
âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî, i ìè áóäåìî ïèñàòè b = a −1.

Iç òàáëèöi ìíîæåííÿ äëÿ Z6 âèäíî, ùî äàëåêî íå êîæíèé êëàñ ëèøêiâ
îáîðîòíèé (â Z6 òàêèìè áóäóòü ëèøå 1 i 5).

Òåîðåìà 5.7 (êðèòåðié îáîðîòíîñòi â êiëüöi êëàñiâ ëèøêiâ). Êëàñ
ëèøêiâ a ∈ Zn îáîðîòíèé òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a i n âçà¹ìíî ïðîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé êëàñ ëèøêiâ a îáîðîòíèé i a·b = 1. Òîäi
ab = 1 i ab ≡ 1 (mod n), òîáòî ab − 1 = kn äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà n.
Iç ðiâíîñòi 1 = ab− kn i òåîðåìè 1.6 âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà a i n � âçà¹ìíî
ïðîñòi.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî a i n âçà¹ìíî ïðîñòi, òî çà òiëüêè ùî çãàäàíîþ
òåîðåìîþ 1.6 iñíóþòü òàêi ÷èñëà b i m, ùî 1 = ab + mn. Àëå òîäi

1 = ab + mn = ab + mn = a · b + m · n = a · b + m · 0 = a · b + 0 = a · b,
áî n ≡ 0 (mod n) i n = 0. Îòæå, êëàñ ëèøêiâ a ¹ îáîðîòíèì.

Íàñëiäîê 1. Ó êiëüöi êëàñiâ ëèøêiâ Zn äîáóòîê îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ
òàêîæ áóäå îáîðîòíèì åëåìåíòîì.

Â àëãåáði äîâîäèòüñÿ, ùî â áóäü-ÿêîìó êiëüöi äîáóòîê îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ ¹ îáîðîòíèì. Íåçàëåæíå äîâåäåííÿ äëÿ êiëüöÿ Zn âèïëèâà¹
ç òåîðåìè 5.7 i òîãî, ùî äîáóòîê äâîõ ÷èñåë, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n, òåæ
áóäå âçà¹ìíî ïðîñòèì ç n (òâåðäæåííÿ 1.2(a) ).

Iç òåîðåìè 5.7 i ðiâíîñòi Zn = {0, 1, . . . , n− 1} âèïëèâà¹, ùî êiëü-
êiñòü îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ó êiëüöi Zn äîðiâíþ¹ ÷èñëó åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè {0, 1, . . . , n− 1}, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç ÷èñëîì n, òîáòî çíà÷åííþ ϕ(n)
ôóíêöi¨ Îéëåðà. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî
Íàñëiäîê 2. Êiëüöå Zn ìà¹ ϕ(n) îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.
Òåîðåìà 5.8. Êiëüöå Zn áóäå ïîëåì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ÷èñëî n ¹
ïðîñòèì.
Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ ïîëåì,
ÿêùî âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè êiëüöÿ îáîðîòíi. Iç íàñëiäêó 2 òåîðåìè
5.7 âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ öüîãî ¹ âèêîíàííÿ
ðiâíîñòi

ϕ(n) = n− 1. (5.2)
ßêùî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n ìà¹ âèãëÿä n = pk1

1 pk2
2 . . . pkm

m , òî çà
ôîðìóëîþ äëÿ ϕ(n) ç òåîðåìè 2.6 ìà¹ìî:

ϕ(n) = n(1− 1
p1

) . . . (1− 1
pm

) ≤ n(1− 1
p1

) = n− n

p1
≤ n− 1. (5.3)

Ðiâíiñòü (5.2) âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè â (5.3) ñêðiçü áóäóòü
ðiâíîñòi. Îñòàíí¹ áóäå â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè m = 1 i
n
p1
− 1, òîáòî êîëè n = p1. Îòæå, Zn ¹ ïîëåì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè n �

ïðîñòå ÷èñëî.
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Äëÿ îáîðîòíîãî êëàñó ëèøêiâ b äîáóòîê a · b̄−1 çàïèñóþòü òàêîæ ó
âèãëÿäi a/b i ãîâîðÿòü ïðî äiëåííÿ a íà b.

Òâåðäæåííÿ 5.1. ßêùî b|a i êëàñ b ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ
Zn, òî a

b
= (a

b ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a = cb. Òîäi a = c · b, çâiäêè
a

b
= a · b −1 = c · b · b −1 = c · 1 = c =

(a

b

)
.

Çàäà÷à 5.9. Äîâåñòè, ùî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p i áiíîìiàëüíîãî êîåôi-
öi¹íòà

(
p−1

k

)
âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ

(
p− 1

k

)
≡ (−1)k (mod p). (5.4)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ k = 0 êîíãðóåíöiÿ (5.4) âèêîíó¹òüñÿ:
(
p−1
0

)
= 1 =

(−1)0. Íåõàé òåïåð 0 < k ≤ p−1. Çàïèøåìî î÷åâèäíi êîíãðóåíöi¨ p−1 ≡
−1 (mod p), p−2 ≡ −2 (mod p), . . . , p−k ≡ −k (mod p). Ïåðåìíîæèâøè
¨õ, äiñòàíåìî: (p − 1)(p − 2) . . . (p − k) ≡ (−1)k1 · 2 · . . . · k (mod p), àáî,
ïiñëÿ ïåðåõîäó äî êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì p,

(p− 1)(p− 2) . . . (p− k) = (−1)k · 1 · 2 · . . . · k. (5.5)

Êëàñ 1 · 2 · . . . · k ¹ îáîðîòíèì ó êiëüöi Zn, áî k ≤ p − 1 i äîáóòîê
1 · 2 · . . . · k âçà¹ìíî ïðîñòèé ç p. Êðiì òîãî, ÷èñëî

(
p− 1

k

)
=

(p− 1)(p− 2) . . . (p− k)
1 · 2 · . . . · k

� öiëå, òîìó 1·2·. . .·k|(p−1)(p−2) . . . (p−k). Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ
5.1 i ðiâíiñòü (5.5), îäåðæó¹ìî:

(
p− 1

k

)
=

(p− 1)(p− 2) . . . (p− k)
1 · 2 · . . . · k = (−1)k,

ùî ðiâíîñèëüíî êîíãðóåíöi¨ (5.4).

ßêùî n ìàëåíüêå, òî äëÿ îáîðîòíîãî åëåìåíòà a ∈ Zn çíàéòè îáåð-
íåíèé ìîæíà çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî ïåðåáîðó âñiõ åëåìåíòiâ iç Zn. Äëÿ
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âåëèêèõ n áàæàíî ìàòè ÿêèéñü êðàùèé ìåòîä. Oäèí iç ñïîñîáiâ îá÷èñëå-
ííÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà ā−1 ïiäêàçó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7. Ñïðàâäi,
ç öüîãî äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî ìè çíàòèìåìî åëåìåíò b = ā−1, ÿêùî
áóäåìî ìàòè ðîçêëàä 1 = ab + mn. À òàêèé ðîçêëàä ìîæíà çíàéòè çà
äîïîìîãîþ àëãîðèòìà Åâêëiäà. Âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó îïèñàíî â ï. 2.7.

Çàäà÷à 5.10. Çíàéòè ÷èñëî a, ÿêùî a36 ≡ 68 (mod 83) i a37 ≡ 40
(mod 83).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó êiëüöi ëèøêiâ Z83 äàíi óìîâè ïåðåïèøóòüñÿ ÿê a36 = 68
i a37 = 40. Çâiäñè

a =
a37

a36 =
40
68

.

Åëåìåíò 68 −1 øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìà Åâêëiäà. Ìà¹ìî: 83 =
1 · 68 + 15, 68 = 4 · 15 + 8, 15 = 1 · 8 + 7, 8 = 1 · 7 + 1. Çâiäñè 1 =
1 · 8− 1 · 7 = 1 · 8− 1(1 · 15− 1 · 8) = 2 · 8− 1 · 15 = 2(1 · 68− 4 · 15)− 1 · 15 =
2 · 68− 9 · 15 = 2 · 68− 9(1 · 83− 1 · 68) = 11 · 68− 9 · 83. Òîìó 68 −1 = 11 i
a = 40 · 68 −1 = 40 · 11 = 40 · 11 = 440 = 25. Îòæå, a ≡ 25 (mod 83).

Çàâåðøèìî ïàðàãðàô âëàñòèâîñòÿìè êîíãðóåíöié, ïîâ'ÿçàíèìè çi çìi-
íîþ ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 5.9. (a) Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k êîíãðóåíöi¨ a ≡
b (mod n) i ak ≡ bk (mod nk) ðiâíîñèëüíi.

(b) ßêùî a ≡ b (mod n1), . . ., a ≡ b (mod nk), òî äëÿ íàéìåíøîãî
ñïiëüíîãî êðàòíîãî n ÷èñåë n1, . . . , nk âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ
a ≡ b (mod n).

(c) ßêùî a ≡ b (mod n) i d äiëèòü n, òî a ≡ b (mod d).

Äîâåäåííÿ. (a) Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëî ak − bk = (a − b)k äiëèòüñÿ íà nk
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a− b äiëèòüñÿ íà k.

(b) ßêùî a − b äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ÷èñåë n1, . . . , nk, òî a − b ¹ ¨õ
ñïiëüíèì êðàòíèì. À òîìó a − b äiëèòüñÿ íà ¨õ íàéìåíøå ñïiëüíå êðà-
òíå n.

(c) ßêùî ÷èñëî a − b äiëèòüñÿ íà n, òî âîíî äiëèòüñÿ i íà êîæåí
äiëüíèê ÷èñëà n.
Çàäà÷à 5.11. Çíàéòè âñi k, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ

3100 ≡ 1 (mod 10k). (5.6)
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ k = 3 ìà¹ìî: 310 = 59049 ≡ 49 (mod 1000), 320 =
492 = 2401 ≡ 401 (mod 1000), 350 = 320 · 320 · 310 = 401 · 401 · 49 =
801 · 49 ≡ 249 (mod 1000), 3100 = 2492 = 62001 ≡ 1 (mod 1000). Îòæå,
äëÿ k = 3 êîíãðóåíöiÿ (5.6) âèêîíó¹òüñÿ. Çà òåîðåìîþ 5.9(c) âîíà áóäå
âèêîíóâàòèñÿ i äëÿ k = 1, k = 2. Äëÿ k = 4 ìà¹ìî: 310 = 59049 = 9049 ≡
49 (mod 104), 320 = 90492 ≡ 4401 (mod 104), 350 = 320 · 320 · 310 = 4401 ·
4401 · 9049 ≡ 249 (mod 104), 3100 = 2492 = 62001 = 2001 6= 1 (mod 104).
Îòæå, äëÿ k = 4 êîíãðóåíöiÿ (5.6) âæå íå âèêîíó¹òüñÿ. Iç òåîðåìè 5.9(c)
âèïëèâà¹, ùî âîíà íå áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ âñiõ k > 4.

5.3. Ñèñòåìè ëèøêiâ
Íàáið öiëèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n,
ÿêùî âií ìiñòèòü ðiâíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç êîæíîãî êëàñó ëèøêiâ
çà ìîäóëåì n. Çîêðåìà, òàêèé íàáið ïîâèíåí ìiñòèòè ðiâíî n åëåìåíòiâ.

Iíøèìè ñëîâàìè, íàáið a1, . . . , an ¹ ïîâíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì n, ÿêùî êëàñè ëèøêiâ a1, . . . , an âñi ðiçíi. Çâiäñè i ç òåîðåìè 5.1
âèïëèâà¹ òàêèé êðèòåðié ïîâíîòè ñèñòåìè ëèøêiâ.

Òâåðäæåííÿ 5.2. ×èñëà a1, a2, . . . , an óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëè-
øêiâ çà ìîäóëåì n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îñòà÷i r1, r2, . . . , rn âiä äi-
ëåííÿ öèõ ÷èñåë íà n ïîïàðíî ðiçíi.

Ïðèêëàäè.

(a) ×èñëà 7, 2, 149, −213, 48, 34 óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ
çà ìîäóëåì 6, áî îñòà÷i âiä äiëåííÿ öèõ ÷èñåë íà 6 äîðiâíþþòü
âiäïîâiäíî 1, 2, 3, 0, 4.

(b) ×èñëà 1, 12, 123, 1234, . . ., 123456789, 1234567890 óòâîðþþòü ïîâíó
ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 10.

(c) Ñòàíäàðòíèì ïðèêëàäîì ïîâíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ çà ìîäóëåì n ¹
íàáið 0, 1, 2, . . ., n−1 îñòà÷ âiä äiëåííÿ íà n. Öåé íàáið íàçèâà¹òüñÿ
ñèñòåìîþ íàéìåíøèõ íåâiä'¹ìíèõ ëèøêiâ.

(d) Iíøèì ñòàíäàðòíèì ïðèêëàäîì ¹ íàáið óñiõ öiëèõ ÷èñåë iç ïðîìiæ-
êó (−n

2 , n
2 ], òàê çâàíà ñèñòåìà àáñîëþòíî íàéìåíøèõ ëèøêiâ.

(e) Äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a íàáið a, a+1, . . ., a+n−1 ¹ ïîâíîþ
ñèñòåìîþ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.
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Çàäà÷à 5.12. ×è óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 5
÷èñëà [

√
2], [2

√
2], [4

√
2], [8

√
2], [16

√
2] ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ñïiââiäíîøåíü 12 = 1 < 2 = (
√

2)2 < 4 = 22, 22 = 4 <
8 = (2

√
2)2 < 9 = 32, 52 = 25 < 32 = (4

√
2)2 < 36 = 62, 112 = 121 <

128 = (8
√

2)2 < 144 = 122, 222 = 484 < 512 = (16
√

2)2 < 529 = 232

âèïëèâà¹, ùî [
√

2] = 1, [2
√

2] = 2, [4
√

2] = 5, [8
√

2] = 11, [16
√

2] = 22.
Îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà 5 äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 1, 2, 0, 1 i 2. Ñåðåä íèõ
¹ îäíàêîâi, òîìó äàíi ÷èñëà ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ íå óòâîðþþòü.

Íàáið öiëèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíîþ ñèñòåìîþ ëèøêiâ çà ìîäó-
ëåì n, ÿêùî âñi ÷èñëà ç íàáîðó âçà¹ìíî ïðîñòi ç n i âií ìiñòèòü ðiâíî ïî
îäíîìó ïðåäñòàâíèêó ç êîæíîãî îáîðîòíîãî êëàñó ëèøêiâ çà ìîäóëåì
n. Iç íàñëiäêó 2 òåîðåìè 5.7 âèïëèâà¹, ùî òàêèé íàáið ïîâèíåí ìiñòèòè
ðiâíî ϕ(n) åëåìåíòiâ.

Äëÿ çâåäåíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié, àíà-
ëîãi÷íèé òâåðäæåííþ 5.2.

Òâåðäæåííÿ 5.3. ×èñëà a1, a2, . . . , aϕ(n) óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó
ëèøêiâ çà ìîäóëåì n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îñòà÷i r1, r2, . . . , rϕ(n) âiä
äiëåííÿ öèõ ÷èñåë íà n ïîïàðíî ðiçíi i âçà¹ìíî ïðîñòi ç n.

Ïðèêëàäè.

(a) ×èñëà 5 i 25 óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 6.

(b) ×èñëà 11, −97, 97 i −11 óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà
ìîäóëåì 10.

(c) Ìíîæèíà 1, 2, 3, . . ., p− 1 íåíóëüîâèõ îñòà÷ âiä äiëåííÿ íà ïðîñòå
÷èñëî p óòâîðþ¹ çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì p.

Çàäà÷à 5.13. Ñêiëüêè ÷èñåë ìiñòèòü çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì 10! ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 10! = 28 · 34 · 52 · 7, òîìó çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ ìiñòèòü
ϕ(10!) = (2− 1)(3− 1)(5− 1)(7− 1) · 27 · 33 · 51 · 70 = 829440 ÷èñåë.

Çàäà÷à 5.14. Íåõàé ÷èñëà m i n âçà¹ìíî ïðîñòi, à ÷èñëà a i b ïðîáiãà-
þòü çâåäåíi ñèñòåìè ëèøêiâ çà ìîäóëÿìè m i n âiäïîâiäíî. Äîâåñòè,
ùî ñóìà an + bm ïðîáiãà¹ çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì mn.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî, ùî êîæíå ÷èñëî an + bm áóäå âçà¹ìíî ïðîñòå
ç mn. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi an + bm íå áóäå âçà¹ìíî ïðîñòå
ïðèíàéìíi ç îäíèì iç ìíîæíèêiâ m àáî n. Íåõàé an + bm íå âçà¹ìíî
ïðîñòå ç m i íåõàé d 6= 1 � ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ÷èñåë. Iç ïîäiëüíîñòi
d|an+bm i d|m âèïëèâà¹ d|an. Çà îçíà÷åííÿì çâåäåíî¨ ñèñòåìè ëèøêiâ a
âçà¹ìíî ïðîñòå ç ÷èñëîì m, òîìó a âçà¹ìíî ïðîñòå i ç éîãî äiëüíèêîì d.
Àëå òîäi, çà òâåðäæåííÿì 1.2(b), d|n, ùî ñóïåðå÷èòü âçà¹ìíié ïðîñòîòi
÷èñåë m i n.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî êîëè ñóìè a1n+b1m i a2n+b2m ðîçðiçíÿþòüñÿ õî-
÷à á îäíèì êîåôiöi¹íòîì, òî âîíè äàþòü ðiçíi îñòà÷i ïðè äiëåííi íà mn.
Ñïðàâäi, íåõàé, íàïðèêëàä, a1 6= a2 i a1n + b1m ≡ a2n + b2m (mod mn).
Òîäi ç ïîäiëüíîñòi ÷èñëà (a1n+b1m)−(a2n+b2m) = (a1−a2)n+(b1−b2)m
íà mn i ÷èñëà (b1−b2)m íà m âèïëèâà¹ ïîäiëüíiñòü íà m ÷èñëà (a1−a2)n.
Àëå m i n âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó m|a1 − a2. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü óìîâi,
ùî a ïðîáiãà¹ çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì m.

Îòæå, âñi ñóìè an + bm âçà¹ìíî ïðîñòi ç mn i äàþòü ïðè äiëåííi íà
mn ðiçíi îñòà÷i. Äëÿ êîåôiöi¹íòà a ìà¹ìî ϕ(m) ìîæëèâîñòåé, à äëÿ b �
ϕ(n). Òîìó âñüîãî ñóì áóäå ϕ(m)ϕ(n). Àëå çà òåîðåìîþ 2.5, iç âçà¹ìíî¨
ïðîñòîòè ÷èñåë m i n âèïëèâà¹, ùî ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(mn). Òàêèì ÷èíîì,
óñi óìîâè òâåðäæåííÿ 5.3 âèêîíàíi i ñóìè an + bm óòâîðþþòü çâåäåíó
ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì mn.

Çàäà÷à 5.15. Äëÿ ÿêèõ n çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì n ìi-
ñòèòü ðiâíî 6 ÷èñåë?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé n = pk1

1 . . . pkm
m . Òîäi ìà¹ âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü ϕ(n) =

(p1− 1) . . . (pm− 1)pk1−1
1 . . . pkm−1

m = 6. Òîìó n íå ìîæå äiëèòèñü íà 5 (áî
òîäi ϕ(n) äiëèëîñü áè íà 5− 1 = 4) i íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë, áiëüøèõ
çà 7 (áî òîäi ϕ(n) áóëî á áiëüøå 6). Îòæå, n ìà¹ âèãëÿä n = 2α3β7γ , ïðè-
÷îìó α ≤ 2, β ≤ 2, γ ≤ 1. Iç ðîçãëÿäó ìîæëèâèõ âèïàäêiâ çíàõîäèìî,
ùî n ìîæå áóòè îäíèì iç ÷èñåë 7, 9, 14, 18.

5.4. Òåîðåìà Îéëåðà
Òåîðåìà 5.10 (Îéëåð). ßêùî ÷èñëî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç n, òî

aϕ(n) ≡ 1 (mod n) . (5.7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , aϕ(n) � äîâiëüíà çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà
ìîäóëåì n. Òîäi a1, a2, . . . , aϕ(n) � íå âñi îáîðîòíi êëàñè ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì n. Ðîçãëÿíåìî êëàñè a1a, a2a, . . . , aϕ(n)a. Âñi âîíè îáîðîòíi (çà
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íàñëiäêîì 1 òåîðåìè 5.7) i ðiçíi (áî ç ðiâíîñòi aka = aja âèïëèâà¹
ðiâíiñòü aka · a −1 = aja · a −1, òîáòî ak = aj). Òîìó a1a, a2a, . . .,
aϕ(n)a � öå òi æ ñàìi êëàñè a1, a2, . . ., aϕ(n), òiëüêè, ìîæëèâî, â iíøî-
ìó ïîðÿäêó. Àëå òîäi a1a · a2a · . . . · aϕ(n)a = a1 · a2 · . . . · aϕ(n), çâiäêè
a1a2 . . . aϕ(n) ·aϕ(n) = a1a2 . . . aϕ(n) àáî a1a2 . . . aϕ(n) ·aϕ(n) ≡ a1a2 . . . aϕ(n)

(mod n). Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà ÷èñëà a1, a2, . . . , aϕ(n) (à öå ìîæíà ðîáè-
òè, áî âîíè âçà¹ìíî ïðîñòi ç n) îñòàííÿ êîíãðóåíöiÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó
aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Äëÿ çíàéîìèõ iç ïî÷àòêàìè òåîði¨ ãðóï çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà Îé-
ëåðà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëàãðàíæà ïðî ïîðÿäîê åëå-
ìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðóïè. Ñïðàâäi, çà íàñëiäêîì 2 òåîðåìè 5.7 ãðóïà îáî-
ðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ Zn ìà¹ ïîðÿäîê ϕ(n). Àëå òîäi çà òåîðåìîþ
Ëàãðàíæà äëÿ êîæíîãî îáîðîòíîãî åëåìåíòà a ìà¹ âèêîíóâàòèñü ðiâ-
íiñòü aϕ(n) = 1, ÿêà ðiâíîñèëüíà êîíãðóåíöi¨ (5.7).

Âàæëèâèì ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òåîðåìè Îéëåðà ¹ ñôîðìóëüîâàíà
ñòîëiòòÿì ðàíiøå

Òåîðåìà 5.11 (Ôåðìà). ßêùî a íå äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî p, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p) . (5.8)

Äîâåäåííÿ. ßêùî p � ïðîñòå i a íå äiëèòüñÿ íà p, òî a âçà¹ìíî ïðîñòå
ç p. Êðiì òîãî, ϕ(p) = p − 1. Òîìó êîíãðóåíöiÿ (5.7) íàáóâà¹ âèãëÿäó
(5.8).

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (5.8) íà a, îäåðæèìî êîíãðóåíöiþ

ap ≡ a (mod p) , (5.9)

ÿêà ñïðàâåäëèâà i äëÿ ÷èñåë, ïîäiëüíèõ íà p (â îñòàííüîìó âèïàäêó îáè-
äâi ÷àñòèíè (5.9) êîíãðóåíòíi 0). Íàâïàêè, ç êîíãðóåíöi¨ (5.9) âèïëèâà¹
òåîðåìà Ôåðìà: ÿêùî a íå äiëèòüñÿ íà p, òî â (5.9) íà a ìîæíà ñêîðî-
òèòè.

Òåîðåìè Ôåðìà i Îéëåðà ÷àñòî ôîðìóëþþòü ó òåðìiíàõ ïîäiëüíîñòi:

Òåîðåìà 5.12 (Ôåðìà, I âàðiàíò). ßêùî a íå äiëèòüñÿ íà ïðîñòå
÷èñëî p, òî ap−1 − 1 äiëèòüñÿ íà p.

Òåîðåìà 5.13 (Ôåðìà, II âàðiàíò). ßêùî ÷èñëî p � ïðîñòå, òî äëÿ
êîæíîãî a ÷èñëî ap − a äiëèòüñÿ íà p.
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Òåîðåìà 5.14 (Îéëåð). ßêùî ÷èñëî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç n, òî aϕ(n)−1
äiëèòüñÿ íà n.

Çàäà÷à 5.16. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 293275 íà 48.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî 293 mod 48 = 5 âçà¹ìíî ïðîñòå iç
48. Òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ 293275 ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ Îéëåðà.
Îñêiëüêè ϕ(48) = ϕ(24 · 3) = (2− 1)(3− 1) · 24 = 16 i 275 mod 16 = 3, òî
293275 = 5275 = 516k+3 = (516)k · 53 = 1k · 53 = 125 ≡ 29 (mod 48). Îòæå,
îñòà÷à âiä äiëåííÿ 293275 íà 48 äîðiâíþ¹ 29.

Çàäà÷à 5.17. Çíàéòè äâi îñòàííi öèôðè ÷èñëà 2100.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàäà÷à ðiâíîñèëüíà çíàõîäæåííþ îñòà÷i r âiä äiëåííÿ 2100

íà 100. Iç ïîäiëüíîñòi íà 4 êîæíîãî ç ÷èñåë 2100 i 100 âèïëèâà¹ é ïîäiëü-
íiñòü íà 4 îñòà÷i r. Òîìó r ìà¹ âèãëÿä r = 4k. Ñêîðî÷óþ÷è â êîíãðó-
åíöi¨ 2100 ≡ 4k (mod 100) îáèäâà ÷ëåíè é ìîäóëü íà 4 (çà òåîðåìîþ
5.9(c) öå âiëüíî ðîáèòè), îäåðæó¹ìî: 298 ≡ k (mod 25). Òåïåð 2 i 25 âçà-
¹ìíî ïðîñòi i ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ Îéëåðà: 298 = 24·20+18 =
24·ϕ(25)+18 = (2ϕ(25))4 · 218 = 14 · 218 = 218 = (29)2 = (512)2 = 122 = 144 ≡
19 (mod 25). Îòæå, k = 19 i r = 4 · 19 = 76 � äâi îñòàííi öèôðè ÷èñëà
2100.

Çàäà÷à 5.18. Îá÷èñëèòè 2ϕ(m)−1 mod m, ÿêùî m � íåïàðíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé m = 2k + 1. ×èñëî a = 2ϕ(m)−1 mod m íàëåæèòü
ìíîæèíi {0, 1, 2, . . . , 2k}. Çà òåîðåìîþ Îéëåðà 2a = 2 ·2ϕ(m)−1 = 2ϕ(m) ≡
1(mod m). Òîìó 2a ìà¹ áóòè îäíèì iç ÷èñåë 1, (2k+1)+1, 2 · (2k+1)+1,
. . .. Àëå 2a 6= 1 i 2a ≤ 2 · 2k = 4k. Ëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíà ìîæëèâiñòü:
2a = (2k + 1) + 1 = 2k + 2 i a = k + 1 = m+1

2 .

Çàäà÷à 5.19. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê òðüîõ ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë,
ñåðåäí¹ ç ÿêèõ ¹ òî÷íèì êóáîì, çàâæäè äiëèòüñÿ íà 504.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 504 = 7 · 8 · 9. Ìíîæíèêè 7, 8 i 9 ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi,
òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî äîáóòîê (n3− 1)n3(n3 +1) äiëèòüñÿ íà êîæåí ç
íèõ. Äîáóòîê (n3 − 1)n3(n3 + 1) = (n7 − n)n2 çàâæäè äiëèòüñÿ íà 7, áî,
çà òåîðåìîþ Ôåðìà, n7 − n äiëèòüñÿ íà 7.

ßêùî n � ïàðíå, òî 8|n4. ßêùî æ n � íåïàðíå, òî â ðîçêëàäi (n3 −
1)n3(n3 + 1) = (n− 1)(n + 1)(n2 + n + 1)n3(n2 − n + 1) ìíîæíèêè n− 1
i n + 1 ¹ ïîñëiäîâíèìè ïàðíèìè ÷èñëàìè. Òîìó îäèí iç íèõ îáîâ'ÿçêîâî
äiëèòüñÿ íà 4, à âåñü äîáóòîê � íà 8.

128



ßêùî n êðàòíå 3, òî 9|n3. Ó ïðîòèâíîìó ðàçi n i 3 âçà¹ìíî ïðîñòi i çà
òåîðåìîþ Îéëåðà äîáóòîê (n3 − 1)(n3 + 1) = n6 − 1 = nϕ(9) − 1 äiëèòüñÿ
íà 9.

Çàäà÷à 5.20. Íåõàé p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî êîíãðóåí-
öiÿ

ap+q−2 + 1 ≡ ap−1 + aq−1 (mod pq) (5.10)
âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ÷èñëî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç pq.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé a âçà¹ìíî ïðîñòå ç pq. Òîäi a âçà¹ìíî ïðîñòå ç êî-
æíèì iç ìíîæíèêiâ p i q. Çà òåîðåìîþ Ôåðìà ÷èñëî

ap+q−2+1−ap−1−aq−1 = ap−1(aq−1−1)+(1−aq−1) = (aq−1−1)(ap−1−1)

äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ÷èñåë p i q, à òîìó äiëèòüñÿ i íà ¨õ äîáóòîê pq.
Îòæå, ó âèïàäêó (a, pq) = 1 êîíãðóåíöiÿ (5.10) âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé òåïåð a íå âçà¹ìíî ïðîñòå ç pq. Òîäi a äiëèòüñÿ áåç îñòà÷i íà
p àáî q. ßêùî a äiëèòüñÿ íà p, òî ÷èñëî ap+q−2 + 1 − ap−1 − aq−1 ïðè
äiëåííi íà p äà¹ â îñòà÷i 1. Òîìó âîíî íå ìîæå äiëèòèñü íà pq. Àíàëîãi÷íî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê q|a. Îòæå, ó âèïàäêó (a, pq) 6= 1 êîíãðóåíöiÿ
(5.10) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Çàäà÷à 5.21. Äîâåñòè, ùî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p > 3 õî÷à á îäíå ç
÷èñåë 2p + 1 i 4p + 1 ¹ ñêëàäåíèì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ÷èñëî 2p + 1 ñêëàäåíå, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî âîíî ïðîñòå. Òîäi êîæíå ç ÷èñåë p i 2p + 1 âçà¹ìíî ïðîñòå
ç 3 i çà òåîðåìîþ Ôåðìà 3|p2 − 1 i 3|(2p + 1)2 − 1. Iç ðiâíîñòi 4p + 1 =
((2p + 1)2 − 1) − 4(p2 − 1) − 3 òåïåð âèïëèâà¹, ùî 4p + 1 äiëèòüñÿ íà 3.
Çà óìîâîþ 4p + 1 > 4 · 3 > 3, òîìó ÷èñëî 4p + 1 � ñêëàäåíå.

Çàäà÷à 5.22. Äëÿ ÿêèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p âèêîíó¹òüñÿ óìîâà p|(2p +
999)?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî p 6= 2. Òîìó p � íåïàðíå i çà òåîðåìîþ Ôåð-
ìà 2p−1 − 1 äiëèòüñÿ íà p. Iç ðiâíîñòi 2p + 999 = 2 · (2p−1 − 1) + 1001
òåïåð âèïëèâà¹, ùî íà p äiëèòüñÿ ÷èñëî 1001. 1001 = 7 · 11 · 13. Îòæå, p
äîðiâíþ¹ îäíîìó ç ÷èñåë 7, 11 àáî 13.

Òåîðåìà Îéëåðà äà¹ ùå îäèí ñïîñiá çíàõîäæåííÿ â êiëüöi êëàñiâ
ëèøêiâ Zn îáåðíåíîãî åëåìåíòà, àäæå ç ðiâíîñòåé 1 = a · a −1 = aϕ(n) =
a · aϕ(n)−1 âèïëèâà¹, ùî a −1 = aϕ(n)−1.
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Çàäà÷à 5.23. Çíàéòè 47 −1 ó êiëüöi Z100.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 100 = 22 ·52, òîìó ϕ(100) = (2−1)95−1)·2·5 = 40 i 47 −1 =
4739. Ìà¹ìî: 472 = 2209 ≡ 9 (mod 100), 476 = (472)3 = 93 = 729 ≡ 29
(mod 100), 4712 = (476)2 = 292 = 841 ≡ 41 (mod 100), 4713 = 4712 · 47 =
41 · 47 = 1927 ≡ 27 (mod 100), 4739 = (4713)3 = 273 = 19683 ≡ 83
(mod 100). Îòæå, 47 −1 = 83. Ñïðàâäi, 47 · 83 = 3901 ≡ 1 (mod 100).

×è íå ìîæíà â òåîðåìi Îéëåðà çàìiíèòè ϕ(n) ìåíøèì ïîêàçíèêîì?
Âiäïîâiäü íà öå äà¹

Òåîðåìà 5.15. ßêùî n = pk1
1 pk2

2 . . . pkr
r � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n

i m = ÍÑÊ(ϕ(pk1
1 ), ϕ(pk2

2 ), . . . , ϕ(pkr
r )), òî am ≡ 1 (mod n) äëÿ âñiõ a,

âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ϕ(pk1
1 ) = m1, . . . , ϕ((pkr

r ) = mr. Òîäi m ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi m = m1t1 = . . . = mrtr. ßêùî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç n,
òî a âçà¹ìíî ïðîñòå ç êîæíèì iç ÷èñåë pk1

1 , . . ., pkr
r . Çà òåîðåìîþ Îéëåðà

am = am1t1 = (am1)t1 = 1t1 ≡ 1 (mod pk1
1 ), . . ., am = amrtr = (amr )tr =

1tr ≡ 1 (mod pkr
r ). Òàêèì ÷èíîì, am − 1 äiëèòüñÿ íà êîæíå ç ÷èñåë pk1

1 ,
. . ., pkr

r . Öi ÷èñëà ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó am − 1 äiëèòüñÿ íà ¨õ
äîáóòîê n. Îòæå, am ≡ 1 (mod n).

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïîêàçíèê m ó òåîðåìi 5.15 çìåíøèòè âæå íå
ìîæíà. Òî÷íiøå, çàâæäè çíàéäåòüñÿ âçà¹ìíî ïðîñòå ç n ÷èñëî a, ÿêå â
æîäíîìó ñòåïåíi íå êîíãðóåíòíå 1 çà ìîäóëåì n.

Äëÿ n = 100 òåîðåìà 5.15 äà¹ ïîêàçíèê m = ÍÑÊ(ϕ(22), ϕ(52)) =
= ÍÑÊ(2, 20) = 20. Òîìó â çàäà÷i 5.23 çàìiñòü 4739 ìîæíà áóëî îá÷è-
ñëþâàòè 4719. Ñïðàâäi, 4719 = 4713 · 476 = 27 · 29 = 783 ≡ 83 (mod 100).

Çàäà÷à 5.24. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 32760 ÷è-
ñëà âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ a12 ≡ 1 (mod 32760).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 32760= 23·32·5·7·13 i ÍÑÊ(ϕ(23), ϕ(32), ϕ(5), ϕ(7), ϕ(13))=
ÍÑÊ(4, 6, 4, 6, 12) = 12. Òîìó òâåðäæåííÿ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç òåîðåìè
5.15.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ îäåðæàíîãî ðåçóëüòàòó ç òåîðåìîþ Îéëåðà çàóâà-
æèìî, ùî ϕ(32760) = (2− 1)(3− 1)(5− 1)(7− 1)(13− 1) · 22 · 3 = 6912.
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5.5. RSA � øèôðè
Íå òàê äàâíî òåîðåìà Îéëåðà çíàéøëà íåñïîäiâàíå é äóæå ïðàêòè÷íå
çàñòîñóâàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó, â 1977 ð. òðî¹ àìåðèêàí-
ñüêèõ ìàòåìàòèêiâ � Ð.Ðàéâåñò, À.Øàìið òà Ë.Àäëåìàí � çàïðîïîíóâàëè
ïåðøó, i äîíèíi íàéïîïóëÿðíiøó, êðèïòîãðàôi÷íó ñèñòåìó ç âiäêðèòèì
êëþ÷åì (ñàìà iäåÿ òàêèõ ñèñòåì áóëà ñôîðìóëüîâàíà ðîêîì ðàíiøå òåæ
àìåðèêàíñüêèìè ìàòåìàòèêàìè Ó.Äiôôi òà Ì.Ãåëëìàíîì).

Ó êëàñè÷íèõ êðèïòîãðàôi÷íèõ ñèñòåìàõ, äîáðå çíàíèõ iç äåòåêòèâiâ
i ñåðiàëiâ ïðî øïèãóíiâ, ñïîñiá øèôðóâàííÿ òðèìà¹òüñÿ â ãëèáîêié òà-
¹ìíèöi, áî iíàêøå ñåêðåòíå ïîâiäîìëåííÿ çìîæóòü ðîçøèôðóâàòè é òi,
âiä êîãî âëàñíå âîíî çàñåêðå÷ó¹òüñÿ. À â ñèñòåìàõ ç âiäêðèòèì êëþ÷åì,
âèíàõiä ÿêèõ ñòàâ ó êðèïòîãðàôi¨ ñïðàâæíiì ïåðåâîðîòîì, òðèìàòè â
òà¹ìíèöi ñïîñiá øèôðóâàííÿ (÷è òàê çâàíèé êëþ÷ øèôðó) íåìà¹ æî-
äíî¨ ïîòðåáè. Âií ¹ äîñòóïíèì äëÿ âñiõ, âiäêðèòèì, ùî é ïîÿñíþ¹ íàçâó
òàêèõ ñèñòåì. Âñå îäíî çíàííÿ êëþ÷à æîäíèì ÷èíîì íå äîïîìàãà¹ â
ðîçøèôðóâàííi ñåêðåòíèõ ïîâiäîìëåíü.

Çàïðîïîíîâàíèé Ðàéâåñòîì ç êîëåãàìè ñïîñiá øèôðóâàííÿ, íàçâà-
íèé íà ÷åñòü âèíàõiäíèêiâ RSA�øèôðîì, âèãëÿäà¹ òàê. Âèáèðàþòüñÿ
äâà âèïàäêîâi âåëèêi, äåñü äî ñòà öèôð êîæíå, ïðîñòi ÷èñëà p i q. Îá-
÷èñëþþòüñÿ n = pq i ϕ(n) = (p− 1)(q − 1). Äàëi âèáèðà¹òüñÿ âèïàäêîâå
÷èñëî k < ϕ(n), âçà¹ìíî ïðîñòå ç ϕ(n). Òîäi çà ìîäóëåì ϕ(n) êëàñ k áóäå
îáîðîòíèì, òîáòî iñíó¹ òàêå ÷èñëî l, ùî kl ≡ 1 (mod ϕ(n)). l ìîæíà çíà-
éòè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà (âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó îïèñàíî
ïiñëÿ òåîðåìè 5.7). ×èñëà n i k âèçíà÷àþòü ñïîñiá øèôðóâàííÿ. Âîíè
íå çàñåêðå÷óþòüñÿ i óòâîðþþòü òàê çâàíèé âiäêðèòèé êëþ÷, äîñòóïíèé
âñiì çàöiêàâëåíèì îñîáàì i îðãàíiçàöiÿì. Ïðîòå ïðîñòi ìíîæíèêè p i q
íå ðîçãîëîøóþòüñÿ. Ïîòðiáíå äëÿ äåøèôðóâàííÿ ÷èñëî l òàêîæ òðè-
ìà¹òüñÿ â òà¹ìíèöi. Ñàìå ïîâiäîìëåííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó öèôðîâié ôîðìi
(êîäóâàííÿ áóäü-ÿêî¨ iíôîðìàöi¨ � òåêñòîâî¨, ìóçè÷íî¨, âiçóàëüíî¨ i ò.ä. �
ó öèôðîâîìó âèãëÿäi ñòàëî íèíi äóæå ïîøèðåíèì ÿâèùåì. Íàïðèêëàä,
ñàìå â òàêîìó âèãëÿäi çáåðiãà¹òüñÿ iíôîðìàöiÿ â ïàì'ÿòi ÅÎÌ).

Äëÿ øèôðóâàííÿ ïîâiäîìëåííÿ ðîçáèâà¹òüñÿ íà áëîêè M1,M2, . . .
äîâæèíè m. ×èñëî m âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü
10m < n (ââàæà¹ìî, ùî ïîâiäîìëåííÿ çàïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çâè-
÷àéíèõ öèôð 0, 1, 2, . . ., 9). Òîäi áëîêè ïîâiäîìëåííÿ ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê åëåìåíòè êiëüöÿ Zn. Øèôðóâàííÿ áëîêó M ïîëÿãà¹ â çàìiíi
M áëîêîì E(M) = Mk mod n. Çà íàÿâíîñòi ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðiâ òàêi
îá÷èñëåííÿ íå ¹ çàíàäòî îáòÿæëèâèìè.
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Ïðîöåäóðà äåøèôðóâàííÿ ñõîæà: ìè çàìiíÿ¹ìî áëîê E(M) áëîêîì
(E(M))l mod n.

×èñëî l âèáèðàëîñü òàê, ùî äëÿ ïåâíîãî t âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü kl =
t · ϕ(n) + 1. Òîìó çà òåîðåìîþ Îéëåðà (E(M))l = (Mk)l = Mkl =
M t·ϕ(n)+1 = (Mϕ(n))t · M = 1t · M ≡ M (mod n). Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ
äåøèôðóâàííÿ îäåðæèìî ïî÷àòêîâå ïîâiäîìëåííÿ.

Õî÷à ïîïåðåäíi âèêëàäêè ôîðìàëüíî ¹ çàêîííèìè ëèøå äëÿ áëîêiâ
M , âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n, êîíãðóåíöiÿ

Mkl ≡ M (mod n) (5.11)

íàñïðàâäi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ áëîêiâ. Äëÿ M = 0 öå î÷åâèäíî. Çàëè-
øèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè 0 < M < n i M íå âçà¹ìíî ïðîñòå
ç pq. Òîäi M äiëèòüñÿ àáî íà p, àáî íà q, àëå íå íà p i q îäíî÷àñíî.
Ïðèïóñòèìî, ùî p|M (âèïàäîê q|M ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî). Òîäi M
ìà¹ âèãëÿä M = M0p i ÷èñëî Mkl − M = Mkl

0 pkl − M0p äiëèòüñÿ íà
p. Ç iíøîãî áîêó, q - M . Òîìó çà òåîðåìîþ Ôåðìà Mkl = M t·ϕ(n)+1 =
M t(p−1)(q−1)+1 = (Mq−1)t·(p−1) · M = 1t(p−1) · M ≡ M (mod q). Îòæå,
Mkl −M äiëèòüñÿ i íà q. Òàêèì ÷èíîì, Mkl −M äiëèòüñÿ íà p · q = n,
ùî é äîâîäèòü êîíãðóåíöiþ 5.11.

Ïðîáëåìà íàäiéíîñòi RSA�øèôðó çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà
äåøèôðóâàòè êðèïòîòåêñò E(M), òîáòî ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ Xk ≡
E(M) (mod n), íå çíàþ÷è íàïåðåä ÷èñëà l ? Êðiì ïiäíåñåííÿ ïðàâî¨
÷àñòèíè äî ñòåïåíÿ l ìàòåìàòèêè çíàþòü ñüîãîäíi ôàêòè÷íî ¹äèíèé çà-
ãàëüíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ êîíãðóåíöié. Öå � ðiçíi âàðiàíòè ïå-
ðåáîðó âñiõ ìîæëèâîñòåé äëÿ X. Àëå çâè÷àéíî äîâæèíó m áëîêó âèáè-
ðàþòü ó ìåæàõ 100 ÷ 200, òîìó ïåðåáið âèìàãà¹ ðîçãëÿäó 10100 ÷ 10200

ìîæëèâîñòåé, ùî ðîáèòü éîãî àáñîëþòíî íåðåàëüíèì.
Òàêèì ÷èíîì, íà ñüîãîäíi ïðîáëåìà çëàìàííÿ RSA�øèôðó âïèðà¹-

òüñÿ â çàäà÷ó: ÿê çíàéòè l çà âiäîìèìè ÷èñëàìè n i k ? ßêáè áóâ çíàíèé
ðîçêëàä n = pq, òî l ìîæíà áóëî á îá÷èñëèòè òàê, ÿê îïèñàíî âèùå. Âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî é íàâïàêè, çíàþ÷è ÷èñëà n, k i l, ìîæíà ïîðiâíÿíî ëåãêî
çíàéòè ðîçêëàä n = pq. Îòæå, çíàõîäæåííÿ ÷èñëà l âèìàãà¹ ïðèáëèçíî
ñòiëüêè æ ÷àñó i çóñèëü, ÿê i çíàõîäæåííÿ ðîçêëàäó n = pq (ãîâîðÿòü,
ùî öi çàäà÷i îá÷èñëþâàëüíî åêâiâàëåíòíi).
Âïðàâà 5.2. ßê çíàéòè ïðîñòi ìíîæíèêè p i q, ÿêùî âiäîìi ¨õ äîáó-
òîê n = pq i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Îéëåðà ϕ(n) ?

Ââàæà¹òüñÿ, ùî áåç âiäêðèòòÿ ïðèíöèïîâî íîâèõ äóæå øâèäêèõ ìå-
òîäiâ ôàêòîðèçàöi¨ ÷èñåë (ñàìå iñíóâàííÿ ÿêèõ ¹ âåëüìè ïðîáëåìàòè-
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÷íèì) çíàõîäæåííÿ ðîçêëàäó n = pq ó âèïàäêó, êîëè êîæåí iç ìíîæíè-
êiâ ìà¹ äî 100 öèôð, ¹ íåðåàëüíèì íàâiòü çà äîïîìîãîþ ãiïîòåòè÷íèõ
ìàøèí ìàéáóòíüîãî. Äëÿ RSA�øèôðiâ öå îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñòü îá-
÷èñëèòè çà ðåàëüíèé ÷àñ çíà÷åííÿ ϕ(n) = (p− 1)(q − 1) (i ïîòiì çíàéòè
òà¹ìíèé êëþ÷ l) íàñòiëüêè ìàëà, ùî ¨¨ ìîæíà íå áðàòè äî óâàãè. Òîìó
RSA�øèôðè ââàæàþòüñÿ äóæå íàäiéíèìè.

5.6. Òåîðåìà Âiëüñîíà
Òåîðåìà 5.16 (Âiëüñîí). (a) Äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âèêî-

íó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ

(p− 1)! ≡ −1 (mod p) . (5.12)

(b) Äëÿ êîæíîãî ñêëàäåíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ

(n− 1)! ≡ 0 (mod n) .

Äîâåäåííÿ. (a) 1! = 1 ≡ −1 (mod 2) i 2! = 2 ≡ −1 (mod 3), òîìó äëÿ
p = 2 i p = 3 êîíãðóåíöiÿ (5.12) âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé òåïåð p > 3. ßêùî ÷èñëî a íàëåæèòü ïðîìiæêó (0, p), òî a
âçà¹ìíî ïðîñòå ç p, à òîìó, çà òåîðåìîþ 5.7, êëàñ a ¹ îáîðîòíèì, Îòæå,
äëÿ êîæíîãî a ç ïðîìiæêó (0, p) iñíó¹ òàêå b ç öüîãî æ ïðîìiæêó, ùî

ab ≡ 1 (mod p) . (5.13)

Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ìîæå âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü a = b. Ó öüîìó âèïàäêó êîí-
ãðóåíöiÿ (5.13) íàáóâà¹ âèãëÿäó a2 ≡ 1 (mod p). Òîìó a2 − 1 = (a −
1)(a+1) äiëèòüñÿ íà p. Îñêiëüêè p � ïðîñòå ÷èñëî, òî íà p ìà¹ äiëèòèñü
îäèí iç ìíîæíèêiâ a − 1 àáî a + 1. Ó ïåðøîìó âèïàäêó a ≡ 1 (mod p),
à â äðóãîìó � a ≡ −1 (mod p). Îòæå, êîëè a 6= ±1 (mod p), òî b 6= a.
Òîìó âñi ÷èñëà ç ìíîæèíè {2, 3, 4, . . . , p−3, p−2} ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi
ïàðè (a, b), ùî ab ≡ 1 (mod p). Âèïèøåìî äëÿ êîæíî¨ ïàðè âiäïîâiäíó
êîíãðóåíöiþ, à ïîòiì ïåðåìíîæèìî âñi îòðèìàíi êîíãðóåíöi¨. Ç îäíîãî
áîêó îäåðæèìî äîáóòîê óñiõ ÷èñåë âiä 2 äî p − 2, à ç iíøîãî � äîáóòîê
îäèíèöü. Òàêèì ÷èíîì, 2·3·. . .·(p−3)·(p−2) ≡ 1 (mod p). Äîìíîæèâøè
îñòàííþ êîíãðóåíöiþ íà p− 1 ≡ −1 (mod p), îäåðæèìî (5.12).

(b) Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè äëÿ n = 4, òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî n ≥ 6.
ßêùî n ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê n = km, äå 1 < k < m < n, òî k i m
âõîäÿòü ìíîæíèêàìè â (n − 1)!, à òîìó (n − 1)! äiëèòüñÿ íà km = n i
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(n− 1)! ≡ 0 (mod n). Ó ïðîòèâíîìó ðàçi n ìà¹ âèãëÿä n = q2, äå q ≥ 4.
Àëå òîäi äîáóòîê (n− 1)! ìiñòèòü ìíîæíèêè q i 2q, i çíîâó (n− 1)! ≡ 0
(mod n).

5.7. Çàñòîñóâàííÿ êîíãðóåíöié
(a) Îçíàêè ïîäiëüíîñòi. Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Ïîñëiäîâ-

íiñòü ëèøêiâ

a0 = 1, a1 ≡ 10 (mod n), a2 ≡ 102 (mod n), . . . , ak ≡ 10k (mod n), . . .
(5.14)

¹ ïåðiîäè÷íîþ. Ñïðàâäi, ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íàëåæàòü ñêií÷åííié
ìíîæèíi
{0, 1, 2, . . . , n−1}, òîìó ñåðåä ¨¨ ÷ëåíiâ îáîâ'ÿçêîâî ¹ îäíàêîâi. Êðiì òîãî,
ç ðiâíîñòi 10k+1 = 10k ·10 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ak+1 ≡ 10ak (mod n), òîáòî
êîæíèé íàñòóïíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (5.14) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
ïîïåðåäíiì. Òîìó ç ðiâíîñòi ak = am âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ak+1 = am+1, ç
ÿêî¨, ó ñâîþ ÷åðãó, ðiâíiñòü ak+2 = am+2 i ò.ä. Îòæå, ôðàãìåíò ak, ak+1,
. . ., am−1 áóäå ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàòèñü.

ßêùî ïåðiîä ïîñëiäîâíîñòi (5.14) íå äóæå äîâãèé, íà ïiäñòàâi êîí-
ãðóåíöi¨

ak . . . a2a1a0 ≡ a0 mod n + a110mod n + · · ·+ ak10k mod n

çà ìîäóëåì n ìîæíà ñôîðìóëþâàòè êîðèñíó äëÿ âåëèêèõ ÷èñåë îçíàêó
ïîäiëüíîñòi íà n. Ïîêàæåìî íà ïðèêëàäàõ, ÿê öå ðîáèòüñÿ.

1) n = 8. Ïîñëiäîâíiñòü (5.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1, 10mod 8 = 2, 102 mod 8 = 4, 103 mod 8 = 0, 0, 0, . . . .

Îòæå, îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 8 ÷èñëà ak . . . a2a1a0 äîðiâíþ¹ îñòà÷i âiä
äiëåííÿ íà 8 ÷èñëà a0 + 2a1 + 4a2. Çîêðåìà, ÷èñëà ak . . . a2a1a0 i a0 +
2a1 + 4a2 äiëÿòüñÿ ÷è íå äiëÿòüñÿ íà 8 îäíî÷àñíî.

Ñïîñòåðåæåííÿ, ùî 103mod 8 = 0, äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè îçíà-
êó ïîäiëüíîñòi íà 8 òðîõè â iíøîìó âèãëÿäi. Iç ðiâíîñòåé ak . . . a2a1a0

mod 8 = (ak ·10k + . . .+a3 ·103 +a2 ·102 +a1 ·10+a0)mod 8 = 0+ . . .+0+
+a2 · 102mod 8 + a1 · 10mod 8 + a0mod 8 = (a2 · 102 + a1 · 10 + a0)mod 8 =
+a2a1a0mod 8 âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî ak . . . a2a1a0 äiëèòüñÿ íà 8 òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè íà 8 äiëèòüñÿ ÷èñëî a2a1a0, óòâîðåíå òðüîìà îñòàííiìè
öèôðàìè.
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2) n = 9. Ïîñëiäîâíiñòü (5.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1, 10 mod 9 = 1, 102 mod 9 = 1, 1, 1, . . . .

Îòæå, îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà ak . . . a2a1a0 äîðiâíþ¹ îñòà÷i âiä
äiëåííÿ íà 9 ÷èñëà a0 + a1 + . . . + ak, òîáòî ñóìi öèôð ïî÷àòêîâîãî
÷èñëà.

3) n = 7. Ïîñëiäîâíiñòü (5.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, . . . .

Îòæå, îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 7 ÷èñëà ak . . . a2a1a0 äîðiâíþ¹ îñòà÷i âiä
äiëåííÿ íà 7 ÷èñëà

a0 + 3a1 + 2a2 + 6a3 + 4a4 + 5a5 + a6 + 3a7 + . . . . (5.15)

Öþ îçíàêó ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òðîõè iíàêøå.
I ñïîñiá. Ïåðåéøîâøè äî âiä'¹ìíèõ ëèøêiâ, ìîæíà çàìiíèòè 6, 4 i

5 ìåíøèìè çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ÷èñëàìè −1, −3 òà −2 i çàìiñòü
(5.15) ðîçãëÿäàòè ïðîñòiøå âëàøòîâàíó ñóìó a0 + 3a1 + 2a2− a3− 3a4−
2a5 + a6 + 3a7 + 2a8 − a9 − . . ..

II ñïîñiá. Iç êîíãðóåíöi¨ 103 ≡ −1 (mod 7) âèïëèâà¹, ùî

ak . . . a3a2a1a0 = a2a1a0 + a5a4a3 · 103 + a8a7a6 · 106 + . . . ≡
a2a1a0 − a5a4a3 + a8a7a6 − a11a10a9 + . . . (mod 7).

Îñòàííÿ ñóìà áóäó¹òüñÿ òàê: ðîçáèâà¹ìî ïî÷àòêîâå ÷èñëî, ïî÷èíàþ÷è
ñïðàâà, íà áëîêè ïî 3 öèôðè. Ïîòiì îá÷èñëþ¹ìî ñóìó îäåðæàíèõ 3-
öèôðîâèõ ÷èñåë, ÷åðãóþ÷è çíàêè “ + ” i “− ”. Öÿ ñóìà äà¹ ïðè äiëåííi
íà 7 òàêó æ îñòà÷ó, ÿê i ïî÷àòêîâå ÷èñëî.

Äëÿ ÷èñëà a = 27318281828459045 âiäïîâiäíà ñóìà äîðiâíþ¹ 045 −
459 + 828 − 281 + 318 − 27 = 424. Àëå 424mod 7 = 4, òîìó ÷èñëî a ïðè
äiëåííi íà 7 äà¹ â îñòà÷i 4.

4) n = 37. Ïîñëiäîâíiñòü (5.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1, 10, 26, 1, 10, 26, 1, 10, 26, 1, . . . .

Îòæå, îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà 37 ÷èñëà ak . . . a2a1a0 çáiãà¹òüñÿ ç îñòà÷åþ
âiä äiëåííÿ íà 37 ÷èñëà a0 + 10a1 + 26a2 + a3 + 10a4 + 26a5 + a6 + . . . .

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó çðó÷íî ñêîðèñòàòèñü êîíãðóåí-
öi¹þ 103 ≡ 1 (mod 37). Îäåðæèìî:

ak . . . a3a2a1a0 = a2a1a0 + a5a4a3 · 103 + a8a7a6 · 106 + . . . ≡
135



a2a1a0 + a5a4a3 + a8a7a6 + . . . (mod 37).

Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, ÷åðãóâàòè çíàêè òåïåð íå ïî-
òðiáíî.

Äëÿ òîãî ñàìîãî ÷èñëà a âiäïîâiäíà ñóìà òåïåð äîðiâíþ¹ 045+459+
828 + 281 + 318 + 27 = 1958. Àëå 1958 mod 37 = 34, òîìó îñòà÷à âiä
äiëåííÿ a íà 37 äîðiâíþ¹ 34.

(b) Ïåðåâiðêà ïðàâèëüíîñòi îá÷èñëåíü. Íàéïðîñòiøèì ñïîñîáîì ïå-
ðåâiðêè ïðàâèëüíîñòi àðèôìåòè÷íèõ îá÷èñëåíü ¹ êîíòðîëü çà ïàðíiñòþ
àðãóìåíòiâ i ðåçóëüòàòó: ñóìà a + b ¹ ïàðíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
äîäàíêè a i b îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi, à äîáóòîê ab ¹ íåïàðíèì ëèøå â ðàçi,
êîëè îáèäâà ìíîæíèêè � íåïàðíi.

Ôàêòè÷íî äëÿ ïåðåâiðêè çà ïàðíiñòþ ìè ïåðåõîäèìî äî ëèøêiâ çà
ìîäóëåì 2: çàìiñòü ðiâíîñòi a+ b = c ïåðåâiðÿ¹ìî êîíãðóåíöiþ amod 2+
+bmod 2 = c mod 2, à çàìiñòü ðiâíîñòi ab = c � êîíãðóåíöiþ amod 2×
×bmod 2 = c mod2.

Íà æàëü, êîíòðîëü çà ïàðíiñòþ ¹ ìàëîåôåêòèâíèì. Ïàðíiñòü ÷èñëà
çàëåæèòü ëèøå âiä îñòàííüî¨ öèôðè, à iíøèõ öèôð ðåçóëüòàòó òàêèé
êîíòðîëü íå çà÷iïà¹. Îäíàê äóæå ïðèâàáëèâîþ ¹ ãîëîâíà iäåÿ öüîãî
ìåòîäó: çàìiíà äëÿ êîíòðîëþ âåëèêèõ àðãóìåíòiâ ìàëèìè ÷èñëàìè �
ëèøêàìè àðãóìåíòiâ çà ìîäóëåì ôiêñîâàíîãî ÷èñëà. Òîìó ïðèðîäíèì
óçàãàëüíåííÿì ïåðåâiðêè íà ïàðíiñòü ¹ òàêèé ìåòîä êîíòðîëþ ïðàâèëü-
íîñòi îá÷èñëåíü:

âèáèðà¹ìî íå äóæå âåëèêå ÷èñëî n òàê, ùîá ëèøîê a mod n çàëå-
æàâ âiä óñiõ öèôð ÷èñëà a. Ïiñëÿ öüîãî ïðàâèëüíiñòü ðiâíîñòåé a+b =
= c, ab = c òà ¨ì ïîäiáíèõ êîíòðîëþ¹ìî ñïðàâäæåííÿì êîíãðóåíöié
a mod n+ b mod n = c mod n, amod n · bmod n = c mod n i ò.ä. Íàé÷àñ-
òiøå âèáèðàþòü n = 9. ßê äîâåäåíî â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, ak . . . a1a0 ≡
ak + . . .+a1 +a0 (mod 9), òîìó ëèøîê a mod 9 ñïðàâäi çàëåæèòü âiä óñiõ
öèôð ÷èñëà a. À ç iíøîãî áîêó, öåé ëèøîê ëåãêî îá÷èñëþ¹òüñÿ íàâiòü
äëÿ äóæå âåëèêèõ ÷èñåë.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî a = ak . . . a1a0, b = bl . . . b1b0 i c = cm . . . c1c0, òî
äëÿ êîíòðîëþ ðiâíîñòi a+ b = c ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïðàâèëüíiñòü êîíãðóåíöi¨
(ak + . . . + a1 + a0) + (bl + . . . + b1 + b0) ≡ (cm + . . . + c1 + c0) (mod 9),

à äëÿ êîíòðîëþ ðiâíîñòi ab = c � ïðàâèëüíiñòü êîíãðóåíöi¨
(ak+. . .+a1+a0)·(bl+. . .+b1+b0) ≡ (cm+. . .+c1+c0) (mod 9). (5.16)
Âïðàâà 5.3. Ç'ÿñóéòå, ÷è ìîæíà ñôîðìóëþâàòè àíàëîãi÷íi ïðàâèëà
äëÿ êîíòðîëþ âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ.
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ßêùî x ≡ y (mod 9), òî x−y äiëèòüñÿ íà 9, òîáòî x i y ðîçðiçíÿþòüñÿ
íà ÷èñëî, êðàòíå 9. Òîìó êîíãðóåíöiþ (5.16) äëÿ ïåðåâiðêè ïðàâèëüíîñòi
ðiâíîñòi ab = c ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi ïðàâèëà:

ñóìà öèôð äîáóòêó äâîõ ÷èñåë ïîâèííà âiäðiçíÿòèñü âiä äîáóòêó
ñóì öèôð êîæíîãî iç ìíîæíèêiâ íà ÷èñëî, êðàòíå 9.
Âïðàâà 5.4. Ñôîðìóëþéòå àíàëîãi÷íå ïðàâèëî äëÿ ïåðåâiðêè ïðàâèëü-
íîñòi äîäàâàííÿ.

Ó òàêié ôîðìi öi ïðàâèëà áóëè âiäîìi ùå â ðàííüîìó Ñåðåäíüîâi÷÷i
ïiä íàçâîþ �ïðàâèëà äåâ'ÿòîê� àáî �ïðàâèëà âèêèäàííÿ äåâ'ÿòîê�. Îñòà-
ííÿ íàçâà ïðîÿñíþ¹, ÿê ìîãëè âèíèêíóòè öi ïðàâèëà (àäæå ïîíÿòòÿ
êîíãðóåíöi¨ ç'ÿâèëîñü ëèøå ó XVIII ñò., òà é òî â íåÿâíîìó âèãëÿäi.
ßâíî êîíãðóåíöi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ ëèøå â �àóñà, íà ìåæi XVIII i XIX ñò.).
Êîëè ïðè äîäàâàííi âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåïîâíåííÿ ðîçðÿäó i ïåðåíîñ îäè-
íèöi â íàñòóïíèé ðîçðÿä, òî öèôðà íàñòóïíîãî ðîçðÿäó çáiëüøó¹òüñÿ
íà 1, à ñóìà öèôð äàíîãî ðîçðÿäó çìåíøó¹òüñÿ íà 10 (ïðè äîäàâàííi íà
ðàõiâíèöi öå áåçïîñåðåäíüî âèäíî). Îòæå, ñóìà öèôð çìåíøó¹òüñÿ íà 9,
òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ �âèêèäàííÿ äåâ'ÿòêè�.

ßêùî ïîìèëêîâî â ðåçóëüòàòi ¹ ëèøå îäíà öèôðà, òî êîíòðîëü �çà
ìîäóëåì 9� òàêó ïîìèëêó ìàéæå çàâæäè âèÿâëÿ¹ (òî÷íiøå, íå ñàìó
ïîìèëêó, à ëèøå ôàêò ¨¨ íàÿâíîñòi). Ïîâç êîíòðîëü ìîæå ïðîñêî÷èòè
ëèøå çàìiíà öèôðè 0 íà 9 àáî íàâïàêè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîìèëêà
ëèøèòüñÿ íåïîìi÷åíîþ, ÿêùî õèáíèé ðåçóëüòàò âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðà-
âèëüíîãî íà ÷èñëî, êðàòíå 9.

Çíà÷íî ðiäøå, íiæ êîíòðîëü �çà ìîäóëåì 9�, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîí-
òðîëü �çà ìîäóëåì 11�. Îñêiëüêè 10 ≡ −1 (mod 11), òî

ak . . . a1a0 ≡ a0 − a1 + a2 − a3 + . . . + (−1)kak (mod 11).

Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó ëèøîê a mod 11 îá÷èñëþ¹òüñÿ ëåãêî i çàëåæèòü
âiä óñiõ öèôð ÷èñëà. Ïðè êîíòðîëi �çà ìîäóëåì 11� ïîìèëêà çàëèøèòüñÿ
íåïîìi÷åíîþ, ÿêùî õèáíèé ðåçóëüòàò âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä ïðàâèëüíîãî
íà ÷èñëî, êðàòíå 11.

Ìîæíà çàñòîñîâóâàòè êîíòðîëü i çà áiëüøèìè ìîäóëÿìè, íàïðèêëàä,
çà ìîäóëÿìè 99 ÷è 101. Íàäiéíiñòü êîíòðîëþ ïðè öüîìó, çâè÷àéíî, ïîñè-
ëþ¹òüñÿ. Àëå çà ïiäâèùåííÿ íàäiéíîñòi äîâîäèòüñÿ ïëàòèòè: ñàìà ïðî-
öåäóðà êîíòðîëþ ñòà¹ ñêëàäíiøîþ.

(c) Ïåðåâiðêà ïðîñòîòè ÷èñëà. Ùîá âñòàíîâèòè ñêëàäåíiñòü äàíîãî
÷èñëà n, çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî øóêàòè éîãî äiëüíèêè. Îäèí iç íàéïðî-
ñòiøèõ ìåòîäiâ ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðåìó Ôåðìà: áåðåìî ÷èñëî 1 < a < n
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i îá÷èñëþ¹ìî çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê d ÷èñåë a i n. ßêùî d > 1, òî ìà¹ìî íåòðèâiàëüíèé äiëüíèê ÷è-
ñëà n i âîíî íå ¹ ïðîñòèì. Ó âèïàäêó d = 1 îá÷èñëþ¹ìî ùå an−1mod n.
ßêùî an−1mod n 6= 1, òî ç òåîðåìè Ôåðìà âèïëèâà¹, ùî n ¹ ñêëàäåíèì.

Íàïðèêëàä, íåõàé n = 8023. Íà ðîëü a âiçüìåìî âçà¹ìíî ïðîñòå ç n
÷èñëî 2. Îá÷èñëþþ÷è êîæíîãî ðàçó çà ìîäóëåì 8023 êâàäðàò ïîïåðå-
äíüîãî ÷èñëà, ìàòèìåìî: 220

= 2, 221
= 4, 222

= 16, 223
= 256, 224

=
1352, 225

= 6683, 226
= 6471, 227

= 1804, 228
= 5101, 229

= 1612, 2210
=

7115, 2211
= 6118, 2212

= 2629. Òîäi ç ðiâíîñòi 8023 = 11111010101102

âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ 28023 = 2629 · 6118 · 7115 · 1612 · 5101 · 6471 · 1352 ·
16 · 4 ≡ 7796 (mod 8023). Îòæå, 8023 íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì (íàñïðàâäi
8023 = 71 · 113).

Íà ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðàõ òàêà ïåðåâiðêà ðîáèòüñÿ íàäçâè÷àéíî øâèä-
êî íàâiòü äëÿ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü äåñÿòêè àáî é ñîòíi öèôð. Çîêðåìà, ñàìå
â òàêèé ñïîñiá áóëî äîâåäåíî íåïðîñòîòó áàãàòüîõ ÷èñåë Ôåðìà 22k

+ 1.
Îäíàê öåé ìåòîä íå äà¹ æîäíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî äiëüíèêè ÷èñëà. Òîìó
äëÿ áiëüøîñòi òèõ ÷èñåë Ôåðìà, ñêëàäåíiñòü ÿêèõ óæå äîâåäåíà, äîñi íå
âiäîìî æîäíîãî ïðîñòîãî äiëüíèêà.

ßêùî æ an−1 mod n = 1, òî íi÷îãî ïåâíîãî ïðî ïðîñòîòó ÷èñëà n
ñêàçàòè íå ìîæíà. Öÿ ðiâíiñòü iíêîëè ìîæå âèêîíóâàòèñü i äëÿ ñêëà-
äåíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, 220 = 1048576 = 341 · 3075 + 1 ≡ 1 (mod 341),
òîìó 2340 = (220)17 ≡ 1 (mod 341). Àëå ÷èñëî 341 = 11 · 31 íå ¹ ïðîñòèì.

Ó ìåæàõ 1 < n ≤ 1000 ¹ ùå 2 ñêëàäåíèõ ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü 2n−1 mod n = 1. Öå 561 = 3 · 11 · 17 i 645 = 3 · 5 · 43.

Äëÿ ñïðàâäæåííÿ ïðîñòîòè ÷èñëà â íåïåâíèõ âèïàäêàõ ìîæå áóòè
êîðèñíèì

Òâåðäæåííÿ 5.4. ßêùî an−1 ≡ 1 (mod n), àëå äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî
äiëüíèêà m ÷èñëà n− 1 am 6= 1 (mod n), òî ÷èñëî n � ïðîñòå.

Äîâåäåííÿ. ßêùî an−1 ≡ 1 (mod n), òî a i n âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó äî a
ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Îéëåðà i aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî n � íå ïðîñòå. Òîäi ϕ(n) < n − 1. Çîáðàçèìî
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d ÷èñåë n−1 i ϕ(n) ó âèãëÿäi d = kϕ(n)+
m(n− 1). Òîäi ad = akϕ(n)+m(n−1) = (aϕ(n))k · (an−1)m ≡ 1 (mod n). Àëå
d ≤ ϕ(n) < n − 1, òîìó d ¹ âëàñíèì äiëüíèêîì ÷èñëà n − 1. Îäåðæàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Âïðàâà 5.5. Äîâåñòè, ùî â òâåðäæåííi 5.4 óìîâó am 6= 1 (mod n)
äîñèòü ïåðåâiðèòè ëèøå äëÿ ïîêàçíèêiâ âèãëÿäó m1 = n−1

p1
, . . . , mk =
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n−1
pk

, äå p1, . . . , pk � âñi ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà n− 1.

ßêùî
an−1 mod n = 1, (5.17)

àëå óìîâè òâåðäæåííÿ 5.4 ñïðàâäèòè íå ìîæíà (íàïðèêëàä, ìè íå çíà-
¹ìî ïðîñòèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n− 1), òî âàðòî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ öi¹¨
ðiâíîñòi äëÿ ÿêîãîñü iíøîãî çíà÷åííÿ a. ßêùî æ i êiëüêà íàñòóïíèõ ïå-
ðåâiðîê íå ñïðîñòóþòü ãiïîòåçó ïðî ïðîñòîòó ÷èñëà n, òî äëÿ ïåðåâiðêè
ïðîñòîòè ñëiä çàñòîñóâàòè áiëüø ñêëàäíi ìåòîäè, ÿêi âæå äàäóòü îäíî-
çíà÷íó âiäïîâiäü (ïðîòå òàêi ìåòîäè âèìàãàþòü çíà÷íî áiëüøå çóñèëü i
÷àñó).

Îáìåæèòèñü ëèøå ïåðåâiðêîþ ðiâíîñòi (5.17), õàé i äëÿ äóæå áàãà-
òüîõ çíà÷åíü a, íå ìîæíà. Iñíóþòü òàêi ñêëàäåíi ÷èñëà n (âîíè íàçè-
âàþòüñÿ ÷èñëàìè Êàðìàéêëà), ùî ðiâíiñòü (5.17) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
a, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n. Íàéìåíøèì ç òàêèõ ÷èñåë ¹ 561 = 3 · 11 · 17.
Íåùîäàâíî, ó 1994 ð., äîâåäåíî, ùî ÷èñåë Êàðìàéêëà ¹ áåçëi÷.

(d) Âèçíà÷åííÿ äíÿ òèæíÿ. Îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà äàíå ÷èñëî n
çìiíþ¹òüñÿ äèñêðåòíî i ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþ¹òüñÿ. Òîìó íå äèâíî, ùî
êîíãðóåíöi¨ ç óñïiõîì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó äèñêðåòíèõ ïåðiîäè-
÷íèõ ÿâèù. Îäíå ç òàêèõ çàñòîñóâàíü � ôîðìóëà äëÿ âèçíà÷åííÿ äíÿ
òèæíÿ, ùî ïðèïàäà¹ íà çàçíà÷åíó äàòó.

Îñêiëüêè â íàéáëèæ÷i òèñÿ÷ó�äðóãó ðîêiâ ðîçõîäæåííÿ ìiæ ãðèãî-
ðiàíñüêèì i àñòðîíîìi÷íèì êàëåíäàðÿìè íå ïåðåâèùóâàòèìå äîáè i äî
âèõîäó öüîãî ïîñiáíèêà ç äðóêó ðåôîðìà êàëåíäàðÿ íå ïåðåäáà÷à¹òüñÿ,
äàëi ìè äîòðèìó¹ìîñü ãðèãîðiàíñüêîãî êàëåíäàðÿ.

Ïðîáëåìà âèçíà÷åííÿ äíÿ òèæíÿ âèêëèêàíà ðiçíîþ êiëüêiñòþ äíiâ
ó ðîêàõ (çâè÷àéíèõ i âèñîêîñíèõ) i ìiñÿöÿõ. Íàø êàëåíäàð ïîõîäèòü âiä
ðèìëÿí, à â íèõ ðiê ïî÷èíàâñÿ ç áåðåçíÿ. Òîìó äëÿ íèõ áóëî ïðèðîäíî
ó âèñîêîñíèé ðiê ïðè¹äíóâàòè äîäàòêîâèé äåíü äî îñòàííüîãî ìiñÿöÿ �
ëþòîãî.

Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî i â íàøèõ ïðåäêiâ íîâèé ðiê ñâÿòêóâàâ-
ñÿ âåñíîþ. Ïðî öå ñâiä÷àòü ÷èñëåííi íîâîði÷íi ùåäðiâêè, ïðèóðî÷åíi äî
ïî÷àòêó âåñíÿíèõ ïîëüîâèõ ðîáiò (�ñiþ, âiþ, ïîñiâàþ . . .�), â ÿêèõ ãîâî-
ðèòüñÿ ïðî ïðèëiò ëàñòiâîíüêè òîùî.

Ùå îäíà íåïðè¹ìíiñòü ïîâ'ÿçàíà ç ïåðåíîñîì ïî÷àòêó ðîêó ç áåðå-
çíÿ íà ñi÷åíü (àâòîðè íå çíàþòü, õòî äî öüîãî ïðè÷åòíèé). Ïiñëÿ òàêî¨,
ç äîçâîëó ñêàçàòè, ðåôîðìè äîäàòêîâèé äåíü ó âèñîêîñíèé ðiê ïåðå-
ñòàâ áóòè îñòàííiì äíåì ðîêó. Öå çíà÷íî óñêëàäíþ¹ ðàõóíêè, Ùîá íå
çàâäàâàòè ñîái é ÷èòà÷àì çàéâèõ êëîïîòiâ, ìè ïîâåðíåìîñü äî òðàäèöié
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ðèìëÿí i ïðåäêiâ: ââàæàòèìåìî, ùî ðiê ïî÷èíà¹òüñÿ ç áåðåçíÿ. Òî÷íi-
øå, ââàæàòèìåìî áåðåçåíü, êâiòåíü, . . ., ãðóäåíü âiäïîâiäíî 1-ì, 2-ì, . . .,
10-ì ìiñÿöåì ðîêó, à ñi÷åíü i ëþòèé � 11-ì i 12-ì ìiñÿöÿìè ïîïåðåäíüîãî
ðîêó. Òàê, 9 ñåðïíÿ 1999 ð. áóäå ðàõóâàòèñü 9-ì äíåì 6-ãî ìiñÿöÿ 2001
ð., à 13 ëþòîãî 2001 ð. � 13-ì äíåì 12-ãî ìiñÿöÿ 2000 ð. Öåé ïåðåðàõóíîê
äàò íå ¹ ñêëàäíèì, çàòå äîçâîëèòü îäåðæàòè äëÿ ïiäðàõóíêó äíÿ òèæíÿ
çîâñiì ïðîñòó ôîðìóëó.

Îòæå, íàì òðåáà âñòàíîâèòè, ÿêèé äåíü òèæíÿ ïðèïàäà¹ íà a-é äåíü
b-ãî ìiñÿöÿ n-ãî ðîêó. Íîìåð n ðîêó çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿäi n =
100k + l, äå k � êiëüêiñòü ñòîëiòü, ùî ìèíóëà, à l � íîìåð ðîêó â ïîòî-
÷íîìó ñòîëiòòi. Äíi òèæíÿ òàêîæ çàíóìåðó¹ìî: ïîíåäiëîê � 1-é, âiâòîðîê
� 2-é, . . ., íåäiëÿ � 7-é.

Äíi òèæíÿ ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþþòüñÿ, òîìó äàëi çðó÷íî ìiðêóâàòè
çà ìîäóëåì ÷èñëà 7, çîêðåìà, ââàæàòè íåäiëþ 0-ì äíåì òèæíÿ.

Ðîçáåðåìîñü ñïî÷àòêó ç äíåì òèæíÿ, ÿêèé ïðèïàäà¹ íà ïåðøèé äåíü
ðîêó (íàãàäà¹ìî, ùî ìè äîìîâèëèñü ïî÷èíàòè ðiê iç 1 áåðåçíÿ). Íåõàé
m0 � íîìåð äíÿ òèæíÿ, ÿêèé ïðèïàâ íà 1 áåðåçíÿ 0 ðîêó í.å., òîáòî 1-ãî
ðîêó äî í.å. ßêáè íå áóëî âèñîêîñíèõ ðîêiâ i âñi ðîêè ìàëè ïî 365 äíiâ,
òî ç êîíãðóåíöi¨ 365 ≡ 1 (mod 7) âèïëèâàëî á, ùî íîìåð mn äíÿ òèæíÿ,
ÿêèé ïðèïàäà¹ íà 1 áåðåçíÿ n-ãî ðîêó, äîðiâíþâàâ áè mn = (m0 + n)
mod 7 = (m0 + 100k + l (mod 7). Àëå êîæíèé 4-é ðiê ¹ âèñîêîñíèì.
Ïîïðàâêà íà äîäàòêîâèé äåíü äëÿ êîæíîãî âèñîêîñíîãî ðîêó ñòàíîâèòü

[n

4

]
=

[100k + l

4

]
= 25k +

[ l

4

]
. (5.18)

Iç ïîïðàâêîþ (5.18) ìè òðîõè ïåðåáîðùèëè, áî �êðóãëi"ðîêè � 100-é, 200-
é, . . . � íå âèñîêîñíi. Òîìó âiä (5.18) òðåáà âiäíÿòè êiëüêiñòü �êðóãëèõ�
ðîêiâ, òîáòî k. Àëå �äóæå êðóãëi� ðîêè � 400-é, 800-é, . . . � âñå-òàêè
âèñîêîñíi, òîìó òðåáà ùå äîäàòè [k

4 ]. Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî:

mn =
(
m0 + 100k + l + 25k +

[ l

4

]
− k +

[k

4

])
mod 7 =

(
m0 + 124k + l +

[k

4

]
+

[ l

4

])
mod 7 =

(
m0 + 5k + l +

[k

4

]
+

[ l

4

])
mod 7 .

(5.19)
Ùîá óçíàòè êîíñòàíòó m0, íå îáîâ'ÿçêîâî çâåðòàòèñü äî êîëåêöiîíåðiâ
ñòàðîäàâíiõ êàëåíäàðèêiâ. Äîñèòü çàñòîñóâàòè (5.19), íàïðèêëàä, äî 1
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áåðåçíÿ 2003 ð., ÿêå ïðèïàëî íà ñóáîòó. Ìàòèìåìî:

m2003 = 6 ≡
(
m0 + 5 · 20 + 3 +

[20
4

]
+

[3
4

])
mod 7 =

(m0 + 108) mod 7 = (m0 + 3) mod 7.

Îòæå, 6 ≡ m0 + 3 (mod 7) i m0 ≡ 3 (mod 7). Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà
(5.19) íàáóâà¹ âèãëÿäó

mn =
(
3 + 5k + l +

[k

4

]
+

[ l

4

])
mod 7 . (5.20)

ßêáè âñi ìiñÿöi ìiñòèëè öiëå ÷èñëî òèæíiâ (íàïðèêëàä, áóëè ïî 28 àáî
35 äíiâ), òî êîæíîãî ðîêó ïåðøi äíi âñiõ ìiñÿöiâ ïðèïàäàëè á íà îäèí
i òîé æå äåíü òèæíÿ. À äëÿ a-ãî äíÿ ìiñÿöÿ òðåáà áóëî á äîäàòè äî
ôîðìóëè (5.20) a − 1. Îäíàê ðiçíà i íåóçãîäæåíà ç òðèâàëiñòþ òèæíÿ
òðèâàëiñòü ìiñÿöiâ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî äëÿ êîæíîãî ìiñÿöÿ ïîòðiáíà
ùå ñâîÿ äîäàòêîâà ïîïðàâêà. Äëÿ áåðåçíÿ âîíà, î÷åâèäíî, íóëüîâà, àëå
äëÿ êâiòíÿ ïîïðàâêà äîðiâíþ¹ 3 (áî â áåðåçíi áóëè ùå 3 äîäàòêîâi äíi
äî 4 ïîâíèõ òèæíiâ), äëÿ òðàâíÿ � 5 (êâiòåíü äîäàâ ùå 2 äíi) i ò.ä. Ïiä-
ñóìêîâà òàáëèöÿ ïîïðàâîê âèãëÿäàòèìå òàê (íàãàäà¹ìî, ùî íóìåðàöiÿ
ìiñÿöiâ ïî÷èíà¹òüñÿ ç áåðåçíÿ):

N ìiñÿöÿ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
çàãàëüíà êiëüêiñòü
äîäàòêîâèõ äíiâ 0 3 5 8 10 13 16 18 21 23 26 29

Õî÷à ïîïðàâêà çi çáiëüøåííÿì íîìåðà ìiñÿöÿ çðîñòà¹ íå çîâñiì ðåãó-
ëÿðíî, âñå-òàêè ¨¨ ðiñò áiëüø-ìåíø ðiâíîìiðíèé. Çà 11 ìiñÿöiâ ïîïðàâêà
çðîñòà¹ íà 29 äíiâ, òîìó â ñåðåäíüîìó çà ìiñÿöü âîíà çðîñòà¹ íà 29

11 .
Îòæå, ïåâíèì íàáëèæåííÿì äî ïîïðàâêè äëÿ b-ãî ìiñÿöÿ áóäå âèðàç

29
11

(b− 1) . (5.21)

Ìîæíà ñïðîáóâàòè ïîøóêàòè òî÷íèé âèðàç äëÿ ïîïðàâêè, çàìiíèâ-
øè (5.21) ÷èìîñü íà êøòàëò

[
A +

29
11

(b− 1)
]

. (5.22)

Ñïðàâäi, ÿêùî ïîêëàñòè â (5.22) A = 4
11 , òî çíà÷åííÿ âèðàçó

[ 4
11

+
29
11

(b− 1)
]

= −2 +
[29b− 3

11

]
(5.23)
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äëÿ âiäïîâiäíèõ b áóäóòü òî÷íî çáiãàòèñÿ çi çíà÷åííÿìè â íèæíüîìó
ðÿäêó òàáëèöi ïîïðàâîê.

Îñíîâíà iäåÿ ïîáóäîâè ôîðìóëè (5.23) äóæå ïðîñòà: áóäó¹ìî äëÿ
ïîïðàâîê äåÿêå ëiíiéíå íàáëèæåííÿ A+B(b−1), à ïîòiì ïåðåõîäèìî äî
öiëî¨ ÷àñòèíè [A + B(b − 1)]. Âèáèðàþ÷è êîåôiöi¹íò B áëèçüêèì äî 29

11
i ïiäáèðàþ÷è âiäïîâiäíå A, ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ ìiñÿ÷íèõ ïîïðàâîê
áàãàòî iíøèõ ôîðìóë, ïîäiáíèõ äî (5.23). Íàéïðîñòiøîþ ç íèõ ¹

[2
5

+
13
5

(b− 1)
]

= −2 +
[13b− 1

5

]
.

Âïðàâà 5.6. Äîâåñòè, ùî ìiñÿ÷íi ïîïðàâêè ìîæíà çàäàâàòè ôîðìó-
ëîþ [ 5

13 + 34
13 (b− 1)].

Òàêèì ÷èíîì, îñòàòî÷íî ôîðìóëó äëÿ äíÿ òèæíÿ, ÿêèé ïðèïàäà¹ íà
a-é äåíü b-ãî ìiñÿöÿ (100k + l)-ãî ðîêó, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(
3 + 5k + l +

[k

4

]
+

[ l

4

]
+ (a− 1) +

(
− 2 +

[13b− 1
5

]))
mod 7 =

(
5k + l + a +

[k

4

]
+

[ l

4

]
+

[13b− 1
5

])
mod 7 . (5.24)

Çàäà÷à 5.25. Îá÷èñëèòè, íà ÿêèé äåíü òèæíÿ ïðèïàäàâ ïåðøèé äåíü
òðåòüîãî òèñÿ÷îëiòòÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðøèé äåíü òðåòüîãî òèñÿ÷îëiòòÿ � öå 1 ñi÷íÿ 2001 ð.
Ùîá ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ (5.24), òðåáà öþ äàòó çàïèñàòè ÿê 1-é äåíü
11-ãî ìiñÿöÿ 2000-ãî ðîêó. Òîäi
(
5·20+0+1+

[20
4

]
+

[0
4

]
+

[13 · 11− 1
5

])
mod 7 = (101+5+28) mod 7 = 1 .

Îòæå, ïåðøèé äåíü òðåòüîãî òèñÿ÷îëiòòÿ ïðèïàäàâ íà ïîíåäiëîê.

5.8. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Ðîçáèòè ìíîæèíó ïðîñòèõ ÷èñåë, ìåíøèõ 50, íà êëàñè ïîïàðíî

êîíãðóåíòíèõ çà ìîäóëåì 7.

2. Äîâåñòè, ùî ç ïåðøî¨ êîíãðóåíöi¨ âèïëèâà¹ äðóãà:
(a) 27a− 10b + 14c ≡ 0 (mod 33), −6a + b− 8c ≡ 0 (mod 33);
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(b) 29a + 8b + 22c ≡ 0 (mod 21), a + b− 13c ≡ 0 (mod 21);

(c) 9a− 2b + 17c ≡ 0 (mod 15), −3a + 4b− 4c ≡ 0 (mod 15);

(d) 33a + 31b + 50c ≡ 0 (mod 35), 12a + 24b + 15c ≡ 0 (mod 35).

3. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi êîíãðóåíöi¨ ðiâíîñèëüíi:
(a) 15a + 7b ≡ 0 (mod 17) i 10a− b ≡ 0 (mod 17);

(b) 12a + b ≡ 0 (mod 19) i 2a− 3b ≡ 0 (mod 19);

(c) 6a− b ≡ 0 (mod 19) i a + 2b ≡ 0 (mod 19);

(d) 11a + 3b ≡ 0 (mod 23) i 3a + 5b ≡ 0 (mod 23).

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ
a7 ≡ a (mod 42).

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 1 âèêîíó¹òüñÿ
êîíãðóåíöiÿ 22k ≡ 6 (mod 10).

6. Äîâåñòè, ùî ñóìà 5 ïîñëiäîâíèõ êâàäðàòiâ íå ìîæå áóòè òî÷íèì
êâàäðàòîì.

7. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ç êîíãðóåíöi¨ a ≡ b
(mod pn) âèïëèâà¹ êîíãðóåíöiÿ ap ≡ bp (mod pn+1).

8. Äëÿ êîæíîãî îáîðîòíîãî åëåìåíòà êiëüöÿ Zn çíàéòè îáåðíåíèé:
(a) n = 9; (b) n = 12; (c) n = 14; (d) n = 16; (e) n = 15.

9. Äëÿ êîæíîãî ç êëàñiâ 25, 26, 27, 28, 29, 30 çíàéòè â êiëüöi Z61

îáåðíåíèé êëàñ.

10. Îá÷èñëèòè â êiëüöi Z65:
(a) 41

21
; (b) 15

49
; (c) 24

27
; (d) 19

33
; (e) 28

29
.

11. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:
(a) 6617 íà 7; (b) 11753 íà 11; (c) 11374 íà 24; (d) 219133 íà 15.

12. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:
(a) 570 + 750 íà 12; (b) 550 + 13100 íà 18; (c) 12100 + 20100 íà 15; (d)
8120 + 25220 íà 14.

13. Çíàéòè äâi îñòàííi öèôðè ÷èñëà:
(a) 243402; (b) 156382; (c) 357 ; (d) 171717 ; (e) 7777 .
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14. Çíàéòè ÷èñëî a, ÿêùî:
(a) a18 ≡ 7 (mod 48), a35 ≡ 35 (mod 48);
(b) a50 ≡ 49 (mod 60), a35 ≡ 37 (mod 60);
(c) a15 ≡ 43 (mod 50), a36 ≡ 21 (mod 50);
(d) a15 ≡ 26 (mod 45), a40 ≡ 31 (mod 45).

15. ×è óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 8 ÷èñëà:
(a) 71, 193, 314, 431, 547, 660, 771, 880;
(b) 2, 147, −29, −700, 391, 98, −111, −250 ?

16. ×è óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 5 ÷èñëà:
(a) [

√
2], [3

√
2], [5

√
2], [7

√
2], [9

√
2];

(b) [2
√

3], [3
√

3], [4
√

3], [5
√

3], [6
√

3];
(c) [5 sin π

3 ], [10 sin π
3 ], [15 sin π

3 ], [20 sin π
3 ], [25 sin π

3 ];
(d) [e], [e2], [e3], [e4], [e5] ?

17. ×è óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 13 ÷èñëà:
(a) 21, 22, 23, . . ., 212, 213; (b) 1, 11, 111, . . ., 11 . . . 1 (13 îäèíèöü);
(c) 0, 1, 3, 32, . . ., 310, 311; (d) 1!, 2!, 3!, . . ., 13! ?

18. ×è óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 18 ÷èñëà:
(a) 755, 529, 989, 133, 757, 281; (b) −13, −23, −61, −29, −73, −35 ?

19. ×è óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì 11 ÷èñëà:
(a) 21, 22, 23, . . ., 210; (b) 1, 10, 100, . . ., 1000 000 000;
(c) 1!, 2!, 3!, . . ., 10!; (d) 13, 23, 33, . . ., 103 ?

20. Äîâåñòè, ùî êîëè ÷èñëà m i n âçà¹ìíî ïðîñòi i êîåôiöi¹íò a ïðî-
áiãà¹ ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì n, òî äëÿ êîæíîãî öiëîãî
÷èñëà b ñóìà am + b òàêîæ ïðîáiãà¹ ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìî-
äóëåì n.

21. Äîâåñòè, ùî êîëè a i n âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ÷èñëà 1 ·a, 2 ·a, 3 ·a, . . .,
(n− 1) · a, n · a óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.

22. Íåõàé m i n âçà¹ìíî ïðîñòi, à êîåôiöi¹íòè a i b ïðîáiãàþòü ïîâíi
ñèñòåìè ëèøêiâ çà ìîäóëÿìè m i n âiäïîâiäíî. Äîâåñòè, ùî ñóìà
an + bm ïðîáiãà¹ ïîâíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì mn.
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23. Íåõàé a i b âçà¹ìíî ïðîñòi i ÷èñëà a1, a2, . . ., aϕ(n) óòâîðþþòü çâå-
äåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì n. Äîâåñòè, ùî ÷èñëà aa1, aa2, . . .,
aaϕ(n) òàêîæ óòâîðþþòü çâåäåíó ñèñòåìó ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.

24. Ñêiëüêè ëèøêiâ ìiñòèòü çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì:
(a) 12!; (b) 2162160; (c) 2924207; (d) 833833 ?

25. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n çâåäåíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì
n ìiñòèòü:
(a) 4; (b) 8; (c) 10; (d) 14; (e) 16 åëåìåíòiâ ?

26. Íåõàé n = kd i a1, a2, . . ., an � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.
Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè ç öi¹¨ ñèñòåìè ïîâíó ñèñòåìó
ëèøêiâ çà ìîäóëåì d ?

27. Äîâåñòè, ùî êîëè
(a) n = 130; (b) n = 210; (c) n = 42; (d) n = 90; (e) n = 84,
òî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç n ÷èñëà a âèêîíó¹òüñÿ êîíãðó-
åíöiÿ a50 ≡ a2 (mod n).

28. Äîâåñòè òàêi êîíãðóåíöi¨:
(a) 2341 ≡ 2 (mod 341); (b) 2561 ≡ 2 (mod 561);
(c) 2645 ≡ 2 (mod 645); (d) 21105 ≡ 2 (mod 1105);
(e) 21387 ≡ 2 (mod 1387); (f) 21729 ≡ 2 (mod 1729);
(g) 22465 ≡ 2 (mod 2465); (h) 22821 ≡ 2 (mod 2821).

29. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 14364 ÷èñëà a âèêî-
íó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ a18 ≡ 1 (mod 14364).

30. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 85932 ÷èñëà a âèêî-
íó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ a30 ≡ 1 (mod 85932).

31. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 69090840 ÷èñëà a
âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ a36 ≡ 1 (mod 69090840).

32. Ç'ÿñóâàòè, ÿêèõ çíà÷åíü ìîæå íàáóâàòè:
(a) a100mod 125; (b) a128mod 128; (c) a108mod 81.

33. Äëÿ n = 2k + 1 äîâåñòè êîíãðóåíöiþ: 4ϕ(n)−1 ≡ k2 (mod n).
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34. Íåõàé p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Äîâåñòè êîíãðóåíöiþ: pq−1+qp−1 ≡
1 (mod pq) .

35. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç 10 ÷èñëà n çíàéäå-
òüñÿ ÷èñëî âèãëÿäó aaa . . . aa, ÿêå äiëèòüñÿ íà n.

36. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî n ÷èñëî 2n!−1 äiëèòüñÿ íà n.

37. Çíàéòè âñi ïðîñòi ÷èñëà p, äëÿ ÿêèõ p|(2p + 2000).

38. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 226n−4
+3 äiëèòüñÿ

íà 19.

39. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Îéëåðà îá÷èñëèòè ā−1 â êiëüöi Zn:
(a) a = 35, n = 48; (b) a = 35, n = 54; (c) a = 49, n = 60;
(d) a = 25, n = 84; (e) a = 27, n = 70; (f) a = 55, n = 72.

40. Äîâåñòè, ùî:
(a) 100!30! + 1 äiëèòüñÿ íà 131; (b) 800!800! + 1 äiëèòüñÿ íà 1601;
(c) 1001!1001! − 1 äiëèòüñÿ íà 2003; (d) 1000!1002! + 1 äiëèòüñÿ íà
2003.

41. Äëÿ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi, ñôîðìóëþâàòè îçíàêè
ïîäiëüíîñòi íà:
(a) 13; (b) 41; (c) 73; (d) 137.

42. Äîâåñòè, ùî ÷èñëà p i p + 2 îäíî÷àñíî áóäóòü ïðîñòèìè òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ êîíãðóåíöiÿ 4 · ((p − 1)! + 1) + p ≡ 0
(mod p(p + 2)).

43. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ÷èñëà 2 + 22 + 23 + . . . + 2n íà:
(a) 3; (b) 4; (c) 5; (d) 6; (e) 7.
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