
4. Ëàíöþãîâi äðîáè
4.1. Ñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè
Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ìîæíà çîáðàæóâàòè ó âèãëÿäi çâè÷àéíèõ äðîáiâ a

b ,
äå a ∈ Z i b ∈ N , àáî ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íèõ äðîáiâ. Ó ðiçíèõ ñïîñîáiâ
çîáðàæåííÿ ¹ ñâî¨ ïåðåâàãè é íåäîëiêè. Òàê, íàïðèêëàä, çîáðàæåííÿ ðà-
öiîíàëüíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íîãî äðîáó çàëåæèòü íå òiëüêè âiä
ñàìîãî ÷èñëà, à ùå é âiä îñíîâè ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, à çîáðàæåííÿ ó âè-
ãëÿäi çâè÷àéíîãî äðîáó íå ¹ îäíîçíà÷íèì (äðîáè 4

6 i 6
9 çîáðàæóþòü îäíå

é òå æ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî). Ìè ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïîñiá çîáðàæåííÿ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi òàê çâàíèõ íåïåðåðâíèõ àáî ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ, ïðè÷îìó çâåðíåìî óâàãó ÿê íà ïåðåâàãè, òàê i íà íåäîëiêè öüîãî
ñïîñîáó.

Íàãàäà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîñòåé, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ, êîëè çà äîïî-
ìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà øóêàþòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë
a i b (äèâ. ïàðàãðàô 2.7):

a = bq0 + r1 ,

b = r1q1 + r2 ,

r1 = r2q2 + r3 ,

. . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn ,

(4.1)

rn−1 = rnqn ,

äå b > r1 > r2 > · · · > rn > 0, q1 ≥ 1, . . . , qn−1 ≥ 1 i qn > 1. Ïåðåïèøåìî
öi ðiâíîñòi â ðiâíîñèëüíîìó âèãëÿäi:

a

b
= q0 +

r1

b
,

b

r1
= q1 +

r2

r1
,

r1

r2
= q2 +

r3

r2
,

. . .
rn−2

rn−1
= qn−1 +

rn

rn−1
,

(4.2)

rn−1

rn
= qn .
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Êîæíà ç ðiâíîñòåé (4.2) îïèñó¹ ïðîñòó ïðîöåäóðó: âèäiëåííÿ öiëî¨ ÷à-
ñòèíè ç íåïðàâèëüíîãî äðîáó, îñêiëüêè b>r1 >r2 > · · ·>rn >0. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, ìîæíà âèðàçèòè ÷èñëî a

b
÷åðåç ÷èñëà q0, q1, . . . , qn:

a
b = q0+

r1

b = q0 +
1

q1 +
r2

r1

=

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
r3

r2

= · · · = q0 +
1

q1 +
1

q2+ . . .
+

1
qn

. (4.3)

Îñòàííié iç âèðàçiâ ó ðiâíîñòÿõ (4.3) íàçèâà¹òüñÿ (ñêií÷åííèì) ëàí-
öþãîâèì äðîáîì. Öiëå ÷èñëî q0 i íàòóðàëüíi ÷èñëà q1, . . . , qn, qn 6= 1,
íàçèâàþòü åëåìåíòàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó àáî éîãî íåïîâíèìè ÷àñòêà-
ìè. Ç ìåòîþ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ëàíöþãîâèé äðiá ñèìâîëi÷íî çàïèñóþòü
ó âèãëÿäi [q0; q1, . . . , qn]; êðàïêà ç êîìîþ ïiñëÿ q0 ïiäêðåñëþ¹ çíà÷åííÿ
q0 ÿê öiëî¨ ÷àñòèíè äðîáó.

Òàêèì ÷èíîì, ç àëãîðèòìó Åâêëiäà âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü çîáðàæåí-
íÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó, à ðiâ-
íîñòi (4.2) ôàêòè÷íî äàþòü öå çîáðàæåííÿ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ
ïðî ¹äèíiñòü òàêîãî çîáðàæåííÿ. Áà÷èìî, ùî 1

2 = 1

1+
1
1

, òîáòî [0; 2] =

[0; 1, 1]. Áiëüøå òîãî, ÿêùî qn 6= 1, òî [q0; q1, . . . , qn] = [q0; q1, . . . , qn−1, 1].
Àëå ïðèðîäà çàçíà÷åíèõ íåîäíîçíà÷íîñòåé çàïèñó ÷èñëà ó âèãëÿäi ëàí-
öþãîâîãî äðîáó òîãî æ ðîäó, ùî i íåîäíîçíà÷íiñòü òèïó 1 = 0,999... ïðè
çàïèñi ÷èñåë ó âèãëÿäi äåñÿòêîâèõ äðîáiâ. Ó âèïàäêó äåñÿòêîâèõ äðî-
áiâ íåîäíîçíà÷íîñòi óíèêàþòü çà äîïîìîãîþ äîìîâëåííîñòi íå ðîçãëÿ-
äàòè çàïèñè, â ÿêèõ, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ, éäóòü ëèøå äåâ'ÿòêè.
Ó âèïàäêó ëàíöþãîâèõ äðîáiâ íåîäíîçíà÷íîñòi ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî
â îçíà÷åííi ëàíöþãîâîãî äðîáó äîäàòêîâî âèìàãàòè âèêîíàííÿ óìîâè
qn 6= 1 (ç ðiâíîñòåé (4.1) âèïëèâà¹, ùî öå çàâæäè ìîæëèâî). Ñïðàâäi,
ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 4.1. Êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿ-
äi ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn], qn 6= 1, ïðè÷îìó òàêå çîáðàæåííÿ
¹äèíå.
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Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî çîáðàæåííÿ âèïëèâà¹ ç àëãîðèòìó Åâêëi-
äà i ðiâíîñòåé (4.1). Äëÿ äîâåäåííÿ îäíîçíà÷íîñòi çîáðàæåííÿ ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà a/b ëàíöþãîâèì äðîáîì [q0; q1, . . . , qn] , qn 6= 1 ,
ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (4.3) ó âèãëÿäi a

b
= q0 +

1
[q1; q2, . . . , qn]

. Îñêiëüêè

[q1; q2, . . . , qn] > 1, òî 0 <
1

[q1; q2, . . . , qn]
< 1 i q0 ¹ öiëîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà

a/b. Îòæå, íåïîâíà ÷àñòêà q0 ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn], qn 6= 1,
âèçíà÷åíà ¹äèíèì ÷èíîì. Àëå òîäi îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ é ÷èñëî
[q1; q2, . . . , qn] =

1
(a/b)− q0

. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äàëi,
äîâîäèìî îäíîçíà÷íiñòü íåïîâíèõ ÷àñòîê q1, q2, . . . , qn.

Iç êîæíèì ëàíöþãîâèì äðîáîì [q0; q1, . . . , qn] ïðèðîäíèì ÷èíîì ïî-
â'ÿçó¹òüñÿ íàáið ÷èñåë [q0], [q0; q1], [q0; q1, q2], . . ., [q0; q1, . . . , qn]. Çàïèøå-
ìî îñòàííi ó âèãëÿäi çâè÷àéíèõ äðîáiâ:

[q0] = q0 =
q0

1
=

P0

Q0
, [q0; q1] = q0 +

1
q1

=
q0q1 + 1

q1
=

P1

Q1
,

[q0; q1, q2] = q0 +
1

q1 +
1
q2

=
(q0q1 + 1)q2 + q0

q1q2 + 1
=

P2

Q2
, . . . . (4.4)

Äðiá Pk

Qk
, k = 0, 1, . . . , n, íàçèâàòèìåìî k�èì ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì

(àáî k�èì ïiäõiäíèì äðîáîì) ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn].
Äóæå ïðîñòèé ðåêóðåíòíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî-

÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn] äà¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 4.2. ×èñåëüíèêè i çíàìåííèêè ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü Pk

Qk
,

k=0, 1, . . . , n, ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn] çàäîâîëüíÿþòü òàêi ðå-
êóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ:

P0 = q0 , P1 = q1P0 + 1 , Pk =qkPk−1 + Pk−2 äëÿ 1< k ≤ n ;
Q0 = 1 , Q1 = q1 , Qk =qkQk−1 + Qk−2 äëÿ 1< k ≤ n .

(4.5)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ k = 0 i k = 1
òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé (4.4). Ïðèïóñòèìî, ùî
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äëÿ k�ãî ðàöiîíàëüíîãî âêîðî÷åííÿ Pk/Qk òâåðäæåííÿ âæå äîâåäåíå, i
ðîçãëÿíåìî (k + 1)�å ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ

[q0; q1, . . . , qk+1] = q0 +
1

q1+ . . .
+

1

qk +
1

qk+1

.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèäíî, ùî ÷èñëî [q0; q1, . . . , qk+1] îäåðæó¹òüñÿ ç ÷èñëà
[q0; q1, . . . , qk] çàìiíîþ âåëè÷èíè qk íà âåëè÷èíó qk +1/qk+1. ×èñëà Pk−1,
Pk−2, Qk−1, Qk−2 çàëåæàòü ëèøå âiä q0, q1, . . . , qk−1 i íå çàëåæàòü âiä qk .
Òîìó ïiñëÿ çàìiíè ó âèðàçi Pk

Qk
=

qkPk−1 + Pk−2

qkQk−1 + Qk−2
÷èñëà qk íà qk +1/qk+1

ìàòèìåìî:

Pk+1

Qk+1
=

(qk + 1/qk+1)Pk−1 + Pk−2

(qk + 1/qk+1)Qk−1 + Qk−2
=

qkPk−1 + Pk−2 + (Pk−1/qk+1)
qkQk−1 + Qk−2 + (Qk−1/qk+1)

=

=
Pk + (Pk−1/qk+1)
Qk + (Qk−1/qk+1)

=
qk+1Pk + Pk−1

qk+1Qk + Qk−1
.

Îòæå, ÷èñëà Pk+1 i Qk+1 òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (4.5).
Òîìó öi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ k < n.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ÷èñåëüíèêiâ i çíàìåííèêiâ ðàöiîíàëüíèõ âêî-
ðî÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó çà ôîðìóëàìè (4.5) çðó÷íî çàïèñóâàòè â òà-
áëèöþ

k � � 0 1 · · · n
qk � � q0 q1 · · · qn

Pk 0 1 q0 q1P0 + 1 · · · qnPn−1 + Pn−2

Qk 1 0 1 q1 · · · qnQn−1 + Qn−2

(4.6)

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çàéìàþòü äâà íèæíiõ ðÿäêè öi¹¨ òàáëèöi, ïðè-
÷îìó äâà ïåðøèõ ñòîâï÷èêè âiäiãðàþòü äîïîìiæíó ðîëü i çàïîâíþþòüñÿ
çàâæäè îäíàêîâî. Ðåøòà êëiòèíîê çàïîâíþ¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî ç âèêî-
ðèñòàííÿì ðiâíîñòåé (4.5) (êîæíîãî ðàçó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âìiñò äâîõ
êëiòèíîê çëiâà âiä äàíî¨ i çíà÷åííÿ íåïîâíî¨ ÷àñòêè, ùî ñòî¨òü íàä äà-
íîþ êëiòèíêîþ).
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Çàäà÷à 4.1. Çàïèñàòè ÷èñëî 677
263

ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó i çíàéòè
âñi ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ öüîãî äðîáó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà, îäåðæó¹ìî: 677 = 263 ·
2+151, 263 = 151·1+112, 151 = 112·1+39, 112 = 39·2+34, 39 = 34·1+5,
34 = 5 ·6+4, 5 = 4 ·1+1, 4 = 1 ·4. Òîìó ìà¹ìî òàêi íåïîâíi ÷àñòêè: q0 =

2, q1 = 1, q2 = 1, q3 = 2, q4 = 1, q5 = 6, q6 = 1, q7 = 4, òîáòî 677
263

=

[2; 1, 1, 2, 1, 6, 1, 4]. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü çàïîâíèìî
òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2 3 4 5 6 7
qk � � 2 1 1 2 1 6 1 4
Pk 0 1 2 3 5 13 18 121 139 677
Qk 1 0 1 1 2 5 7 47 54 263

Îòæå, P0

Q0
= 2,

P1

Q1
= 3,

P2

Q2
=

5
2
,

P3

Q3
=

13
5

,
P4

Q4
=

18
7

,
P5

Q5
=

121
47

,
P6

Q6
=

139
54

,
P7

Q7
=

677
263

.

Çàäà÷à 4.2. Çàïèñàòè ëàíöþãîâèé äðiá [0; 4, 2, 4, 1, 1, 6] ó âèãëÿäi çâè-
÷àéíîãî äðîáó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïîâíèìî òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2 3 4 5 6
qk � � 0 4 2 4 1 1 6
Pk 0 1 0 1 2 9 11 20 131
Qk 1 0 1 4 9 40 49 89 583

Îòæå, äàíèé ëàíöþãîâèé äðiá äîðiâíþ¹ 131
583

.

Òåïåð âñòàíîâèìî ðÿä âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ðàöiîíàëüíèõ âêîðî-
÷åíü ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà k > 0 çíàìåííèêè Qk i Qk+1

äâîõ ïîñëiäîâíèõ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó ¹ âçà¹ìíî
ïðîñòèìè.

85



Äîâåäåííÿ. Öå î÷åâèäíî äëÿ k = 0, áî Q0 = 1. À ç ðiâíîñòi Qk+2 =
qk+2Qk+1 + Qk âèïëèâà¹, ùî ÍÑÄ(Qk, Qk+1) = ÍÑÄ(Qk+1, Qk+2) . Îò-
æå, ÿêùî Qk i Qk+1 � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî Qk+1 i Qk+2 � òàêîæ âçà¹ìíî
ïðîñòi.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Äëÿ k = 1, 2, . . . , n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
PkQk−1 − Pk−1Qk = (−1)k−1 . (4.7)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ k = 1 ìà¹ìî:
P1Q0−P0Q1 = (q1q0 + 1) · 1− q0q1 = 1, òîáòî ðiâíiñòü (4.7) âèêîíó¹òüñÿ.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ÷èñëà k, 1 ≤ k < n, ðiâíiñòü (4.7) âæå äîâåäåíà.
Òîäi Pk+1Qk − PkQk+1 = (qk+1Pk + Pk−1)Qk − Pk(qk+1Qk + Qk−1) =
Pk−1Qk−PkQk−1 = −(−1)k−1 = (−1)k, òîáòî ðiâíiñòü (4.7) âèêîíó¹òüñÿ
i äëÿ ÷èñëà k + 1.

Íàñëiäîê 1. Óñi ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó ¹ íåñêîðî-
òíèìè äðîáàìè, òîáòî ÍÑÄ(Pk, Qk) = 1 äëÿ âñiõ k, 0 ≤ k ≤ n.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ k = 0 ìà¹ìî P0 = q0, Q0 = 1, òàê ùî ÍÑÄ(P0, Q0) = 1.
Íåõàé k > 0. Ïîçíà÷èìî d =ÍÑÄ(Pk, Qk). Îñêiëüêè d|Pk i d|Qk, òî
d
∣∣(PkOk−1 − Pk−1Qk), òîáòî d

∣∣(−1)k−1. Òîìó d = 1.

Íàñëiäîê 2. a) Äëÿ âñiõ k, 1 ≤ k ≤ n, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Pk−1

Qk−1
− Pk

Qk
=

(−1)k

QkQk−1
.

b) Äëÿ âñiõ k, 2 ≤ k ≤ n, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
=

(−1)k−1qk

QkQk−2
.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ a) î÷åâèäíå. Äîâåäåìî b):
Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
=

Pk−2Qk − PkQk−2

QkQk−2
=

=
Pk−2(qkQk−1 + Qk−2)−Qk−2(qkPk−1 + Pk−2)

QkQk−2
=

=
qk(Pk−2Qk−1 − Pk−1Ok−2)

QkQk−2
=

(−1)k−1

QkQk−2
.
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Ðàíiøå, ó ïàðàãðàôi 2.8, óæå äåòàëüíî îáãîâîðþâàëîñü ïèòàííÿ iñíó-
âàííÿ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ. Òâåðäæåííÿ
4.2 i íàñëiäîê 2b) äàþòü çðó÷íèé äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ ìåòîä
çíàõîäæåííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé ax+by = c � ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ iç âçà¹ì-
íî ïðîñòèìè êîåôiöi¹íòàìè a i b, à a/b = [q0; q1, . . . , qn] � çîáðàæåííÿ
÷èñëà a/b ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó. Òîäi âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
ax + by = c îïèñóþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

x = (−1)n−1Qn−1c− bt , y = (−1)nPn−1c + at , t ∈ Z . (4.8)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.12 âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ax+by =
c îïèñóþòüñÿ ðiâíîñòÿìè x = x0−bt, y = y0 +at, äå (x0, y0) � äîâiëüíèé
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî ïàðà

(
(−1)n−1Qn−1c,

(−1)nPn−1c
)
¹ ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ax + by = c. Îñêiëüêè

(a, b) = 1 i Pn

Qn
=

a

b
, òî, çãiäíî ç íàñëiäêîì 1, Pn = a,Qn = b. Iç ðiâíîñòi

(4.7) òåïåð âèïëèâà¹:

a(−1)n−1Qn−1c + b(−1)nPn−1c = c(a(−1)n−1Qn−1 + b(−1)nPn−1) =

= (−1)n−1c(PnQn−1)−QnPn−1 = (−1)n−1c(−1)n−1 = c ,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî a i b íå âçà¹ìíî ïðîñòi, òî, çãiäíî ç òåîðåìîþ
1.11, ðiâíÿííÿ ax + by = c ìà¹ öiëi ðîçâ'ÿçêè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè c
äiëèòüñÿ íà ÍÑÄ(a, b). ßêùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, òî ïiñëÿ äiëåííÿ íà
ÍÑÄ(a, b) ïåðåõîäèìî äî ðiâíÿííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íàñëiäêó 3.
Îòæå, â öüîìó âèïàäêó öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ax + by = c îïèñóþòüñÿ
ðiâíîñòÿìè

x = (−1)n−1Qn−1c0 − b0t , y = (−1)nPn−1c0 + a0t , t ∈ Z , (4.9)

äå a0 = a/ÍÑÄ(a, b), b0 = b/ÍÑÄ(a, b), c0 = c/ÍÑÄ(a, b).

Çàäà÷à 4.3. Çíàéòè âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 119x− 68y = 34.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà àëãîðèòìîì Åâêëiäà çíàõîäèìî: 119 = 68 · 1 + 51, 68 =
51 · 1 + 17, 51 = 17 · 3. Îòæå, 119/68 = [1; 1, 3] i ÍÑÄ(119, 68) = 17.

87



Ïîçàÿê 17|34, òî äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ öiëi ðîçâ'ÿçêè. Ùîá ñêîðèñòàòèñü
ðiâíîñòÿìè (4.9), çàïîâíèìî òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2
qk � � 1 1 3
Pk 0 1 1 2 7
Qk 1 0 1 1 4

Òàêèì ÷èíîì, öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 119x − 68y = 34 ìàþòü âèãëÿä
x = (−1)1 · 1 · 2 + 4t = −2 + 4t, y = (−1)1 · 2 · 2 + 7t = −4 + 7t, t ∈ Z.

Äëÿ íåïàðíîãî íîìåðà k ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ Pk/Qk áóäåìî äëÿ
çðó÷íîñòi íàçèâàòè íåïàðíèì, à äëÿ ïàðíîãî � âiäïîâiäíî ïàðíèì.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé a/b = [q0; q1, . . . , qn] � çîáðàæåííÿ ðàöiîíàëüíîãî
÷èñëà a/b ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó. Òîäi:

(a) ïàðíi ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ P0/Q0, P2/Q2, . . . öüîãî äðîáó óòâî-
ðþþòü çðîñòàþ÷ó, à íåïàðíi P1/Q1, P3/Q3, . . . � ñïàäíó ïîñëi-
äîâíiñòü;

(b) äëÿ íîìåðiâ, ìåíøèõ çà n, âñi ïàðíi ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ ìåíøi
çà a/b, à âñi íåïàðíi � áiëüøi çà a/b;

(c) êîæíå ïàðíå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ ìåíøå çà áóäü�ÿêå íåïàðíå;

(d) äëÿ âñiõ k, 0 < k < n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∣∣∣ Pk−1

Qk−1
− Pk

Qk

∣∣∣ >
∣∣∣ Pk

Qk
− Pk+1

Qk+1

∣∣∣ .

Äîâåäåííÿ. (a) Îñêiëüêè âñi íåïîâíi ÷àñòêè ëàíöþãîâîãî äðîáó (çà âè-
íÿòêîì, ìîæëèâî, q0) äîäàòíi, òî ç íàñëiäêó 2(b) äëÿ ïàðíîãî k îòðè-
ìó¹ìî íåðiâíiñòü Pk/Qk > Pk−2/Qk−2, à äëÿ íåïàðíîãî k � íåðiâíiñòü
Pk/Qk < Pk−2/Qk−2.
(b) ßêùî n � ïàðíå, òî íà ïiäñòàâi ïóíêòó (a) ìà¹ìî: P0

Q0
<

P2

Q2
<

P4

Q4
< · · · <

Pn

Qn
=

a

b
, P1

Q1
>

P3

Q3
> · · · >

Pn−1

Qn−1
. Àëå çà íàñëiäêîì 2(a)

Pn−1

Qn−1
− Pn

Qn
=

1
QnQn−1

> 0, òîìó Pn−1

Qn−1
>

Pn

Qn
=

a

b
. Äëÿ íåïàðíîãî n
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ìà¹ìî âiäïîâiäíî P1

Q1
>

P3

Q3
> · · · >

Pn

Qn
=

a

b
, P0

Q0
<

P2

Q2
< · · · <

Pn−1

Qn−1
,

Pn−1

Qn−1
− Pn

Qn
= − 1

QnQn−1
< 0 i Pn−1

Qn−1
<

Pn

Qn
=

a

b
.

(c) Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïóíêòó (b).
(d) Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî çíàìåííèêè ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü óòâî-
ðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, òî÷íiøå, ùî

Q0 ≤ Q1 < Q2 < · · · < Qn . (4.10)

Ñïðàâäi, Q0 ≤ Q1, áî Q0 = 1, à Q1 = q1 ≥ 1. À äàëi ç ðiâíîñòi Qk =
qkQk−1 + Qk−2 (òåîðåìà 4.2) i äîäàòíîñòi íåïîâíèõ ÷àñòîê qk, k > 0,
âèïëèâà¹, ùî âñi çíàìåííèêè Qk äîäàòíi i Qk = qkQk−1 + Qk−2 > Qk−1

äëÿ k > 1.
Ïîòðiáíà íåðiâíiñòü òåïåð âiäðàçó âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2(a):

∣∣∣ Pk−1

Qk−1
− Pk

Qk

∣∣∣ =
1

Qk−1Qk
>

1
QkQk+1

=
∣∣∣ Pk

Qk
− Pk+1

Qk+1

∣∣∣ .

Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè îäåðæó¹ìî òàêèé ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:

P0

Q0
<

P2

Q2
<

P4

Q4
< · · · < Pn

Qn
=

a

b
< · · · < P3

Q3
<

P1

Q1
. (4.11)

Òåïåð ó íàñ ¹ âñå íåîáõiäíå äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ, ÿêå âiäiãðà¹
äóæå âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàáëèæåíü ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé Pk/Qk ¹ k�ì ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì ëàíöþ-
ãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn], ÿêèì çîáðàæó¹òüñÿ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a/b.
Òîäi ∣∣∣a

b
− Pk

Qk

∣∣∣ <
1

QkQk+1
≤ 1

Q2
k

. (4.12)

Äîâåäåííÿ. Äðóãà íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé (4.10), òîìó äîâî-
äèòè òðåáà ëèøå ïåðøó. ßêùî k � ïàðíå, òî ç íåðiâíîñòåé (4.11) ìà¹ìî:
Pk

Qk
<

Pn

Qn
=

a

b
<

Pk+1

Qk+1
, çâiäêè

∣∣∣a
b
− Pk

Qk

∣∣∣ <
∣∣∣ Pk

Qk
− Pk+1

Qk+1

∣∣∣ =
1

QkQk+1

(íà îñòàííüîìó êðîöi âèêîðèñòàëè íàñëiäîê 2(a) ). Âèïàäîê íåïàðíîãî
k ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðiÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, òâîðöåì ÿêî¨ áóâ Õðiñòiàí Ãþéãåíñ, iñòî-
ðè÷íî âèíèêëà ç ïîòðåáè íàáëèæåíîãî çîáðàæåííÿ äðîáiâ ç âåëèêèìè
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÷èñåëüíèêàìè i çíàìåííèêàìè äðîáàìè ç ìàëåíüêèìè ÷èñåëüíèêàìè i
çíàìåííèêàìè é îöiíêè ïîõèáêè òàêîãî íàáëèæåííÿ. Òàêà ïîòðåáà âè-
íèêà¹ â áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ. Ðîçãëÿíåìî îäèí ïðèêëàä.

Çàäà÷à 4.4. Ïîòðiáíî ñïîëó÷èòè äâà âàëè çóá÷àòèìè êîëåñàìè òàê,
ùîá âiäíîøåííÿ êóòîâèõ øâèäêîñòåé âàëiâ äîðiâíþâàëî 587/113 (íà-
ãàäà¹ìî, ùî êóòîâi øâèäêîñòi êîëiñ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíi êiëüêîñòi
çóáöiâ íà íèõ, òîìó âiäíîøåííÿ êiëüêîñòi çóáöiâ íà äðóãîìó êîëåñi
äî êiëüêîñòi çóáöiâ íà ïåðøîìó òàêîæ ìà¹ äîðiâíþâàòè 587/113). ×è
ìîæíà òàê ïiäiáðàòè êîëåñà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çóáöiâ, ùîá íîâå âiä-
íîøåííÿ êóòîâèõ øâèäêîñòåé âiäðiçíÿëîñü âiä ïîòðiáíîãî ìåíøå íiæ
íà 0,001?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî øóêàòè íîâå âiäíîøåííÿ êiëüêîñòåé çóáöiâ íà êî-
ëåñàõ ñåðåä ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó, ÿêèì çîáðàæó-
¹òüñÿ ÷èñëî 587/113. Ìà¹ìî: 587 = 113·5+22, 113 = 22·5+3, 22 = 3·7+1,
3 = 3 · 1, çâiäêè 587/113 = [5; 5, 7, 3]. Çàïîâíèìî òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2 3
qk � � 5 5 7 3
Pk 0 1 5 26 187 587
Qk 1 0 1 5 36 113

Ïåðøå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ P1/Q1 = 26/5 íàñ íå âëàøòîâó¹, áî
26/5 − 587/113 = 3/565 > 0,001 (çàóâàæèìî, îäíàê, ùî íàâiòü äëÿ òà-
êîãî ãðóáîãî íàáëèæåííÿ ïîõèáêà âèõîäèòü âiäíîñíî ìàëåíüêà). Äëÿ
äðóãîãî ðàöiîíàëüíîãî âêîðî÷åííÿ P2/Q2 = 187/36 òåîðåìà 4.4 äà¹
|587/113 − 187/36| < 1/Q2Q3 = 1/(36 · 113) = 1/4068 < 0,001, òîáòî ïî-
õèáêà ñòàëà ìåíøîþ çà äîïóñòèìó. Òàêèì ÷èíîì, âàëè ìîæíà ç'¹äíàòè
êîëåñàìè iç ñóòò¹âî ìåíøîþ êiëüêiñòþ çóáöiâ. Çîêðåìà, òàêå ç'¹äíàííÿ
áóäå çíà÷íî íàäiéíiøèì iç òåõíi÷íîãî ïîãëÿäó, áî çóáöi ìîæíà çðîáèòè
êðóïíiøèìè.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêáè ìè øóêàëè ïîòðiáíå íàáëèæåííÿ äî ÷èñëà
587/113 çà äîïîìîãîþ äåñÿòêîâèõ äðîáiâ, òî äîâåëîñÿ á ðîçãëÿäàòè ïðè-
íàéìíi 3 çíàêè ïiñëÿ êîìè, òîáòî ðîçãëÿäàòè äðîáè iç çíàìåííèêîì 1000.
Ó òàêîãî íàáëèæåííÿ ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê áóëè á ùå áiëüøèìè, íiæ
ó ïî÷àòêîâîãî ÷èñëà, i ç òåõíi÷íîãî ïîãëÿäó òàêå íàáëèæåííÿ áóëî á
áåçãëóçäèì. Îòæå, ó ïåâíèõ ïèòàííÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàáëèæåííÿì ÷è-
ñåë, ëàíöþãîâi äðîáè ìàþòü çíà÷íi ïåðåâàãè íàä äåñÿòêîâèìè. Îäíàê
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â iíøèõ ïèòàííÿõ ñòàþòü ÿâíèìè ïåðåâàãè äåñÿòêîâèõ (çàãàëüíiøå �
ñèñòåìàòè÷íèõ) äðîáiâ. Íàïðèêëàä, äîáðå âiäîìî, ÿê çðó÷íî âèêîíóâà-
òè àðèôìåòè÷íi äi¨ ç äåñÿòêîâèìè äðîáàìè. À õîðîøîãî ïðàâèëà äëÿ
äîäàâàííÿ äâîõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ çíàéòè òàê i íå âäàëîñÿ.

Iíêîëè ìîæå áóòè êîðèñíèì íå ðåêóðåíòíèé (ÿê â òåîðåìi 4.2 ), à
çàïðîïîíîâàíèé Îéëåðîì ÿâíèé îïèñ ÷èñåëüíèêiâ i çíàìåííèêiâ ðàöiî-
íàëüíèõ âêîðî÷åíü Pk

Qk
. Äëÿ öüîãî îïèñó çðó÷íî ââåñòè íàñòóïíå ïî-

çíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî âñi îäíî÷ëåíè, ÿêi ìîæíà îäåðæàòè ç îäíî÷ëåíà
x1x2 · · ·xn, ÿêùî âèêðåñëèòè ÿêiñü äâà ñóñiäíi ìíîæíèêè. Ïîòiì ðîçãëÿ-
íåìî îäíî÷ëåíè, ÿêi ìîæíà çà äîïîìîãîþ àíàëîãi÷íî¨ ïðîöåäóðè îäåð-
æàòè iç îäíî÷ëåíiâ, âæå îäåðæàíèõ ðàíiøå, i ò.ä. ßê çâè÷àéíî, ââàæà-
¹ìî, ùî äîáóòîê íóëüîâî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹ 1. Ñóìó âñiõ
îäåðæàíèõ òàêèì ÷èíîì ðiçíèõ îäíî÷ëåíiâ ïîçíà÷èìî S(x1, x2, . . . , xn).
Íàïðèêëàä, S(x1, x2) = x1x2 + 1 , S(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x1 + x3 ,
S(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 + x1x2 + x1x4 + x3x4 + 1.

Òåîðåìà 4.5 (ïðàâèëî Îéëåðà). Çíàìåííèê i ÷èñåëüíèê k�ãî ðàöiî-
íàëüíîãî âêîðî÷åííÿ Pk

Qk
ëàíöþãîâîãî äðîáó [q0; q1, . . . , qn] ìîæíà çíà-

éòè çà ïðàâèëîì Pk = S(q0, q1, . . . , qk), Qk = S(q1, . . . , qk). Çîêðåìà,
[q0; q1, . . . , qn] =

Pn

Qn
=

S(q0, q1, . . . , qn)
S(q1, . . . , qn)

.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Òâåðäæåííÿ âè-
êîíó¹òüñÿ äëÿ k = 1: P1 = q0q1 + 1 = S(q0, q1), Q1 = q1 = S(q1);
i äëÿ k = 2: P2 = q0q1q2 + q2 + q0 = S(q0, q1, q2), Q2 = q1q2 + 1 =
S(q1, q2). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíå äëÿ âñiõ
ëàíöþãîâèõ äðîáiâ âèãëÿäó [q0; q1, . . . , ql], äå l 6 k − 1. Iç ðåêóðåíòíèõ
ñïiââiäíîøåíü (4.5) ìà¹ìî: Pk = qkPk−1 + Pk−2 = qkS(q0, . . . , qk−1) +
S(q0, . . . , qk−2). Àëå S(q0, . . . , qk−2) äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ òèõ îäíî÷ëåíiâ
ìíîãî÷ëåíà S(q0, q1, . . . , qk) , ó ïðîöåñi îäåðæàííÿ ÿêèõ ç îäíî÷ëåíà
q0q1 · · · qk íà îäíîìó ç êðîêiâ âèêðåñëþ¹òüñÿ ïàðà ìíîæíèêiâ, îäíèì
ç ÿêèõ ¹ qk. Ñïðàâäi, áóäü�ÿêèé îäíî÷ëåí ìíîãî÷ëåíà S(q0, . . . , qk−2)
îäåðæó¹òüñÿ ç îäíî÷ëåíà q0q1 · · · qk−2, ÿêèé ó ñâîþ ÷åðãó îäåðæó¹òüñÿ ç
q0q1 · · · qk âèêðåñëþâàííÿì ïàðè qk−1qk. Íàâïàêè, íåõàé ó ïðîöåñi îäåð-
æàííÿ ç q0q1 · · · qk îäíî÷ëåíà f íà ÿêîìóñü êðîöi âèêðåñëèëè ïàðó ìíî-
æíèêiâ qiqk. Òîäi ìíîæíèêè qi+1, . . . , qk−1 ìàþòü áóòè âèêðåñëåíi íà ïî-
ïåðåäíiõ êðîêàõ, ïðè÷îìó êîæíîãî ðàçó, êîëè îäèí iç ìíîæíèêiâ, ùî âè-
êðåñëþþòüñÿ, íàëåæèòü ìíîæèíi {qi+1, . . . , qk−1}, òî é äðóãèé ìíîæíèê
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íàëåæèòü öié ìíîæèíi. Çîêðåìà, öÿ ìíîæèíà ìiñòèòü ïàðíó êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ. ßêùî òåïåð ìè âiçüìåìî îäíî÷ëåí q0q1 · · · qk i âèêðåñëèìî
ñïî÷àòêó ïàðè qk−1qk, qk−3qk−2, . . . , qiqi+1, à ïîòiì ó ¨õ ïðèðîäíié ïî-
ñëiäîâíîñòi òi ïàðè ìíîæíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñü ïðè îäåðæàííi
îäíî÷ëåíà f , àëå íå çà÷iïàëè ìíîæíèêiâ iç ìíîæèíè {qi, qi+1, . . . , qk},
òî çíîâó îäåðæèìî îäíî÷ëåí f . Îñêiëüêè ïiñëÿ ïåðøîãî âèêðåñëåííÿ
îäåðæó¹òüñÿ îäíî÷ëåí q0q1 · · · qk−2, òî f ¹ îäíèì iç îäíî÷ëåíiâ ìíîãî-
÷ëåíà S(q0, . . . , qk−2).

Ó òîé æå ÷àñ qkS(q0, . . . , qk−1) äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ òèõ îäíî÷ëåíiâ ìíî-
ãî÷ëåíà S(q0, q1, . . . , qk), ïðè îäåðæàííi ÿêèõ ç îäíî÷ëåíà q0q1 · · · qk íà
æîäíîìó ç êðîêiâ íå âèêðåñëþ¹òüñÿ ìíîæíèê qk. Ñïðàâäi, êîæíèé îäíî-
÷ëåí ìíîãî÷ëåíà qkS(q0, . . . , qk−1) íàëåæèòü S(q0, q1, . . . , qk) i ìiñòèòü
ìíîæíèê qk, òîìó öåé ìíîæíèê âèêðåñëþâàòèñÿ íå ìiã. À ç iíøîãî áî-
êó, ÿêùî îäíî÷ëåí f ìíîãî÷ëåíà S(q0, q1, . . . , qk) ìiñòèòü ìíîæíèê qk, òî
âiäïîâiäíi âèêðåñëþâàííÿ çà÷iïàþòü ëèøå ÷àñòèíó q0q1 · · · qk−1 îäíî÷ëå-
íà q0q1 · · · qk−1qk, à òîìó f ¹ îäíèì ç îäíî÷ëåíiâ äîáóòêó qkS(q0, . . . , qk−1).

Òàêèì ÷èíîì, Pk = S(q0, q1, . . . , qk) i äëÿ ÷èñåëüíèêiâ Pk òâåðäæåííÿ
òåîðåìè äîâåäåíî.

Çàïèøåìî òåïåð ó âèãëÿäi çâè÷àéíîãî íåñêîðîòíîãî äðîáó P

Q
ëàí-

öþãîâèé äðiá [q1; q2, . . . , qk]. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ P = S(q1, . . . , qk).
Àëå ç ðiâíîñòåé

Pk

Qk
= [q0; q1, . . . , qk] = q0 +

1
P/Q

= q0 +
Q

P
=

q0P + Q

P

âèïëèâà¹, ùî Qk = P . Îòæå, Qk = S(q1, . . . , qk), ùî é çàâåðøó¹ äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè.

Çâiñíî, ïðàâèëî Îéëåðà äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñåëüíèêiâ i çíàìåííèêiâ
ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü ¹ ãðîìiçäêèì i äëÿ êîíêðåòíèõ ïiäðàõóíêiâ ìà-
ëî ïðèäàòíèì. Îäíàê ¹ çàäà÷i, äå öå ïðàâèëî ìîæå âèÿâèòèñü äóæå
êîðèñíèì. Íàïðèêëàä, îäíå ç íàéêîðîòøèõ ðîçâ'ÿçàíü íàñòóïíî¨ êëàñè-
÷íî¨ çàäà÷i áàçó¹òüñÿ ñàìå íà ïðàâèëi Îéëåðà.

Çàäà÷à 4.5. Äîâåñòè, ùî êîæíå ïðîñòå ÷èñëî âèãëÿäó 4s + 1 ìîæíà
ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ êâàäðàòiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé p = 4s + 1 � ïðîñòå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíi
äðîáè p

2
,
p

3
, . . . ,

p

2s
. Óñi âîíè áiëüøi çà 2 i íåñêîðîòíi. Çîáðàçèìî êî-

æåí ç öèõ äðîáiâ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó. Íåõàé l � îäíå ç ÷èñåë
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2, 3, . . . , 2s. Òîäi p

l
= [q0; q1, . . . , qn] =

Pn

Qn
, äå q0 > 2, n > 1 i qn > 2, áî

äðiá p

l
íå ¹ öiëèì ÷èñëîì. Çà òåîðåìîþ 4.5 p = Pn = S(q0, q1, . . . , qn),

l = Qn = S(q1, . . . , qn). Àëå ç îçíà÷åííÿ ñóìè S(q0, q1, . . . , qn) îäðàçó
âèïëèâà¹, ùî S(q0, q1, . . . , qn) = S(qn, qn−1, . . . , q0). Òîìó ç ðiâíîñòåé

[qn; qn−1, . . . , q0] =
S(qn, qn−1, . . . , q0)

S(qn−1, . . . , q0)
=

p

S(qn−1, . . . , q0)

ìàòèìåìî, ùî ÷èñëî r = S(qn−1, . . . , q0) òåæ ¹ îäíèì ç ÷èñåë 2, 3, . . . , 2s.
Iç ëàíöþãîâèõ çîáðàæåíü ÷èñåë p

l
i p

r
âèäíî, ùî êîëè ïîâòîðèòè ïîïå-

ðåäíi ìiðêóâàííÿ äëÿ ÷èñëà r, òî ìè ïðèéäåìî äî ÷èñëà l. Òàêèì ÷èíîì,
÷èñëà 2, 3, . . . , 2s ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè âèãëÿäó (l, r). Àëå âñüîãî ÷èñåë
2s − 1 � íåïàðíà êiëüêiñòü, òîìó ¹ ïàðà (l, r), â ÿêié l = r. Òîäi äëÿ
âiäïîâiäíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó p

l
= [q0; q1, . . . , qn] ìà¹ áóòè qn = q0,

qn−1 = q1 i ò.ä. Äàëi ìîæëèâi äâà âèïàäêè:
1) ×èñëî n � íåïàðíå, n = 2m + 1. Ìiðêóþ÷è, ÿê i ïðè äîâåäåííi

òåîðåìè 4.5, îòðèìó¹ìî:

p = S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2, q1, q0) =

= q0S(q0, . . . , qm+1, qm, . . . , q2, q1) + S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2) =

= q0

(
q1S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2) + S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q3)

)
+

+S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2) =

= S(q0, q1)S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2)+S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q3) =

· · · = S(q0, . . . , qm)S(q0, . . . , qm, qm+1) + S(q0, . . . , qm−1)S(q0, . . . , qm) =

= S(q0, . . . , qm)
(
S(q0, . . . , qm, qm+1) + S(q0, . . . , qm−1)

)
.

Îòæå, p ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê äâîõ ìíîæíèêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ áiëü-
øèé çà 1. Ïîçàÿê öå ñóïåðå÷èòü ïðîñòîòi ÷èñëà p, òî öåé âèïàäîê íåìî-
æëèâèé.

2) ×èñëî n � ïàðíå, n = 2m. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó, îòðèìó¹ìî:

p = S(q0, q1, . . . , qm, qm, . . . , q0) = · · · = S(q0, q1, . . . , qm)S(q0, q1, . . . , qm)+

+S(q0, q1, . . . , qm−1)S(q0, q1, . . . , qm−1) = P 2
m + P 2

m−1 .

Îòæå, êîæíå ïðîñòå ÷èñëî âèãëÿäó 4s + 1 ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ
êâàäðàòiâ.
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4.2. Íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè
Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè ïîøèðèìî àïàðàò ëàíöþãîâèõ äðîáiâ íà ìíîæèíó
R óñiõ äiéñíèõ ÷èñåë.

Íåñêií÷åííèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè áóäåìî íàçèâàòè âèðàçè âè-
ãëÿäó

q0 +
1

q1 +
1

q2+ . . .
+

1
qn+ . . .

= [q0; q1, q2, . . . , qn, . . .] , (4.13)

äå q0 ∈ Z i q1, q2, . . . , qn, . . . ∈ N.
Öå îçíà÷åííÿ ïîêè ùî ôîðìàëüíå. Ùîá çðîáèòè éîãî çìiñòîâíèì,

ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

P0

Q0
= q0 ,

P1

Q1
= q0 +

1
q1

, . . . ,
Pn

Qn
= q0 +

1
q1+ . . .

+
1
qn

, . . . (4.14)

ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Íàçèâàòèìåìî ¨õ, ÿê i ðàíiøå, ðàöiî-
íàëüíèìè âêîðî÷åííÿìè äðîáó (4.13). Çà òåîðåìîþ 4.3 iç ïîñëiäîâíîñòi
(4.14) ìîæíà âèäiëèòè çðîñòàþ÷ó ïiäïîñëiäîâíiñòü

P0

Q0
<

P2

Q2
< · · · < P2k

Q2k
< · · · ,

óñi ÷ëåíè ÿêî¨ ìåíøi çà P1

Q1
. Îñêiëüêè êîæíà ìîíîòîííà îáìåæåíà ïî-

ñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
k→∞

P2k

Q2k
= α.

Àíàëîãi÷íî ç ïîñëiäîâíîñòi (4.14) ìîæíà âèäiëèòè ñïàäíó ïiäïîñëi-
äîâíiñòü

P1

Q1
>

P3

Q3
> · · · > P2k+1

Q2k+1
> · · · ,

óñi ÷ëåíè ÿêî¨ áiëüøi çà P0

Q0
. Òîìó òàêîæ iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

k→∞
P2k+1

Q2k+1
= β.

Ðàçîì ç òèì iç òåîðåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k > 0 âèêîíóþ-
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òüñÿ íåðiâíîñòi P2k

Q2k
< α 6 β <

P2k+1

Q2k+1
, çâiäêè 0 6 β−α <

P2k+1

Q2k+1
− P2k

Q2k
=

1
Q2kQ2k+1

.
Àëå çíàìåííèêè ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü óòâîðþþòü ìîíîòîííî çðî-

ñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4.10) iç äîâåäåííÿ òåîðåìè
4.3). Òîìó ïðè k → ∞ ìà¹ìî Qk → ∞ i β − α → ∞. Ïîçàÿê íi α, íi
β âiä k íå çàëåæàòü, òî β − α = 0 i β = α. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî íå-
ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (4.13) iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

k→∞
Pk

Qk
= α éîãî

ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü, ÿêó ïðèðîäíî âçÿòè çà çíà÷åííÿ öüîãî äðîáó
(ìè áóäåìî òàêîæ ãîâîðèòè, ùî äðiá (4.10) çàäà¹ ÷èñëî α).

Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi
íàñòóïíî¨ òåîðåìè:
Òåîðåìà 4.6. Êîæíèé íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá (4.10)çàäà¹ äåÿêå
äiéñíå ÷èñëî α, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê α = lim

k→∞
Pk

Qk
= lim

k→∞
[q0; q1, . . . , qk].

Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî k > 0

P2k

Q2k
< α <

P2k+1

Q2k+1
i

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

QkQk+1
<

1
Q2

k

. (4.15)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çâîðîòíó çàäà÷ó: ÷è äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà
iñíó¹ � ñêií÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé � ëàíöþãîâèé äðiá, ÿêèé çàäà¹ öå
÷èñëî? ßêùî òàêèé äðiá iñíó¹, òî ÷è ¹äèíèé âií? I ÿê òàêèé äðiá ìîæíà
çíàéòè?

Òåîðåìà 4.7. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α iñíó¹ îäèí i òiëüêè îäèí
ëàíöþãîâèé äðiá, ÿêèé çàäà¹ öå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííÿ äðîáó. Ó ïîïåðåäíüîìó ïà-
ðàãðàôi (òåîðåìà 4.1) äîâåäåíî, ùî êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà
çàäàòè äåÿêèì ñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì. Íåõàé òåïåð ÷èñëî α �
iððàöiîíàëüíå. Ïîçíà÷èìî: q0 = [α], α1 = {α}−1 (ïîçàÿê α � iððàöiî-
íàëüíå, òî q0 6= α i {α} 6= 0). Òîäi α = q0 +

1
α1

, ÷èñëî α1 � iððàöiîíàëüíå
i α1 > 1. Ïîòiì çíàõîäèìî òàêå öiëå ÷èñëî q1 = [α1] i iððàöiîíàëüíå
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α2 > 1, ùî α1 = q1 +
1
α2

. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìó¹ìî:

α = q0 +
1
α1

, q0 = [α] ,

α1 = q1 +
1
α2

, q0 = [α1] ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn = qn +
1

αn+1
, qn = [αn] ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(4.16)

äå äëÿ âñiõ n > 1 ÷èñëî αn (éîãî ÷àñòî íàçèâàþòü n�òîþ ïîâíîþ ÷àñ-
òêîþ) � iððàöiîíàëüíå i áiëüøå 1. Òîìó qn = [αn] > 1 äëÿ âñiõ n > 1.
×èñëà q0, q1, . . . âèçíà÷àþòü íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá [q0; q1, . . .],
ÿêèé, çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, çàäà¹ äiéñíå ÷èñëî γ = lim

n→∞
Pn

Qn
,

äå Pn

Qn
= [q0; q1, . . . , qn] � n�òå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ öüîãî äðîáó.

Ñïðàâäi, ç (4.16) âèïëèâà¹, ùî α = q0 +
1

q1+ . . .
+qn +

1
αn+1

. Âè-

äíî, ùî êîëè â Pn+1

Qn+1
= q0 +

1
q1+ . . .

+qn +
1

qn+1

çàìiíèòè qn+1 íà

αn+1, òî îòðèìà¹ìî α. Àëå çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2 Pn+1

Qn+1
=

qn+1Pn + Pn−1

qn+1Qn + Qn−1
,

äå ÷èñëà Pn, Pn−1, Qn, Qn−1 íå çàëåæàòü âiä qn+1. Òîìó, çàìiíèâøè â
îñòàííié ðiâíîñòi qn+1 íà αn+1, îòðèìà¹ìî

α =
αn+1Pn + Pn−1

αn+1Qn + Qn−1
. (4.17)

Òîäi

|α− γ| =
∣∣∣∣α− lim

n→∞
Pn

Qn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
αn+1Pn + Pn−1

αn+1Qn + Qn−1
− Pn

Qn

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ lim

n→∞
QnPn−1 − PnQn+1

Qn(αn+1Qn + Qn−1)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
Qn(αn+1Qn + Qn−1)
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(íà îñòàííüîìó êðîöi ìè ñêîðèñòàëèñÿ òâåðäæåííÿì 4.2). Àëå ïîñëi-
äîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë Qn ìîíîòîííî çðîñòà¹ (íåðiâíiñòü (4.10) iç
äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.3) i αn > 1 äëÿ âñiõ n > 1. Òîìó Qn(αn+1Qn +

Qn−1) →∞, lim
n→∞

1
Qn(αn+1Qn + Qn−1)

= 0 i α = γ.
Äîâåäåìî òåïåð îäíîçíà÷íiñòü çîáðàæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi

ëàíöþãîâîãî äðîáó. Íåõàé êîæåí iç ëàíöþãîâèõ äðîáiâ [q0; q1, q2, . . .] i
[r0; r1, r2, . . .] çàäà¹ ÷èñëî α. ßêùî îáèäâà äðîáè ñêií÷åííi, òî çà òåîðå-
ìîþ 4.1 âîíè çáiãàþòüñÿ. Íåõàé òåïåð äðiá [q0; q1, q2, . . .] � íåñêií÷åííèé
i ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå n, ùî q0 = r0, . . . , qn−1 = rn−1, àëå qn 6= rn.

Ïîçíà÷èìî αn = qn +
1

qn+1+ . . .
, γn = rn +

1
rn+1+ . . .

. Òîäi ç

ðiâíîñòåé

α = q0 +
1

q1+ . . .
+qn−1 +

1
αn

= r0 +
1

r1+ . . .
+rn−1 +

1
γn

=

= q0 +
1

q1+ . . .
+qn−1 +

1
γn

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü αn = γn, à îòæå, i ðiâíiñòü [αn] = [γn], òîáòî qn = rn,
ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îäíîçíà÷íiñòü äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé ëàíöþãî-
âèé äðiá i êîæíèé ëàíöþãîâèé äðiá çàäà¹ äåÿêå ÷èñëî. Ïðè öüîìó ðàöiî-
íàëüíi ÷èñëà, i òiëüêè âîíè, çîáðàæóþòüñÿ ñêií÷åííèìè ëàíöþãîâèìè
äðîáàìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.7 ìà¹ êîíñòðóêòèâíèé õàðàêòåð, òîáòî íå òiëü-
êè âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñàì ôàêò iñíóâàííÿ çîáðàæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà ó
âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó, à é äà¹òüñÿ ìåòîä çíàõîäæåííÿ âñiõ åëå-
ìåíòiâ öüîãî äðîáó. Ïðîiëþñòðó¹ìî öåé ìåòîä íà ïðèêëàäi.

Çàäà÷à 4.6. Çîáðàçèòè ÷èñëî 2 +
√

5
3

ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ëàíöþãî-
âîãî äðîáó i çàìiíèòè äðiá éîãî ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì iç ïîõèáêîþ,
íå áiëüøîþ çà 0,0001.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äðiá [q0; q1, q2, . . .], ÿêèé çàäà¹ ÷èñëî α =
2 +

√
5

3
, çíàéäå-

ìî çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé (4.16):

q0 = [α] = 1 , α1 =
1

α− q0
=

3√
5− 1

, q1 = [α1] = 2 , α2 =
1

α1 − q1
=

= 1 +
3√
5

, q2 = [α2] = 2 , α3 =
1

α2 − q2
=

5
3
√

5− 5
, q3 = [α3] = 2 ,

α4 =
1

α3 − q3
=

1 +
√

5
3

, q4 = [α4] = 1 , α5 =
1

α4 − q4
= 3(

√
5 + 2) ,

q5 = [α5] = 12 , α6 =
1

α5 − q5
=

2 +
√

5
3

= α , q6 = [α6] = q0 = 1

i äàëi âñå ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþ¹òüñÿ. Îòæå, 2 +
√

5
3

= [1; 2, 2, 2, 1, 12, 1, . . .].
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü öüîãî äðîáó çàïîâíèìî

òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
qk � � 1 2 2 2 1 12 1 · · ·
Pk 0 1 1 3 7 17 24 305 329 · · ·
Qk 1 0 1 2 5 12 17 216 233 · · ·

Îá÷èñëèìî ìåæi ïîõèáêè 1
QkQk+1

îäåðæàíèõ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî-

÷åíü ÷èñëà 2 +
√

5
3

:

1
Q0Q1

=
1
2

> 0,0001;
1

Q1Q2
=

1
10

> 0,0001;
1

Q2Q3
=

1
60

> 0,0001;
1

Q3Q4
=

1
204

> 0,0001;
1

Q4Q5
=

1
3672

> 0,0001;
1

Q5Q6
=

1
50328

≈ 0,00002 < 0,0001.

Îòæå,
∣∣∣2 +

√
5

3
− 305

216

∣∣∣ ≈ 0,00002 < 0,0001.

Çàäà÷à 4.7. Çíàéòè ïåðøi ï'ÿòü åëåìåíòiâ çîáðàæåííÿ ÷èñëà 3
√

2 ó
âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî q0 = [ 3
√

2] = 1. Ïîçíà÷èìî α = 3
√

2 i íåõàé
òåïåð α = 1 + 1

α1
. Äëÿ çíàõîäæåííÿ α1 ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî α �

¹äèíèé äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ x3 − 2 = 0. Òîìó α1 ¹ ¹äèíèì äiéñíèì
êîðåíåì ðiâíÿííÿ (1 + 1

α1
)− 2 = 0 àáî α3

1 − 3α2
1 − 3α1 − 1 = 0. À ïîçàÿê

33− 3 · 32− 3 · 3− 1 = −11 < 0 i 43− 3 · 42− 3 · 4− 1 = 3 > 0, òî 3 < α1 < 4
i q1 = [α1] = 3. Äàëi ç ðiâíîñòi α1 = 3 + 1

α2
îäåðæó¹ìî, ùî α2 ¹ ¹äèíèì

äiéñíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (3 + 1
α2

)3 − 3(3 + 1
α2

)2 − 3(3 + 1
α2

)− 1 = 0 àáî
10α3

2−6α2
2−6α2−1 = 0. Iç íåðiâíîñòåé 10 ·13−6 ·12−6 ·1−1 = −3 < 0 i

10 ·23−6 ·22−6 ·2−1 = 43 > 0 òåïåð ìà¹ìî, ùî 1 < α2 < 2 i q2 = [α2] = 1.
Òàêèì æå ÷èíîì ç ðiâíîñòi α2 = 1 + 1

α3
çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ äëÿ α3:

3α3
3 − 12α2

3 − 24α3 − 10 = 0, çâiäêè 5 < α3 < 6 i q3 = [α3] = 5. Ïîòiì
àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî q4 = 1. Îòæå, 3

√
2 = [1; 3, 1, 5, 1, . . .].

Çàäà÷à 4.8. Äîâåñòè, ùî e + 1
e− 1

= [2; 6, 10, 14, . . . , 4n + 1, . . .].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ fn(x), n = 0, 1, 2, . . ., âèçíà÷åíi òàêèì
÷èíîì: fn(x) =

∞∑
k=0

(n + k)!
k!(2n + 2k)!

x2k. Çîêðåìà, f0(x) = 1+
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · =

1
2
(
ex + e−x

)
, f1(x) =

1
2x

(
x +

x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·

)
=

1
4x

(
ex + e−x

)
, i òîìó

f0(1/2)
f1(1/2)

=
e1/2 + e−1/2

e1/2 − e−1/2
=

e + 1
e− 1

. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ n i

k áóäå 0 <
(n + k)!

k!(2n + 2k)!
< 1, à òîìó äëÿ êîæíîãî n âiäïîâiäíèé ðÿä äëÿ

ôóíêöi¨ fn(x) çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1) (íàñïðàâäi âií çáiãà¹òüñÿ äëÿ
âñiõ x, àëå öå íàì íå ïîòðiáíî). Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

fn(x)− (4n + 2)fn+1(x) = 4x2fn+2(x) (4.18)
(ïåðåâiðêó öüîãî òâåðäæåííÿ ëèøà¹ìî ÷èòà÷àì ÿê âïðàâó). Ïîçíà÷èìî
αn =

fn(1/2)
fn+1(1/2)

. Òîäi ç ðiâíîñòi (4.18) âèïëèâà¹, ùî αn = (4n+2)+
1

αn+1
,

i îñêiëüêè αn+1 > 0, òî äëÿ âñiõ n αn > 4n + 2 > 1 i 1
αn+1

< 1, òîáòî

[αn] = 4n+2. Îòæå, α0 = 2+
1
α1

, α1 = 6+
1

α21
, α2 = 10+

1
α3

, . . ., à òîìó
e + 1
e− 1

= [2; 6, 10, 14, . . . , 4n + 1, . . .].
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Íàñòóïíå äåùî íåñïîäiâàíå çàñòîñóâàííÿ íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ ïîâ'ÿçàíå ç ðiçíèìè êàëåíäàðíèìè ñèñòåìàìè. ßê âiäîìî ç àñòðî-
íîìi¨, ðiê òðèâà¹ 365,2421987 . . . òàê çâàíèõ ñåðåäíiõ äiá. Òîìó çäàâíà
ëþäè íàìàãàëèñÿ çàìiíèòè öå ñêëàäíå âiäíîøåííÿ ìiæ òðèâàëiñòþ ðî-
êó é òðèâàëiñòþ äîáè õàé i íå òàêèì òî÷íèì, àëå áiëüø ïðèäàòíèì äëÿ
ñòâîðåííÿ êàëåíäàðÿ i ëiòî÷èñëåííÿ.

Çîáðàçèìî ÷èñëî α = 365,2421987 . . . ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ëàíöþ-
ãîâîãî äðîáó:

q0 = [α] = 365 , α1 =
1

α− q0
=

1
0,2421987 . . .

, q1 = [α1] = 4 , α2 =

=
1

α1 − q1
= 1+

1
0,128841 . . .

, q2 = [α2] = 7 , α3 =
1

α2 − q2
=

1
0,761486 . . .

,

q3 = [α3]= 1, α4 =
1

α3 − q3
=

1
0,31322 . . .

, q4 = [α4] = 3 , α5 =
1

α4 − q4
=

=
1

0,1926 . . .
, q5 = [α5] = 5 , α6 =

1
α5 − q5

=
1

0,191 . . .
, q6 = [α6] = 5

i ò.ä. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü îäåðæàíîãî ëàíöþãî-
âîãî äðîáó [365; 4, 7, 1, 3, 5, 5, . . .] çàïîâíèìî òàáëèöþ (4.6):

k � � 0 1 2 3 4 5 · · ·
qk � � 365 4 7 1 3 5 · · ·
Pk 0 1 365 1461 10592 12053 46751 1275791 · · ·
Qk 1 0 1 4 29 33 128 673 · · ·

Íàáëèæåííÿ P0

Q0
= 365 áóëî âiäîìå áàãàòüîì ñòàðîäàâíiì íàðîäàì.

Ñòàðîäàâíiì ¹ãèïòÿíàì, àñèðiéöÿì òà êèòàéöÿì áóëî âiäîìå i íàáëèæå-
ííÿ P1

Q1
= 365

1
4
, õî÷à âîíè ùå íå ìàëè ðåãóëÿðíèõ âèñîêîñíèõ ðîêiâ.

Ó 238 ð. äî í.å. âèéøîâ �Êàíîïñüêèé äåêðåò� Ïòîëåìåÿ Åâåðãåòà, çà
ÿêèì êîæíèé ÷åòâåðòèé ðiê ìàâ òðèâàòè íå 365, à 366 äiá (ãàäàþòü, ùî
â öié � îäíié ç ïåðøèõ � ðåôîðì êàëåíäàðÿ áðàâ ó÷àñòü ñëàâåòíèé
ãðåöüêèé â÷åíèé Åðàòîñòåí). Îäíàê ïðî öåé äåêðåò çà êiëüêà äåñÿòè-
ëiòü çàáóëè é òiëüêè â 47 ð. äî í.å. Þëié Öåçàð çíîâó ïîíîâèâ éîãî,
íàêàçàâøè êîæíîãî ÷åòâåðòîãî ðîêó äîäàâàòè îäíó çàéâó äîáó â ëþòî-
ìó ìiñÿöi. Öå i ¹ þëiàíñüêèé êàëåíäàð (àáî ñòàðèé ñòèëü). Ïðîòå âií
òðîõè çàâèùó¹ òðèâàëiñòü ðîêó i ïðèáëèçíî çà 128 ðîêiâ íàáiãà¹ ëèøíÿ
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äîáà. Òîìó çà êîæíi 128 ðîêiâ þëiàíñüêèé êàëåíäàð âiäñòà¹ âiä àñòðî-
íîìi÷íîãî íà îäíó äîáó. Ïðîòÿãîì ñòîëiòü öå ðîçõîäæåííÿ ñòàâàëî âñå
ïîìiòíiøèì. Ó XV ñò. âîíî ñÿãíóëî 10 äiá i íà ÷àñi ñòàëà ÷åðãîâà ðå-
ôîðìà êàëåíäàðÿ. Àëå ðåôîðìóâàííÿ âiäáóëîñÿ ëèøå â êiíöi XVI ñò. çà
ó÷àñòþ íiìåöüêîãî ìàòåìàòèêà Êëàâióñà. Ó êàòîëèöüêèõ êðà¨íàõ Çàõi-
äíî¨ �âðîïè íîâèé êàëåíäàð âïðîâàäæóâàâñÿ áóëîþ ïàïè Ãðèãîðiÿ XIII
âiä 1 áåðåçíÿ 1582 ð., òîìó âií i íàçèâà¹òüñÿ ãðèãîðiàíñüêèì (àáî íîâèì
ñòèëåì).

Ðåôîðìà ïàïè Ãðèãîðiÿ XIII ìàëà äâi ñêëàäîâi. Ïî�ïåðøå, ç êàëåí-
äàðÿ, ùîá óçãîäèòè éîãî ç àñòðîíîìi÷íèì, âèêðåñëþâàëîñÿ 10 äiá i ïiñëÿ
4 æîâòíÿ 1582 ð. éøëî îäðàçó 15 æîâòíÿ. Ïî�äðóãå, ùîá çáëèçèòè òðè-
âàëiñòü êàëåíäàðíîãî ðîêó é àñòðîíîìi÷íîãî, ðîêè, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ
äâîìà íóëÿìè, îãîëîøóâàëèñü íå âèñîêîñíèìè, à çâè÷àéíèìè (çà âèíÿ-
òêîì òèõ ðîêiâ, ÷èñëî ñîòåíü â ÿêèõ äiëèòüñÿ íà 4). Òîìó ðîêè 1700�é,
1800�é, 1900�é, 2100�é i ò.ä. � íå âèñîêîñíi, òîäi ÿê 1600�é, 2000�é �
âèñîêîñíi.

Òàêèì ÷èíîì, çà íîâèì ñòèëåì ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ðîêó ñòàíîâèòü
365

97
400

äiá, ùî òðîõè áiëüøå çà îäåðæàíi âèùå äðóãå P2

Q2
= 365

7
29

i òðåò¹
P3

Q3
= 365

8
33

ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ äëÿ àñòðîíîìi÷íîãî ðîêó
(
365

7
29

<

365,2421987 . . . < 365
8
33

< 365
97
400

)
. Êàëåíäàðíèé ðiê çà íîâèì ñòèëåì

i àñòðîíîìi÷íèé ðiê ðîçðiçíÿþòüñÿ ïðèáëèçíî íà 0,0003013 . . . äîáè, i
ðîçõîäæåííÿ íà 1 äîáó íàáiãà¹ ïðèáëèçíî çà 3300 ðîêiâ.

Íåâiäîìî, ÷è â ÿêié�íåáóäü êàëåíäàðíié ñèñòåìi âèêîðèñòîâóâàëîñü
äðóãå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ 365

7
29

. Ó êiíöi XI ñò. âèäàòíèé ïåðñüêî�
òàäæèöüêèé àñòðîíîì, ïîåò i ìàòåìàòèê Îìàð Õàéÿì íàìàãàâñÿ âïðî-
âàäèòè â Ïåðñi¨ êàëåíäàð, ùî ãðóíòóâàâñÿ íà òðåòüîìó ðàöiîíàëüíîìó
âêîðî÷åííi 365

8
33

. Çà Õàéÿìîì êàëåíäàðíèé öèêë ñêëàäàâñÿ ç 33 ðîêiâ,
äå êîæíèé 4�é ðiê ¹ âèñîêîñíèì, îêðiì 32�ãî; çàìiñòü 32�ãî âèñîêîñíèì
¹ 33�é ðiê. Çà êàëåíäàðåì Îìàðà Õàéÿìà êàëåíäàðíèé ðiê i àñòðîíîìi-
÷íèé ðîçðiçíÿþòüñÿ ïðèáëèçíî íà 0,000225 . . . äîáè, i ðîçõîäæåííÿ íà
1 äîáó íàáiãà¹ ïðèáëèçíî çà 4500 ðîêiâ, òîáòî öåé êàëåíäàð ¹ çíà÷íî
òî÷íiøèì çà ãðèãîðiàíñüêèé.

Ó êiíöi XIX ñò. â Ðîñi¨ îáãîâîðþâàâñÿ ïðîåêò êàëåíäàðíî¨ ðåôîð-
ìè, ùî  ðóíòóâàâñÿ íà ÷åòâåðòîìó ðàöiîíàëüíîìó íàáëèæåííi P4

Q4
=
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365
31
128

. Çà öèì ïðîåêòîì êàëåíäàðíèé öèêë òðèâàâ áè 128 ðîêiâ, ç ÿêèõ
31 áóëè á âèñîêîñíèìè. Ïðè öüîìó êàëåíäàðíèé ðiê i àñòðîíîìi÷íèé
ðîçðiçíÿëèñÿ á ïðèáëèçíî íà 0,000011 . . . äîáè, i ðîçõîäæåííÿ íà 1 äîáó
íàáiãàëî á ïðèáëèçíî çà 90000 ðîêiâ.

Ï'ÿòå ðàöiîíàëüíå íàáëèæåííÿ P5

Q5
= 365

163
673

äà¹ çìîãó ñòâîðèòè
êàëåíäàðíó ñèñòåìó iç 673�ði÷íèì öèêëîì, ùî íå íàáàãàòî áiëüøå íè-
íiøíüîãî 400�ði÷íîãî, àëå ÿêà áóëà á ìàéæå â òèñÿ÷ó ðàçiâ òî÷íiøà çà
íèíiøíþ. Ó öié ñèñòåìi êàëåíäàðíèé i àñòðîíîìi÷íèé ðîêè ðîçðiçíÿëèñÿ
á ëèøå íà 0,0000004 . . . äîáè, à ðîçõîäæåííÿ íà 1 äîáó íàáiãàëî á ëèøå
çà êiëüêà ìiëüéîíiâ ðîêiâ.

4.3. Ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ ÿê �íàéêðàùi�
íàáëèæåííÿ

Iç êîæíèì íåñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì [q0; q1, q2, . . .] ïîâ'ÿçàíà
íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíü ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè iððàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà α = [q0; q1, q2, . . .]. Öþ ïîñëiäîâíiñòü óòâîðþþòü ðàöiî-
íàëüíi âêîðî÷åííÿ P0/Q0, P1/Q1, . . ., ÿêi â ïåâíîìó ñåíñi ¹ �íàéêðàùè-
ìè� íàáëèæåííÿìè äî ÷èñëà α. �Íàéêðàùèé� òóò îçíà÷à¹, ùî ñåðåä óñiõ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, çíàìåííèê ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ Qk, íàéáëèæ÷èì äî
÷èñëà α ¹ ÷èñëî Pk/Qk. Äåÿêó iíôîðìàöiþ ïðî áëèçüêiñòü ðàöiîíàëüíèõ
âêîðî÷åíü äî ÷èñëà α äà¹ íåðiâíiñòü (4.15). Àëå äåòàëüíiøèé ðîçãëÿä
ïîêàçó¹, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü âèêî-
íóþòüñÿ òðîõè �êðàùi� íåðiâíîñòi.

Òåîðåìà 4.8 (Âàëåí). ßêùî Pn

Qn
i Pn+1

Qn+1
� äâà ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ

ëàíöþãîâîãî äðîáó, ÿêèé çàäà¹ äiéñíå ÷èñëî α, òî ìà¹ ìiñöå ïðèíàéìíi
îäíà ç íåðiâíîñòåé

∣∣∣∣α−
Pn

Qn

∣∣∣∣ <
1

2Q2
n

,

∣∣∣∣α−
Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ <
1

2Q2
n+1

. (4.19)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 4.6 ÷èñëà Pn

Qn
i Pn+1

Qn+1
ëåæàòü íà ÷èñëîâié îñi

ïî ðiçíi áîêè âiä ÷èñëà α. Òîìó ç íåðiâíîñòåé
∣∣∣∣α −

Pn

Qn

∣∣∣∣ > 1
2Q2

n

i
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∣∣∣∣α−
Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ > 1
2Q2

n+1

âèïëèâàëî á

∣∣∣∣
Pn

Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ =
1

QnQn+1
> 1

2

(
1

Q2
n

+
1

Q2
n+1

)
àáî

1
Q2

n

+
1

Q2
n+1

− 2
QnQn+1

=
(

1
Qn

− 1
Qn+1

)2

6 0,

ùî, î÷åâèäíî, íåâiðíî. Îòæå, õî÷à á îäíà ç íåðiâíîñòåé (4.19) âèêîíó¹-
òüñÿ.

Ó ïåâíîìó ñåíñi îáåðíåíîþ äî òåîðåìè Âàëåíà ¹ íàñòóïíà òåîðåìà,
äîâåäåíà Ëåæàíäðîì.

Òåîðåìà 4.9. ßêùî äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ öiëèõ ÷èñåë a, b (b > 0) âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ <
1

2b2
, òî äðiá a

b
¹ îäíèì iç ðàöiîíàëüíèõ

âêîðî÷åíü ÷èñëà α.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäìiííîãî âiä a/b

ðàöiîíàëüíîãî äðîáó m/n, n > 0, iç íåðiâíîñòi
∣∣∣α− m

n

∣∣∣ <
1

2bn
âèïëèâà¹

íåðiâíiñòü n > b. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi äðiá m/n ìîæíà ââàæàòè
íåñêîðîòíèì. ßêùî b = n, òî
∣∣∣α−m

n

∣∣∣=
∣∣∣α−m

b

∣∣∣=
∣∣∣α−a

b
+

a

b
−m

b

∣∣∣ >
∣∣∣a
b
−m

b

∣∣∣−
∣∣∣α−a

b

∣∣∣> 1
b
− 1

2b2
=

2b− 1
2b2

>

> 1
2b2

=
1

2bn
, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî n 6=b.

Òîäi
0 6= m

n
− a

b
=

mb− na

nb
i |mb− na| > 1 . Çâiäñè

1
bn

6 |mb− na|
bn

=
∣∣∣m
n
− a

b

∣∣∣ 6
∣∣∣m
n
− α

∣∣∣ +
∣∣∣α− a

b

∣∣∣ <
1

2bn
+

1
2b2

.

Îòæå,
1
n

<
1
2n

+
1
2b

,
1
2n

<
1
2b

i n > b .

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî äðiá a/b íå ¹ ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì ÷è-
ñëà α. Òîäi

∣∣∣α − a

b

∣∣∣ 6= 0 i çíàéäåòüñÿ ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ Pn/Qn
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÷èñëà α, äëÿ ÿêîãî
∣∣∣α − Pn

Qn

∣∣∣ <
∣∣∣α − a

b

∣∣∣. Iç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî
òîäi Qn > b. Îñêiëüêè Q0 = 1, òî iñíó¹ òàêå k, ùî Qk 6 b < Qk+1.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

{
Pkx + Pk+1y = a ,
Qkx + Qk+1y = b .

(4.20)

Iç òâåðäæåííÿ 4.2 âèïëèâà¹, ùî âèçíà÷íèê PkQk+1−Pk+1Qk öi¹¨ ñèñòåìè
äîðiâíþ¹ ±1, à òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,
ÿêèé äî òîãî æ áóäå öiëî÷èñåëüíèì. Îñêiëüêè Pk

Qk
6= a

b
6= Pk+1

Qk+1
, òî

x 6= 0 i y 6= 0, à ç íåðiâíîñòi b < Qk+1 i äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
(4.20) âèïëèâà¹, ùî x i y ìàþòü ðiçíi çíàêè. Çà òåîðåìîþ 4.6 âèðàçè
Qkα − Pk = Ok

(
α − Pk

Qk

)
i Qk+1α − Pk+1 = Qk+1

(
α − Pk+1

Qk+1

)
òàêîæ

ìàþòü ðiçíi çíàêè. Òîìó â ðiâíîñòi

bα−a = (Qkx+Qk+1y)α−(Pkx+Pk+1y) = (Qkα−Pk)x+(Qk+1α−Pk+1)y

îáèäâà äîäàíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìàþòü îäíàêîâi çíàêè i íåíóëüîâi. Àëå
òîäi |bα− a| > |Qkα− Pk| i

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ >
1
b

∣∣∣Qkα− Pk

∣∣∣ =
Qk

b

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ <
b

Qk

∣∣∣∣α−
a

b

∣∣∣∣ 6 b

Qk
· 1
2b2

=
1

2Qkb
,

çâiäêè, çà äîâåäåíèì íà ïî÷àòêó, Qk > b, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ðà-
öiîíàëüíîãî âêîðî÷åííÿ Pk/Qk. Òîìó ïðèïóùåííÿ, ùî äðiá a/b íå ¹
ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì ÷èñëà α, ¹ õèáíèì.

Iñòîðè÷íî òåîðåìi Âàëåíà ïåðåäóâàëà

Òåîðåìà 4.10 (Äiðiõëå). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α i äî-
âiëüíîãî τ > 1 ìîæíà çíàéòè òàêèé ðàöiîíàëüíèé äðiá a

b
, ùî

b 6 τ i
∣∣∣α− a

b

∣∣∣ <
1
bτ

.
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Äîâåäåííÿ. Çíîâó ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pk

Qk
k�òå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åí-

íÿ ÷èñëà α. Îñêiëüêè çíàìåííèêè ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü ìîíîòîííî
çðîñòàþòü (íåðiâíiñòü (4.10)), òî ìîæíà çíàéòè íàéáiëüøå n, äëÿ ÿêîãî
Qn 6 τ . Òîäi äðiá Pn

Qn
çàäîâîëüíÿòèìå óìîâó òåîðåìè. Ñïðàâäi, ÿêùî

Pn

Qn
� íå îñòàíí¹ ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ ÷èñëà α, òî τ < Qn+1 i, çãiäíî

ç òåîðåìîþ 4.4,
∣∣∣∣α−

Pn

Qn

∣∣∣∣ 6 1
QnQn+1

<
1

Qnτ
, äå Qn 6 τ .

ßêùî æ ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ Pn

Qn
� îñòàíí¹, òî α =

Pn

Qn
i

∣∣∣∣α−
Pn

Qn

∣∣∣∣ = 0 <
1

Qnτ
, äå Qn 6 τ .

Ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ìiæ òåîðåìàìè 4.8 i 4.10 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ïåðøà ñòâåðäæó¹ iñíóâàííÿ äëÿ äîâiëüíîãî iððàöiîíàëüíîãî ÷èñëà íå-
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü ç íåïîãàíîþ îöiíêîþ, ó
òîé ÷àñ ÿê â äðóãié òåîðåìi îöiíêà ïîêðàùó¹òüñÿ, ïðîòå ãàðàíòó¹òüñÿ
iñíóâàííÿ ëèøå îäíîãî ïîòðiáíîãî íàáëèæåííÿ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïè-
òàííÿ: ÷è íå ìîæíà ïîñèëèòè òåîðåìó Âàëåíà, çàìiíèâøè ñòàëó 1/2 â
ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.19) ìåíøîþ ñòàëîþ c, àëå òàêîþ, ùîá çíî-
âó æ òàêè äëÿ äîâiëüíîãî iððàöiîíàëüíîãî ÷èñëà α iñíóâàëî íåñêií÷åííî
áàãàòî ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü a/b, äëÿ ÿêèõ âèêîíóâàëàñü áè íåðiâ-
íiñòü

∣∣∣α − a

b

∣∣∣ <
c

b2
? I ÿêùî òàêi ñòàëi c iñíóþòü, òî ÷è ¹ ñåðåä íèõ

íàéìåíøà? Âè÷åðïíó âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äàëè Áîðåëü i Ãóðâiö.

Òåîðåìà 4.11 (Áîðåëü�Ãóðâiö). à) ßêùî Pn

Qn
, Pn+1

Qn+1
, Pn+2

Qn+2
� òðè

ïîñëiäîâíi ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ äiéñíîãî ÷èñëà α, òî âèêîíó¹òüñÿ
ïðèíàéìíi îäíà ç íåðiâíîñòåé:
∣∣∣∣α−

Pn

Qn

∣∣∣∣ <
1√
5Q2

n

,

∣∣∣∣α−
Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ <
1√

5Q2
n+1

,

∣∣∣∣α−
Pn+2

Qn+2

∣∣∣∣ <
1√

5Q2
n+2

.

á) Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíñòàíòè 0 < c <
1√
5
íåðiâíiñòü

∣∣∣1 +
√

5
2

− a

b

∣∣∣ <

<
c

b2
çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå ñêií÷åííÿ êiëüêiñòü ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ a

b
.
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íåñêëàäíå, îäíàê äîñèòü ãðîìiçäêå. Òîìó ìè
íå áóäåìî éîãî íàâîäèòè. Äîïèòëèâèé ÷èòà÷ ìîæå ñïðîáóâàòè äîâåñòè
öþ òåîðåìó ñàìîñòiéíî àáî çíàéòè ¨¨ äîâåäåííÿ â ëiòåðàòóði ç ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ.

4.4. Êâàäðàòè÷íi iððàöiîíàëüíîñòi é ïåðiîäè÷íi
ëàíöþãîâi äðîáè

Ìíîæèíó Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà îòîòîæíèòè iç ìíîæèíîþ âñiõ
êîðåíiâ óñiõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òîìó ïðè-
ðîäíî ââàæàòè, ùî íàéïðîñòiøèìè iððàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè ¹ êîðåíi
êâàäðàòíèõ ðiâíÿíü ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

×èñëî θ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ iððàöiîíàëüíiñòþ, ÿêùî θ ¹ êîðå-
íåì äåÿêîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ax2 + bx + c ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè
a, b, c i äîäàòíèì äèñêðèìiíàíòîì D = b2 − 4ac, ïðè÷îìó äèñêðèìiíàíò
D íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì.

Iç ôîðìóëè äëÿ êîðåíiâ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî
θ ¹ êâàäðàòè÷íîþ iððàöiîíàëüíiñòþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi θ =
P +

√
D

Q
, äå ÷èñëà P i Q � öiëi, à D � íàòóðàëüíå

÷èñëî, ÿêå íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì. Ùå Ëàãðàíæ âñòàíîâèâ, ùî êâà-
äðàòè÷íi iððàöiîíàëüíîñòi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç îäíèì äóæå öiêàâèì êëàñîì
íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá [q0; q1, q2, . . .] íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè-
÷íèì, ÿêùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m (âîíî íàçèâà¹òüñÿ äîâæè-
íîþ ïåðiîäó), ùî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ íîìåðiâ n íåïîâíi ÷àñòêè
q0; q1, q2, . . . öüîãî äðîáó çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü qn+m = qn. Çàïèñóâà-
òèìåìî òàêi äðîáè ó âèãëÿäi [q0; q1, q2, . . . , qk, (qk+1, . . . , qk+m)], äå êðóãëi
äóæêè âèäiëÿþòü áëîê íåïîâíèõ ÷àñòîê, ÿêèé äàëi ïåðiîäè÷íî ïîâòî-
ðþ¹òüñÿ.

Òåîðåìà 4.12. Çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ¹
êâàäðàòè÷íîþ iððàöiîíàëüíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ÷èñëî α ¹ çíà÷åííÿì ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþãîâîãî äðî-
áó [q0; q1, q2, . . . , qk−1, (qk, . . . , qk+m−1)]. Âèçíà÷èìî ÷èñëà αn, n > 0,
òàê ñàìî, ÿê â ðiâíîñòÿõ 4.16 iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.7. Òîäi αn =
= [qn; qn+1, qn+2, . . .] i ç ïåðiîäè÷íîñòi äðîáó âèïëèâà¹, ùî αk = αk+m.
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Ç iíøîãî áîêó, ç ðiâíîñòi (4.17) îòðèìó¹ìî:

αk =
Pk−2 − αQk−2

αQk−1 − Pk−1
, αk+m =

Pk+m−2 − αQk+m−2

αQk+m−1 − Pk+m−1
,

äå Pk

Qk
� k�òå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ ÷èñëà α. Ïðèðiâíþþ÷è ïðàâi

÷àñòèíè îäåðæàíèõ ðiâíîñòåé, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî
äëÿ α ðiâíÿííÿ Aα2 + Bα + C = 0, äå êîåôiöi¹íòè

A = Qk−1Qk+m−2 −Qk−2Qk+m−1 ,

B = Pk−2Qk+m−1 − Pk+m−2Qk−1 + Pk+m−1Qk−2 − Pk−1Qk+m−2 ,

C = Pk−1Pk+m−2 − Pk−2Pk+m−1

¹ öiëèìè ÷èñëàìè.
Äîâåäåìî òåïåð, ùî A 6= 0. Ìîæíà ââàæàòè, ùî k > 2 (iíàêøå äàíèé

äðiá ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi [q0; q1, ... , qk+m−1, (qk+m, ... , qk+2m−1)]).
Òîäi ðiâíiñòü A = 0 ðiâíîñèëüíà ðiâíîñòi

Qk−1

Qk−2
=

Qk+m−1

Qk+m−2
.

Çà òâåðäæåííÿì 4.1 â îáîõ ÷àñòèíàõ öi¹¨ ðiâíîñòi ñòîÿòü íåñêîðîòíi äðî-
áè. Àëå òîäi Qk−2 = Qk+m−2 i Qk−1 = Qk+m−1, ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíî-
ñòÿì (4.10).

Îòæå, α ¹ êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà
iððàöiîíàëüíå, áî çàäà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì. Òîìó α
� êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü.

Çàäà÷à 4.9. Çíàéòè êâàäðàòè÷íó iððàöiîíàëüíiñòü, ÿêó çàäà¹ ïåðiî-
äè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá [2; (1, 1, 1, 4)].
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.12,
îäåðæó¹ìî äëÿ ÷èñëà α = [2; (1, 1, 1, 4)] ðiâíÿííÿ

α1 =
P−1 − αQ−1

αQ0 − P0
= α5 =

P3 − αQ3

αQ4 − P4
,

áî çà óìîâîþ çàäà÷i k = 1 i m = 4. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñåëüíèêiâ Pn i
çíàìåííèêiâ On ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü çàïîâíèìî òàáëèöþ (4.6):

k -1 0 1 2 3 4 · · ·
qk 2 1 1 1 4 · · ·
Pk 0 1 2 3 5 8 37 · · ·
Qk 1 0 1 1 2 3 14 · · ·
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Îòæå, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ 1
α− 2

=
8− 2α

14α− 37
, çâiäêè α2 − 7 = 0 i α =

√
7,

îñêiëüêè q0 = [α] = 2.

Òåîðåìà 4.13 (Ëàãðàíæ). Äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü
çàäà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì ëàíöþãîâèì äðîáîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü, òîáòî α ¹ êîðåíåì
êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà Ax2 +Bx+C ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè i äîäàòíèì
äèñêðèìiíàíòîì, ïðè÷îìó äèñêðèìiíàíò íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì. Ïiä-
ñòàâëÿþ÷è â ðiâíiñòü Aα2 + Bα + C = 0 çíà÷åííÿ α =

αnPn−1 + Pn−2

αnQn−1 + Qn−2

iç (4.17), ïiñëÿ çâåäåííÿ äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà ìàòèìåìî:

A(αnPn−1 + Pn−2)2 + B(αnPn−1 + Pn−2)(αnQn−1 + Qn−2)+

+C(αnQn−1 + Qn−2)2 = 0 .

Îòæå, αn ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ

Anx2 + Bnx + Cn = 0 , (4.21)

êîåôiöi¹íòè

An = AP 2
n−1 + BPn−1Qn−1 + CQ2

n−1,

Bn = 2APn−1Pn−2 + B(Pn−1Qn−2 + Pn−2Qn−1) + 2CQn−1Qn−2,

Cn = AP 2
n−2 + BPn−2Qn−2 + CQ2

n−2

(4.22)

ÿêîãî ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. Iç òâåðäæåííÿ 4.2 âèïëèâà¹, ùî äèñêðèìiíàíò
ðiâíÿííÿ (4.21) äîðiâíþ¹

B2
n−4AnCn = (B2−4AC)(Pn−1Qn−2+Pn−2Qn−1)2 = B2−4AC , (4.23)

òîáòî äëÿ âñiõ n äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ (4.21) îäèí i òîé æå i çáiãà¹òüñÿ
ç äèñêðèìiíàíòîì ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ Ax2 + Bx + C = 0. Êðiì òîãî,
Cn = An−1.

Çãàäàéìî òåïåð (òåîðåìà 4.6), ùî
∣∣∣∣α−

Pn−1

Qn−1

∣∣∣∣ <
1

Q2
n−1

. Òîìó Pn−1 =

αQn−1 +
δn−1

Qn−1
, äå | δn−1| < 1, i ç ïåðøî¨ ç ðiâíîñòåé (4.22) îòðèìó¹ìî:

∣∣An

∣∣ =
∣∣∣∣A

(
αQn−1 +

δn−1

Qn−1

)2

+ B

(
αQn−1 +

δn−1

Qn−1

)
Qn−1 + CQ2

n−1

∣∣∣∣ =
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=
∣∣∣∣(Aα2 + Bα + C)Q2

n−1 + 2Aαδn−1 + Bδn−1 + A
δ2
n−1

Q2
n−1

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣2Aαδn−1 + Bδn−1 + A

δ2
n−1

Q2
n−1

∣∣∣∣ < 2
∣∣Aα

∣∣ +
∣∣B∣∣ +

∣∣A∣∣ .

Òàêèì ÷èíîì, êîåôiöi¹íòè An i Cn îáìåæåíi çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ,
à ïîçàÿê âîíè ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, òî ìîæóòü íàáóâàòè ëèøå ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü. Àëå ç ðiâíîñòi (4.23) âèïëèâà¹, ùî B2

n = B2 −
4AC + 4AnCn, òîáòî Bn òåæ ìîæå íàáóâàòè ëèøå ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ðiçíèõ çíà÷åíü. Òîìó äëÿ n > 1 ñåðåä ðiâíÿíü (4.21) ìîæå áóòè ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü ðiçíèõ, à â òàêîìó ðàçi αn òåæ ìîæå íàáóâàòè ëèøå
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü. Îòæå, ïðè íàëåæíîìó âèáîði k i
m ìàòèìåìî αk = αk+m. Òîäi äëÿ çîáðàæåííÿ ÷èñëà α íåñêií÷åííèì
ëàíöþãîâèì äðîáîì α = [q0; q1, q2, . . .] îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

α = q0 +
1

q1+ . . .
+

1

qk−1 +
1
αk

= q0 +
1

q1+ . . .
+

1

qk+m−1 +
1

αk+m

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ i > 0 qk+i = qk+i+m, òîáòî ùî äðiá
[q0; q1, q2, . . .] ¹ ïåðiîäè÷íèì.

Çàäà÷à 4.10. Ïîäàòè îáèäâà êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + 9x + 6 = 0 ÿê ïåðiî-
äè÷íi ëàíöþãîâi äðîáè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîðåíÿìè äàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñëà α =
−9 +

√
57

2
i β =

−9−√57
2

. Äiþ÷è ÿê i ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i 4.6, äëÿ ÷èñëà α îòðèìó-
¹ìî:

q0 = [α] = −1 , α1 =
1

α− q0
=

7 +
√

57
4

, q1 = [α1] = 3 , α2 =
1

α1 − q1
=

=
5 +

√
57

8
, q2 = [α2] = 1 , α3 =

1
α2 − q2

=
3 +

√
57

6
, q3 = [α3] = 1 ,

α4 =
1

α3 − q3
=

3 +
√

57
8

, q4 = [α4] = 1 , α5 =
1

α4 − q4
=

5 +
√

57
4

,
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q5 = [α5] = 3 , α6 =
1

α5 − q5
=

7 +
√

57
2

, q6 = [α6] = 7 ,

α7 =
1

α6 − q6
=

7 +
√

57
4

= α1 ,

òîìó äëÿ âñiõ i > 0 ìà¹ìî q1+i = q7+1 i α = [−1; (3, 1, 1, 1, 3, 7)].
Äëÿ ÷èñëà β àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî:

r0 = [β] = −9 , β1 =
1

β − r0
=

9 +
√

57
12

, r1 = [β1] = 1 , β2 =
1

β1 − r1
=

=
3 +

√
57

4
, r2 = [β2] = 2 , β3 =

1
β2 − r2

=
5 +

√
57

8
= α2 .

Òîìó äàëi ìàòèìåìî r3 = q2 = 1, r4 = q3 = 1, r5 = q4 = 1, r6 =
q5 = 3, r7 = q6 = 7, r8 = q7 = 3 i äëÿ âñiõ i > 0 r3+i = r9+i. Îòæå,
β = [−9; 1, 2, (1, 1, 1, 3, 7, 3)].

Çàäà÷à 4.11. Íåõàé α, β � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 − ax− 1 = 0, äå a ∈ N,
i α > 0. Ïîêàçàòè, ùî çíàìåííèêè ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü íåñêií÷åí-
íîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó, ÿêèì çàäà¹òüñÿ ÷èñëî α, ìîæíà çíàéòè çà
ôîðìóëîþ Qn =

αn+1 − βn+1

α− β
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ:
Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü a0, a1, . . . äiéñíèõ ÷èñåë äëÿ âñiõ n > 0 çàäî-

âîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ an+1 = ban + an−1. ßêùî ðiâíÿííÿ
x2 − bx − 1 = 0 ìà¹ äâà ðiçíi äiéñíi êîðåíi x1 i x2, òî iñíóþòü òàêi
íåçàëåæíi âiä n ÷èñëà A i B, ùî an = Axn

1 + Bxn
2 äëÿ âñiõ n > 0.

Ñïðàâäi, ïîçàÿê x2
1 = bx1 + 1 i x2

2 = bx2 + 1, òî Axn+1
1 + Bxn+1

2 =
Axn−1

1 (bx1 + 1) + Bxn−1
2 (bx2 + 1) = = b(Axn

1 + Bxn
2 ) + (Axn−1

1 + Bxn−1
2 ) ,

òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë A i B ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì
cn = Axn

1 + Bxn
2 âêàçàíå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ çàäîâîëüíÿ¹. Ùîá

ïîñëiäîâíiñòü cn, n > 0, çáiãàëàñü iç äàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ an, n > 0,
ìóñÿòü, çîêðåìà, âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi a0 = A + B i a1 = Ax1 = Bx2.
Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî A =

a0x2 − a1

x2 − x1
, B =

a1 − a0x1

x2 − x1
. Îñêiëüêè äëÿ

n > 1 ÷ëåíè îáîõ ïîñëiäîâíîñòåé an, n > 0, i cn, n > 0, ìîæíà øóêàòè çà
îäíèì i òèì æå ðåêóðåíòíèì ïðàâèëîì, òî äàëi çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨
ëåãêî äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ çíàéäåíèõ çíà÷åíü A i B ïîñëiäîâíiñòü cn

çáiãà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ an.
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Ïîâåðíåìîñü òåïåð äî íàøî¨ çàäà÷i. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî çîáðàæåí-

íÿ ÷èñëà α =
a +

√
a2 + 4
2

ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Îñêiëüêè a ∈ N, òî a2 < a2 + 4 < (a + 2)2 i a <
a +

√
a2 + 4
2

< a + 1,
çâiäêè q0 = [α] = a. Òîäi

α1 =
1

α− q0
=

1
a +

√
a2 + 4
2

− a

=
2√

a2 + 4− a
=

a +
√

a2 + 4
2

= α .

Îòæå, âñi íàñòóïíi íåïîâíi ÷àñòêè òàêîæ äîðiâíþâàòèìóòü a i α =
[a; (a)]. Òîìó çíàìåííèêè Qn ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü öüîãî ëàíöþãîâî-
ãî äðîáó çàäîâîëüíÿòèìóòü ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ Qn+1 = aQn +
Qn−1. Iç äîïîìiæíîãî òâåðäæåííÿ òîäi îòðèìó¹ìî, ùî Qn ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿäi Qn = Aαn + Bβn. Iç ðiâíîñòåé 1 = Q0 = A + B i
a = Q1 = Aα+Bβ ëåãêî çíàõîäèìî êîåôiöi¹íòè A =

β − a

β − α
, B =

a− α

β − α
.

Òàêèì ÷èíîì, Qn =
β − a

β − α
αn+

a− α

β − α
βn i âðàõîâóþ÷è, ùî αβ = −1, aα =

α2 − 1, aβ = β2 − 1, ìà¹ìî:

Qn =
−αn−1 − (α2 − 1)αn−1

β − α
+
−βn−1 − (β2 − 1)βn−1

β − α
=

αn+1 − βn+1

α− β
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ. Íåâàæêî çíàéòè çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó i âiä'¹ìíîãî êîðåíÿ β =
a−√a2 + 4

2
ðiâíÿííÿ x2 −

ax− 1 = 0. Ñïðàâäi,

−1 =
a− (a + 2)

2
<

a−√a2 + 4
2

<
a− a

2
= 0 , çâiäêè q0 = [β] = −1 . Òîäi

β1 =
1

β − q0
=

1
a−√a2 + 4

2
+ 1

=
2

a + 2−√a2 + 4
=

a + 2 +
√

a2 + 4
2a

.

Àëå

1 +
1
a

=
a + 2 + a

2a
<

a + 2 +
√

a2 + 4
2a

<
a + 2 + a + 2

2a
= 1 +

2
a

. (4.24)
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê a > 2. Òîäi ç íåðiâíîñòåé (4.24) âèïëèâà¹,
ùî 1 < β1 < 2 i q1 = [β1] = 1. Äàëi ìà¹ìî:

β2 =
1

β1 − q1
=

1
a + 2 +

√
a2 + 4

2a
− 1

=
2a

2− a +
√

a2 + 4
=

a− 2 +
√

a2 + 4
2

.

i
a− 1 =

a− 2 + a

2
<

a− 2 +
√

a2 + 4
2

<
a− 2 + a + 2

2
= a ,

çâiäêè q2 = [β2] = a− 1. Îñêiëüêè

β3 =
1

β2 − q2
=

1
a− 2 +

√
a2 + 4

2
− (a− 1)

=
a +

√
a2 + 4
2

= α ,

òî äàëi âñi íåïîâíi ÷àñòêè ëàíöþãîâîãî äðîáó äëÿ ÷èñëà β çáiãàòèìó-
òüñÿ ç íåïîâíèìè ÷àñòêàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó äëÿ ÷èñëà α, i òîìó
β = [−1; 1, a− 1, (a)].

Çàëèøèëîñü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê a = 1. Ó öüîìó ðàçi β =
1−√5

2
,

β1 =
3 +

√
5

2
, q1 = [β1] = 2 , β2 =

1
β1 − q1

=
1 +

√
5

2
= α = [1; (1)] ,

i òîìó β = [−1; 2, (1)].
Çàäà÷à 4.12. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó äîäà-
òíîãî ÷èñëà b

a
, ÿêùî a

b
= [q0; q1, q2, . . .].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî a < b, òî q0 = [a/b] = 0, i ïîçàÿê a

b
=

1

q1 +
1

q2+ . . .

,

òî b

a
= q1 +

1
q2+ . . .

= [q1; q2, . . .] . Íåõàé òåïåð a > b. Òîäi àíàëîãi-

÷íî b

a
=

1

q0 +
1

q1+ . . .

, i îñêiëüêè [b/a] = 0, òî b/a = [0; q0, q1, . . .] . Ó

âèïàäêó a = b ìàòèìåìî b/a = 1 = [1] .
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Ïðèðîäíèì íàñòóïíèì êðîêîì áóâ áè ðîçãëÿä àëãåáðè÷íèõ iððàöiî-
íàëüíîñòåé âèùèõ ñòåïåíiâ � êóái÷íèõ, áiêâàäðàòíèõ, òîùî (÷èñëî α
íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðè÷íèì ÷èñëîì ñòåïåíÿ n, ÿêùî α ¹ êîðåíåì äåÿêîãî
àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an ç öiëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, àëå íå ¹ êîðåíåì æîäíîãî òàêîãî ðiâíÿííÿ ìåíøîãî ñòåïåíÿ).
Àëå äîñÿãíåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó äóæå ìiçåðíi. Òàê, äîñi íåâiäîìî æî-
äíîãî ðîçêëàäó â ëàíöþãîâèé äðiá àëãåáðè÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíÿ âèùîãî,
íiæ äâà. Íåâiäîìî íàâiòü, ÷è ìîæóòü íåïîâíi ÷àñòêè òàêîãî ÷èñëà áóòè
îáìåæåíèìè â ñóêóïíîñòi.

4.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Çàïèñàòè ÷èñëî 3653

3107 ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó i çíàéòè âñi éîãî
ðàöiîíàëüíi âêîðî÷åííÿ.

2. Çà äàíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè çíàéòè âiäïîâiäíi ¨ì çâè÷àéíi
íåñêîðîòíi äðîáè: a) [1; 1, 2, 3, 4] ; b) [2; 5, 3, 2, 1, 4, 2, 3] ;
c) [1; 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3] .

3. Çàïèñàòè äàíå ÷èñëî ó âèãëÿäi ëàíöþãîâîãî äðîáó, ïîòiì çàìiíèòè
ëàíöþãîâèé äðiá éîãî 4�ì ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì i âèïèñàòè
íåðiâíiñòü iç çàçíà÷åííÿì ïîõèáêè: a) 163

159 ; b) 1882
1651 ; c) 2341

1721 .

4. Çíàéòè âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ: a) 38x + 117y = 209; b) 258x−
175y = 113.

5. Äîâåñòè, ùî k�òå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ Pk

Qk
÷èñëà α íàáëèæà¹

öå ÷èñëî òî÷íiøå, íiæ áóäü�ÿêèé íåñêîðîòíèé äðiá r

l
ç óìîâîþ

0 < l < Qk.
6. Çíàéòè ïåðøi 5 ðàöiîíàëüíèõ âêîðî÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó, ÿêèé

çàäà¹ ÷èñëî π = 3,1415926535897 . . . .
7. Çíàéòè âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 6x− 5y + 3z = 1.

8. Äîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðiâíiñòü:
(a) S(q0, . . . , qm, qm+1, qm, . . . , q2, q1, q0) =

= S(q0, . . . , qm)
(
S(q0, . . . , qm, qm+1) + S(q0, . . . , qm−1)

)
;

(b) S(q0, q1, . . . , qm, qm, . . . , q1, q0) = S(q0, q1, . . . , qm)×
×S(q0, q1, . . . , qm) + S(q0, q1, . . . , qm−1)S(q0, q1, . . . , qm−1).
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9. Ïîäàòè äàíå ÷èñëî ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó,
ïîòiì çàìiíèòè ëàíöþãîâèé äðiá éîãî ðàöiîíàëüíèì âêîðî÷åííÿì

iç ïîõèáêîþ, íå áiëüøîþ çà 0,0001: a)
√

5; b) 1 +
√

3
2

; c) 7 − √13;

d) −5−√39
2

.

10. Äîâåñòè, ùî e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, . . .], òîáòî ùî q0 = 2 i äëÿ
âñiõ n > 1 q3n−2 = q3n = 1, q3n−1 = 2n.

11. Êîðèñòóþ÷èñü ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, îá÷èñëèòè îáèäâà êîðåíi
äàíîãî ðiâíÿííÿ ç òî÷íiñòþ äî 0,0001: a) 3x2 − 7x − 3 = 0; b)
2x2 − 3x− 6 = 0.

12. Êîðèñòóþ÷èñü ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, îá÷èñëèòè ç òî÷íiñòþ äî
0,0001 óñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà x3 − x2 − 2x + 1.

13. Çíàéòè ìíîãî÷ëåí iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, îäèí ç êîðåíiâ ÿêîãî
çàäà¹òüñÿ òàêèì ëàíöþãîâèì äðîáîì:
a) [2; 1, 2, (1, 1, 3)] ; b) [4; (1, 1, 2, 1, 1, 8)] .

14. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé â çàäà÷i 4.5 ìåòîä, ïîäàòè ÷èñëî 101 ó
âèãëÿäi ñóìè äâîõ êâàäðàòiâ.

15. Ïîäàòè ó âèãëÿäi êâàäðàòè÷íî¨ iððàöiîíàëüíîñòi ïåðiîäè÷íèé ëàí-
öþãîâèé äðiá: a) [1; (2, 4, 6, 1)]; b) [4; 1, (7, 2, 2)]; c) [1; (2, 1)].

16. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü [a; (b, a)] · [0; (b, a)] =

a

b
.

17. Ðîçêëàñòè â ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá ÷èñëî
√

n2 + 1 i çíàéòè
éîãî äðóãå ðàöiîíàëüíå âêîðî÷åííÿ.
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