
3. Ñèñòåìè ÷èñëåííÿ
3.1. Ïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ
Çà ñâîþ äîâãó iñòîðiþ ëþäñòâî ñòâîðèëî áàãàòî ñèñòåì çàïèñó ÷èñåë,
áiëüøiñòü ç ÿêèõ íèíi çàáóòi. Ëèøå êiëüêà ç íèõ âèòðèìàëè ïðèðîäíèé
âiäáið i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñüîãîäíi. Ïðè÷èíà â òîìó, ùî õîðîøà ñèñòåìà
÷èñëåííÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè áàãàòî ñóïåðå÷ëèâèõ óìîâ:

(a) ïðèíöèïîâà ìîæëèâiñòü çàïèñó áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà;

(b) ñèñòåìà ïîâèííà äîïóñêàòè ðîçøèðåííÿ, ïðèäàòíå äëÿ çàïèñó äî-
âiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;

(c) çàïèñè ÷èñåë ìàþòü áóòè êîìïàêòíèìè;

(d) ñèñòåìà ìà¹ áóòè çðó÷íîþ äëÿ çàñâî¹ííÿ;

(e) íàä çàïèñàíèìè â äàíié ñèñòåìi ÷èñëàìè ëåãêî âèêîíóâàòè àðè-
ôìåòè÷íi äi¨.

Ñêàæiìî, ñèñòåìà ç �ïàëè÷îê� ïåâíèì ÷èíîì çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè (a)
i (d) i ÷àñòêîâî (e), (ùîá äîäàòè äâà ÷èñëà, òðåáà äîïèñàòè îäíå äî
äðóãîãî). Àëå ñïðîáóéòå âèðàçèòè â öié ñèñòåìi õî÷à á êiëüêà ç òèõ
÷èñåë, ÿêèìè îïåðóþòü àñòðîíîìè àáî ïîëiòèêè.

Íàéêðàùå çàäîâîëüíÿþòü çàçíà÷åíi âèìîãè ïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷è-
ñëåííÿ, ÿêi iñòîðè÷íî âèíèêëè äîñèòü ïiçíî, àëå çàâäÿêè ñâî¨ì íåçàïå-
ðå÷íèì ïåðåâàãàì ïîñòóïîâî âèòiñíèëè âñi iíøi ñèñòåìè. Íàéâiäîìiøîþ
ç íèõ ¹ çâè÷íà íàì ç äèòèíñòâà äåñÿòêîâà ñèñòåìà.

Ùîá ïîáóäóâàòè ïîçèöiéíó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ, çàôiêñó¹ìî íàòóðàëü-
íå ÷èñëî m > 1 (îñíîâó ñèñòåìè). Âiçüìåìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî
n i ïî÷íåìî äiëèòè éîãî íà m ç îñòà÷åþ, àæ ïîêè ÷àñòêà íå ñòàíå ðiâíîþ
0 (òàêå ðàíî ÷è ïiçíî òðàïèòüñÿ, áî êîæíîãî ðàçó ÷àñòêà çìåíøóâàòè-
ìåòüñÿ):

n = q1m + r0, 0 ≤ r0 < m, q1 = q2m + r1, 0 ≤ r1 < m

q2 = q3m + r2, 0 ≤ r2 < m, . . . ,

qk−1 = qkm + rk−1, 0 ≤ rk−1 < m, qk = 0 ·m + rk, 0 ≤ rk < m.

Öåé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé ìîæíà �ðîçêðóòèòè� íàñòóïíèì ÷èíîì: n =
q1m+r0 = (q2m+r1)m+r0 = q2m

2+r1m+r0 = (q3m+r2)m2+r1m+r0 =
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q3m
3 + r2m

2 + r1m + r0 = . . . = qkmk + rk−1m
k−1 + · · · + r1m + r0 =

rkmk + rk−1m
k−1 + · · ·+ r1m + r0. Îäåðæàíà ðiâíiñòü

n = rkmk + rk−1m
k−1 + · · ·+ r1m + r0, (3.1)

äå rk 6= 0 i 0 ≤ rj < m äëÿ âñiõ j = 0, 1, . . . , k, íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì
÷èñëà n ó ïîçèöiéíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m (àáî â m-êîâié
ïîçèöiéíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ÷è ïðîñòî â m-êîâié ñèñòåìi).

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî m > 1 � ôiêñîâàíå. Òîäi êîæíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî n ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæó¹òüñÿ â ïîçèöiéíié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ çîáðàæåííÿ äîâåäåíî âèùå. Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äè-
íîñòi ðîçãëÿíåìî äâà çîáðàæåííÿ ÷èñëà n â m-êîâié ñèñòåìi: n = rkmk+
· · ·+r0 i n = slm

l+· · ·+s0. ßêùî âiä ïåðøîãî çîáðàæåííÿ âiäíÿòè äðóãå,
îäåðæèìî ðiâíiñòü

0 = (r0 − s0) + (r1 − s1)m + (r2 − s2)m2 + · · · . (3.2)

Çàóâàæèìî, ùî ri ≥ ri − si ≥ −si, òîìó |ri − si| ≤ m − 1 äëÿ âñiõ i.
Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ r0−s0, r1−s1, . . . ¹ íåíóëüîâi. Íåõàé
rj − sj � îñòàííié ç íèõ. Òîäi ðiâíîñòi (3.2) ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó

(r0 − s0) + . . . + (rj−1 − sj−1)mj−1 = (sj − rj)mj , (3.3)

äå ïðàâà ÷àñòèíà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |(sj−rj)mj | = |sj−rj |·mj ≥ mj ,
à ëiâà � íåðiâíîñòi |(r0 − s0) + (r1 − s1)m + · · · + (rj−1 − sj−1)mj−1| ≤
|(r0−s0)|+|r1−s1|m+· · ·+|rj−1−sj−1|mj−1 ≤ (m−1)+(m−1)m+· · ·+(m−
1)mj−1 = (m−1)(1+m+ · · ·+mj−1) = mj−1 ≤ mj . Îñêiëüêè íåðiâíîñòi
äëÿ ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí (3.3) ñóïåðå÷àòü îäíà îäíié, òî ïðèïóùåííÿ
ïðî íàÿâíiñòü â (3.2) íåíóëüîâîãî êîåôiöi¹íòà ¹ õèáíèì. Òîìó r0 − s0 =
0, r1 − s1 = 0, . . ., çâiäêè r0 = s0, r1 = s1, . . ., ùî é äîâîäèòü ¹äèíiñòü
çîáðàæåííÿ ÷èñëà n.

ßêùî êîæíèé åëåìåíò r ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . , m−1} ïîçíà÷èòè ñâî¨ì
îêðåìèì ñèìâîëîì r, òî ðiâíiñòü (3.1) ñèìâîëi÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi n = rkrk−1 . . . r1r0 àáî n = rkrk−1 . . . r1r0 (àáî n = (rkrk−1 . . . r1r0)m,
ÿêùî òðåáà ÿâíî âêàçàòè îñíîâó m). Ñèìâîëè 0, 1, 2, . . . , m− 1 íàçèâà-
þòüñÿ öèôðàìè m-êîâî¨ ñèñòåìè.

ßêùî m ≤ 10, òî â ðîëi öèôð çâè÷àéíî âèêîðèñòîâóþòü ïåðøi m
ñèìâîëiâ ç ìíîæèíè àðàáñüêèõ öèôð {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. ßêùî æ
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m > 10, òî äîâîäèòüñÿ ââîäèòè íîâi ñèìâîëè. Íàïðèêëàä, ó ïîøèðåíié
â iíôîðìàòèöi 16-êîâié ñèñòåìi öèôðàìè ¹ ñèìâîëè 0, 1, 2, . . . , 8, 9, A,
B, C, D, E, F.

Öèôðè � öå ïðîñòî ïåâíi ãðàôi÷íi ÷è òèïîãðàôi÷íi çíà÷êè. Àëå ÷à-
ñòî çðó÷íî íå ðîçðiçíÿòè öèôðè i âiäïîâiäíi, ïîçíà÷åíi öèìè öèôðàìè,
÷èñëà � åëåìåíòè ìíîæèíè {0, 1, . . . , m − 1}. Ìè òåæ áóäåìî äîòðèìó-
âàòèñü öi¹¨ âiëüíîñòi. Iç êîíòåêñòó çàâæäè áóäå çðîçóìiëî, ÷è éäåòüñÿ,
íàïðèêëàä, ïðî öèôðó 5, ÷è ïðî ÷èñëî 5.

Ïîçèöiéíà ñèñòåìà çàïèñó ëåãêî ïîøèðþ¹òüñÿ íà âiä'¹ìíi öiëi ÷è-
ñëà: ùîá çàïèñàòè ÷èñëî n < 0 â m-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ìè ïðîñòî
ñòàâèìî çíàê ½−� ïåðåä m-êîâèì çàïèñîì ÷èñëà |n|.

Ñëîâî �ïîçèöiéíà� â íàçâi �ïîçèöiéíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ� îçíà÷à¹, ùî
çíà÷åííÿ öèôðè â çàïèñi ÷èñëà çàëåæèòü íå òiëüêè âiä ñàìî¨ öèôðè, à
é âiä ¨¨ ìiñöÿ â çàïèñi (âiä ¨¨ �ïîçèöi¨�). Íàïðèêëàä, ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi
â çàïèñi 555 îäíà é òà æ öèôðà 5 îäèí ðàç îçíà÷à¹ êiëüêiñòü ñîòåíü,
äðóãèé ðàç � êiëüêiñòü äåñÿòêiâ, à òðåòié � êiëüêiñòü îäèíèöü. Ó íåïîçè-
öiéíèõ ñèñòåìàõ � íàéáiëüø âiäîìîþ ç íèõ ¹ ðèìñüêà � çíà÷åííÿ öèôð
áiëüø ÷è ìåíø ôiêñîâàíi: ó çàïèñi XXX âñi öèôðè X îçíà÷àþòü îäíå
é òå æ ÷èñëî 10. Òîìó â òàêèõ ñèñòåìàõ äëÿ çàïèñó âñå áiëüøèõ ÷èñåë
ïîòðiáíi âñå íîâi öèôðè.

Íîìåð i ïîçèöi¨ öèôðè ri (ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ îñíî-
âè m ó ðîçêëàäi (3.1) ùå íàçèâàþòü ðîçðÿäîì öèôðè. Iñòîðè÷íî ñêëà-
ëàñü òðàäèöiÿ âèïèñóâàòè öèôðè ÷èñëà â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ ¨õ ðîçðÿäiâ.

Çàäà÷à 3.1. Çàïèñàòè â 7-êîâié ñèñòåìi ÷èñëî 25148.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ëàíöþæêà ðiâíîñòåé 25148 = 7 · 3592 + 4; 3592 = 7 ·
513 + 1; 513 = 7 · 73 + 2; 73 = 7 · 10 + 3; 10 = 7 · 1 + 3; 1 = 7 · 0 + 1
âèïëèâà¹, ùî 25148 = 1332147.

Çàäà÷à 3.2. Çíàéòè â 7-êîâié ñèñòåìi âñi 6-öèôðîâi ÷èñëà âèãëÿäó
(abcabc)7, ÿêi ¹ òî÷íèìè êâàäðàòàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (abcabc)7 = a · 75 + b · 74 + c · 73 + a · 72 + b · 7 + c = (a · 72 +
b · 7 + c)(73 + 1) = (a · 72 + b · 7 + c) · 43 · 2 · 22. Òîìó (abcabc)7 áóäå òî÷íèì
êâàäðàòîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a · 72 + b · 7+ c = 43 · 2 · k2 äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî k. Îñêiëüêè (abc)7 < 73, òîáòî a · 72 + b · 7 + c < 73, òî ç
íåðiâíîñòi 43 · 2 · k2 < 73 ìà¹ìî: k2 < 73

86 . Òîìó k = 1, çâiäêè (abc)7 = 86
i a = 1, b = 5, c = 2. Îòæå, øóêàíèì ÷èñëîì ¹ ëèøå (152152)7.
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3.2. Àðèôìåòè÷íi äi¨ â ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ
Çíàéîìi ç äèòèíñòâà ïðàâèëà âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ äié íàä ÷èñëà-
ìè, çàïèñàíèìè â äåñÿòêîâié ñèñòåìi, ç î÷åâèäíèìè íåâåëèêèìè çìiíà-
ìè (iíøèé íàáið öèôð, iíøà òàáëèöÿ ìíîæåííÿ) ìîæíà çàñòîñóâàòè â
áóäü-ÿêié ïîçèöiéíié ñèñòåìi. Òîìó ìè òiëüêè ïðîiëþñòðó¹ìî öi ïðàâèëà
ïðèêëàäàìè.

(a) Äîäàâàííÿ.

3 3 0 1 4 35
+ 3 4 2 0 2 45

1 2 2 2 2 2 25

;
3 3 0 1 4 37

+ 3 4 2 0 2 47

1 2 2 2 2 2 27

;
3 3 0 1 4 38

+ 3 4 2 0 2 48

1 2 2 2 2 2 28

.

Íåçâàæàþ÷è íà ïîçiðíó ñõîæiñòü äîäàíêiâ, ñóìè âèéøëè äóæå ði-
çíèìè. Öå é çðîçóìiëî, àäæå îäíà é òà æ ïîñëiäîâíiñòü ñèìâîëiâ
ó ñèñòåìàõ iç ðiçíèìè îñíîâàìè ïîçíà÷à¹ çîâñiì ðiçíi ÷èñëà.

(b) Âiäíiìàííÿ.

2 2 3 1 0 35
− 1 3 2 4 1 45

4 0 1 3 45

;
2 2 3 1 0 37

− 1 3 2 4 1 47

6 0 3 5 67

;
2 2 3 1 0 38

− 1 3 2 4 1 48

7 0 4 6 78

.

(c) Ìíîæåííÿ �ñòîâï÷èêîì�. ßê i â äåñÿòêîâié ñèñòåìi, â êîæíié ïî-
çèöiéíié ñèñòåìi äëÿ âèêîíàííÿ ìíîæåííÿ çðó÷íî êîðèñòóâàòèñü
ãîòîâîþ òàáëèöåþ ìíîæåííÿ îäíîöèôðîâèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî òàêó
òàáëèöþ äëÿ ñiìêîâî¨ ñèñòåìè. Ùîá íå çàõàðàùóâàòè òàáëèöþ, ìè
ñêðiçü îïóñòèìî íèæíié iíäåêñ 7, ÿêèé âêàçó¹ íà îñíîâó ñèñòåìè

× 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 11 13 15
3 3 6 12 15 21 24
4 4 11 15 22 26 33
5 5 13 21 26 34 42
6 6 15 24 33 42 51

(Ìîæíà ëèøå ïîñïiâ÷óâàòè ó÷íÿì äàâíüîâàâèëîíñüêèõ øêië, ÿêi
ìóñèëè çàâ÷àòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ç îñíî-
âîþ 60.)
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2 5 1 37
× 4 6 2 57

1 6 5 0 17

5 3 2 67

2 2 3 1 47

1 3 6 5 57

1 6 3 2 2 4 6 17

;

3 0 2 1 47
× 2 6 1 0 57

2 1 1 4 0 67

3 0 2 1 47

2 4 1 6 2 37

6 0 4 3 17

1 1 5 2 4 6 6 1 0 67

.

(d) Äiëåííÿ �ðiæêîì�.

2 3 5 3 0 47
− 1 2 37

1 2 37

1 6 1 27

1 1 2 37
− 1 1 0 47

1 6 07 Òàêèì ÷èíîì, ïðè äiëåííi ç
− 1 2 37 îñòà÷åþ 2353047 íà 1237 îäåðæó�

3 4 47 ¹ìî ÷àñòêó 16127 é îñòà÷ó 657,
−2 4 67 òîáòî 2353047 = 1237 · 16127 + 657.

6 57

(e) Îñîáëèâî ïðîñòîãî âèãëÿäó íàáóâàþòü òàáëèöi äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ îäíîöèôðîâèõ ÷èñåë ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

;
× 0 1
0 0 0
1 0 1

.

Òîìó â öié ñèñòåìi îñîáëèâî ëåãêî âèêîíóâàòè àðèôìåòè÷íi äi¨:

1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 12
+ 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 12

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 02

;

1 1 1 0 1 1 0 12
× 1 0 1 1 0 1 0 12

1 1 1 0 1 1 0 12

1 1 1 0 1 1 0 12

1 1 1 0 1 1 0 12

1 1 1 0 1 1 0 12

1 1 1 0 1 1 0 12

1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 12

.
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Iç ïîãëÿäó ëþäèíè äâiéêîâà ñèñòåìà ìà¹ é ïåâíi íåäîëiêè. Çîêðåìà,
ñòàþòü òðîõè çàäîâãèìè çàïèñè ÷èñåë (ïîðiâíÿíî ç äåñÿòêîâîþ ñèñòå-
ìîþ äîâæèíà çàïèñiâ çðîñòà¹ ïðèáëèçíî âòðè÷i). Ìíîæåííÿ òèõ æå ÷è-
ñåë ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi ìà¹ âèãëÿä 237 · 181 = 42897. Êðiì òîãî, äîâãà
ïîñëiäîâíiñòü ëèøå ç äâîõ ñèìâîëiâ 0 i 1 ñïðèéìà¹òüñÿ ÿê îäíîìàíiòíà i
âàæêî çàïàì'ÿòîâó¹òüñÿ. Îäíàê äëÿ ïîçáàâëåíèõ ëþäñüêèõ åìîöié åëå-
êòðîííèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí íàÿâíiñòü óñüîãî äâîõ öèôð i ëåãêiñòü
âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ äié ñòàëè âèðiøàëüíèìè ó âèáîði ñàìå äâié-
êîâî¨ ñèñòåìè.

Óíàñëiäîê öèõ æå ïðè÷èí � çðó÷íîñòi âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ äié i
íàïåðåä ôiêñîâàíî¨ íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi öèôð � íåïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷è-
ñëåííÿ âèòiñíèëè ïîçèöiéíi. Ñïðîáóéòå, íàïðèêëàä, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå
ðèìñüêèìè öèôðàìè, îá÷èñëèòè êâàäðàò ÷èñëà MMCDLXXXIV. Iñòî-
ðè÷íî âèïàäêîâèì ¹ ëèøå òå, ùî íàéáiëüøîãî ïîøèðåííÿ íàáóëà ñà-
ìå äåñÿòêîâà ñèñòåìà (ó Äàâíüîìó Âàâèëîíi âèêîðèñòîâóâàëàñü 60-êîâà
ñèñòåìà, ìàéÿ êîëèñü ñòâîðèëè ïîçèöiéíó ñèñòåìó ç îñíîâîþ 20, ó äå-
ÿêèõ ìîâàõ çàëèøèëèñü ñëiäè 12-êîâî¨ ñèñòåìè). Íåïîçèöiéíi ñèñòåìè
íèíi ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ëèøå äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷è-
ñåë. Íàïðèêëàä, ïóíêòè ïëàíó ÷è ðîçäiëè êíèæêè iíêîëè íóìåðóþòü
áóêâàìè ÿêîãîñü àëôàâiòó ÷è ëàòèíñüêèìè öèôðàìè.

3.3. Ïåðåõiä äî iíøî¨ ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè
Ìîæå âèíèêíóòè ïîòðåáà ïåðåéòè âiä çàïèñó ÷èñëà n = (ak . . . a2a1a0)m

â îäíié ïîçèöiéíié ñèñòåìi äî éîãî çàïèñó n = (bt . . . b2b1b0)p â iíøié
ñèñòåìi. Íàïðèêëàä, âiä çâè÷íî¨ äëÿ ëþäèíè äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè äî çðó-
÷íî¨ äëÿ ìàøèíè äâiéêîâî¨. � äâà îñíîâíi ñïîñîáè çäiéñíåííÿ òàêîãî
ïåðåõîäó.

I ñïîñiá ãðóíòó¹òüñÿ íà ðiâíîñòi n = btp
t + bt−1p

t−1 + · · · + b2p
2 +

b1p + b0 = ((. . . ((btp + bt−1)p + bt−2)p + · · ·+ b2)p + b1)p + b0. Âèêîíóþ÷è
â m-êîâié ñèñòåìi äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ÷èñëà íà p, ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:

÷àñòêó (. . . ((btp + bt−1)p + bt−2)p + · · ·+ b2)p + b1 é îñòà÷ó b0;

÷àñòêó . . . ((btp + bt−1)p + bt−2)p + · · ·+ b2 é îñòà÷ó b1; . . . ;

÷àñòêó btp + bt−1 é îñòà÷ó bt−2; ÷àñòêó bt é îñòà÷ó bt−1;

÷àñòêó 0 é îñòà÷ó bt.

Îñòà÷i bt, bt−1, bt−2, . . ., b1, b0 ¹ öèôðàìè ÷èñëà n ó ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç
îñíîâîþ p.
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II ñïîñiá âèêîðèñòîâó¹ ðiâíiñòü

n = akmk + ak−1m
k−1 + · · ·+ a2m

2 + a1m + a0 =
= ((. . . ((akm + ak−1)m + ak−2)m + · · ·+ a2)m + a1)m + a0 . (3.4)

Çàïèñàâøè m i êîæíó ç öèôð ak, ak−1, . . ., a1, a0 ó ñèñòåìi ç îñíîâîþ
p, îá÷èñëþ¹ìî n ó öié æå ñèñòåìi çà ôîðìóëîþ (3.4). Ñàìi îá÷èñëåííÿ
çðó÷íî îðãàíiçóâàòè â òàáëèöþ (òàê çâàíó ñõåìó Ãîðíåðà), âñi åëåìåíòè
ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ çà îäíèì i òèì æå ïðàâèëîì:

ak ak−1 ak−2 . . . a1 a0

m ck = ck−1 = ck−2 = . . . c1 = c0 =
ak mck + ak−1 mck−1 + ak−2 . . . mc2 + a1 mc1 + a0

Îñòàííié åëåìåíò c0 çáiãà¹òüñÿ, ÿê áà÷èìî, ç ÷èñëîì n.
Òàêèì ÷èíîì, ñïîñîáè ðîçðiçíÿþòüñÿ âèáîðîì ñèñòåìè, â ÿêié ïðî-

âîäÿòüñÿ îá÷èñëåííÿ: �ñòàðî¨� ç îñíîâîþ m ó ïåðøîìó ñïîñîái i �íîâî¨�
ç îñíîâîþ p � ó äðóãîìó.
Çàäà÷à 3.3. Çàïèñàòè ÷èñëî 321067 â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 4.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. I ñïîñiá. Ùîá íå çàõàðàùóâàòè çàïèñiâ, ìè îïóñêàòèìåìî
â îá÷èñëåííÿõ íèæíié iíäåêñ 7, ÿêèé âêàçó¹ íà îñíîâó ñèñòåìè.

3 2 1 0 6 4
− 2 6 5 5 3 5 4

3 1 − 4 1 3 0 6 4
− 2 6 1 5 − 1 1 2 3 5 4

2 0 − 1 5 2 0 − 2 2 4 3 4
− 1 5 3 5 − 1 5 1 5 − 4 1 0 4

2 6 − 3 3 2 6 − 1 5 3 − 4 1
− 2 6 2 − 2 6 0 3

0 0

Îòæå, 321067 = 13300204.
II ñïîñiá. Çàìiíÿ¹ìî ÷èñëî 7 i öèôðè ÷èñëà 321067 ¨õ çàïèñàìè â 4-

êîâié ñèñòåìi é äàëi âñi îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèìî â öié ñèñòåìi (íèæíié
iíäåêñ 4, ÿêèé âêàçó¹ íà îñíîâó ñèñòåìè, çíîâó äëÿ çðó÷íîñòi îïóñ-
êà¹ìî).

3 2 1 0 12
13 3 3 · 13 + 2 113 · 13 + 1 2202 · 13 + 0 101232 · 13 + 12

= 113 = 2202 = 101232 = 1330020
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Îòæå, 321067 = 13300204.

3.4. Îçíàêè ïîäiëüíîñòi
Ùå çi øêîëè äîáðå âiäîìi ïðîñòi îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà äåÿêi ÷èñëà, íà-
ïðèêëàä íà 2, 3 àáî 5. Öi îçíàêè âèêîðèñòîâóþòü îñîáëèâîñòi äåñÿòêîâî¨
ñèñòåìè ÷èñëåííÿ. Àíàëîãi÷íi îçíàêè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â êîæíié
ïîçèöiéíié ñèñòåìi.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé d ¹ äiëüíèêîì îñíîâè m . ×èñëî n =
= (ak . . . a1a0)m äiëèòüñÿ íà d òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî îñòàííÿ
öèôðà a0 äiëèòüñÿ íà d.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi n = akmk+. . .+a1m+a0

âñi äîäàíêè, êðiì îñòàííüîãî, äiëÿòüñÿ íà d. Òîìó äëÿ ïîäiëüíîñòi n
íà d íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá i îñòàííié äîäàíîê a0 òàêîæ äiëèâñÿ
íà d.

Öÿ îçíàêà ¹ óçàãàëüíåííÿì îçíàê ïîäiëüíîñòi íà 2, 5 i 10 ó äåñÿòêîâié
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. �¨ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî r ÷èñëî d ¹ äiëü-
íèêîì ÷èñëà mr. ×èñëî n = (ak . . . a1a0)m äiëèòüñÿ íà d òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè íà d äiëèòüñÿ ÷èñëî (ar−1 . . . a1a0)m, óòâîðåíå îñòàííiìè r
öèôðàìè ÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü n = akmk + · · ·+ arm
r + ar−1m

r−1 + · · ·+ a1m + a0

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi: n = akmk + · · · + arm
r + (ar−1 . . . a1a0) i

ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç ïîïåðåäíüîãî äîâåäåííÿ.

Ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi â òàêèé ñïîñiá ôîðìóëþþòü îçíàêè ïîäiëüíîñòi
íà 4, 25, 8 i ò.ä. Óçàãàëüíåííÿì îçíàê ïîäiëüíîñòi íà 3 i 9 ó òié æå
ñèñòåìi ¹

Òâåðäæåííÿ 3.3. Íåõàé d ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà m− 1 . ×èñëî n =
= (ak . . . a1a0)m äiëèòüñÿ íà d òîäi é ëèøå òîäi, êîëè íà d äiëèòüñÿ
ñóìà ak + · · ·+ a1 + a0 éîãî öèôð.

Äîâåäåííÿ. Iç ðiâíîñòi mr − 1 = (m − 1)(mr−1 + mr−2 + · · · + m + 1)
âèïëèâà¹, ùî êîæíå ç ÷èñåë m − 1, m2 − 1, . . ., mk − 1 äiëèòüñÿ íà d.
Çàïèñóþ÷è n ó âèãëÿäi n = akmk+· · ·+a1m+a0 = ak(mk−1)+· · ·+a1(m−
1)+(ak + · · ·+a1+a0), áà÷èìî, ùî âñi äîäàíêè, êðiì îñòàííüîãî, íàïåâíå
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äiëÿòüñÿ íà d. Òîìó äëÿ ïîäiëüíîñòi n íà d íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá
i îñòàííié äîäàíîê ak + · · ·+ a1 + a0 òàêîæ äiëèâñÿ íà d.

Âïðàâà 3.1. ×èñëî l îäåðæàíî ç ÷èñëà n = (ak . . . a1a0)m ïåðåñòàíîâ-
êîþ öèôð. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî n− l äiëèòüñÿ íà m− 1.

Òâåðäæåííÿ 3.4. Íåõàé d ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà m + 1 . ×èñëî n =
= (ak . . . a1a0)m äiëèòüñÿ íà d òîäi é ëèøå òîäi, êîëè íà d äiëèòüñÿ
ñóìà a0 − a1 + a2 − · · ·+ (−1)kak.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ëåãêî äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íà-
òóðàëüíîãî r ÷èñëî mr ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi mr = (−1)r + Ar ·
(m + 1), äå Ar � öiëå ÷èñëî. Ñïðàâäi, äëÿ r = 1 i r = 2 öå î÷åâè-
äíî: m1 = (−1)1 + 1 · (m + 1), m2 = (−1)2 + (m − 1) · (m + 1). Ií-
äóêöiéíèé êðîê òàêîæ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïðîñòî. ßêùî r > 2, òî mr =
mr−2 ·m2 = ((−1)r−2 +Ar−2(m+1)) · ((−1)2 +(m− 1)(m+1)) = (−1)r +
((−1)r−2(m−1)+(−1)2Ar−2+Ar−2(m2−1)) ·(m+1) = (−1)r +Ar(m+1),
äå Ar = (−1)r−2(m − 1) + (−1)2Ar−2 + Ar−2(m2 − 1). Òîäi n ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi n = akmk + · · · + a2m

2 + a1m + a0 = ak((−1)k +
Ak(m + 1)) + · · ·+ a2((−1)2 + A2(m + 1)) + a1((−1)1 + A1(m + 1)) + a0 =
(akAk + · · ·+a2A2 +a1A1)(m+1)+(−1)kak + · · ·+a2−a1 +a0. Îñêiëüêè
ïåðøèé äîäàíîê äiëèòüñÿ íà d, áî êðàòíèé m + 1, òî äëÿ ïîäiëüíîñòi
íà d ÷èñëà n íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá íà d äiëèâñÿ i äðóãèé äîäàíîê
(−1)kak + · · ·+ a2 − a1 + a0.

Çàäà÷à 3.4. Çíàéòè âñi òàêi îñíîâè m, ùî â m-êîâié ñèñòåìi âèêî-
íó¹òüñÿ êîæíà iç âêàçàíèõ îçíàê ïîäiëüíîñòi:

1) ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà 5 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñóìà éîãî öèôð
äiëèòüñÿ íà 5;

2) ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà 8 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ÷èñëî, óòâîðåíå
äâîìà îñòàííiìè öèôðàìè ÷èñëà n, äiëèòüñÿ íà 8.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðiâíîñòåé 5 = 1012 = 123 = 114 âèïëèâà¹, ùî â ñèñòåìàõ
ç îñíîâàìè 2, 3 i 4 íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà îçíàêà. Òîìó m ≥ 5. ßêùî â
ñèñòåìi ç îñíîâîþ m âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà îçíàêà, òî êîæíå ç ÷èñåë 2m+3 i
3m+2 äiëèòüñÿ íà 5. Òîìó íà 5 äiëèòüñÿ i ÷èñëî (3m+2)−(2m+3) = m−1.
Ç iíøîãî áîêó, çà òâåðäæåííÿì 3.3 óìîâà 5|m−1 äîñòàòíÿ äëÿ âèêîíàííÿ
ïåðøî¨ îçíàêè. Äðóãà îçíàêà âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè 8|m2, à
äëÿ öüîãî íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá 4|m. Òàêèì ÷èíîì, îáèäâi îçíàêè
âèêîíóþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m çàäîâîëüíÿ¹ äâi óìîâè: 5|m− 1
i 4|m . Íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè,
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¹ 16. Ùîá çíàéòè âñi m, çàóâàæèìî, ùî óìîâè 5|m− 1 i 4|m ðiâíîñèëüíi
óìîâàì 5|m − 16 i 4|m − 16. Îñêiëüêè 5 i 4 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî m − 16
äiëèòüñÿ íà 5 · 4 = 20. Òîìó m − 16 = 20k i m = 16 + 20k, äå k ∈ N.
Iç òâåðäæåíü 3.2 i 3.3 âèïëèâà¹, ùî âñi òàêi m ñïðàâäi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó çàäà÷i.

3.5. Ñèñòåìàòè÷íi äðîáè
ßê i äåñÿòêîâó ñèñòåìó ç ¨¨ äåñÿòêîâèìè äðîáàìè, êîæíó ïîçèöiéíó ñè-
ñòåìó ÷èñëåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çîáðàæåííÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ
÷èñåë. Îñíîâó æ ñèñòåìè ââàæàòèìåìî ôiêñîâàíîþ.

Íåõàé α1, α2, α3, . . . � íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü m-êîâèõ öèôð, â
ÿêié ¹ íåñêií÷åííî áàãàòî öèôð, âiäìiííèõ âiä m − 1 (òîáòî ìè íå ðîç-
ãëÿäà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi, �õâiñò� ÿêèõ ìiñòèòü ëèøå öèôðó m − 1). Íå-
ñêií÷åííèé ðÿä

α1

m
+

α2

m2
+

α3

m3
+ · · ·+ αk

mk
+ · · · (3.5)

íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìàòè÷íèì m-êîâèì äðîáîì (àáî ïðîñòî m-êîâèì äðî-
áîì) i çâè÷àéíî ïîçíà÷à¹òüñÿ

0, α1α2α3 . . . αk . . . . (3.6)

ßêùî â ïîñëiäîâíîñòi α1α2α3 . . ., ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ, çóñòði-
÷àþòüñÿ ëèøå íóëi, òî äðiá (3.5) íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì. Ó ïðîòèâíî-
ìó ðàçi âií íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì. Äëÿ ñêií÷åííèõ äðîáiâ �õâiñò� iç
íóëiâ çâè÷àéíî íå âèïèñóþòü i çàìiñòü (3.6) âæèâàþòü ñêîðî÷åíå ïîçíà-
÷åííÿ 0, α1α2α3 . . . αk. Íàïðèêëàä, äðiá 0, 011000 . . . (ïî÷èíàþ÷è ç 4-ãî
ìiñöÿ éäóòü ëèøå íóëi) ìîæå ïîçíà÷àòèñü àáî 0, 011, àáî 0, 0110, àáî
0, 01100 i ò.ä.

Iç íåðiâíîñòåé 0 ≤ αi ≤ m − 1, i = 1, 2, . . . i òîãî, ùî ñåðåä öèôð
äðîáó ¹ âiäìiííi âiä m− 1, âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ α1

m
+

α2

m2
+

α3

m3
+ · · · < m− 1

m
+

m− 1
m2

+
m− 1
m3

+ · · · =

m− 1
m

(
1 +

1
m

+
1

m2
+ · · ·

)
=

m− 1
m

· 1
1− 1

m

= 1.

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä (3.5) çàâæäè çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà α íàëåæèòü ïðî-
ìiæêó [0, 1). Ãîâîðÿòü, ùî ÷èñëî α çîáðàæó¹òüñÿ äðîáîì (3.6), àáî ùî
äðiá (3.6) äîðiâíþ¹ α, i ïèøóòü α = 0, α1α2α3 . . . αk . . . .

67



Òåîðåìà 3.2. Êîæíå äiéñíå ÷èñëî α ∈ [0, 1) çîáðàæó¹òüñÿ äåÿêèì
m-êîâèì äðîáîì. Òàêå çîáðàæåííÿ îäíîçíà÷íå.
Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ çîáðàæåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ëàíöþæîê ðiâíîñòåé

mα = α1 + β1, äå α1 = [mα], β1 = {mα};
mβ1 = α2 + β2, äå α2 = [mβ1], β2 = {mβ1};

mβ2 = α3 + β3, äå α3 = [mβ2], β3 = {mβ2}; i ò.ä.
Çà óìîâîþ òåîðåìè òà îçíà÷åííÿì äðîáîâî¨ ÷àñòèíè ÷èñëà âñi ÷èñëà

α, β1, β2, β3, . . . íàëåæàòü ïðîìiæêó [0, 1), òîìó âñi ÷èñëà mα,mβ1,mβ2, . . .
íàëåæàòü ïðîìiæêó [0,m), à âñi ÷èñëà α1 = [mα], α2 = [mβ1], α3 =
[mβ2], . . . � ìíîæèíi {0, 1, . . . , m − 1}. Òîìó ÷èñëà α1, α2, α3, . . . ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê m-êîâi öèôðè.

Äîâåäåìî, ùî α = 0, α1α2α3 . . ., òîáòî ùî

α =
α1

m
+

α2

m2
+

α3

m3
+ · · · . (3.7)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ γk = α− (α1
m + α2

m2 + · · ·+ αk

mk ). Îñêiëüêè
mkγk = mkα−mk−1α1−mk−2α2−· · ·−αk = mk−1(mα−α1)−mk−2α2−
· · · − αk = mk−1β1 −mk−2α2 −mk−3α3 − · · · − αk = mk−2(mβ1 − α2) −
mk−3α3−· · ·−αk = mk−2β2−mk−3α3−· · ·−αk = . . . = mβk−1−αk = βk

i 0 ≤ βk < 1, òî 0 ≤ γk < 1
mk . Òîìó γk → 0 ïðè k → ∞. Îòæå,

ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó α1
m + α2

m2 + · · ·+ αk

mk + · · · çáiãà¹òüñÿ äî
÷èñëà α, ùî é äîâîäèòü ðiâíiñòü (3.7).

�äèíiñòü çîáðàæåííÿ. Òðåáà äîâåñòè, ùî ðiçíi äðîáè çîáðàæóþòü ði-
çíi äiéñíi ÷èñëà. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi öèôð α1, α2, α3, . . . i β1, β2, β3, . . .
� ðiçíi, i íåõàé k � íàéìåíøèé íîìåð ïîçèöi¨, â ÿêié âîíè ðîçðiçíÿþ-
òüñÿ (òîáòî α1 = β1, . . . , αk−1 = βk−1, àëå αk 6= βk). Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî αk > βk. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

(α1

m
+

α2

m2
+

α3

m3
+ · · ·

)
−

(β1

m
+

β2

m2
+

β3

m3
+ · · ·

)
=

αk − βk

mk
+

(αk+1 − βk+1

mk+1
+

αk+2 − βk+2

mk+2
+ · · ·

)
. (3.8)

Çà îçíà÷åííÿì äðîáó ñåðåä öèôð βk+1, βk+2, . . . ¹ íåñêií÷åííî áàãàòî
ìåíøèõ çà m− 1, à òîìó ñåðåä ÷èñåë αk+1 − βk+1, αk+2 − βk+2, . . . áóäå
íåñêií÷åííî áàãàòî áiëüøèõ çà −(m− 1). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

αk+1 − βk+1

mk+1
+

αk+2 − βk+2

mk+2
+ · · · > −(m− 1)

mk+1
+
−(m− 1)

mk+2
+ · · · =
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= −m− 1
mk+1

(
1 +

1
m

+
1

m2
+ · · ·

)
= −m− 1

mk+1
· 1
1− 1

m

= − 1
mk

.

Ç iíøîãî áîêó,
αk − βk

mk
≥ 1

mk
.

Iç öèõ íåðiâíîñòåé äëÿ äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.8)
îòðèìó¹ìî:

(α1

m
+

α2

m2
+ · · ·

)
−

(β1

m
+

β2

m2
+ · · ·

)
>

1
mk

− 1
mk

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ÷èñåë α = 0, α1α2α3 . . . i β = 0, β1β2β3 . . . âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü α− β > 0. Òîìó α 6= β, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 ñòà¹ çðîçóìiëèì, çâiäêè âçÿ-
ëîñü îáìåæåííÿ íà öèôðó m − 1 â îçíà÷åííi m-êîâîãî äðîáó. Âîíî ïî-
òðiáíå äëÿ îäíîçíà÷íîñòi çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë äðîáàìè. Áåç öüîãî
îáìåæåííÿ îäíîçíà÷íîñòi íå áóëî á. Ñïðàâäi, ç ðiâíîñòi

∑

i≥k

m− 1
mi

=
m− 1
mk

· 1
1− 1

m

=
1

mk−1

âèïëèâà¹, ùî òîäi äðîáè
0, α1 . . . αk−21000 . . . i 0, α1 . . . αk−20m− 1 m− 1 . . .

çîáðàæóâàëè á îäíå i òå æ äiéñíå ÷èñëî.
Çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë äðîáàìè ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ ñïî÷àòêó

íà äîâiëüíi äîäàòíi, à ïîòiì i íà âiä'¹ìíi ÷èñëà. Äîäàòíå ÷èñëî a íà îñíî-
âi ðiâíîñòi a = [a]+{a} çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi a = ak . . . a1a0, α1α2α3 . . . ,
äå [a] = (ak . . . a1a0)m i {a} = 0, α1α2α3 . . .. Âiä'¹ìíå ÷èñëî b çàïèñóþòü
ó âèãëÿäi −|b|.

Çàóâàæèìî, ùî äðîáè âèãëÿäó 0, α1α2α3 . . ., òîáòî ç íóëüîâîþ öiëîþ
÷àñòèíîþ, iíêîëè íàçèâàþòü ïðàâèëüíèìè.

Âïðàâà 3.2. Äîâåñòè, ùî â m-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç ðiâíîñòi
a = ak . . . a1a0, α1α2α3 . . . âèïëèâà¹ ðiâíiñòü mpa = ak . . . a1a0α1 . . .
. . . αp, αp+1αp+2 . . . .

Çàäà÷à 3.5. Çíàþ÷è ïî÷àòîê π = 3, 1415926535 . . . äåñÿòêîâîãî ðîçêëà-
äó ÷èñëà π, çíàéòè 20 çíàêiâ ïiñëÿ êîìè ó äâiéêîâîìó ðîçêëàäi ÷èñëà π.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç âïðàâè 3.2 âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à ðiâíîñèëüíà çíàõîäæåí-
íþ äâiéêîâîãî ðîçêëàäó ÷èñëà [220π] . Îñêiëüêè 3, 1415926 < π <
< 3, 1415927, òî 3294198 < 220π < 3294199. Òîìó

[220π] = 3294198 = 11001001000011111101102.

Òàêèì ÷èíîì, ïî÷àòîê äâiéêîâîãî ðîçêëàäó ÷èñëà π ìà¹ âèãëÿä

π = (11, 00100100001111110110 . . .)2.

m-êîâèé äðiá α = a, α1α2α3 . . . íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî ïî-
ñëiäîâíiñòü α1α2α3 . . . éîãî öèôð ¹ ïåðiîäè÷íîþ, òîáòî ÿêùî iñíóþòü
òàêi ÷èñëà k ≥ 0 i t ≥ 1, ùî äëÿ âñiõ n > k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
αn = αn+t. ßêùî äëÿ ïåðiîäè÷íîãî äðîáó α = a, α1α2α3 . . . ñåðåä òà-
êèõ k âèáðàòè íàéìåíøå k0, òî α1α2 . . . αk0 íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäïåðiîäîì
äðîáó α, à ñàìå ÷èñëî k0 � äîâæèíîþ ïåðåäïåðiîäó. Àíàëîãi÷íî íàéìåí-
øå ç óñiõ ìîæëèâèõ t ÷èñëî t0 íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ ïåðiîäó, à íàáið
öèôð αk0+1αk0+2 . . . αk0+t0 � ïåðiîäîì äðîáó α.

Ïåðiîäè÷íèé äðiá, ïåðåäïåðiîä ÿêîãî ìà¹ íóëüîâó äîâæèíó, íàçèâà-
¹òüñÿ ÷èñòî ïåðiîäè÷íèì äðîáîì.

Ïåðiîäè÷íèé äðiá iç äîâæèíîþ ïåðåäïåðiîäó k i äîâæèíîþ ïåðiîäó t
ìà¹ âèãëÿä

α = a, α1α2 . . . αkαk+1 . . . αk+tαk+1 . . . αk+tαk+1 . . . .

Îñêiëüêè ïiñëÿ ïåðåäïåðiîäó öèôðè ðåãóëÿðíî ïîâòîðþþòüñÿ, òî äëÿ
ïåðiîäè÷íèõ äðîáiâ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ α = a, α1 . . . αk(αk+1 . . .
. . . αk+t) .

Òåîðåìà 3.3. Â m-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
çîáðàæó¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì äðîáîì. Íàâïàêè, êîæíèé ïåðiîäè÷íèé äðiá
çîáðàæó¹ ïåâíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = a
b � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Íàñ öiêàâëÿòü ëèøå çíà-

êè ïiñëÿ êîìè, òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî 0 ≤ a
b < 1. Iç âïðàâè 3.2 âèïëè-

âà¹, ùî ïåðøà öèôðà α1 äðîáó a
b = 0, α1α2α3 . . . äîðiâíþ¹ α1 = [ma

b ],
òîáòî α1 âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi ma = α1b + r1, 0 ≤ r1 < b. Àíàëîãi÷íî,
äðóãà öèôðà α2 âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi mr1 = α2b+r2, 0 ≤ r2 < b, òðåòÿ
� ç ðiâíîñòi mr2 = α3b + r3, 0 ≤ r3 < b i ò.ä. Àëå âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi
a, r1, r2, r3, . . . íàëåæàòü ñêií÷åííié ìíîæèíi {0, 1, 2, . . . , b− 1}, òîìó ðà-
íî ÷è ïiçíî ÿêèéñü iç íèõ ïîâòîðèòüñÿ. Îòæå, iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi
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÷èñëà k i t, ùî rk = rk+t. Àëå òîäi mrk+t = mrk = αk+1b + rk+1. Ç iíøî-
ãî áîêó, mrk+t = αk+t+1b + rk+t+1. Iç îäíîçíà÷íîñòi äiëåííÿ ç îñòà÷åþ
âèïëèâà¹, ùî αk+t+1 = αk+1 i rk+t+1 = rk+1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ,
ùî αk+t+2 = αk+2 i rk+t+2 = rk+2, i ò.ä. Îòæå, äðiá α = 0, α1α2α3 . . . �
ïåðiîäè÷íèé.

Íàâïàêè, íåõàé äðiá α = 0, α1 . . . αk(β1 . . . βt) � ïåðiîäè÷íèé. Ïîçíà-
÷èâøè äëÿ çðó÷íîñòi A = (α1 . . . αk)m, B = (β1 . . . βt)m, ìè ìîæåìî
çàïèñàòè ÷èñëî α ó âèãëÿäi ðÿäó

α =
A

mk
+

B

mk ·mt
+

B

mk ·m2t
+

B

mk ·m3t
+ . . . .

Àëå òîäi

α =
A

mk
+

B

mk+t
(1+

1
mt

+
1

m2t
+. . .) =

A

mk
+

B

mk+t
· 1
1− 1

mt

=
A(mt − 1) + B

mk(mt − 1)
.

×èñëà A i B � öiëi, òîìó α � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî.

Iç äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïåðøå ïîâòîðåí-
íÿ â ïîñëiäîâíîñòi a, r1, r2, r3, . . . òðàïèòüñÿ íå ïiçíiøå, íiæ íà (b+1)-ìó
êðîöi. Òîìó îäåðæó¹ìî òàêèé
Íàñëiäîê 1. Ó çîáðàæåííi ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a

b m-êîâèì äðîáîì ñó-
ìà äîâæèí ïåðiîäó i ïåðåäïåðiîäó íå ïåðåâèùó¹ b.
Çàäà÷à 3.6. Çîáðàçèòè 7-êîâèì äðîáîì ÷èñëî 3

10 .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 3 = 37, 10 = 137. Âèêîíóþ÷è äiëåííÿ â 7-êîâié ñèñòåìi
(íèæíié iíäåêñ 7 äàëi îïóñêà¹ìî), îäåðæó¹ìî:

3
3 0

1 3
0, 2 0 4 6

− 2 6
1 0
1 0 0

− 5 5
1 2 0

− 1 1 4
3 .

Òàêèì ÷èíîì, ó ïîñëiäîâíîñòi îñòà÷ 3, 1, 10, 12, 3, . . . âiäáóëîñü ïåðøå
ïîâòîðåííÿ. Òîìó äàëi îñòà÷i, à ðàçîì iç íèìè i öèôðè äðîáó, áóäóòü
ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàòèñü. Îòæå, øóêàíèì äðîáîì ¹ 0, (2046)7.
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Ç'ÿñó¹ìî ùå, êîëè ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a
b çîáðàæó¹òüñÿ â m-êîâié ñè-

ñòåìi ÷èñëåííÿ ñêií÷åííèì äðîáîì. Çíîâó äîñèòü îáìåæèòèñü âèïàäêîì
0 ≤ a

b < 1. Êðiì òîãî, ââàæà¹ìî äðiá a
b íåñêîðîòíèì. Iç ðiâíîñòi

a

b
= 0, α1α2 . . . αk =

α1

m
+

α2

m2
+ . . . +

αk

mk
=

α1m
k−1 + α2m

k−2 + . . . + αk

mk

îäåðæó¹ìî: amk = b(α1m
k−1 + α2m

k−2 + . . . + αk). Îòæå, b|amk. Çà
òâåðäæåííÿì 1.2(b) iç âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë a i b âèïëèâà¹, ùî b|mk.

Íàâïàêè, íåõàé äëÿ ÿêîãîñü k ìà¹ìî b|mk. Òîäi mk ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi mk = b · b1, çâiäêè

a

b
=

mka

mkb
=

bb1a

mkb
=

b1a

mk
.

Çà óìîâîþ 0 ≤ a
b < 1, òîìó 0 ≤ b1a < mk i çàïèñ ÷èñëà b1a â m-êîâié

ñèñòåìi ìiñòèòü íå áiëüøå k öèôð. Äîïèñàâøè, â ðàçi ïîòðåáè, êiëü-
êà íóëiâ ïîïåðåäó, ìîæåìî ââàæàòè, ùî b1a = (αk−1αk−2 . . . α1α0)m =
αk−1m

k−1 + αk−2m
k−2 + . . . + α1m + α0. Àëå òîäi

a

b
=

αk−1m
k−1 + αk−2m

k−2 + . . . + α1m + α0

mk
=

αk−1

m
+

αk−2

m2
+ . . . +

α1

mk−1
+

α0

mk
= (0, αk−1αk−2 . . . α1α0)m,

òîáòî ÷èñëî a
b çîáðàæó¹òüñÿ â m-êîâié ñèñòåìi ñêií÷åííèì äðîáîì.

Ñôîðìóëþ¹ìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.4. Íåñêîðîòíèé äðiá a
b çîáðàæó¹òüñÿ â m-êîâié ñèñòåìi

÷èñëåííÿ ñêií÷åííèì äðîáîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè b|mk äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.

Âïðàâà 3.3. Äîâåñòè, ùî äåÿêèé ñòåïiíü ÷èñëà m äiëèòüñÿ íà b òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè êîæíèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà b áóäå äiëüíèêîì m.

3.6. Íåñòàíäàðòíi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ
Ïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, ÿêi ìè ðîçãëÿäàëè äîñi, ìîæíà íàçâàòè
ñòàíäàðòíèìè. Ó ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ é iíøi òèïè ïî-
çèöiéíèõ ñèñòåì. Ìè ëèøå êîðîòêî îáãîâîðèìî äåÿêi ç íèõ. Äåòàëüíiøå
ïðî öi é iíøi ñèñòåìè ìîæíà ïðî÷èòàòè â [6] (ãëàâà 4).
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(a) Âiä`¹ìíî�ïîçèöiéíi ñèñòåìè. Òàê íàçèâàþòüñÿ ïîçèöiéíi ñèñòå-
ìè ç âiä`¹ìíîþ îñíîâîþ m ≤ −2. Íàïðèêëàä, ÷èñëî 1078574 ó ñèñòå-
ìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ −5 çàïèøåòüñÿ ÿê 1078574 = (324012315)−5 =
3 · (−5)8 +2 · (−5)7 +4 · (−5)6 +1 · (−5)4 +2 · (−5)3 +3 · (−5)2 +1 · (−5)+4.
ßê i â ñòàíäàðòíié ïîçèöiéíié ñèñòåìi ç îñíîâîþ |m|, öèôðè ó âiä'¹ìíî�
ïîçèöiéíié ñèñòåìi ç îñíîâîþ m � öå åëåìåíòè ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . ,
|m| − 1}.

Öiêàâî, ùî ó âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ äîäàòíi i âiä'¹ìíi ÷èñëà
ðiâíîïðàâíi â òîìó ñåíñi, ùî äëÿ çîáðàæåííÿ âiä'¹ìíèõ ÷èñåë íå ïîòði-
áåí çíàê. Íàïðèêëàä, ó ñèñòåìi ç îñíîâîþ −5 ÷èñëî −6019 çàïèñó¹òüñÿ
ÿê −6019 = (213041)−5. Ïðàâèëî äîäàâàííÿ ó âiä'¹ìíî-ïîçèöiéíèõ ñè-
ñòåìàõ òðîõè ñêëàäíiøå çâè÷àéíîãî, áî ïðè ïåðåïîâíåííi ðîçðÿäó ïåðå-
íîñ ðîáèòüñÿ çðàçó â äâà íàñòóïíèõ ðîçðÿäè. Íàïðèêëàä, 3 · (−5)2 + 4 ·
(−5)2 = 7 · (−5)2 = 5 · (−5)2 + 2 · (−5)2 = (−5)4 + 4 · (−5)3 + 2 · (−5)2,
òîáòî

(3 0 0)5
+ (4 0 0)5

(1 4 2 0 0)5
.

Çàòå â òàêèõ ñèñòåìàõ ñòà¹ íåïîòðiáíèì ïðàâèëî çíàêiâ äëÿ ìíîæåííÿ.
Íà âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíi ñèñòåìè ìîæíà ïîøèðèòè é ïîíÿòòÿ ñèñòåìà-

òè÷íîãî äðîáó, ùî äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ñèñòåìè äëÿ çîáðà-
æåííÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë.

Âïðàâà 3.4. Ñôîðìóëþéòå ïðàâèëî ïåðåíîñó ïðè ïåðåïîâíåííi ðîçðÿ-
äó äëÿ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíié ñèñòåìi
ç îñíîâîþ −5.

(b) Äëÿ çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïåâíîãî ïîøèðåííÿ íàáó-
ëà ïîçèöiéíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 2i. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíå
êîìïëåêñíå ÷èñëî z îäíîçíà÷íî çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

z = ak(2i)k + ak−1(2i)k + . . . + a1(2i) + a0 +
a−1

2i
+

a−2

(2i)2
+ . . . ,

äå öèôðè ak, ak−1, . . . , a1, a0, a−1, a−2, . . . áåðóòüñÿ ç ìíîæèíè {0, 1, 2, 3}.
Íàïðèêëàä, 20, 5+23, 5i = (121301, 12)2i = 1 · (2i)5 +2 · (2i)4 +1 · (2i)3 +3 ·
(2i)2 +1+1 ·(2i)−1 +2 ·(2i)−2 = 1 ·(32i)+2 ·(−16)+1 ·(−8i)+3 ·(−4)+1+
1 ·(− 1

2 i)+2 ·(− 1
4 ). Ðiâíîñòi (2i)2k = ((2i)2)k = (−4)k i (2i)2k+1 = 2i ·(−4)k

äîçâîëÿþòü (çà ïîñåðåäíèöòâîì âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ç îñíîâîþ
−4) ëåãêî ïåðåõîäèòè âiä çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó ïîçèöiéíié
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ñèñòåìi ç îñíîâîþ 2i äî çâè÷íîãî çàïèñó â àëãåáðè÷íié ôîðìi i íàâïàêè:
(a2na2n−1 . . . a2a1a0, a−1a−2a−3a−4 . . .)2i = (a2n . . . a2a0, a−2a−4 . . .)−4 +
2i(a2n−1 . . . a1, a−1a−3 . . .)−4. Ïðèâàáëèâîþ ðèñîþ öi¹¨ i ïîäiáíèõ ¨é ñè-
ñòåì çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ òå, ùî âîíè íå âèìàãàþòü ðîç-
ãëÿäó îêðåìî äiéñíî¨ é óÿâíî¨ ÷àñòèí ÷èñëà i äîçâîëÿþòü äîäàâàòè i
ìíîæèòè êîìïëåêñíi ÷èñëà ÿê öiëüíi îá'¹êòè çà ïðàâèëàìè, äóæå ñõî-
æèìè íà âiäïîâiäíi ïðàâèëà â ñòàíäàðòíèõ ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ, ëèøå
òðîõè óñêëàäíþ¹òüñÿ ïðàâèëî ïåðåíîñó.

Âïðàâà 3.5. Ñôîðìóëþéòå ïðàâèëî ïåðåíîñó ïðè ïåðåïîâíåííi ðîçðÿ-
äó äëÿ äîäàâàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç
îñíîâîþ 2i.

(c) Âðiâíîâàæåíà òðiéêîâà ñèñòåìà. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äâi çà-
äà÷i.

Çàäà÷à 3.7. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü âàæêiâ ïîòðiáíî, ùîá íà øàëü-
êîâèõ òåðåçàõ ìîæíà áóëî çâàæèòè áóäü-ÿêèé âàíòàæ âàãîþ äî 100ã
(âàãà ¹ öiëèì ÷èñëîì ãðàìiâ, à âàæêè ìîæíà ñòàâèòè ëèøå íà îäíó
øàëüêó).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàíóìåðó¹ìî âàæêè i íåõàé a1, a2, . . . , an � ¨õ âàãè. Áóäü-
ÿêó âàãó, çâàæåíó çà äîïîìîãîþ öèõ âàæêiâ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
α1a1 + α2a2 + . . . + αnan, äå αi = 1, ÿêùî âàæîê ai ñòî¨òü íà øàëüöi,
i αi = 0 â ïðîòèâíîìó ðàçi. Iñíó¹ ëèøå 2n íàáîðiâ iç íóëiâ i îäèíè÷îê.
Òîìó 2n ≥ 100, àáî n ≥ 7, áî n � öiëå ÷èñëî. Ç iíøîãî áîêó, 7 âàæêiâ
âàãîþ 1, 2, 4, 8, 16, 32, i 64 âiäïîâiäíî äîñèòü. Ñïðàâäi, çâàæóâàííÿ çà
äîïîìîãîþ öèõ âàæêiâ ðiâíîñèëüíå çîáðàæåííþ âàãè ó äâiéêîâié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ, à â öié ñèñòåìi äëÿ çàïèñó êîæíîãî ÷èñëà k < 128 ïîòðiáíî
íå áiëüøå 7 öèôð.

Çàäà÷à 3.8. ßêîþ áóäå íàéìåíøà íåîáõiäíà êiëüêiñòü âàæêiâ, ÿêùî â
ïîïåðåäíié çàäà÷i äîçâîëèòè ñòàâèòè âàæêè íà áóäü-ÿêó øàëüêó òå-
ðåçiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî êëàñòè âàíòàæ íà ëiâó øàëüêó. Òîäi, êîðèñòóþ-
÷èñü ïîçíà÷åííÿìè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, âàãó âàíòàæó ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi α1a1 + α2a2 + . . . + αnan, äå αi = 1, ÿêùî âàæîê ai ñòî¨òü íà
ïðàâié øàëüöi, αi = −1, ÿêùî âií ñòî¨òü íà ëiâié øàëüöi, i αi = 0, ÿêùî
âàæîê ai íà æîäíó øàëüêó íå ñòàâèâñÿ. Òåïåð íàáîðiâ áóäå 3n i ìà¹ âèêî-
íóâàòèñü íåðiâíiñòü 3n ≥ 100, àáî n ≥ 5. Ç iíøîãî áîêó, 5 âàæêiâ âàãîþ
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1, 3, 9, 27 i 81 âiäïîâiäíî äîñèòü, ùîá ó òàêèé ñïîñiá çâàæèòè áóäü-ÿêó
âàãó äî 121ã (îáãðóíòóéòå îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî).

Îñòàííÿ çàäà÷à âiäîìà ÿê �çàäà÷à Áàøå ïðî âàãè�. Çàóâàæèìî, ùî
â öüîìó, ÿê i â áàãàòüîõ iíøèõ âèïàäêàõ, iñòîðè÷íà ñïðàâåäëèâiñòü ïî-
ðóøåíà: çà áàãàòî ñòîëiòü äî Áàøå öþ çàäà÷ó ðîçãëÿäàâ Ôiáîíà÷÷i.

Âèêîðèñòàííÿ âàæêiâ 1, 3, 9, 27, . . . â çàäà÷i 3.8 ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê çàïèñ öiëîãî ÷èñëà â òàê çâàíié âðiâíîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ:

n = ak · 3k + ak−1 · 3k−1 + · · ·+ a2 · 32 + a1 · 3 + a0, (3.9)
äå öèôðè ak, ak−1, . . . , a1, a0 áåðóòüñÿ íå ç ìíîæèíè {0, 1, 2}, à ç {−1, 0, 1}.
Íàïðèêëàä, 62 = 1 · 34 − 1 · 33 + 1 · 32 + 0 · 31 − 1.

Çàìiñòü öèôðè −1 ÷àñòiøå ïèøóòü 1̄. Òîäi ÷èñëî 62 çàïèñóþòü ÿê
11̄101̄.

Òâåðäæåííÿ 3.5. Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìîæíà çàïèñàòè ó âðiâ-
íîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî,
ùî ÷èñëî n âæå çàïèñàíî â öié ñèñòåìi, i çàïèñ ìà¹ âèãëÿä n =
= am . . . ak+1ak1 . . . 1, äå k ≥ 0 i ak 6= 1. Òîäi ç ðiâíîñòi 3k − 3k−1 − · · · −
3− 1 = (3k−1 + · · ·+ 3 + 1) + 1 âèïëèâà¹, ùî n + 1 = am . . . ak+1ák1̄ . . . 1̄,
äå öèôðà ák áiëüøà íà 1 çà ak.

Ñåðåä áàãàòüîõ öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé âðiâíîâàæåíî¨ òðiéêîâî¨ ñèñòå-
ìè îïèøåìî ëèøå êiëüêà:

1) Çàïèñè ïðîòèëåæíèõ ÷èñåë n i −n îäåðæóþòüñÿ îäèí ç îäíîãî
çàìiíîþ êîæíî¨ öèôðè 1 íà 1̄ i íàâïàêè. Öå îäðàçó âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi
(3.9).

2) Çíàê ÷èñëà âèçíà÷à¹òüñÿ íàéñòàðøîþ íåíóëüîâîþ öèôðîþ. Íà-
ïðèêëàä, −74 = 1̄011̄1, 169 = 11̄011̄1.

3) Ïîðÿäîê, ÿêèé öiëi ÷èñëà ïîðîäæóþòü íà ìíîæèíi ñâî¨õ çàïèñiâ
ó âðiâíîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi, çáiãà¹òüñÿ ç ëåêñèêîãðàôi÷íèì. Òî-
ìó â öié ñèñòåìi ïîðiâíþâàòè ÷èñëà ìîæíà òàê ñàìî, ÿê i â çâè÷àéíié
äåñÿòêîâié: ÷èòàþ÷è ÷èñëà çëiâà íàïðàâî.

4) Ó âðiâíîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi äóæå ïðîñòî âèêîíóþòüñÿ àðè-
ôìåòè÷íi äi¨. Íàïðèêëàä, òàáëèöÿ äîäàâàííÿ äëÿ îäíîöèôðîâèõ ÷èñåë
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ìà¹ âèãëÿä
+ 1 0 1
1 1 1 0
0 1 0 1
1 0 1 11 .

Âiäíiìàííÿ a − b çâîäèòüñÿ äî äîäàâàííÿ ïiñëÿ çàìiíè b ïðîòèëåæíèì
÷èñëîì −b. Íàÿâíiñòü ëèøå äâîõ íåíóëüîâèõ öèôð 1 i −1 äîçâîëÿ¹ i ìíî-
æåííÿ çâåñòè äî çàìiíè çíàêó i äîäàâàííÿ. Ïåðåìíîæèìî, íàïðèêëàä,
÷èñëà 73 = 101̄01 i 23 = 101̄1̄:

1 0 1 0 1
× 1 0 1 1

1 0 1 0 1
1 0 1 0 1

1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1 (= 1679) .

5) Äëÿ çîáðàæåííÿ ó âðiâíîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi äîâiëüíèõ äié-
ñíèõ ÷èñåë ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ñèñòåìàòè÷íi äðîáè. Öiêàâî, ùî
îêðóãëåííÿ ÷èñëà äî íàéáëèæ÷îãî öiëîãî çâîäèòèìåòüñÿ ïðîñòî äî âiä-
êèäàííÿ âñiõ öèôð ïiñëÿ êîìè (àíàëîãi÷íå ïðàâèëî ìîæíà ñôîðìóëþ-
âàòè i äëÿ îêðóãëåííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðîçðÿäó).

Ëåãêiñòü âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ äié i ïðîñòîòà òåõíi÷íî¨ ðåàëi-
çàöi¨ öèôð 1̄, 0, 1 (íàïðèêëàä, ñòðóì â îäíîìó íàïðÿìêó; âiäñóòíiñòü
ñòðóìó; ñòðóì ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó) ñïðè÷èíèëè òå, ùî âðiâíî-
âàæåíà òðiéêîâà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ïîñòiéíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìîæëèâà
àëüòåðíàòèâà äâiéêîâié ñèñòåìi â ÅÎÌ. Áóëè íàâiòü ïîáóäîâàíi äîñëiäíi
çðàçêè ìàøèí iç âðiâíîâàæåíîþ òðiéêîâîþ àðèôìåòèêîþ.

(d) Âiä'¹ìíi öèôðè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i â ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ
÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m > 3. Íàïðèêëàä, ÷èñëî 118 â ÷åòâiðêîâié ñèñòåìi
ç öèôðàìè −1, 0, 1, 2, â ï'ÿòiðêîâié ñèñòåìi ç öèôðàìè −1, 0, 1, 2, 3 i
â ï'ÿòiðêîâié ñèñòåìi ç öèôðàìè −2, −1, 0, 1, 2 çàïèøåòüñÿ âiäïîâiäíî
ÿê 118 = 2 · 43 − 1 · 42 + 1 · 4 + 2 = 21̄12; 118 = 1 · 53 − 1 · 52 + 3 · 5 + 3 =
11̄33; 118 = 1 · 53 + 0 · 52 − 1 · 5− 2 = 101̄2̄.

Óïåðøå òàêi ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ç'ÿâëÿþòüñÿ ùå íà ïî÷àòêó ÕIÕ ñò.
Îäíàê âåëèêîãî ïîøèðåííÿ âîíè íå íàáóëè.

(e) Âàæëèâèì óçàãàëüíåííÿì ïîçèöiéíèõ ñèñòåì ÷èñëåííÿ ¹ ïîçèöié-
íi ñèñòåìè çi çìiííîþ îñíîâîþ (¨õ ùå íàçèâàþòü ñèñòåìè çi çìiøàíèìè
îñíîâàìè). Ó çâè÷àéíié ïîçèöiéíié ñèñòåìi ç îñíîâîþ m �âàãà� îäèíèöi

76



ðîçðÿäó, ïî÷èíàþ÷è ç íóëüîâîãî, äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 1, m,m2,m3, . . . .
Ó ñèñòåìi çi çìiííîþ îñíîâîþ çàäà¹òüñÿ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü m0,
m1, m2, . . . íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (îñíîâ ðîçðÿäiâ), à �âàãà� îäèíèöi ðîçðÿ-
äó äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 1,m0,m1m0,m2m1m0, . . .. Ó òàêié ñèñòåìi ÷èñëî
çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi n = akmk−1mk−2 . . . m1m0+ak−1mk−2 . . . m1m0+
a2m1m0+a1m0+a0, äå i-òà öèôðà ai áåðåòüñÿ ç ìíîæèíè {0, 1, . . . , mi−1}
(çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî ðîçðÿäó � ñâié íàáið öèôð).

×èñëåííi ïðèêëàäè òàêèõ ïîçèöiéíèõ ñèñòåì äàþòü ñèñòåìè ìið ði-
çíèõ íàðîäiâ. Íàïðèêëàä,÷àñ ìè âèìiðþ¹ìî â ñèñòåìi, äå îäèíèöi ðîçðÿ-
äiâ íàçèâàþòüñÿ ñåêóíäîþ, õâèëèíîþ, ãîäèíîþ, äíåì, òèæíåì, ìiñÿöåì,
ðîêîì, . . ., à ïîñëiäîâíiñòü îñíîâ ìà¹ âèãëÿä 60, 60, 24, 7, 4, 12, . . ..

Ñåðåä ïîçèöiéíèõ ñèñòåì çi çìiííèìè îñíîâàìè ìàòåìàòèêiâ íàéáiëü-
øå ïðèâàáëþ¹ ôàêòîðiàëüíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ îñíîâ
2, 3, 4, . . ., k, k + 1, . . .. Ó òàêié ñèñòåìi êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n ¹äè-
íèì ÷èíîì çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi n = ak · k! + ak−1 · (k− 1)! + · · ·+ a3 ·
3! + a2 · 2! + a1, äå i-òà öèôðà ai áåðåòüñÿ ç ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . , i}.

(f) Ñèñòåìà ÷èñëåííÿ Ôiáîíà÷÷i. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë
Ôiáîíà÷÷i F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, . . ., ÷ëåíè ÿêî¨ äëÿ
n ≥ 1 çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ Fk+1 = Fk + Fk−1. Òîäi äîâiëüíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

n = akFk + ak−1Fk−1 + · · ·+ a1F1 + a0F0 , (3.10)

äå êîæíèé ç êîåôiöi¹íòiâ ak, . . . , a1, a0 äîðiâíþ¹ 0 àáî 1. Êîðîòêî ðiâ-
íiñòü (3.10) çàïèñóþòü ÿê n = akak−1 . . . a1a0 F . Òàêå çîáðàæåííÿ ÷èñëà
n íåîäíîçíà÷íå. Íàïðèêëàä, 12 = 11111F = 100111F = 101001F . Îäíî-
çíà÷íîñòi ìîæíà äîñÿãòè, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá ñåðåä öèôð ak, . . . , a1, a0

íå áóëî äâîõ îäèíè÷îê ïiäðÿä. Iñíóâàííÿ òàêîãî çîáðàæåííÿ äîâåñòè
ëåãêî. Ñïðàâäi, ç ðiâíîñòi Fi+1 = Fi + Fi−1 âèïëèâà¹, ùî äâi ñóñiäíi
îäèíè÷êè ìîæíà çàìiíèòè íóëÿìè, äîäàâøè îäèíè÷êó äî íàñòóïíîãî
ðîçðÿäó. ßêùî êîæíîãî ðàçó òàêó ïðîöåäóðó ðîáèòè ç êðàéíiìè ëiâèìè
ñóñiäíiìè îäèíè÷êàìè, òî êîæíîãî ðàçó êiëüêiñòü îäèíè÷îê çìåíøóâà-
òèìåòüñÿ íà 1. Òîìó ðàíî ÷è ïiçíî ñóñiäíiõ îäèíè÷îê íå çàëèøèòüñÿ.
Îäíîçíà÷íiñòü çîáðàæåííÿ áåç ñóñiäíiõ îäèíè÷îê ìîæíà äîâåñòè çà äî-
ïîìîãîþ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ öèõ ôàêòiâ, ïðàâèëà âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié,
çàñòîñóâàííÿ â îá÷èñëþâàëüíié i âèìiðþâàëüíié òåõíiöi i áàãàòî iíøèõ
öiêàâèõ ðå÷åé ïðî ñèñòåìó ÷èñëåííÿ Ôiáîíà÷÷i ìîæíà çíàéòè â [8].
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3.7. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Çàïèñàòè ÷èñëî n â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m:

(a) n = 39481, m = 2; (b) n = 42375, m = 2; (c) n = 72615052, m = 5;
(d) n = 59483726, m = 5; (e) n = 3085307, m = 13; (f) n = 4297429,
m = 13.

2. Çíàéòè ÷èñëî n, ÿêùî n = (abc)7 = (cba)9.

3. Çíàéòè 8-öèôðîâå ÷èñëî n = (abcdefgh)10, ÿêùî ÷èñëà (abcd)10 i
(efgh)10 âiäðiçíÿþòüñÿ íà îäèíèöþ.

4. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ:
(a) 6; (b) 8.

5. Îá÷èñëèòè ñóìó âñiõ åëåìåíòiâ ó òàáëèöi ìíîæåííÿ äëÿ ñèñòåìè
÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m.

6. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ âèðàçó (425012 + 142035)(352140− 225 · 342),
ÿêùî âñi ÷èñëà çàïèñàíi â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ:
(a) 6; (b) 7; (c) 7; (d) 11.

7. Ðîçäiëèòè ç îñòà÷åþ:
(a) 3541227 íà 2117 ; (b) 49182011 íà 12511 ; (c) 2714238 íà 4718 ;
(d) 35214026 íà 2426 ; (e) 1011000101110112 íà 110112 ;
(f) 1110110100110102 íà 101112 .

8. Çàïèñàòè ÷èñëà:
(a) 10111001011010012, (b) 120301221334, (c) 35146217, (d) 147125418,
(e) 25149311, (f) 17294312

ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

9. Çàïèñàòè êîæíå ç ÷èñåë çàäà÷i 8 ó ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ:
(a) 3; (b) 5; (c) 9.

10. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ:
(a) ÿêùî äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà n ìiñòèòü 30 îäèíèöü, à ðåøòà
öèôð � íóëi, òî n íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì;
(b) ÿêùî â äåñÿòêîâîìó çàïèñi ÷èñëà n ñóìà öèôð äîðiâíþ¹ 50, òî
n íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì.
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11. Çíàéòè âñi òàêi îñíîâè m, ùî â m-êîâié ñèñòåìi âèêîíó¹òüñÿ êîæíà
iç âêàçàíèõ îçíàê ïîäiëüíîñòi:
(a) ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà 7 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñóìà éîãî öèôð
äiëèòüñÿ íà 7;
(b) ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà 24 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ÷èñëî, óòâîðåíå
äâîìà îñòàííiìè öèôðàìè ÷èñëà n, äiëèòüñÿ íà 24.

12. Âðàõîâóþ÷è, ùî 999 = 27 · 37 i 1001 = 7 · 11 · 13, ñôîðìóëþâàòè i
äîâåñòè äëÿ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi, îçíàêè ïîäiëü-
íîñòi íà 27, 37, 7 i 13.

13. Ñôîðìóëþâàòè é äîâåñòè îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 2, 3, 4, 5, 7 i 9 äëÿ
÷èñåë, çàïèñàíèõ ó 8-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

14. Ñôîðìóëþâàòè é äîâåñòè îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 11 i 13 äëÿ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó 12-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

15. Çíàéòè ïåðøi 10 çíàêiâ ïiñëÿ êîìè ó äâiéêîâîìó ðîçêëàäi ÷èñëà:
(a)

√
2; (b)

√
5; (c) 3

√
3; (d) e.

16. Çíàéòè ïåðøi 10 çíàêiâ ïiñëÿ êîìè ó òðiéêîâîìó ðîçêëàäi ÷èñëà:
(a)

√
3; (b)

√
5; (c)

√
8; (d) 3

√
2.

17. Çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íîãî äðîáó â òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëå-
ííÿ ÷èñëî:
(a) 5

7 ; (b) 5
8 ; (c) 3

16 ; (d) 6
13 ; (e) 7

11 .

18. Çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïåðiîäè÷íîãî äðîáó â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíî-
âîþ 7 ÷èñëî:
(a) 3

8 ; (b) 2
9 ; (c) 4

19 ; (d) 5
16 ; (e) 7

24 .

19. Çàïèñàòè ó âèãëÿäi çâè÷àéíîãî äðîáó ïåðiîäè÷íèé äðiá:
(a) 0, (101001011)2; (b) 0, (1201102)3; (c) 0, (231420)5; (d) 0, (13562)7;
(e) 0, (37214)8.

20. ßêèì ìîæå áóòè çíàìåííèê b, ÿêùî ïðè çàïèñi çâè÷àéíîãî äðîáó
a
b ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî äðîáó äîâæèíà ïåðiîäó äîðiâíþ¹
(a) 2; (b) 3; (c) 4?
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21. Ñôîðìóëþâàòè é îáãðóíòóâàòè ïðàâèëî äîäàâàííÿ äâîõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó ñèñòåìi Ôiáîíà÷÷i.

22. Çàïèñàòè êîæíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {−10,−9,−8, . . . , 9, 10} ó ñèñòåìi
÷èñëåííÿ:
(a) ç îñíîâîþ −2; (b) ç îñíîâîþ −3.

23. Çàïèñàòè ó âðiâíîâàæåíié òðiéêîâié ñèñòåìi êîæíå ÷èñëî ç ìíî-
æèíè
(a) {30, 31, 32, 33, 34}; (b) {36, 37, 38, 39, 40}; (c) {70, 71, . . . , 79, 80};
(d) {110, 111, . . . , 119, 120}.

24. Äîâåñòè, ùî êîæíå öiëå ÷èñëî ìîæíà çàïèñàòè
(a) â 4-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ öèôð {−1, 0, 1, 2};
(b) â 5-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ öèôð {−2,−1, 0, 1, 2}.

25. Ñôîðìóëþâàòè é îáãðóíòóâàòè àëãîðèòìè çáiëüøåííÿ íà 1 i çìåí-
øåííÿ íà 1 ÷èñëà, çàïèñàíîãî
(a) â äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ;
(b) ó òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ;
(c) ó âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíié ñèñòåìi ç îñíîâîþ −2;
(d) ó âiä'¹ìíî�ïîçèöiéíié ñèñòåìi ç îñíîâîþ −3;
(e) ó òðiéêîâié âðiâíîâàæåíié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ;
(f) ó 4-êîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ iç öèôðàìè −1, 0, 1, 2.
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