
2. ×èñëîâi ôóíêöi¨
2.1. Ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöi¨
Ôóíêöiÿ f(n), ùî âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i íàáó-
âà¹ äiéñíèõ çíà÷åíü, íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ, ÿêùî âèêîíóþ-
òüñÿ òàêi óìîâè:

(a) ôóíêöiÿ f(n) íå ¹ òîòîæíî ðiâíîþ íóëþ;

(b) äëÿ äîâiëüíèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü f(mn) = f(m)f(n).

Ïðèêëàäîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôóíêöi¨ ¹ f(n) = ns, äå s � ôiêñîâàíå
äiéñíå ÷èñëî.

Âiäçíà÷èìî äâi âëàñòèâîñòi ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöié:
1) f(1) = 1.
Ñïðàâäi, íåõàé ÷èñëî a ∈ N òàêå, ùî f(a) 6= 0. Òîäi f(a) = f(1 · a) =

f(1) · f(a), îòæå, f(1) = 1.
2) ßêùî f òà g � ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöi¨, òî ¨õ äîáóòîê fg òàêîæ

¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ôóíêöi¹þ.
Ñïðàâäi, (fg)(1) = f(1)g(1) = 1 · 1 = 1, òîìó ôóíêöiÿ f(n) íå ¹ òîòî-

æíî ðiâíîþ íóëþ. Êðiì öüîãî, äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë m i n îòðèìó¹-
ìî: (fg)(mn) = f(mn)g(mn) = f(m)f(n)g(m)g(n) = f(m)g(m)f(n)g(n) =
(fg)(m)(fg)(n).

Íàñòóïíà êîíñòðóêöiÿ äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè íîâi ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóí-
êöi¨. Äëÿ äîâiëüíî¨ âèçíà÷åíî¨ íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ôóíêöi¨
f(n) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ F (n) =

∑
d|n

f(d) (òîáòî ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì

íàòóðàëüíèì äiëüíèêàì d ÷èñëà n), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñóìàòîðíîþ ôóí-
êöi¹þ äëÿ ôóíêöi¨ f(n).

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöiÿ f : N → R áóäå ìóëüòèïëiêàòèâíîþ òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè ìóëüòèïëiêàòèâíîþ áóäå ¨¨ ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ F (n).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ôóíêöiÿ f � ìóëüòèïëiêàòèâíà. Äëÿ
âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë m i n êîæíèé äiëüíèê d ÷èñëà mn îäíîçíà÷íî
çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi d = lt, äå l|m i t|n, òîìó ìà¹ìî:

F (mn) =
∑

d|mn

f(mn) =
∑

l|m

∑

t|n
f(lt) =

∑

l|m
f(l)

∑

t|n
f(t) = F (m)F (n).
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Îòæå, ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ F (n) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ôóíêöiÿ F (n) � ìóëüòèïëiêàòèâíà. Òîäi f(1) =

F (1) = 1. Î÷åâèäíî, ùî f(1 · 1) = f(1) = 1 = 1 · 1 = f(1) · f(1). Íåõàé
òåïåð m i n � äîâiëüíi âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ
âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë l i t, òàêèõ, ùî lt < mn, ðiâíiñòü f(lt) = f(l)f(t)
óæå äîâåäåíà, i ïîêàæåìî, ùî f(mn) = f(m)f(n). Ñïðàâäi,

∑

l|m

∑

t|n
f(lt) = F (mn) = F (m)F (n) =

∑

l|m
f(l)

∑

t|n
f(t). (2.1)

Ðîçïèøåìî ëiâó i ïðàâó ñóìè òàêèì ÷èíîì:
∑

l|m

∑

t|n
f(lt) =

∑

l|m
l 6=m

f(lt) +
∑

t|n
f(mt) =

∑

l|m
l 6=m

f(lt) +
∑

t|n
t 6=n

f(mt) + f(mn),

∑

l|m
f(l)

∑

t|n
f(t) =

∑

l|m

∑

t|n
f(l)f(t) =

∑

l|m
l 6=m

f(l)f(t)+
∑

t|n
t 6=n

f(m)f(t)+f(m)f(n).

Çà ïðèïóùåííÿì f(lt) = f(l)f(t), ïîêè lt < mn. Òîìó
∑

l|m
l 6=m

f(lt) =
∑

l|m
l 6=m

f(l)f(t) i
∑

t|n
t 6=n

f(mt) =
∑

t|n
t6=n

f(m)f(t).

Iç ðiâíîñòi (2.1) òåïåð âèïëèâà¹ f(mn) = f(m)f(n), ùî é âèìàãàëîñü.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Òîäi
äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôóíêöi¨ f(n) ¨¨ ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ F (n) äî-
ðiâíþ¹

F (n) = (1 + f(p1) + f(p2
1) + f(pα1

1 )) · · · (1 + f(pk) + f(p2
k) + f(pαk

k )). (2.2)

Äîâåäåííÿ. Ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.2) îòðè-
ìà¹ìî ñóìó äîäàíêiâ âèãëÿäó f(pβ1

1 ) · · · f(pβk

k ) = f(pβ1
1 · · · pβk

k ), äå 0 ≤
β1 ≤ α1, . . . , 0 ≤ βk ≤ αk, ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî ìîæëèâîãî íàáî-
ðó (β1, . . . , βk) áóäå çóñòði÷àòèñü ðiâíî îäèí äîäàíîê. Àëå êîëè íàáið
(β1, . . . , βk) ïðîáiãà¹ âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ, òî äîáóòîê pβ1

1 · · · pβk

k ïðî-
áiãà¹ âñi ìîæëèâi äiëüíèêè ÷èñëà n, òîìó ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2.2)
äîðiâíþ¹ F (n).
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Íàñëiäîê 1. Äëÿ ôóíêöi¨ f(n) = ns ðiâíiñòü (2.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó
∑

d|n
ds = (1 + ps

1 + p2s
1 + pα1s

1 ) · · · (1 + pk + p2s
k + pαks

k ). (2.3)

Çîêðåìà, ïðè s = 1 ìè îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü äëÿ ñóìàòîðíî¨ ôóíêöi¨
äëÿ ôóíêöi¨ f(n) = n, òîáòî äëÿ ñóìè σ(n) äiëüíèêiâ ÷èñëà n. ßêùî
òåïåð ó êîæíié äóæöi ðiâíîñòi (2.3) çàìiíèòè âèðàç çà ôîðìóëîþ äëÿ
ñóìè ÷ëåíiâ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, òî îäåðæèìî:

σ(n) =
pα1+1
1 − 1
p1 − 1

· · · p
αk+1
k − 1
pk − 1

. (2.4)

Ïðè s = 0 ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ äëÿ ôóíêöi¨ f(n) = ns � öå êiëüêiñòü
τ(n) äiëüíèêiâ ÷èñëà n, i ìè îòðèìó¹ìî: τ(n) = (α1 + 1) · · · (αk + 1).
Íàïðèêëàä, σ(2016) = σ(25 ·32 ·7) =

25+1 − 1
2− 1

· 3
2+1 − 1
3− 1

· 7
1+1 − 1
7− 1

= 6552 ,
τ(2016) = (5 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 36.

Çàäà÷à 2.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σm(n) ñóìó m�èõ ñòåïåíiâ óñiõ íàòó-
ðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Çíàéòè ÿâíèé âèðàç äëÿ σm(n), ÿêùî âiäî-
ìèé êàíîíi÷íèé ðîçêëàä n = pα1

1 · · · pαk

k ÷èñëà n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî nm = (pα1
1 )m · · · (pαk

k )m = (pm
1 )α1 · · ·

(pm
k )αk . Òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è â (2.4) çàìiñòü p1, . . . , pk âiäïîâiäíî pm

1 , . . .
. . . , pm

k , îòðèìó¹ìî:

σm(n) =
(pm

1 )α1+1 − 1
pm
1 − 1

· · · (p
m
k )αk+1 − 1
pm

k − 1
.

Çàäà÷à 2.2. Çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ÿêå äiëèòüñÿ íà 12 i ìà¹
ðiâíî 14 íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 12 = 22 ·3, òî n ìà¹ âèãëÿä n = 2α13α2 · · · pαk

k , äå
α1 ≥ 2 i α2 ≥ 1. Iç ðiâíîñòåé τ(n) = (α1+1)(α2+1) · · · (αk +1) = 14 = 7 ·2
òåïåð âèïëèâà¹, ùî α1+1=7, α2+1=2 i k=2, òîáòî n = 26 ·31 = 192.

Çàäà÷à 2.3. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê óñiõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà
n äîðiâíþ¹ nτ(n)/2.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæíîìó äiëüíèêó d ÷èñëà n ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
äiëüíèê n/d. Òàêèì ÷èíîì, íàòóðàëüíi äiëüíèêè ÷èñëà n ðîçáèâàþòüñÿ
íà ïàðè (d, n/d), îêðiì âèïàäêó, êîëè n ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì (ÿêùî n =
m2, òî äiëüíèêó m âiäïîâiäà¹ äiëüíèê m2/m = m, òîáòî öåé ñàìèé
äiëüíèê). ßêùî n íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì, òî äîáóòîê äiëüíèêiâ êîæíî¨
ïàðè (d, n/d) äîðiâíþ¹ d·n/d = n, i òàêèõ ïàð áóäå τ(n)/2. Òàêèì ÷èíîì,
ó öüîìó âèïàäêó äîáóòîê óñiõ äiëüíèêiâ äîðiâíþ¹ P = (d · n/d)τ(n)/2 =
nτ(n)/2. Ó âèïàäêó n = m2 ìà¹ìî: P = (d ·n/d)(τ(n)−1)/2 ·m = n(τ(n)−1)/2 ·
n1/2 = nτ(n)/2.

Çàäà÷à 2.4. Çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äîáóòîê óñiõ äiëüíèêiâ ÿêîãî
äîðiâíþ¹ 810000.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 810000 = 24 ·34 ·54, òîìó n ìà¹ âèãëÿä n = 2α ·3β ·5γ . Çãiäíî
iç çàäà÷åþ 2.3 ìà¹ìî: 810000 = (2α ·3β ·5γ)τ(n)/2, äå τ(n) = τ(2α ·3β ·5γ) =
(α + 1)(β + 1)(γ + 1). Îñêiëüêè τ(n)/2 ≤ 4, òî (α + 1)(β + 1)(γ + 1) ≤ 8.
Êðiì òîãî, α ≥ 1, β ≥ 1, γ ≥ 1. Îòæå, α = β = γ = 1 i n = 2 ·3 ·5 = 30.

Çàäà÷à 2.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

n =
d1 + · · ·+ dk

(1/d1) + · · ·+ (1/dk)
,

äå d1, . . . , dk � óñi íàòóðàëüíi äiëüíèêè ÷èñëà n.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî äiëüíèêè
d1, . . . , dk âèïèñàíi â ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ. Òîäi d1 = n/dk, d2 = n/dk−1,
. . . . Îòæå,

d1 + · · ·+ dk

(1/d1) + · · ·+ (1/dk)
=

n(d1 + · · ·+ dk)
(n/d1) + · · ·+ (n/dk)

=
n(d1 + · · ·+ dk)

dk + · · ·+ d1
= n .

2.2. Ôóíêöi¨ [x] i {x}
Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x ÷åðåç [x] ïîçíà÷à¹òüñÿ íàéáiëüøå öiëå
÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ x. [x] íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà x.
Îòæå, [x] � öå ¹äèíå öiëå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (x− 1, x].

Íàïðèêëàä, [5] = 5, [1, 6] = 1, [π] = 3, [−2, 75] = −3.
Ðiçíèöÿ {x} = x − [x] íàçèâà¹òüñÿ äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà x i

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi 0 ≤ {x} < 1.
Íàïðèêëàä, {−3} = −3− [−3] = −3 + 3 = 0, {7, 26} = 7, 26− [7, 26] =

7, 26− 7 = 0, 26, {−1, 6} = −1, 6− [−1, 6] = −1, 6 + 2 = 0, 4.
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Âïðàâà 2.1. Äîâåñòè, ùî [x + y] ≥ [x] + [y].

Âïðàâà 2.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n: a) [x +

n] = [x] + n; b)
[x
n

]
=

[ [x]
n

]
; c) {ny} =

{
n{y}}.

Òåîðåìà 2.3. Ñòåïiíü l, â ÿêîìó ïðîñòå ÷èñëî p âõîäèòü äî êàíîíi-
÷íîãî ðîçêëàäó ÷èñëà n!, äîðiâíþ¹

[
n
p

]
+

[
n
p2

]
+

[
n
p3

]
+ · · · .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî
[
n
p

]
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òèõ ÷èñåë ðÿäó 1,

2, . . . , n, ÿêi äiëÿòüñÿ íà p,
[

n
p2

]
� êiëüêîñòi òèõ ÷èñåë öüîãî ðÿäó, ÿêi

äiëÿòüñÿ íà p2, i ò.ä. Òîìó, ìiíÿþ÷è ïîðÿäîê ñóìóâàííÿ, îäåðæó¹ìî:

l =
n∑

m=1

∞∑

j=1
pj |m

1 =
∞∑

j=1

n∑
m=1
pj |m

1 =
∞∑

j=1

[ n

pj

]
,

ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Iç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé

Íàñëiäîê 1. Áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò
(

n

m

)
=

n!
m!(n−m)!

¹ öiëèì
÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç tp, lp i sp ñòåïåíi, ç ÿêèìè ïðîñòå ÷èñëî
p âõîäèòü äî êàíîíi÷íèõ ðîçêëàäiâ ÷èñåë n!,m! i (n − m)! âiäïîâiäíî.
Òîäi

(
n

m

)
=

∏
p− ïðîñòå

ptp−lp−sp , i öå ÷èñëî áóäå öiëèì, êîëè äëÿ âñiõ

p âèêîíóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü tp − lp − sp ≥ 0. Çà òåîðåìîþ 2.3 tp =
∞∑

j=1

[ n

pj

]
, lp =

∞∑
j=1

[m

pj

]
, sp =

∞∑
j=1

[n−m

pj

]
. Iç âïðàâè 1 âèïëèâà¹, ùî

[ n

pj

]
=

[m + (n−m)
pj

]
≥

[m

pj

]
+

[n−m

pj

]
. Òîìó

tp =
∞∑

j=1

[ n

pj

]
≥

∞∑

j=1

([n−m

pj

]
+

[m

pj

])
=

∞∑

j=1

[n−m

pj

]
+

∞∑

j=1

[m

pj

]
= lp +sp

i tp − lp − sp ≥ 0.
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Âïðàâà 2.3. Íåõàé ÷èñëà n1, n2, . . . , nk � íàòóðàëüíi i n = n1 + n2 +

· · ·+ nk. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî n!
n1!n2! · · ·nk!

¹ öiëèì.

Çàäà÷à 2.6. Çíàéòè êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà 20!.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç òåîðåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà
n! ìà¹ âèãëÿä n! =

∏
p− ïðîñòå

p
[n
p ] + [ n

p2 ] + · · ·. Òîìó ïîêàçíèê äâiéêè â

êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi ÷èñëà 20! äîðiâíþ¹
[20

2

]
+

[20
4

]
+

[20
8

]
+

[20
16

]
=

10 + 5 + 2 + 1 = 18. Àíàëîãi÷íî ïîêàçíèê ÷èñëà 3 äîðiâíþ¹
[20

3

]
+

[20
9

]
= 6+2 = 8, ïîêàçíèê ÷èñëà 5 äîðiâíþ¹

[20
5

]
= 4, ïîêàçíèê ÷èñëà 7

äîðiâíþ¹
[20

7

]
= 2, à ïîêàçíèêè ÷èñåë 11, 13, 17 i 19 äîðiâíþþòü

[20
11

]
=

[20
13

]
=

[20
17

]
=

[20
19

]
= 1. Îòæå, 20! = 218 · 38 · 54 · 72 · 11 · 13 · 17 · 19.

Çàäà÷à 2.7. Çíàéòè êiëüêiñòü öèôð ó çàïèñi íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x â
ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ n, n 6= 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèñàòè ÷èñëî x â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ n îçíà÷à¹
ïîäàòè x ó âèãëÿäi x = γ0+γ1·n+γ2·n2+· · ·+γk ·nk, äå 0 ≤ γ0, γ1, . . . , γk <
n i γk 6= 0. Çðîçóìiëî, ùî òàêå çîáðàæåííÿ ¹äèíå. Òîìó êiëüêiñòü m öèôð
ó çàïèñi ÷èñëà x äîðiâíþ¹ k +1, äå k � íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü nk ≤ x, òîáòî nk ≤ x < nk+1. Ëîãàðèôìóþ÷è
îñòàííþ íåðiâíiñòü çà îñíîâîþ n (öå ìîæíà ðîáèòè, îñêiëüêè óñi ÷ëåíè
íåðiâíîñòi � äîäàòíi ÷èñëà, à n 6= 1), îòðèìó¹ìî: logn nk ≤ logn x <
logn nk+1. Çâiäñè k≤ logn x< k+1. Îòæå, k= [logn x], i m= [logn x]+1.

Çàäà÷à 2.8. Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùó-
þòü 180 i íå äiëÿòüñÿ íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë 5, 7 i 11.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñåðåä ïåðøèõ 180 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ [180/5] = 36 ÷èñåë,
øî äiëÿòüñÿ íà 5, [180/7] = 25 ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 7 i [180/11] =
16 ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 11. Óñi öi ÷èñëà òðåáà âèêèíóòè. Àëå 180 −
36 − 25 − 16 íå áóäå ïðàâèëüíîþ âiäïîâiääþ, áî ïðè òàêîìó ñïîñîái
ïiäðàõóíêó äåÿêi ÷èñëà âèêèäàþòüñÿ êiëüêà ðàçiâ. Íàïðèêëàä, ÷èñëî
35 âèêèäà¹òüñÿ i ÿê ÷èñëî, ùî äiëèòüñÿ íà 5, i ÿê ÷èñëî, ùî äiëèòüñÿ
íà 7. Ùîá âèêèíóòè ïîäiáíi ÷èñëà ëèøå îäèí ðàç, òðåáà äî ñóìè 180−
36 − 25 − 16 äîäàòè êiëüêiñòü ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 5 · 7 (òàêèõ ÷èñåë
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áóäå 180/35 = 5 ), êiëüêiñòü ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 5 · 11 (òàêèõ ÷èñåë
áóäå 180/55 = 3 ), i êiëüêiñòü ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 7 · 11 (òàêèõ ÷èñåë
áóäå 180/77 = 2 ). Òàêèì ÷èíîì, áóäå âèêèíóòî ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó
ÿê ÷èñëà, ùî äiëÿòüñÿ òiëüêè íà îäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë 5, 7 i 11, òàê i
÷èñëà, ùî äiëÿòüñÿ ðiâíî íà äâà ç öèõ ïðîñòèõ ÷èñåë. Ïîçàÿê 5 · 7 · 11 =
385 > 180, òî æîäíå ç ïåðøèõ 180 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå äiëèòüñÿ íà
âñi òðè äàíi ïðîñòi ÷èñëà. Îòæå, âðàõîâàíi âñi ìîæëèâîñòi i êiëüêiñòü
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü 180 i íå äiëÿòüñÿ íà æîäíå ç
ïðîñòèõ ÷èñåë 5, 7 i 11, äîðiâíþ¹ 180− 36− 25− 16+5+3+2 = 113.

Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü n i íå äiëÿòüñÿ íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë
p1, p2, . . . , pk, äîðiâíþ¹

[n]−
[ n

p1

]
−

[ n

p2

]
− · · · −

[ n

pk

]
+

[ n

p1p2

]
+

+
[ n

p1p3

]
+

[ n

pk−1pk

]
− · · ·+ (−1)k

[ n

p1 · · · pk

]
.

Ïðîòå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó áàçó¹òüñÿ íà ïðèíöèïi âêëþ÷åíü�âèêëþ-
÷åíü, ÿêèé âèõîäèòü çà ìåæi äàíîãî ïîñiáíèêà. Îçíàéîìèòèñü iç öèì
ïðèíöèïîì ìîæíà çà áóäü�ÿêèì ïiäðó÷íèêîì, ùî ìiñòèòü õî÷à á ïî÷à-
òêè êîìáiíàòîðèêè.

Çàäà÷à 2.9. Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ≤ 500, ÿêi âçà-
¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì 960.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 960 = 26·3·5. Òîìó çàäà÷ó ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàêèì
÷èíîì: çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü 500 i
íå äiëÿòüñÿ íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë 2, 3 i 5. Ìiðêóþ÷è, ÿê i â çàäà÷i
2.8 , çíàõîäèìî, ùî òàêèõ ÷èñåë áóäå [500]− [500/2]− [500/3]− [500/5] +
[500/(2 ·3)]+ [500/(2 ·5)]+ [500/(3 ·5)]− [500/(2 ·3 ·5)] = 500−250−166−
100 + 83 + 50 + 33− 16 = 134 .

Çàäà÷à 2.10. Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ[x

a

]
=

[ x

a− 1

]
, äå a > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà k çíàéäåìî êiëüêiñòü
íàòóðàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü

[x

a

]
=

[ x

a− 1

]
= k. Öÿ ñèñòåìà
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ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi íåðiâíîñòåé




k ≤ x

a
< k + 1

k ≤ x

a− 1
< k + 1

àáî
{

ak ≤ x < ak + a
ak − k ≤ x < ak + a− k − 1 . (2.5)

Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî k ≥ 0, òîìó ak−k ≤ ak i ak+a−k−1 <
ak + k . Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (2.5) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

ak ≤ x < ak + a− k − 1 , (2.6)
ÿêà ñóìiñíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a−k− 1 > 0, òîáòî êîëè k < a− 1. Ó
âèïàäêó ñóìiñíîñòi ñèñòåìà (2.6) ìà¹ a− k− 1 ðîçâ'ÿçêiâ ak, ak + 1, . . . ,

ak + a − k − 2. Îñêiëüêè ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì âèãëÿäó
[x

a

]
=[ x

a− 1

]
= k äëÿ ðiçíèõ k íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî, ïiäðàõîâóþ÷è êiëüêiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ ñèñòåìè äëÿ k = 0, 1, . . . , a−2, îäåðæó¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ[x

a

]
=

[ x

a− 1

]
ìà¹ (a−1)+(a−2)+ · · ·+2+1 = a(a−1)/2 íàòóðàëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãàòüîõ çàäà÷ òåîði¨ ÷èñåë âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íà-
ñòóïíà î÷åâèäíà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ �öiëà ÷àñòèíà�.
Òåîðåìà 2.4. Íåõàé f(x) � íåâiä'¹ìíà é íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b]
ôóíêöiÿ. Òîäi êiëüêiñòü òî÷îê, ùî íàëåæàòü êðèâîëiíiéíié òðàïåöi¨
a ≤ x ≤ b, 0 < y ≤ f(x) (òîáòî òî÷êè âiäðiçêà [a, b] íå âðàõîâóþòüñÿ)
i êîîðäèíàòàìè ÿêèõ ¹ öiëi ÷èñëà, äîðiâíþ¹

∑
t∈Z

a≤t≤b

[f(t)].

Çàäà÷à 2.11. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíîãî ÷èñëà a i íàòóðàëü-
íîãî n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

[a] + [a + 1/n] + [a + 2/n] + · · ·+ [a + (n− 1)/n] = [na] . (2.7)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé a ≥ 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = a + x/n, ãðà-
ôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìà ëiíiÿ. Íà âiäðiçêó [0, n − 1] öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà
i íåâiä'¹ìíà. Çà òåîðåìîþ 2.4 êiëüêiñòü òî÷îê, ùî íàëåæàòü òðàïåöi¨
0 ≤ x ≤ n− 1, 0 < y ≤ f(x) i êîîðäèíàòàìè ÿêèõ ¹ öiëi ÷èñëà, äîðiâíþ¹

K =
∑

t∈Z
0≤t≤n−1

[f(t)] =
n−1∑
t=0

[
a +

t

n

]
= [a] +

[
a +

1
n

]
+ · · ·+

[
a +

n− 1
n

]
.
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Îòæå, ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2.7) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi òî÷îê ç öiëè-
ìè êîîðäèíàòàìè, ùî íàëåæàòü ïðÿìîêóòíié òðàïåöi¨ OABD (Ðèñ. 1)
ç îñíîâàìè OA = f(0) = a, BD = f(n − 1) = a + (n − 1)/n i âèñîòîþ
OD = n− 1, çà âèíÿòêîì òî÷îê âiäðiçêà OD.

-

6

³³³³³³³³³³³³³³³³³

r r r r r r r

r r
r r

r

0 1 2 · · · n-2 n-1 x

A L
M

C

D

By
y = a + x/n

Ðèñ. 1

Ðîçiá'¹ìî òðàïåöiþ OABD íà ïðÿìîêóòíèê OACD (âêëþ÷íî çi ñòî-
ðîíîþ AC) i ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ACB (áåç êàòåòà AC). Ïðÿìî-
êóòíèê OACD áåç ñòîðîíè OD ìiñòèòü n · [a] òî÷îê iç öiëèìè êîîðäè-
íàòàìè. Òðèêóòíèê ACB áåç êàòåòà AC áóäå ìiñòèòè òî÷êè ç öiëèìè
êîîðäèíàòàìè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäðiçîê CB (áåç òî÷êè C) ìi-
ñòèòèìå òî÷êó M ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè (òàêà òî÷êà ìîæå áóòè ëèøå
îäíà, áî äîâæèíà âiäðiçêà CB äîðiâíþ¹ (n − 1)/n < 1 ). ßêùî òàêà
òî÷êà M iñíó¹, òî ¨¨ îðäèíàòà y0 äîðiâíþ¹ [a] + 1. Òîäi âñi ïîòðiáíi íàì
òî÷êè òðèêóòíèêà ACB ëåæàòèìóòü íà ãîðèçîíòàëüíîìó âiäðiçêó LM .
Àáñöèñó x0 òî÷êè L çíàõîäèìî ç ðiâíÿííÿ a + x0/n = [a] + 1, çâiäêè
x0 = n([a] + 1 − a) = n(1 − {a}). Òîìó êiëüêiñòü òî÷îê iç öiëèìè êî-
îðäèíàòàìè íà âiäðiçêó LM äîðiâíþ¹

[|LM |] + 1 = [n − 1 − x0] + 1 =
[n− 1− n(1− {a})] + 1 = [n{a} − 1] + 1 = [n{a}] .

Òàêèì ÷èíîì, òðàïåöiÿ OABD ìiñòèòü n[a]+ [n{a}] = [n[a]+n{a}] =
[n([a] + {a})] = [na] òî÷îê iç öiëèìè êîîðäèíàòàìè i ðiâíiñòü (2.7) äîâå-
äåíà.

Âèïàäêè a ≤ (1−n)/n òà (1−n)/n < a < 0 ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Ðàäèìî ÷èòà÷åâi ðîçãëÿíóòè öi âèïàäêè ñàìîñòiéíî.

Çàäà÷à 2.12. Äîâåñòè, ùî âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi {√2}, {10
√

2},
{102

√
2}, {103

√
2}, . . . ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé
√

2 = 1,a1a2...an... . Ïîçíà÷èìî αn = {10n
√

2}. Òîäi
αn = 0,an+1an+2.... ßêáè äëÿ äåÿêèõ n i m âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü αn =
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αn+m, òî áóëî á an+1 = an+m+1, an+2 = an+m+2 , . . . , an+m = an+2m,
an+m+1 = an+2m+1 i ò.ä., òîáòî íàáið öèôð (an+1an+2 . . . an+m) áóâ áè
ïåðiîäîì ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi iððàöiîíàëüíîãî ÷èñëà

√
2, ùî íåìîæëè-

âî. Òîìó âñi αn ðiçíi.

Çàäà÷à 2.13. Îá÷èñëèòè ñóìó
{m

n

}
+

{2m

n

}
+ · · ·+

{ (n− 1)m
n

}
+

{nm

n

}
, (2.8)

äå n i m � íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî {m/n} = α, 0 ≤ α < 1. Òîäi {2m/n} = {2α}, . . . ,
{nm/n} = {nα}. Âiçüìåìî êîëî ðàäióñà 1/2π i äîâæèíè 1 i çàôiêñó¹ìî
íà íüîìó òî÷êó A (Ðèñ. 2). Íåõàé O � öåíòð öüîãî êîëà. Âiäêëàäåìî íà
êîëi òî÷êó B òàê, ùîá äîâæèíà äóãè AB äîðiâíþâàëà α. Ïîòiì ó öüîìó
æ íàïðÿìi âiäêëàäåìî äóãó BC äîâæèíè α, òîäi äîâæèíà äóãè ABC
äîðiâíþâàòèìå 2α. Ïîòiì âiäêëàäåìî òî÷êó D, äëÿ ÿêî¨ äîâæèíà äóãè
AB...D äîðiâíþ¹ 3α, i ò.ä. Îñòàííüîþ âiäêëàäåìî òî÷êó E, äëÿ ÿêî¨ äîâ-
æèíà äóãè AB...E äîðiâíþ¹ nα. Îñêiëüêè α = {m/n} = m/n− [m/n], òî
nα = m− n · [m/n] ¹ öiëèì ÷èñëîì i òî÷êà E çáiãàòèìåòüñÿ ç òî÷êîþ A.

'

&

$

%
r

rr
r

r
r
r r

A = E = PO

B
C

D

M0

M1
M2

ppp

p p p

Ðèñ. 2

Íåõàé òî÷êà P , ùî âiäïîâiäà¹ äóçi äîâæèíè sα, ¹ ïåðøîþ ç òî÷îê
ïîñëiäîâíîñòi B, C,D, . . ., ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ A. Òîäi ïiñëÿ òî÷êè P
íîâèõ òî÷îê íà êîëi ìè íå îäåðæèìî: òî÷êà, ùî âiäïîâiäà¹ äóçi äîâæèíè
(s + 1)α, çáiãàòèìåòüñÿ ç òî÷êîþ B, íàñòóïíà òî÷êà, ùî âiäïîâiäà¹ äóçi
äîâæèíè (s + 2)α, çáiãàòèìåòüñÿ ç òî÷êîþ C i ò.ä. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî
òî÷êè B, C, . . . , P ïîïàðíî ðiçíi.

Íåõàé òåïåð M0 i M1 � òàêi äâi òî÷êè ç ìíîæèíè {B,C, . . . , P},
äëÿ ÿêèõ äóãà M0M1 ¹ íàéìåíøîþ ç ìîæëèâèõ. Íåõàé òî÷êà M0 âiä-
ïîâiäà¹ ÷èñëó kα, à òî÷êà M1 � ÷èñëó (k + l)α (Ðèñ. 2). Ðîçãëÿíåìî
ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê M0,M1, . . . , Ms−1, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëàì kα, (k +
l)α, . . . , (k + (s − 1)l)α . Î÷åâèäíî, ùî âñi öi òî÷êè íàëåæàòü ìíîæèíi

43



{B, C, . . . , P} i ùî äóãè M0M1, M1M2,. . ., Ms−2Ms−1, Ms−1M0 � ðiâ-
íi. Ç iíøîãî áîêó, êîæíà òî÷êà ìíîæèíè {B,C, . . . , P} ìóñèòü çáiãà-
òèñÿ ç îäíi¹þ ç òî÷îê M0,M1, . . . , Ms−1 . Ñïðàâäi, â ïðîòèâíîìó ðàçi
ìíîæèíà {B, C, . . . , P} ìiñòèëà á òî÷êó N , ÿêà áóëà á âíóòðiøíüîþ òî-
÷êîþ ÿêî¨ñü äóãè MiMi+1. Àëå òîäi êîæíà ç äóã MiN i NMi+1 áóëà á
ìåíøîþ çà äóãó M0M1, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó òî÷îê M0 i M1. Îòæå,
{B, C, . . . , P} = {M0,M1, . . . ,Ms−1} i òî÷êè B, C, . . . , P = A ¹ âåðøèíà-
ìè âïèñàíîãî â êîëî ïðàâèëüíîãî s�êóòíèêà, ÿêi ðîçáèâàþòü êîëî íà s
îäíàêîâèõ äóã äîâæèíè 1/s.

Äàëi ïiä äîâæèíîþ äóãè XY ðîçóìiòèìåìî íàéêîðîòøèé øëÿõ ïî
êîëó âiä òî÷êè X äî òî÷êè Y ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, i ââàæà-
òèìåìî, ùî äîâæèíà äóãè äîðiâíþ¹ 0, ÿêùî X = Y . Iç îçíà÷åííÿ äðî-
áîâî¨ ÷àñòèíè ÷èñëà âèïëèâà¹, ùî ñóìà (2.8) äîðiâíþ¹ ñóìi äîâæèí äóã
AB, AC, . . . , AP, . . . , AE. Îñêiëüêè òî÷êè B, C, . . . , P = A ¹ âåðøèíà-
ìè ïðàâèëüíîãî s�êóòíèêà, òî ñóìà äîâæèí äóã AB, AC, . . . , AP = AA
äîðiâíþ¹

1
s

+
2
s

+ · · ·+ s− 1
s

+ 0 =
s− 1

2
. (2.9)

Çà îçíà÷åííÿì òî÷êè P ÷èñëî s ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,
äëÿ ÿêîãî ÷èñëî sα áóäå öiëèì. Àëå ÷èñëà sα = s · {m/n} i s · m/n
áóäóòü öiëèìè îäíî÷àñíî, à íàéìåíøå íàòóðàëüíå s, äëÿ ÿêîãî ÷èñëî
s · m/n ¹ öiëèì, öå s = n/ÍÑÄ(m,n). Òîìó, âiäìi÷àþ÷è íà êîëi òî÷êè
B, C, . . . , P, . . . , E, ìè êîæíó òî÷êó âiäìiòèìî n/s = ÍÑÄ(m,n) ðàçiâ.
Âðàõîâóþ÷è öå i çíà÷åííÿ ñóìè (2.9), îäåðæó¹ìî, ùî ñóìà (2.8) äîðiâíþ¹

ÍÑÄ(m,n)·s− 1
2

=
ÍÑÄ(m,n) · ((n/ÍÑÄ(m, n))− 1

)

2
=

n−ÍÑÄ(m, n)
2

.

2.3. Ôóíêöiÿ Îéëåðà ϕ(n)

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ôóíêöiÿ Îéëåðà ϕ(n) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëü-
êiñòü ÷èñåë ðÿäó 1, 2, . . . , n, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì n. Òàê, ϕ(1) =
ϕ(2) = 1 , ϕ(3) = ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2.

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöiÿ Îéëåðà ϕ(n) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕ(1) = 1, òî ϕ(n) íå ¹ òîòîæíî ðiâíîþ íóëþ. Ïî-
êàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n

44



âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). Äëÿ öüîãî ÷èñëà âiä 1 äî mn
âèïèøåìî ó âèãëÿäi òàêî¨ òàáëèöi:

1 2 3 · · · m
m + 1 m + 2 m + 3 · · · 2m
2m + 1 2m + 2 2m + 3 · · · 3m
· · · · · · · · · · · · · · ·

(n− 1)m + 1 (n− 1)m + 2 (n− 1)m + 3 · · · nm

(2.10)

i çíàéäåìî êiëüêiñòü òèõ ÷èñåë ó öié òàáëèöi, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç mn. Çà
ëåìîþ 1.1 äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ k, m i r ìà¹ìî ÍÑÄ(km+ r,m) =
ÍÑÄ(r,m). Òîìó ÷èñëà, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç m, à ç mn i ïîãîòiâ, ìîæóòü
áóòè ëèøå â ñòîâï÷èêàõ, íîìåðè r ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì m.
Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ϕ êiëüêiñòü òàêèõ ñòîâï÷èêiâ äîðiâíþ¹ ϕ(m), à
ñòîâï÷èê iç íîìåðîì r ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë r,m+r, 2m+r, . . . , (n−1)m+r.

Ïiäðàõó¹ìî, ñêiëüêè â òàêîìó ñòîâï÷èêó ÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi
ç n. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âñi ÷èñëà r�ãî ñòîâï÷èêà ïðè
äiëåííi íà n äàþòü ðiçíi îñòà÷i. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëà k1m+ r
i k2m+r ïðè äiëåííi íà n äàþòü îäíàêîâi îñòà÷i, òîáòî k1m+r = l1n+r1

i k2m + r = l2n + r1, äå 0 ≤ r1 < n. Òîäi ðiçíèöÿ öèõ ÷èñåë, ç îäíîãî
áîêó, äîðiâíþ¹ (k1m+r)−(k2m+r) = (k1−k2)m, à ç iíøîãî � äîðiâíþ¹
(l1n + r1) − (l1n + r1) = (l1 − l2)n. Îòæå, (k1 − k2)m = (l1 − l2)n. Àëå
ÍÑÄ(m,n) = 1, òîìó k1 − k2 äiëèòüñÿ íà n, i ïîçàÿê 0 ≤ k1, k2 ≤ n− 1,
òî k1 = k2.

Îòæå, âñi ÷èñëà r�ãî ñòîâï÷èêà ïðè äiëåííi íà n äàþòü ðiçíi îñòà÷i.
Àëå ñòîâï÷èê ìiñòèòü ðiâíî n ÷èñåë, òîìó öèìè îñòà÷àìè áóäóòü, ó
ïåâíîìó ïîðÿäêó, ÷èñëà 0, 1, . . . , n−1. Çà ëåìîþ 1.1 ÷èñëî a áóäå âçà¹ìíî
ïðîñòèì ç n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âçà¹ìíî ïðîñòîþ ç n áóäå éîãî îñòà÷à
b âiä äiëåííÿ íà n. Òîìó êîæíèé ñòîâï÷èê òàáëèöi (2.10) ìiñòèòü ϕ(n)
÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç n.

Òàêèì ÷èíîì, ó òàáëèöi (2.10) ÷èñëà, âçà¹ìíî ïðîñòi ç m, çàïîâíþ-
þòü ϕ(m) ñòîâï÷èêiâ, à êîæíèé òàêèé ñòîâï÷èê ìiñòèòü ϕ(n) ÷èñåë,
âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n. Àëå ÷èñëî áóäå âçà¹ìíî ïðîñòèì ç mn òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíî âçà¹ìíî ïðîñòå ç m òà ç n (òâåðäæåííÿ 1.2). Òîìó
òàáëèöÿ (2.10) ìiñòèòü ðiâíî ϕ(m)ϕ(n) ÷èñåë, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç mn.

Ç iíøîãî áîêó, çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Îéëåðà êiëüêiñòü ÷èñåë öi¹¨
òàáëèöi, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç mn, äîðiâíþ¹ ϕ(mn). Îòæå, ϕ(mn) = =
ϕ(m)ϕ(n), ùî é âèìàãàëîñü.
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Òåîðåìà 2.6. Íåõàé n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Òîäi

ϕ(n) = n
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
= (p1−1) · · · (pk−1)pα1−1

1 · · · pαk−1
k .

(2.11)
Çîêðåìà, äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ϕ(p) = p− 1 i ϕ(pα) = pα − pα−1.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê n = pα, äå p � ïðîñòå ÷èñëî.
Çðîçóìiëî, ùî ÷èñëî m áóäå âçà¹ìíî ïðîñòèì iç ÷èñëîì pα òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè m íå äiëèòüñÿ íà p. Ñåðåä ÷èñåë 1, . . . , p, p + 1, . . . , 2p, 2p +
1, . . . , p2, p2 + 1, . . . , p2 + p, p2 + p + 1, . . . , 2p2, 2p2 + 1, . . . , pα íà p áóäóòü
äiëèòèñÿ ÷èñëà p, 2p, . . . , p2, p2 +p, . . . , pα, òîáòî êîæíå p�òå ÷èñëî. Òîìó
òàêèõ ÷èñåë áóäå pα/p = pα−1. Ðåøòà pα − pα−1 ÷èñåë âçà¹ìíî ïðîñòi ç
p, à îòæå, i ç pα. Òîìó ϕ(pα) = pα−pα−1. Çîêðåìà, ϕ(p) = p1−p0 = p−1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü ôóíêöi¨ ϕ (òåîðåìà 2.5), ó çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

ϕ
(
pα1
1 · · · pαk

k

)
= ϕ

(
pα1
1

)
· · ·ϕ

(
pαk

k

)
=

(
pα1
1 − pα1−1

1

)
· · ·

(
pαk

k − pαk−1
k

)
=

pα1
1

(
1− 1

p1

)
· · · pαk

k

(
1− 1

pk

)
= n

(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàïðèêëàä, ϕ(17) = 17 − 1 = 16, ϕ(128) = ϕ(27) = 27 − 26 = 64,
ϕ(5040) = ϕ(24 ·32 ·5·7) = (2−1)(3−1)(5−1)(7−1)·24−1 ·32−1 ·51−1 ·71−1 =
1152.

Íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå iíêîëè íàçèâàþòü ôîðìóëîþ �àóñà, ¹
íàñëiäêîì äîâåäåíèõ ùîéíî òåîðåì 2.5 òà 2.6.
Òâåðäæåííÿ 2.1. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

∑

d|n
ϕ(d) = n .

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ F (n) =
∑
d|n

ϕ(d) ¹ ñóìàòîðíîþ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(n).

Íåõàé n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Ïîçàÿê ϕ(n) ìóëü-
òèïëiêàòèâíà, òî çà òåîðåìîþ 2.2 ìà¹ìî: F (n) =

(
1+ϕ

(
p1

)
+ϕ

(
p2
1

)
+· · ·+

ϕ
(
pα1
1

)) · · ·
(
1+ϕ

(
pk

)
+ϕ

(
p2

k

)
+· · ·+ϕ

(
pαk

k

))
. Àëå çà òåîðåìîþ 2.6 ϕ(pα) =

pα−pα−1. Òîìó F (n) =
(
1+(p1−1)+

(
p2
1−p1

)
+ · · ·+ (

pα1
1 −pα1−1

1

)) · · ·
· · ·

(
1 + (pk − 1) +

(
p2

k − pk

)
+ · · ·+ (

pαk

k − pαk−1
k

))
= pα1

1 · · · pαk

k = n, ùî
é âèìàãàëîñü.
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Çàäà÷à 2.14. Ñêiëüêè ¹ ÷èñåë íà ïðîìiæêó âiä 1 äî 180, ÿêi íå âçà¹ìíî
ïðîñòi ç ÷èñëîì 30 ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êàíîíi÷íi ðîçêëàäè ÷èñåë 180 i 30 òàêi: 180 = 22 · 32 · 5,
30 = 2·3·5. Îòæå, ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñåë 180 i 30 îäíàêîâi, à òîìó âçà¹ìíî
ïðîñòèìè ç 30 áóäóòü òi i òiëüêè òi ÷èñëà, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì
180. Íà ïðîìiæêó âiä 1 äî 180 ¹ ϕ(180) = (2−1) · (3−1) · (5−1) ·2 ·3 = 48
÷èñåë, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç ÷èñëîì 180. À òîìó íà öüîìó ïðîìiæêó áóäå
ðiâíî 180− 48 = 132 ÷èñåë, íå âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç ÷èñëîì 30.

Çàäà÷à 2.15. Ñêiëüêè ¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìåíøi çà 120 i âçà¹ìíî
ïðîñòi ç ÷èñëîì 160 ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 160 = 25 ·5, òîìó iñíó¹ ϕ(160) = (2−1)(5−1)24 = 64 ÷èñåë,
ÿêi ìåíøi çà 160 i âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì 160 . À íà ïðîìiæêó âiä 120
äî 160 âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç ÷èñëîì 160 áóäóòü, î÷åâèäíî, òi ÷èñëà, ÿêi
íå äiëÿòüñÿ íi íà 2 , íi íà 5 , òîáòî 121, 123, 127, 129, 131, 133, 137,
139, 141, 143, 147, 149, 151, 153, 157, 159 (âñüîãî 16 ÷èñåë). Îòæå, áóäå
64− 16 = 48 ÷èñåë, ÿêi ìåíøi çà 120 i âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì 160.

Çàäà÷à 2.16. Çíàéòè êiëüêiñòü òèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè n < a i ÍÑÄ(a, n) = b, ÿêùî a = 480, b = 20.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ ÍÑÄ(480, n) = 20, òîáòî n = 20m, äå m ìåíøå
çà 24 i âçà¹ìíî ïðîñòå ç ÷èñëîì 480/20 = 24. Î÷åâèäíî, ùî òàêèõ m
áóäå ϕ(24) = 8, à òîìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
çàäà÷i, òàêîæ áóäå 8.

Çàäà÷à 2.17. Çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ÿêùî âîíî ¹ äîáóòêîì äâîõ
ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, à ϕ(n) äîðiâíþ¹: a) 24; b) 60; c) 100; d) 120.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. a) ßêùî n = pq, äå p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, òî çà
òåîðåìîþ 2.6 ϕ(n) = (p − 1)(q − 1). Ìîæíà ââàæàòè, ùî p < q. Ðîç-
ãëÿíåìî âñi ìîæëèâi ðîçêëàäè ÷èñëà 24 ó äîáóòîê äâîõ ìíîæíèêiâ:
24 = 1 · 24 = 2 · 12 = 3 · 8 = 4 · 6. ×èñëà 24 + 1 = 25 = 5 · 5 i
3 + 1 = 4 = 2 · 2 íå ¹ ïðîñòèìè. Òîìó äëÿ ÷èñëà n ëèøàþòüñÿ ëèøå
äâi ìîæëèâîñòi: (2 + 1)(12 + 1) = 3 · 13 = 39 i (4 + 1)(6 + 1) = 5 · 7 = 35.

Iíøi âèïàäêè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Çàäà÷à 2.18. (a) Äîâåñòè, ùî ñåðåä çíà÷åíü ôóíêöi¨ ϕ(n) ¹äèíèì
íåïàðíèì ÷èñëîì ¹ 1.
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(b) Äîâåñòè, ùî êîëè ÷èñëî p ¹ ïðîñòèì, à ÷èñëî 2p+1 � ñêëàäåíèì,
òî ÷èñëî 2p íå çóñòði÷à¹òüñÿ ñåðåä çíà÷åíü ôóíêöi¨ ϕ(n).

(c) Äîâåñòè, ùî êîëè ÷èñëî p > 3 ¹ ïðîñòèì i r ≥ 1, òî ϕ(n) ìîæå
íàáóâàòè çíà÷åíü âèãëÿäó 2 · pr íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ.

(d) Äîâåñòè, ùî êîæíîãî ñâîãî çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ ϕ(n) íàáóâà¹ ëèøå
ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (a) Çà òåîðåìîþ 2.6 äëÿ ÷èñëà n ç êàíîíi÷íèì ðîçêëàäîì
n = pα1

1 · · · pαk

k ϕ(n) = (p1 − 1) · · · (pk − 1)pα1−1
1 · · · pαk−1

k . ßêùî ϕ(n) �
íåïàðíå, òî æîäíå íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî p íå çóñòði÷à¹òüñÿ â ðîçêëàäi
n, áî p − 1 äiëèòüñÿ íà 2. Îòæå, n ìà¹ âèãëÿä n = 2α. Àëå òîäi ϕ(n) =
(2− 1)2α−1 = 2α−1. Îñòàíí¹ ÷èñëî áóäå íåïàðíèì ëèøå êîëè α− 1 ≤ 0,
òîáòî α ≤ 1. Îòæå, ϕ(n) ìîæå áóòè íåïàðíèì ëèøå äëÿ n = 20 = 1 i
n = 21 = 2, i â öüîìó âèïàäêó ϕ(n) = 1.

(b) Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî p ≥ 7. Ïðèïóñòèìî, ùî n = pα1
1 · · · pαk

k

i ϕ(n) = 2p. Òîäi 2p = (p1 − 1) · · · (pk − 1)pα1−1
1 · · · pαk−1

k i p äiëèòü àáî
ìíîæíèê âèãëÿäó pαi−1

i , àáî ìíîæíèê âèãëÿäó pi − 1. Ïåðøèé âèïàäîê
íåìîæëèâèé, áî òîäi p = pi, αi ≥ 2 i ϕ(n) ≥ (p − 1)p ≥ 6p > 2p. Ó äðó-
ãîìó âèïàäêó pi > p, òîìó ÷èñëî pi− 1 ïàðíå i äiëèòüñÿ íà 2p. Çîêðåìà,
pi − 1 ≥ 2p . Iç íåðiâíîñòåé ϕ(n) = 2p ≥ pi − 1 ≥ 2p òåïåð îäåðæó¹ìî
pi − 1 = 2p i pi = 2p + 1 , òîáòî ÷èñëî 2p + 1, âñóïåðå÷ óìîâi, ¹ ïðîñòèì.
Îòæå, äðóãèé âèïàäîê òàêîæ íåìîæëèâèé.

(c) Íåõàé ϕ(n) = (p1 − 1) · · · (pk − 1)pα1−1
1 · · · pαk−1

k = 2pr. ßêùî p
äiëèòü ìíîæíèê âèãëÿäó pαi−1

i , òî pi = p i ÷èñëî p − 1 = pi − 1 äiëèòü
äîáóòîê 2pr . Àëå öå íåìîæëèâî, áî ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî 2 < p−
1 < p. Òîìó àáî pα1−1

1 · · · pαk−1
k = 2, àáî pα1−1

1 · · · pαk−1
k = 1. Ó ïåðøîìó

âèïàäêó ìîæíà ââàæàòè, ùî p1 = 2 i n = 22p2 · · · pk. Àëå òîäi ÷èñëî
ϕ(n) = 2(p2 − 1) · · · (pk − 1) àáî äîðiâíþ¹ 2 (ÿêùî k = 1), àáî äiëèòüñÿ
íà 4 (ÿêùî k > 1 ), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i. Îòæå, öåé âèïàäîê
íåìîæëèâèé. Íåõàé òåïåð pα1−1

1 · · · pαk−1
k = 1. Òîäi α1 = . . . = αk =

1, n = p1 · · · pk i ϕ(n) = (p1 − 1) · · · (pk − 1). Ñåðåä ïðîñòèõ äiëüíèêiâ
p1, . . . , pk ÷èñëà n ëèøå îäèí ìîæå áóòè íåïàðíèì, áî â ïðîòèâíîìó
ðàçi äîáóòîê (p1−1) · · · (pk−1) äiëèâñÿ á íà 4, âñóïåðå÷ óìîâi. Îñêiëüêè
¹äèíå ïàðíå ïðîñòå ÷èñëî � öå 2, òî àáî n = q , àáî n = 2q, äå q �
íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî. Â îáîõ âèïàäêàõ ϕ(n) = q − 1, òîáòî q − 1 = 2pr

i q = 2pr + 1. Îòæå , ðiâíÿííÿ ϕ(n) = 2pr ìà¹ 2 ðîçâ'ÿçêè n = 2pr + 1 i
n = 2(2pr + 1), ÿêùî ÷èñëî 2pr + 1 � ïðîñòå, i íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ çîâñiì,
ÿêùî ÷èñëî 2pr + 1 � ñêëàäåíå.
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(d) Íåõàé ϕ(n) = m i ïðîñòå ÷èñëî p çóñòði÷à¹òüñÿ â êàíîíi÷íîìó
ðîçêëàäi ÷èñëà n ç ïîêàçíèêîì k. Òîäi (p− 1)pk−1|m, çâiäêè p− 1 ≤ m
i pk−1 ≤ m, òîáòî p ≤ m + 1 i k − 1 ≤ logp m. Îòæå, k ≤ 1 + logp m ≤
1 + log2 m. Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi ÷èñëà n
çóñòði÷à¹òüñÿ íå áiëüøå m ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë. Òîìó ç îñòàííiõ íåðiâ-
íîñòåé âèïëèâà¹, ùî

n ≤ (
(m + 1)1+log2 m

)m = (m + 1)m(1+log2 m) .

Îñêiëüêè ÷èñëî n îáìåæåíå çãîðè, òî ϕ(n) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ m ëèøå
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ.

Çàäà÷à 2.19. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

ϕ(n) = (1/a) · n , (2.12)

äå a � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. n = 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ a = 1. Íåõàé òåïåð
n > 1. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (2.12) ó âèãëÿäi n/ϕ(n) = a. Ç iíøîãî áîêó,
ÿêùî n = pα1

1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n, òî

n

ϕ(n)
=

pα1
1 · · · pαk

k

(p1 − 1) · · · (pk − 1)pα1−1
1 · · · pαk−1

k

=
p1 · · · pk

(p1 − 1) · · · (pk − 1)
.

(2.13)
Ùîá ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.13) áóëà öiëèì ÷èñëîì, ÷èñåëüíèê

p1 · · · pk ìà¹ äiëèòèñü íà çíàìåííèê (p1−1) · · · (pk−1). Àëå äëÿ íåïàðíî-
ãî ïðîñòîãî p ÷èñëî p− 1 áóäå ïàðíèì, à ñåðåä ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ ÷è-
ñåëüíèêà ùîíàéáiëüøå îäèí ìîæå äîðiâíþâàòè 2. Îòæå, ñåðåä ïðîñòèõ
äiëüíèêiâ p1, . . . , pk ÷èñëà n ùîíàéáiëüøå îäèí ìîæå áóòè íåïàðíèì,
òîáòî n ìà¹ âèãëÿä n = 2α, α ≥ 1, àáî n = 2αpβ , äå p � íåïàðíå ïðîñòå
÷èñëî i α ≥ 1, β ≥ 1. Ó ïåðøîìó âèïàäêó n/ϕ(n) = 2/(2− 1) = 2, îòæå,
÷èñëà âèãëÿäó n = 2α, α ≥ 1 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ a = 2. Ó
äðóãîìó âèïàäêó n/ϕ(n) = 2p

/
(2− 1)(p− 1) = 2p

/
(p− 1). Ïîçàÿê ÷èñëî

p � ïðîñòå i p− 1 < p, òî öå âiäíîøåííÿ áóäå öiëèì ÷èñëîì òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè (p − 1)

∣∣2, òîáòî êîëè p = 3. Îòæå, n ìà¹ âèãëÿä n = 2α3β .
Â îñòàííüîìó âèïàäêó n/ϕ(n) = 2 · 3/

(2 − 1) · (3 − 1) = 3, òîáòî ÷èñëà
âèãëÿäó n = 2α3β ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.12) äëÿ a = 3.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.12) ¹ n = 1 (äëÿ a = 1 ),
n = 2α, α ≥ 1 (äëÿ a = 2 ), i n = 2α3β , α ≥ 1, β ≥ 1 (äëÿ a = 3 ). Äëÿ
iíøèõ çíà÷åíü a ðiâíÿííÿ (2.12) ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.
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Çàäà÷à 2.20. Äîâåñòè, ùî ϕ(n)
∣∣n!.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Òîäi
ϕ(n) = (p1−1) · · · (pk−1)pα1−1

1 · · · pαk−1
k . ×èñëà p1, . . . , pk � ïîïàðíî ðiçíi,

òîìó ÷èñëà p1− 1, . . . , pk− 1 òàêîæ ïîïàðíî ðiçíi i ìåíøi çà n. Àëå òîäi
(p1−1) · · · (pk−1)

∣∣(n−1)! . Êðiì òîãî, pα1−1
1 · · · pαk−1

k

∣∣n. Òîìó ϕ(n) äiëèòü
÷èñëî (n− 1)! · n = n!.

Çàäà÷à 2.21. Çíàéòè ñóìó âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðî-
ñòi ç ÷èñëîì m > 1 i ìåíøi çà m.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðiâíîñòi k+(m−k) = m âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ÷èñåë k i m áóäå ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë m−k i m, i íàâïàêè.
À öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëà k i m−k áóäóòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè ÷è íå âçà¹ìíî
ïðîñòèìè ç ÷èñëîì m îäíî÷àñíî. Îòæå, ÷èñëà, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç
÷èñëîì m i ìåíøi çà m, ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè âèãëÿäó (k, m− k). Ñóìà
÷èñåë êîæíî¨ ïàðè äîðiâíþ¹ m, à êiëüêiñòü ïàð äîðiâíþ¹ ϕ(m)/2. Òîìó
ñóìà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç m i ìåíøi çà m,
äîðiâíþ¹ m · ϕ(m)/2 .

Çàâåðøèìî öåé ïàðàãðàô îäíèì äóæå íåñïîäiâàíèì çàñòîñóâàííÿì
ôóíêöi¨ Îéëåðà.
Çàäà÷à 2.22. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèðàç äëÿ ϕ(n) ç òåîðåìè 2.6,
äîâåñòè òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòèõ ÷èñåë ¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü, i
íåõàé öå áóäóòü ÷èñëà p1, . . . , pk. Ïîêëàäåìî a = p1 · · · pk. Êîæíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî n > 1 ìà¹ ÿêèéñü ïðîñòèé äiëüíèê p. Àëå òîäi p áóäå
ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i n, òîáòî ÷èñëà a i n � íå âçà¹ìíî ïðî-
ñòi. Îòæå, ¹äèíèì ÷èñëîì, âçà¹ìíî ïðîñòèì ç ÷èñëîì a, áóäå 1. À òîìó
ϕ(a) = 1. Ç iíøîãî áîêó, ϕ(a) = (p1 − 1) · · · (pk − 1) > 1. Îäåðæàíà ñóïå-
ðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî ïðèïóùåííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ
÷èñåë ¹ õèáíèì.

2.4. Ôóíêöiÿ Ìåáióñà µ(n)

Ôóíêöiÿ Ìåáióñà µ(n) âèçíà÷à¹òüñÿ íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òà-
êèìè óìîâàìè: µ(1) = 1; µ(n) = (−1)s, ÿêùî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà
n ìà¹ âèãëÿä n = p1 · · · ps, i µ(n) = 0, ÿêùî â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi
n = pα1

1 · · · pαk

k ÷èñëà n õî÷à á îäèí iç ïîêàçíèêiâ α1, . . . , αk áiëüøèé çà
1 (òîáòî ÿêùî n äiëèòüñÿ íà êâàäðàò õî÷à á îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà).
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Íàïðèêëàä, µ(2) = −1, µ(4) = 0, µ(6) = µ(2 · 3) = 1, µ(40) =
µ(23 · 5) = 0, µ(165) = µ(3 · 5 · 11) = −1.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Ôóíêöiÿ Ìåáióñà µ(n) i ¨¨ ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ ν(n) =
=

∑
d|n

µ(d) � ìóëüòèïëiêàòèâíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ µ(n), à äðóãà � ç òåîðåìè 2.1 .

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé f(n) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ, à n =
pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Òîäi
∑

d|n
µ(d)f(d) =

(
1− f(p1)

) · · · (1− f(pk)
)

(ÿê çàâæäè, äîáóòîê íóëüîâî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ ââàæà¹òüñÿ ðiâ-
íèì 1, òîìó äëÿ n = 1 ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ 1). Çîêðåìà,
äëÿ ôóíêöi¨ f(n) = 1 ìà¹ìî

∑

d|n
µ(d) =

{
1, ÿêùî n = 1,

0, ÿêùî n > 1,
(2.14)

à äëÿ ôóíêöi¨ f(n) = 1/n �

∑

d|n

µ(d)
d

=





1, ÿêùî n = 1,(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
, ÿêùî n > 1.

(2.15)

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ θ(n) = µ(n)f(n) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ÿê äîáóòîê
ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ôóíêöié µ(n) i f(n). À òîìó, çà òåîðåìîþ 2.2,

∑

d|n
θ(d) =

(
1 + θ(p1) + · · ·+ θ(pα1

1 )
) · · · (1 + θ(pk) + · · ·+ θ(pαk

k )
)

,

äå n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Âðàõîâóþ÷è, ùî
θ(pi) = µ(pi)f(pi) = −f(pi) i θ(pj

i ) = 0 äëÿ j > 1, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåíà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ Ìåáióñà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îáãðóí-
òóâàííÿ òàê çâàíî¨ ôîðìóëè îáåðòàííÿ Ìåáióñà:
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Òåîðåìà 2.7. Íåõàé f(n) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à g(n) =

∑
d|n

f(d) � ¨¨ ñóìàòîðíà ôóíêöiÿ. Òîäi

f(n) =
∑

d|n
µ(d)g

(n

d

)
. (2.16)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,
∑

d|n
µ(d)g

(n

d

)
=

∑

d|n

(
µ(d)

∑

t|(n/d)

f(t)
)

=
∑

t|n

(
f(t)

∑

d|(n/t)

µ(d)
)

. (2.17)

Àëå ç ðiâíîñòi (2.14) âèïëèâà¹, ùî êîëè t 6= n, òî
∑

d|(n/t)

µ(d) = 0.

Òîìó â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.17) ëèøà¹òüñÿ ëèøå îäèí äîäàíîê
f(n)

∑
d|(n/n)

µ(d) = f(n)µ(1) = f(n), ùî é âèìàãàëîñü.

Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâåäëèâå i çâîðîòíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî äëÿ êî-
æíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.16), òî ôóíêöiÿ
g(n) ¹ ñóìàòîðíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(n). Ñïðàâäi, ðiâíiñòü (2.16) ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(n) =
∑

t|n
µ
(n

t

)
g(t) ,

i òîäi
∑

d|n
f(d) =

∑

d|n
f
(n

d

)
=

∑

d|n

∑

t|(n/d)

µ
( n

dt

)
g(t) =

∑

t|n

(
g(t)

∑

d|(n/t)

µ(d)
)

.

Çíîâó ìà¹ìî, ùî
∑

d|(n/t)

µ(d) = 0 äëÿ t 6= n, i òîìó
∑
d|n

f(d) = g(n).

Íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè îáåðòàííÿ.
Ôóíêöiÿ τ(n) � êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà n � ¹ ñóìàòîðíîþ äëÿ

ôóíêöi¨ f(n) = 1, òîìó
∑

d|n
τ
(n

d

)
µ(d) = 1 .

Çà òâåðäæåííÿì 2.1 ôóíêöiÿ g(n) = n ¹ ñóìàòîðíîþ äëÿ ôóíêöi¨
ϕ(n). Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíiñòü (2.16) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∑

d|n

n

d
µ(d) = ϕ(n) .

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (2.15) îòðèìó¹ìî:
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ϕ(n) = n · ∑
d|n

µ(d)
d

= n
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
,

ùî äà¹ ùå îäíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.6. Òîäi òåîðåìó 2.5 ìîæíà îäåðæàòè
ÿê ¨¨ íàñëiäîê.

Iñíó¹ àíàëîã ôîðìóëè îáåðòàííÿ Ìåáióñà äëÿ ôóíêöié äiéñíî¨
çìiííî¨:

Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé f(x) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíî-
æèíi äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. ßêùî

g(x) =
[x]∑

i=1

f
(x

i

)
, òî f(x) =

[x]∑

i=1

µ(i)g
(x

i

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,

[x]∑

i=1

µ(i)g
(x

i

)
=

[x]∑

i=1

(
µ(i)

[x/i]∑

j=1

f
( x

ij

))
=

[x]∑

i=1

(
f
(x

i

) ∑

d|i
µ(d)

)
= f(x) ,

áî ç ðiâíîñòi (2.14) âèïëèâà¹, ùî êîëè i 6= 1, òî
∑
d|i

µ(d) = 0.

Äçåòà�ôóíêöi¹þ Ðiìàíà ζ(s) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
äëÿ âñiõ äiéñíèõ s > 1 ÿê ñóìà àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

. (2.18)

Ó êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ íàòóðàëüíîãî s çíà-
÷åííÿ äçåòà�ôóíêöi¨ ζ(s) ðàöiîíàëüíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç π. Íàïðèêëàä,
ζ(2) =

∞∑
n=1

1/n2 = π2/6.
Äçåòà-ôóíêöiÿ Ðiìàíà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òàê çâàíèõ ðÿäiâ Äiði-

õëå, òîáòî ðÿäiâ âèãëÿäó
∞∑

n=1
f(n)/ns.

Çàäà÷à 2.23. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë s > 1 âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

∞∑
n=1

τ(n)/ns = ζ2(s).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäíåñåìî àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä (2.18) äî êâàäðàòó:

ζ2(s) =
( ∞∑

n=1

1
ns

)
·
( ∞∑

m=1

1
ms

)
=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1
(nm)s

.

Â îñòàííié ñóìi êîæíèé äîäàíîê 1/(nm)s âèñòóïà¹ ñòiëüêè ðàçiâ, ñêiëü-
êîìà ñïîñîáàìè ÷èñëî k = nm ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ
íàòóðàëüíèõ ìíîæíèêiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ ïîðÿäêó), òîáòî τ(k) ðàçiâ.
Àëå òîäi

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1
(nm)s

=
∞∑

k=1

τ(k)
ks

,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàäà÷à 2.24. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë s > 1 âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

∞∑
n=1

µ(n)/ns = 1/ζ(s).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó (2.18) âèïëèâà¹ àáñîëþòíà
çáiæíiñòü ðÿäó

∞∑
n=1

µ(n)/ns. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê öüîãî ðÿäó i ðÿäó (2.18):

( ∞∑
n=1

1
ns

)
·
( ∞∑

k=1

µ(k)
ks

)
=

∞∑
n=1

∞∑

k=1

µ(k)
(nk)s

=

=
∞∑

m=1

∑

k|m

µ(k)
ms

=
∞∑

m=1

( 1
ms

∑

k|m
µ(k)

)
= 1

(íà îñòàííüîìó êðîöi ìè ñêîðèñòàëèñü ðiâíiñòþ (2.14)). Îòæå,
ζ(s) ·

∞∑
n=1

µ(n)/ns = 1, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çîêðåìà,
∞∑

n=1
µ(n)/n2 = 1/ζ(2) = 6/π2.

2.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Íåõàé f(n) =

1
n

∑
1≤d≤n
(d,n)=1

d. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(n) çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ f(n) = ϕ(n)/2 äëÿ n > 1 i
∑
d|n

f(d) = (n + 1)/2.
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2. Äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n ÷åðåç τm(n) ïîçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ íàä ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðiâíÿííÿ x1 · · ·xm =
= n. Äîâåñòè, ùî a) τ1(n) = 1 ; b) τ2(n) = τ(n) ; c) äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ôóíêöiÿ τm(n) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ;
d) ÿêùî ÷èñëî p � ïðîñòå, m > 1 i α ≥ 0, òî

τm

(
pα

)
=

(α + 1)(α + 2) · · · (α + m− 1)
1 · 2 · · · (m− 1)

.

3. ßêîþ êiëüêiñòþ íóëiâ çàêií÷ó¹òüñÿ ÷èñëî n! ?

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë m, n,m1,m2 i íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà k âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(a)
[[m

n

]/
k
]

=
[ m

n · k
]

; (b)
[m1

n

]
+

[
m2
n

]
≤

[m1 + m2

n

]
≤

≤
[m1

n

]
+

[m2

n

]
+ 1.

ßêi ç öèõ ñïiââiäíîøåíü çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ äîâiëü-
íèõ äiéñíèõ ÷èñåë m,n, m1,m2 ?

5. Îá÷èñëèòè: (a) [−5, 7]; (b) [1 − 2π]; (c) [ 3
√

100]; (d) [(
√

500 + 2)/3];
(e) [ln 123]; (f) [(15/8) + sin 10◦].

6. Íåõàé n = pαqβ , äå p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà i α, β ≥ 1.
(a) Îá÷èñëèòè τ(n3), ÿêùî τ(n2) = 21.
(b) Îá÷èñëèòè τ(n4), ÿêùî τ(n3) = 70.

7. Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ≤ a, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà
æîäíå ç ÷èñåë b1, . . . , bk:
(a) k = 2, b1 = 6, b2 = 10, a = 800;
(b) k = 3, b1 = 6, b2 = 10, b3 = 15, a = 1400;
(c) k = 4, b1 = 10, b2 = 21, b3 = 14, b4 = 15, a = 2311.

8. Îá÷èñëèòè: (a) σ2(16); (b) σ3(18); (c) σ4(12).

9. Çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äîáóòîê óñiõ äiëüíèêiâ ÿêîãî äîðiâíþ¹
290 · 345 · 545.

10. Çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ÿêùî âîíî ìà¹ òiëüêè äâà ïðîñòi äiëü-
íèêè i τ(n) = 6, σ(n) = 28.
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11. Ïîñëiäîâíî âèïèñàëè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 1800. Ñïî÷àòêó
â öié ïîñëiäîâíîñòi çàêðåñëèëè, ðàõóþ÷è ç ïåðøîãî, êîæíå ï'ÿòå
÷èñëî. Ïîòiì çàêðåñëèëè êîæíå âîñüìå ÷èñëî (ðàõóþ÷è é òi ÷èñëà,
ùî âæå áóëè çàêðåñëåíi), íàðåøòi, àíàëîãi÷íèì ÷èíîì çàêðåñëèëè
êîæíå äåâ'ÿòå ÷èñëî. Ñêiëüêè ç âèïèñàíèõ ÷èñåë íå áóäå çàêðåñëå-
íî æîäíîãî ðàçó?

12. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ [ax] = n, äå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî a i öiëå
÷èñëî n � ôiêñîâàíi.

13. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ [x + 1] = [(x + 2)/2].

14. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p i q

q∑

i=1

[p

q
i
]

+
p∑

j=1

[q

p
j
]

= pq + 1 .

15. (a) Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 1000
i äiëÿòüñÿ íà îäíå é òiëüêè îäíå ç ÷èñåë 2,3 àáî 5 .
(b) Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü n i
äiëÿòüñÿ íà îäíå é òiëüêè îäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë p1, p2, . . . , pk.

16. Íåõàé m > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî i x ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ òèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî íå äiëÿòüñÿ íà m�òèé ñòåïiíü æîäíîãî ïðî-
ñòîãî ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a

∑
x

[
m
√

a/x
]

= [a] .

17. ×è âiðíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i k

{
k
√

n
}

>
1

k · k
√

nk−1
?

18. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Îéëåðà ϕ(n) äëÿ âñiõ n ≤ 50.

19. Îá÷èñëèòè ϕ(n) äëÿ: n = 2310, 1980, 16632, 14700, 43560, 44550.

20. Çíàéòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî êiëüêiñòü ÷èñåë,
ùî íå ïåðåâèùóþòü n i íå äiëÿòüñÿ íà æîäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë
p1, . . . , pm, äîðiâíþ¹ a:
(a) m = 2, p1 = 3, p2 = 5, a = 105;
(b) m = 3, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, a = 50;
(c) m = 3, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 11, a = 325.
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21. Çíàéòè êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìåíøi çà 180 i âçà¹ìíî
ïðîñòi ç ÷èñëîì 200.

22. Çíàéòè ÷èñëî n, ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä n = p2q2, äå p i q � ðiçíi
ïðîñòi ÷èñëà, à ϕ(n) äîðiâíþ¹: (a) 936; (b) 2200; (c) 24750; (d) 14520;
(e) 34104.

23. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ϕ(x) = k , ÿêùî k äîðiâíþ¹: (a) 4; (b) 6;
(c) 12; (d) 16; (e) 8; (f) 10; (g) 14.

24. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ: (a) ϕ(n) = 2
3n; (b) ϕ(n) = 3

4n; (c) ϕ(n) = 4
5n;

(d) ϕ(n) = p−1
p n, äå p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî; e) ϕ(n) = k−1

k n,
äå k � ôiêñîâàíå ñêëàäåíå ÷èñëî.

25. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ ϕ(n) áóäå ïðîñòèì ÷è-
ñëîì.

26. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ϕ(px) = ϕ(qx), äå p i q � ôiêñîâàíi ðiçíi ïðîñòi
÷èñëà.

27. Äîâåñòè, ùî êîëè ÷èñëà n i m ìàþòü îäíi i òi æ ïðîñòi äiëüíèêè,
òî ϕ(nm) = mϕ(n) = nϕ(m). Çîêðåìà, ϕ(nk) = nk−1ϕ(n).

28. Çíàéòè ñóìó ÷èñåë, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì 720 i ìåíøi çà öå
÷èñëî.

29. Äîâåñòè, ùî êîëè n = pα1
1 · · · pαk

k � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n,
òî

∑
d|n

dµ(d) =
(−1)mϕ(n)

pα1−1
1 · · · pαk−1

k

.

30. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
[x]∑

n=1
µ(n)

[x

n

]
= 1.

31. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà s > 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü ζ(s) =

∏
p � ïðîñòå

(
1− 1

ps

)−1

.

32. Äîâåñòè, ùî
∞∑

n=1

ϕ(n)
ns

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
.

33. Äîâåñòè, ùî
∞∑

n=1

τ(n)
ns

=
(
ζ(s)

)2.

34. Äîâåñòè, ùî
∞∑

n=1

σ(n)
ns

= ζ(s)ζ(s− 1).
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