
1. Àðèôìåòèêà íàòóðàëüíèõ i öiëèõ ÷èñåë
1.1. Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
Òåîðiÿ ÷èñåë âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ìiñöå îñòàííiõ ó
ìàòåìàòèöi äóæå âëó÷íî é ÿñêðàâî îõàðàêòåðèçóâàâ íiìåöüêèé ìàòåìà-
òèê Êðîíåêåð:

� Íàòóðàëüíi ÷èñëà ñòâîðèâ Áîã, âñå iíøå � ñïðàâà ðóê
ëþäñüêèõ� .

Ââàæà¹ìî, ùî ÷èòà÷ äîáðå óÿâëÿ¹ ìíîæèíó N = {1, 2, 3, . . .} íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë, çíàéîìèé ç îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿìè ¨õ äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ, à òàêîæ ç âiäíîøåííÿì ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ≤ íà öié ìíîæèíi.
Ñåðåä âëàñòèâîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ iç âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó, çâåðíåìî óâà-
ãó íà òàê çâàíèé ïðèíöèï íàéìåíøîãî ÷èñëà, ÿêèé ìè ââàæàòèìåìî
àêñiîìîþ:

ó êîæíié íåïîðîæíié ïiäìíîæèíi ìíîæèíè N
¹ íàéìåíøå ÷èñëî.

×è íå íàéâàæëèâiøèì íàñëiäêîì öüîãî ïðèíöèïó ¹
Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íåõàé A � ìíîæèíà òèõ íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü ïåâíó âëàñòèâiñòü P . ßêùî âiäîìî, ùî

(a) ÷èñëî 1 ìà¹ âëàñòèâiñòü P i

(b) iç ïðèïóùåííÿ, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìà¹ âëàñòèâiñòü P , âè-
ïëèâà¹, ùî öþ âëàñòèâiñòü ìà¹ i ÷èñëî n + 1,

òî ìíîæèíà A çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ N óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A íå çáiãà¹òüñÿ ç N, òî iñíóþòü íàòóðàëüíi
÷èñëà, ÿêi íå ìàþòü âëàñòèâîñòi P . Çãiäíî ç ïðèíöèïîì íàéìåíøîãî
÷èñëà ñåðåä òàêèõ ÷èñåë ¹ íàéìåíøå. Ïîçíà÷èìî éîãî m. Iç óìîâè a)
âèïëèâà¹, ùî m 6= 1, òîìó ÷èñëî k = m − 1 � íàòóðàëüíå. Îñêiëüêè
k < m i m � íàéìåíøå ñåðåä ÷èñåë, ùî íå ìàþòü âëàñòèâîñòi P , òî
k öþ âëàñòèâiñòü ìà¹. Àëå òîäi iç óìîâè b) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî m =
k +1 òàêîæ ìà¹ âëàñòèâiñòü P . Îòæå, ïðèïóùåííÿ A 6= N ïðèâîäèòü äî
ñóïåðå÷íîñòi.
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ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç P (n) òîé ôàêò, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìà¹
âëàñòèâiñòü P , òî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà ïåðåôîðìóëþ-
âàòè äóæå êîðîòêî:

ßêùî P (1) i äëÿ áóäü�ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iç ïðèïóùåííÿ P (n)
âèïëèâà¹
P (n + 1), òî {n ∈ N|P (n)} = N.

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ iíêîëè íàçèâàþòü �Ïðèíöèïîì äî-
ìiíî� . ßêùî êiñòî÷êè äîìiíî âèñòàâèòè â ðÿä òàê, ùîá êîæíà êiñòî÷êà
ïðè ïàäiííi çáèâàëà ñóñiäíþ, à ïîòiì øòîâõíóòè ïåðøó, òî âïàäóòü óñi
êiñòî÷êè.

Iñíóþòü ðiçíi ìîäèôiêàöi¨ ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Òàê, íàñ
ìîæå öiêàâèòè íàÿâíiñòü âëàñòèâîñòi P ëèøå â ÷èñåë ïåâíîãî âèãëÿ-
äó (íàïðèêëàä, â óñiõ n ≥ 2000 àáî â óñiõ ïàðíèõ ÷èñåë). Ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ çðó÷íèì ¹ âàðiàíò, êîëè â b) ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âëàñòèâiñòü
P ìà¹ íå òiëüêè ÷èñëî n, à é óñi ÷èñëà, ìåíøi çà n. Âiäïîâiäíi òî÷íi
ôîðìóëþâàííÿ ÷èòà÷ ëåãêî íàâåäå ñàì.

1.2. Òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ
Âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ é ìíîæåííÿ ìíîæèíà N ¹ çàìêíåíîþ. Àëå
îáåðíåíà äî äîäàâàííÿ îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âè-
êîíëèâà íå çàâæäè. Òîìó ÷àñòî áóâà¹ çðó÷íî çàìiñòü ìíîæèíè N ðîçãëÿ-
äàòè áiëüøó ìíîæèíó Z öiëèõ ÷èñåë, ÿêà ¹ çàìêíåíîþ òàêîæ i âiäíîñíî
âiäíiìàííÿ. Ñòîñîâíî äiëåííÿ ìíîæèíà Z çàëèøà¹òüñÿ íåçàìêíåíîþ,
àëå ìà¹ ìiñöå äóæå âàæëèâà

Òåîðåìà 1.1 (ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ). Äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiëèõ ÷èñåë
a i b, b 6= 0, ìîæíà çíàéòè òàêi öiëi ÷èñëà q i r, ùî

a = qb + r i 0 ≤ r < |b|. (1.1)

×èñëà q i r öèìè óìîâàìè âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííÿ ÷èñåë q i r. ßêùî a = 0, òî
ìîæíà âçÿòè q = r = 0. Òîìó äàëi ââàæàòèìåìî, ùî a 6= 0. Íàéïåðøå
ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè a > 0 i b > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A ìíîæèíó
A = {a−nb | n ∈ Z}. Ñåðåä ¨¨ åëåìåíòiâ ¹ äîäàòíi ÷èñëà (òàêèì áóäå, íà-
ïðèêëàä, ÷èñëî a−(−1)b = a+b). Òîìó, çãiäíî ç ïðèíöèïîì íàéìåíøîãî
÷èñëà, ñåðåä íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë iç ìíîæèíè A ¹ íàéìåíøå. Ïîçíà÷èìî
éîãî ÷åðåç r i íåõàé r = a − qb � çîáðàæåííÿ r ÿê åëåìåíòà ìíîæèíè
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A. Ëåãêî áà÷èòè, ùî r < b, áî â ïðîòèâíîìó ðàçi ìíîæèíà A ìiñòèëà á
íåâiä'¹ìíå ÷èñëî r − b = a− (q + 1)b, ÿêå ìåíøå âiä r. Îñêiëüêè r ≥ 0 i
a = qb + r, òî ÷èñëà q i r � øóêàíi.

Iíøi âèïàäêè ëåãêî çâîäÿòüñÿ äî ðîçãëÿíóòîãî. Ñïðàâäi, íåõàé ÷èñëà
p i s çàäîâîëüíÿþòü óìîâè |a| = p · |b| + s i 0 ≤ s < |b|. ßêùî s = 0, òî
ìîæíà âçÿòè q = p · ab

|ab| i r = 0. ßêùî æ s 6= 0, òî ó âèïàäêó a > 0,
b < 0 øóêàíèìè ¹ ÷èñëà q = −p, r = s, ó âèïàäêó a < 0, b > 0 � ÷èñëà
q = −p − 1, r = b − s, à ó âèïàäêó a < 0, b < 0 � ÷èñëà q = p + 1 i
r = −b− s.

Äëÿ äîâåäåííÿ îäíîçíà÷íîñòi ÷èñåë q i r ïðèïóñòèìî, ùî ïàðà (q1; r1)
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì a = q1b + r1 i 0 ≤ r1 < |b|. Òîäi iç q1b + r1 =
qb+r âèïëèâà¹ |q1−q|·|b| = |r−r1|. Î÷åâèäíî, ùî |r−r1| < |b|, áî ÷èñëà r i
r1 ëåæàòü â iíòåðâàëi [0, |b|). Çâiäñè |q1−q|·|b| < |b| i |q1−1| < 1. Îñêiëüêè
÷èñëî q1− q � öiëå, òî |q1− q| = 0 i q1 = q. Àëå òîäi r1 = (q− q1)b+ r = r,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ó ñïiââiäíîøåííÿõ (1.1) ÷èñëî q íàçèâàþòü (íåïîâíîþ) ÷àñòêîþ, à
÷èñëî r � îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ a íà b.

Âïðàâà 1.1. ßê çíàêè ÷èñåë a i b âïëèâàþòü íà çíàê ÷àñòêè q âiä
äiëåííÿ a íà b?

Çàäà÷à 1.1. Îá÷èñëèòè ÷àñòêó q é îñòà÷ó r âiä äiëåííÿ ÷èñëà −187
íà ÷èñëî −13.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 187
13 = 14 5

13 , òî −187 = 14 5
13 · (−13) = (15 − 8

13 ) ·
(−13) = 15 · (−13) + 8. Îòæå, q = 15 i r = 8.

Çàäà÷à 1.2. Îá÷èñëèòè íàòóðàëüíå ÷èñëî b é îñòà÷ó r âiä äiëåííÿ
÷èñëà a = 19178 íà b, ÿêùî ÷àñòêà âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþ¹ 129.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðiâíîñòi 19178 = 129·b+r ìà¹ìî b = 19178−r
129 = 148+ 86−r

129 .
Îñêiëüêè ÷èñëî b � öiëå, òî b ≤ 148. Iç íåðiâíîñòi 0 ≤ r < b òåïåð
îòðèìó¹ìî 86

129 = 86−0
129 ≥ 86−r

129 > 86−148
129 = − 62

129 . Àëå ÷èñëî 86−r
129 ìà¹

áóòè öiëèì. Òîìó 86−r
129 = 0, çâiäêè r = 86 i b = 148.

Çàäà÷à 1.3. Îá÷èñëèòè íàòóðàëüíå ÷èñëî b i ÷àñòêó q âiä äiëåííÿ
÷èñëà a = 3616 íà b, ÿêùî q > 1 é îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþ¹
305.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðiâíîñòi 3616 = qb + 305 ìà¹ìî qb = 3311 = 7 · 11 · 43. Çà
óìîâîþ çàäà÷i b > 305 i b < 3311, áî q > 1. Ñåðåä äiëüíèêiâ ÷èñëà 3311
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¹ ëèøå îäèí, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ öi íåðiâíîñòi, à ñàìå 11 · 43 = 473. Òîìó
b = 473 i q = 7.

1.3. Ïîäiëüíiñòü ÷èñåë
ßêùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþ¹ 0, òî êàæóòü, ùî a äiëèòüñÿ
íà b (àáî ùî b äiëèòü a), i ïîçíà÷àþòü öåé ôàêò ñèìâîëîì b|a. Çà-

ìiñòü ïîçíà÷åííÿ b|a iíêîëè âæèâàþòü ñèìâîë a
...b. ×èñëî a ùå íàçèâà-

þòü êðàòíèì ÷èñëà b, à b � äiëüíèêîì ÷èñëà a, áî óìîâà b|a ðiâíîñèëüíà
iñíóâàííþ òàêîãî q, ùî a = bq. Îñòàíí¹ çàóâàæåííÿ äà¹ çìîãó ïåðåôîð-
ìóëþâàòè îçíà÷åííÿ ïîäiëüíîñòi ÷èñåë ëèøå â òåðìiíàõ äi¨ ìíîæåííÿ.
Òàêèé ïiäõiä ¹ êðàùèì, îñêiëüêè âií äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ïî-
äiëüíîñòi åëåìåíòiâ ó äîâiëüíèõ êiëüöÿõ (i íàâiòü ïðîñòî ìíîæèíàõ iç
ìíîæåííÿì), äëÿ ÿêèõ òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ìîæå é íå âèêî-
íóâàòèñü.

Ôàêò, ùî a íå äiëèòüñÿ íà b, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç b - a.
Áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ ïîäiëüíîñòi ÷èñåë âèïëèâà¹

Òåîðåìà 1.2 (ïðî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ ïîäiëü-
íîñòi).
(a) a|a (ðåôëåêñèâíiñòü âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi);

(b) ÿêùî a|b i b|c, òî a|c (òðàíçèòèâíiñòü âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi);

(c) ÿêùî a|b, òî a|bc;
(d) ÿêùî a|b i a|c, òî a|(b± c);

(e) 0 äiëèòüñÿ íà êîæíå ÷èñëî, i íåìà¹ iíøèõ ÷èñåë ç òàêîþ âëà-
ñòèâiñòþ;

(f) êîæíå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà ±1, i íåìà¹ iíøèõ ÷èñåë ç òàêîþ âëà-
ñòèâiñòþ;

(g) ÿêùî a|b i c|d, òî ac|bd.
Âïðàâà 1.2. Äîâåñòè ñòðîãî âñi òâåðäæåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Âïðàâà 1.3. Äîâåñòè ðiâíîñèëüíiñòü òàêèõ óìîâ: (a) a| b; (b) (−a)| b;
(c) a|(−b); (d) | a| ∣∣| b|.
Çàäà÷à 1.4. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ (n+2)

∣∣(n2 +2).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðiâíîñòi n2+2 = (n+2)(n−2)+6 âèïëèâà¹, ùî n+2|n2+4
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè n+2|6. Oñêiëüêè n � íàòóðàëüíå, òî n+2 = 3 àáî
n + 2 = 6. Îòæå, n = 1 àáî n = 4.

Çàäà÷à 1.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

13
∣∣(42n−1 + 3n+1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ n =
1 òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ. Iç ðiâíîñòi 42(n+1)−1 + 3(n+1)+1 = 42n+1 +
3n+2 = 16 · 42n−1 + 3 · 3n+1 = 13 · 42n−1 + 3 · (42n−1 + 3n+1) òåïåð âè-
ïëèâà¹, ùî êîëè òâåðäæåííÿ çàäà÷i âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ÷èñëà n, òî âîíî
âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ÷èñëà n + 1. À òîìó âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòó-
ðàëüíèõ n.

Çàäà÷à 1.6. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà k ≥ 0

7
∣∣(222k

+ 5).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 222k

+ 5 = 24k

+ 5 = 2(3+1)k

+ 5. Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
(3 + 1)k = C0

k · 3k + C1
k · 3k−1 + . . . + Ck−1

k · 3 + 1 âñi äîäàíêè, êðiì
îñòàííüîãî, äiëÿòüñÿ íà 3. Òîìó ÷èñëî (3+1)k ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
(3+1)k = 3m+1. Çâiäñè 2(3+1)k

+5 = 23m+1+5 = 2·8m+5 = 2·(7+1)m+5.
Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, ÷èñëî (7 + 1)m ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
(7 + 1)m = 7t + 1. Êîðèñòóþ÷èñü öèì, îòðèìó¹ìî 2 · (7 + 1)m + 5 =
2 · (7t + 1) + 5 = 7 · (2t + 1).

ßêùî a|b i b|a, òî ÷èñëà a i b íàçèâàþòü àñîöiéîâàíèìè. Íåíóëüîâi
àñîöiéîâàíi ÷èñëà ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü ùîíàéáiëüøå çíàêîì. Ñïðàâäi,
iç a|b âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà q1, ùî aq1 = b, à iç b|a � òàêîãî
÷èñëà q2, ùî bq2 = a. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (aq1)q2 = a, àáî q1q2 = 1.
Îñêiëüêè ñåðåä öiëèõ ÷èñåë îáîðîòíèìè ¹ ëèøå ±1, òî q1 = ±1 i b = ±a.

Ç iíøîãî áîêó, ïðîòèëåæíi ÷èñëà ¹ àñîöiéîâàíi. Òîìó íåíóëüîâi öiëi
÷èñëà ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè àñîöiéîâàíèõ. Çîêðåìà, êîæíà òàêà ïàðà
ìiñòèòü ðiâíî îäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Iç âïðàâè 1.3 âèïëèâà¹, ùî àñîöi-
éîâàíi ÷èñëà áóäóòü àáî íå áóäóòü äiëüíèêàìè äàíîãî ÷èñëà îäíî÷àñíî.
Òîìó äiëüíèêè ÷èñëà iíêîëè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíîñòi é
îáìåæóþòüñÿ ëèøå íàòóðàëüíèìè äiëüíèêàìè.
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1.4. Ïðîñòi i ñêëàäåíi ÷èñëà
Äî äiëüíèêiâ ÷èñëà a çàâæäè íàëåæàòü ÷èñëà ±1 i ±a. Òàêi äiëüíèêè
÷èñëà a íàçèâàþòüñÿ íåâëàñíèìè, à âñi iíøi � âëàñíèìè. Çàóâàæèìî,
ùî äiëüíèê b ÷èñëà a 6= 0 áóäå âëàñíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi 1 < |b| < |a|.

×èñëî, ÿêå ìà¹ âëàñíi äiëüíèêè, íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäåíèì. ßêùî ÷èñëî
íå ¹ ñêëàäåíèì i âiäìiííå âiä ±1, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì. Ïðè-
÷èíà, ÷îìó ÷èñëà ±1 íå âiäíîñÿòü íi äî ïðîñòèõ, íi äî ñêëàäåíèõ, ñòàíå
çðîçóìiëîþ äåùî ïiçíiøå. Î÷åâèäíî, ùî âiäìiííå âiä ±1 ÷èñëî p áóäå
ïðîñòèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçêëàäó p ó äîáóòîê
äâîõ ìíîæíèêiâ p = ab îäèí iç íèõ äîðiâíþ¹ ±1.

Âïðàâà 1.4. Äîâåñòè, ùî êîæíå íàòóðàëüíå ñêëàäåíå ÷èñëî n ìà¹
âëàñíèé íàòóðàëüíèé äiëüíèê, ÿêèé íå ïåðåâèùó¹ √n.

Âïðàâà 1.5. Âèïèñàòè 10 ïåðøèõ íàòóðàëüíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë.

Çóïèíèìîñü äåòàëüíiøå íà âëàñòèâîñòÿõ ïðîñòèõ ÷èñåë.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Êîæíå âiäìiííå âiä ±1 öiëå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà äå-
ÿêå ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ çà ìîäóëåì ÷èñëà n. Äëÿ ÷èñåë 0
i ±2 òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå n, |n| > 2, i ïðèïóñòè-
ìî, ùî äëÿ âñiõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ ìåíøèé âiä |n|, òâåðäæåííÿ âæå
äîâåäåíå. ßêùî n � ïðîñòå, òî ïðîñòèì äiëüíèêîì ÷èñëà n áóäå âîíî
ñàìå. ßêùî æ n � ñêëàäåíå, òî âîíî ìà¹ âëàñíèé íàòóðàëüíèé äiëüíèê
m. Îñêiëüêè 1 < m < |n|, òî, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, m ìà¹ ïðîñòèé
äiëüíèê p. Iç òðàíçèòèâíîñòi âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi òåïåð âèïëèâà¹,
ùî p|n.

Êîëè ìè ãîâîðèìî ïðî äîáóòîê m1 ·m2 · . . . ·mk k ìíîæíèêiâ, òî äî
ðîçãëÿäó âêëþ÷åíî i âèïàäîê k = 1. Áiëüøå òîãî, ÷èñëî 1 çðó÷íî ââàæà-
òè äîáóòêîì íóëüîâî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ. Öå ñïðîùó¹ ôîðìóëþâàííÿ
áàãàòüîõ òâåðäæåíü. Ïðèêëàäîì ìîæå ñëóãóâàòè

Òåîðåìà 1.3. Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïðî-
ñòèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ÷èñëà 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàøî¨ äîìîâ-
ëåíîñòi. Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå n > 1 i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ ÷è-
ñåë, ìåíøèõ âiä n, òåîðåìó âæå äîâåäåíî. ßêùî n � ïðîñòå, òî øóêàíèé
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ðîçêëàä äëÿ n ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ìíîæíèêà n. ßêùî æ n ñêëàäåíå,
òî çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì n ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê n = p1m,
äå p1 � ïðîñòå i m < n. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ m ¹ ðîçêëàä
m = p2p3 . . . pk ó äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë. Òîäi n = p1p2 . . . pk áóäå øóêà-
íèì ðîçêëàäîì äëÿ ÷èñëà n.

Òåîðåìà 1.4 (Åâêëiä). Iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ¹ êëàñè÷íèì çðàçêîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíî-
ãî. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë ñêií÷åííà, i íåõàé
p1, p2, . . . , pk � ¨õ ïîâíèé ñïèñîê. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî n = p1p2 · · · pk +1. Çà
äîâåäåíèì òâåðäæåííÿì n ìà¹ ïðîñòèé äiëüíèê p. Öåé äiëüíèê íå ìîæå
çáiãàòèñÿ ç æîäíèì iç ÷èñåë p1, . . . , pk, áî n íà öi ÷èñëà íå äiëèòüñÿ. Îò-
æå, ïðîñòå ÷èñëî p íå çóñòði÷à¹òüñÿ â ñïèñêó p1, . . . , pk, ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ ïðî éîãî ïîâíîòó. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàäà÷à 1.7. Çíàéòè âñi òàêi íàòóðàëüíi ïðîñòi ÷èñëà p, äëÿ ÿêèõ
êîæíå iç ÷èñåë p + 4 i p + 14 òàêîæ áóäå ïðîñòèì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî îñòà÷i âiä äiëåííÿ öèõ ÷èñåë íà 3. Iç ðiâíîñòåé
p+4 = 3+(p+1) i p+14 = 12+(p+2) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà p, p+4 i p+14
ïðè äiëåííi íà 3 äàþòü ðiçíi îñòà÷i. Îòæå, îäíà iç öèõ îñòà÷ äîðiâíþ¹
0, òîáòî îäíå iç öèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà 3. Àëå ÷èñëà p + 4 i p + 14 ïðîñòi
é áiëüøi, íiæ 3, òîìó âîíè íà 3 íå äiëÿòüñÿ. Çâiäñè 3|p i p = 3, áî p �
ïðîñòå. Îñêiëüêè ÷èñëà 3 + 4 = 7 i 3 + 14 = 17 � ïðîñòi, òî p = 3 ñïðàâäi
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.

Çàäà÷à 1.8. ßêîþ áóäå âiäïîâiäü ó ïîïåðåäíié çàäà÷i, ÿêùî íå âèìàãà-
òè, ùîá ÷èñëî p áóëî íàòóðàëüíèì?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i, äîâîäèìî, ùî îäíå iç ïðîñòèõ
÷èñåë p, p + 4 i p + 14 äiëèòüñÿ íà 3. Öå äà¹ íàì 6 âèïàäêiâ: 1) p = 3; 2)
p = −3; 3) p+4 = 3; 4) p+4 = −3; 5) p+14 = 3; 6) p+14 = −3. Ïåðåâiðêà
ïîêàçó¹, ùî ó 2-ìó i 3-ìó âèïàäêàõ íå áóäóòü ïðîñòèìè âiäïîâiäíî ÷èñëà
p + 4 i p, à â ðåøòi âèïàäêiâ âñi ÷èñëà p, p + 4 i p + 14 áóäóòü ïðîñòèìè.
Öå äà¹ 4 ðîçâ'ÿçêè: p = 3, p = −7, p = −11, p = −17.

Çàäà÷à 1.9. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë âè-
ãëÿäó 4k + 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîæíå íåïàðíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä 4k + 1
àáî 4k + 3, i ùî äîáóòîê ÷èñåë âèãëÿäó 4k + 1 çíîâó áóäå ÷èñëîì òàêîãî
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æ âèãëÿäó: (4m+1) · (4n+1) = 4 · (4mn+m+n)+1. Òîìó íå ìîæå áóòè,
ùîá ó ðîçêëàäi ÷èñëà âèãëÿäó 4k + 3 ó äîáóòîê ïðîñòèõ âñi ìíîæíèêè
áóëè âèãëÿäó 4k + 1. Îòæå, êîæíå ÷èñëî âèãëÿäó 4k + 3 ìà¹ õî÷à á
îäèí ïðîñòèé äiëüíèê òàêîãî æ âèãëÿäó. Äàëi õiä ìiðêóâàíü ïîäiáíèé
äî äîâåäåííÿ òåîðåìè Åâêëiäà. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòèõ ÷èñåë
âèãëÿäó 4k+3 � ñêií÷åííà êiëüêiñòü,i íåõàé p1, . . . , pt � ¨õ ïîâíèé ñïèñîê.
×èñëî n = 4p1 · · · pt−1 = 4 · (p1 · · · pt−1)+3 ¹ ÷èñëîì âèãëÿäó 4k+3 i íå
äiëèòüñÿ íà æîäíå iç ÷èñåë p1, . . ., pt. Òîìó òîé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà
n, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä 4k + 3, íå çóñòði÷à¹òüñÿ ó ñïèñêó p1, . . ., pt. Îòæå,
ïðèïóùåííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë âèãëÿäó 4k + 3 ïðèâîäèòü
äî ñóïåðå÷íîñòi.

Ó áàãàòüîõ êíèãàõ ç òåîði¨ ÷èñåë íàâîäÿòüñÿ òàáëèöi íàòóðàëüíèõ
ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü äàíîãî ÷èñëà N . Ïðîñòèé ìåòîä
ïîáóäîâè òàêèõ òàáëèöü çàïðîïîíóâàâ áëèçüêî 200 ð. äî í.å. ãðåöüêèé
ìàòåìàòèê iç Àëåêñàíäði¨ Åðàòîñòåí. Öåé ìåòîä, âiäîìèé ïiä íàçâîþ
�ðåøåòà Åðàòîñòåíà�, âèãëÿäà¹ òàê.

Âèïèøåìî ïiäðÿä âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 2 äî N . ×èñëî 2 ÿê ïðî-
ñòå çàëèøèìî, à âñi iíøi ïàðíi ÷èñëà âèêðåñëèìî. Ïåðøå íåçàêðåñëåíå
÷èñëî ïiñëÿ 2 � öå ïðîñòå ÷èñëî 3. Ïiñëÿ öüîãî âèêðåñëèìî êîæíå òðåò¹
÷èñëî ïiñëÿ 3 (ïðè öüîìó òðåáà ðàõóâàòè òàêîæ i òi ÷èñëà, ùî ¨õ âè-
êðåñëåíî ðàíiøå). Ïåðøèì íåçàêðåñëåíèì ÷èñëîì ïiñëÿ 3 áóäå ÷èñëî 5.
Âîíî çíîâó ïðîñòå. Òåïåð âèêðåñëèìî êîæíå ï'ÿòå ÷èñëî ïiñëÿ 5, i ò.ä.
ßêùî â òàêèé ñïîñiá çíàéäåíî âñi ïðîñòi ÷èñëà äî ÷èñëà p âêëþ÷íî, à ïî-
òiì âèêðåñëåíî âñi ÷èñëà, ÿêi áiëüøi p i êðàòíi p, òî ïåðøå íåçàêðåñëåíå
ïiñëÿ p ÷èñëî çíîâó áóäå ïðîñòèì (áî âîíî íå äiëèòüñÿ íà æîäíå ìåíøå
ïðîñòå ÷èñëî). Ïðîäîâæóþ÷è òàêå âèêðåñëþâàííÿ, äîêè öå ìîæëèâî,
âðåøòi�ðåøò îäåðæèìî âñi ïðîñòi ÷èñëà, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü N .

Çàóâàæåííÿ. ßê âèïëèâà¹ iç âïðàâè 1.4, äîñèòü âèêðåñëþâàòè êðà-
òíi ëèøå òèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü

√
N . Öå çíà÷íî çìåí-

øó¹ îá'¹ì îá÷èñëåíü.

Çàäà÷à 1.10. Çà äîïîìîãîþ �ðåøåòà Åðàòîñòåíà� çíàéòè âñi ïðîñòi
÷èñëà ç ïðîìiæêó [1230; 1250].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè
√

1250 < 36, òî ç ïðîìiæêó [1230; 1250] äîñèòü
âèêðåñëèòè êðàòíi ëèøå òèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü 35, òîá-
òî êðàòíi ÷èñåë 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 i 31. Ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ
÷èñåë, êðàòíèõ 2, 3 i 5, íåâèêðåñëåíèìè çàëèøàòüñÿ òiëüêè ÷èñëà 1231,
1237, 1241, 1243, 1247 i 1249. Îñòà÷i âiä äiëåííÿ 1230 íà ïðîñòi ÷èñëà 7,
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11, 13, 17, 19, 23, 29 i 31 äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 5, 9, 8, 6, 14, 11, 12 i 21.
Òîìó íà ïðîìiæêó [1230; 1250] êðàòíèìè öèõ ïðîñòèõ ÷èñåë áóäóòü:

÷èñëî p éîãî êðàòíi ÷èñëî p éîãî êðàòíi

7 1232, 1239, 1246 19 1235
11 1232, 1243 23 1242
13 1235, 1248 29 1247
17 1241 31 1240.

ßêùî âèêðåñëèòè é öi êðàòíi, òî íåâèêðåñëåíèìè çàëèøàòüñÿ ÷èñëà
1231, 1237 i 1249. Âîíè i ¹ øóêàíèìè.

Çàíóìåðó¹ìî íàòóðàëüíi ïðîñòi ÷èñëà ó ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ: p1 = 2,
p2 = 3, p3 = 5, . . .. Êîëè ïðîäîâæèòè öåé ðÿä äîñèòü äàëåêî, òî êèäà¹-
òüñÿ ó âi÷i íåðåãóëÿðíiñòü, ç ÿêîþ ïðîñòi ÷èñëà ðîçïîäiëåíi ñåðåä íàòó-
ðàëüíèõ. � ïðîìiæêè, íà ÿêèõ ïðîñòi ÷èñëà çóñòði÷àþòüñÿ ÷àñòî, i íå
òiëüêè íà ïî÷àòêó íàòóðàëüíîãî ðÿäó. Íàïðèêëàä, ïî 4 ïðîñòèõ ÷èñëà
ìiñòèòü êîæåí iç ïðîìiæêiâ [5651; 5659] i [299471; 299479]. Íåðiäêî òðà-
ïëÿþòüñÿ ïàðè ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ îäíå âiä îäíîãî ëèøå
íà 2, ÿê, ñêàæiìî, 17 i 19 àáî 4091 i 4093 (òàêi ïàðè ïðîñòèõ ÷èñåë íàçè-
âàþòü �áëèçíÿòàìè�, â ìåæàõ ïåðøîãî ìiëüéîíà ¨õ 8164. Äîñi íåâiäîìî,
÷è òàêèõ ïàð ñêií÷åííà êiëüêiñòü).

Ç iíøîãî áîêó, çóñòði÷àþòüñÿ äîñèòü äîâãi ïðîìiæêè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ÿêi íå ìiñòÿòü æîäíîãî ïðîñòîãî. Òàê, çîâñiì íåìà ïðîñòèõ ñåðåä
13 ÷èñåë iç ïðîìiæêó [114; 126] i ñåðåä 33 ÷èñåë iç ïðîìiæêó [1328; 1360].
Íàâiòü áiëüøå, iñíóþòü ÿê çàâãîäíî äîâãi ïðîìiæêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
ùî íå ìiñòÿòü æîäíîãî ïðîñòîãî.
Âïðàâà 1.6. Äîâåñòè, ùî ïðîìiæîê [n!+2; n!+n] íå ìiñòèòü æîäíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà.

Âèäèìà õàîòè÷íiñòü, ç ÿêîþ ðîçìiùåíi ïðîñòi ÷èñëà â íàòóðàëüíî-
ìó ðÿäi, ç äàâíiõ äàâåí ñïîíóêàëà áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ äî âèÿâëåííÿ
çàêîíîìiðíîñòåé â ÷åðãóâàííi ïðîñòèõ i ñêëàäåíèõ ÷èñåë. Çîêðåìà, âå-
ëè÷åçíi çóñèëëÿ áóëè çàòðà÷åíi íà ïîøóêè òàê çâàíî¨ �ôîðìóëè n-ãî
ïðîñòîãî ÷èñëà� (îñîáëèâî öå ñòîñó¹òüñÿ ìàòåìàòèêiâ�ëþáèòåëiâ). Íà-
ïåâíå íå ìåíø ÷àñó òà çóñèëü çàáðàëà é iíøà çàäà÷à, íà ïåðøèé ïîãëÿä
çíà÷íî ïðîñòiøà: âêàçàòè ÿêó-íåáóäü ôóíêöiþ f(n) íàòóðàëüíîãî àðãó-
ìåíòó, ÿêà á �ëåãêî� îá÷èñëþâàëàñü, íàáóâàëà ëèøå ïðîñòèõ çíà÷åíü, i
öèõ çíà÷åíü áóëî á íåñêií÷åííî áàãàòî.
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Âïðàâà 1.7. Ïåðåâiðòå, ùî çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà g(x) = x2 − x + 41 ó
òî÷êàõ x = 0, 1, 2, . . . , 39, 40 áóäóòü ïðîñòèìè ÷èñëàìè.

Îäíàê g(41) = 412 âæå íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì. Ïîÿâà ñåðåä çíà÷åíü
ìíîãî÷ëåíà ñêëàäåíîãî ÷èñëà ¹ çàêîíîìiðíîþ.

Çàäà÷à 1.11. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íåíóëüî-
âîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùîá äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n
çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà f(n) áóëè ïðîñòèìè ÷èñëàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé f(x) = a0x
n + · · ·+an. Îñêiëüêè n > 0, òî iñíó¹ òàêå

íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî |f(k)| > 1. Íåõàé p � ÿêèéñü ïðîñòèé äiëüíèê
÷èñëà f(k). Iç ôîðìóëè am − bm = (a − b)(am−1 + am−2b + · · · + bm−1)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî t ÷èñëî f(k + tp)− f(k) =

=
n∑

i=1

an−i((k + tp)i − ki) =
n∑

i=1

an−i(k + tp− k)((k + tp)i−1 + · · ·+ ki−1)

äiëèòüñÿ íà p. Àëå òîäi äëÿ êîæíîãî t ÷èñëî f(k+ tp) òàêîæ äiëèòüñÿ íà
p. Îñêiëüêè ÷èñåë âèãëÿäó k + tp íåñêií÷åííî áàãàòî, à êîæíå ç ðiâíÿíü
f(x) = p i f(x) = −p ìà¹ íå áiëüøå n êîðåíiâ, òî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî
âåëèêèõ ÷èñåë t çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà f(k + tp) áóäóòü ñêëàäåíèìè ÷è-
ñëàìè.

Ó 1970 ð. íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ëåíiíãðàäñüêèé ìàòåìàòèê Ìà-
òiÿñåâè÷ Þ.Â. i êè¨âñüêèé ìàòåìàòèê ×óäíîâñüêèé Ã.Â. (íà òîé ÷àñ �
ñòóäåíò 1-ãî êóðñó Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó) äîâåëè iñíóâàííÿ ìíîãî-
÷ëåíà f(x1, . . . , xn) âiä áàãàòüîõ çìiííèõ iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìíî-
æèíà äîäàòíèõ çíà÷åíü ÿêîãî (ïðè íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ x1,
. . ., xn) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ïðîñòèõ ÷èñåë. Çãîäîì ðiçíèìè àâòî-
ðàìè ïîáóäîâàíî êiëüêà ïðèêëàäiâ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Íàéâiäîìiøèé ç
íèõ ìà¹ 26 çìiííèõ, i äëÿ éîãî çàïèñó âèêîðèñòîâóþòü óñi áóêâè ëà-
òèíñüêîãî àëôàâiòó. Îäíàê äëÿ ïîáóäîâè êîíêðåòíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë öi
ìíîãî÷ëåíè ìàëî ïðèäàòíi, áî äóæå âàæêî âêàçàòè õî÷à á îäèí íàáið
çíà÷åíü x1, . . ., xn, äëÿ ÿêîãî f(x1, . . . , xn) > 0.

1.5. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå
ñïiëüíå êðàòíå

×èñëî d íàçèâàþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b, ÿêùî
âîíî çàäîâîëüíÿ¹ 2 óìîâè:
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(a) d|a i d|b;
(b) ÿêùî c|a i c|b, òî c|d.

Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b ïîçíà÷àþòü ÍÑÄ(a, b)
àáî (a, b).

Ó ñëîâîñïîëó÷åííi �íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê� ñëîâî �íàéáiëü-
øèé� îçíà÷à¹ íå íàéáiëüøèé çà âåëè÷èíîþ, à òå, ùî öåé äiëüíèê ¹
êðàòíèì áóäü-ÿêîãî iíøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ÷èñåë a i b. Íàïðèêëàä,
ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè ÷èñåë 12 i 18 áóäóòü ±1, ±2, ±3, ±6, à íàéáiëü-
øèìè ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè öèõ ÷èñåë ¹ 6 i −6 (çàóâàæèìî, ùî çà âå-
ëè÷èíîþ −6 ¹ íàéìåíøèì ñåðåä ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñåë 12 i 18).

Îçíà÷åííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äâîõ ÷èñåë ç âèêîðèñòà-
ííÿì ëèøå ïîíÿòòÿ ïîäiëüíîñòi ¹ çðó÷íèì äëÿ òåîðåòè÷íèõ ìiðêóâàíü.
Äî òîãî æ âîíî ëåãêî ïåðåíîñèòüñÿ íà iíøi ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè, äå
ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ïîäiëüíiñòü, àëå äå íå ìîæíà çìiñòîâíî âèçíà÷èòè
âåëè÷èíó åëåìåíòiâ. Òðîõè ïiçíiøå ìè ïîáà÷èìî, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë íàøå ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà íàñïðàâäi çáiãà¹-
òüñÿ ç ïðèéíÿòèì ó øêîëi.

Îäíàê òåïåð çîâñiì íå î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷åíèé òàêèì ÷èíîì íàé-
áiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê iñíó¹ äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ÷èñåë a i b. Ìè äîâå-
äåìî éîãî iñíóâàííÿ ìåòîäîì, ÿêèé, ïîïðè ñâîþ ïðîçîðiñòü, ¹ âèõiäíîþ
òî÷êîþ äåÿêèõ ãëèáîêèõ ïîíÿòü ñó÷àñíî¨ àëãåáðè.

Òåîðåìà 1.5 (ïðî iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà).
Äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a i b iñíó¹ ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
(a, b).

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî 0 = (0, 0). Òîìó äàëi ìî-
æíà ââàæàòè, ùî ñåðåä ÷èñåë a i b ¹ íåíóëüîâå. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
I = {ma + nb : m,n ∈ Z}. Âîíà, çîêðåìà, ìiñòèòü ÷èñëà a = 1 · a + 0 · b,
b = 0 · a + 1 · b, i ðàçîì iç ÷èñëîì ma + nb ìiñòèòü ïðîòèëåæíå ÷èñëî
(−m)a + (−n)b. Òîìó ñåðåä åëåìåíòiâ ìíîæèíè I ¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d íàéìåíøå ç íèõ i äîâåäåìî, ùî d ¹ íàéáiëüøèì ñïiëü-
íèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b. Ñïðàâäi, íåõàé d = m0a + n0b. Ïðèïóñòèìî,
ùî a íå äiëèòü b. Òîäi ðîçäiëèìî a íà d ç îñòà÷åþ: a = qd+r, 0 < r < d, i
ìàòèìåìî: r = a− qd = (1− qm0)a + (−qn0)b ∈ I, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó
÷èñëà d.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî d|b. Îòæå, ïåðøó óìîâó ç îçíà÷åííÿ íàé-
áiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ÷èñëî d çàäîâîëüíÿ¹.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî c|a i c|b. Òîäi iñíóþòü ðîçêëàäè a = ca0 i
b= cb0, çâiäêè d= m0 ·ca0+n0 ·cb0 = c(m0a0+n0b0). Òàêèì ÷èíîì, c|d.

Î÷åâèäíî, ùî ðàçîì iç d íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i
b áóäå i ÷èñëî −d. Íàâïàêè, ÿêùî d1 i d2 � íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè
÷èñåë a i b, òî ìà¹ áóòè d1|d2 i d2|d1, òîáòî d1 i d2 � àñîöiéîâàíi i âiä-
ðiçíÿþòüñÿ ùîíàéáiëüøå çíàêîì. Ùîá äîñÿãòè îäíîçíà÷íîñòi, ìîæíà
äîìîâèòèñü ðîçãëÿäàòè ëèøå äîäàòíå çíà÷åííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî
äiëüíèêà.

Iç äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè îäðàçó âèïëèâà¹ òàêèé âàæëèâèé

Íàñëiäîê 1. ßêùî d =ÍÑÄ(a, b), òî ìîæíà ïiäiáðàòè òàêi öiëi ÷èñëà
m i n, ùî d = ma + nb.

Âïðàâà 1.8. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà a àáî
ÍÑÄ(a, p) = 1, àáî ÍÑÄ(a, p) = p.

Ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà
äîâiëüíó ñêií÷åííó êiëüêiñòü ÷èñåë, à ñàìå: d íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì
ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a1, a2, . . . , an, ÿêùî d çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(a) d|a1, d|a2, . . ., d|an;

(b) ÿêùî c|a1, c|a2, . . ., c|an, òî c|d.

Öiëêîì àíàëîãi÷íî âèïàäêó äâîõ ÷èñåë äîâîäèòüñÿ, ùî íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê äîâiëüíîãî íàáîðó ÷èñåë a1, a2, . . ., an iñíó¹ i âèçíà-
÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî çíàêó. Âií ïîçíà÷à¹òüñÿ ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an) àáî
ïðîñòî (a1, a2, . . . , an). I â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ îäíîçíà÷íîñòi áðà-
òèìåìî ëèøå äîäàòíå çíà÷åííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà.

Çàäà÷à 1.12. Äîâåñòè, ùî (a, b, c) = ((a, b), c) = ((a, c), b) = ((b, c), a).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîñèòü äîâåñòè ëèøå ïåðøó ðiâíiñòü. Ïîçíà÷èìî d1 =
(a, b, c), d2 = ((a, b), c), d = (a, b). Iç d1|a i d1|b âèïëèâà¹, ùî d1|d, à ç
d1|d i d1|c � ùî d1|d2. Ç iíøîãî áîêó, iç d2|d âèïëèâà¹, ùî d2|a i d2|b.
Êðiì òîãî, d2|c. Òîìó d2|d1. Ïîçàÿê d1 i d2 � àñîöiéîâàíi i äîäàòíi, òî
d1 = d2

Çàäà÷à 1.13. Çíàéòè äîâæèíó íàéêîðîòøî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨,
÷ëåíàìè ÿêî¨ áóäóòü ÷èñëà 15, 69, 105 i 189.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó íàéêîðîòøié ïðîãðåñi¨ ÷èñëà 15 i 189 ïîâèííi áóòè êðàé-
íiìè ÷ëåíàìè. Ìîæíà ââàæàòè, ùî 15 � ïåðøèé ÷ëåí, à 189 � îñòàí-
íié. Ðiçíèöÿ an−am äâîõ äîâiëüíèõ ÷ëåíiâ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çàâ-
æäè äiëèòüñÿ íà ðiçíèöþ d öi¹¨ ïðîãðåñi¨. Òîìó d äiëèòü êîæíå ç ÷èñåë
69−15 = 54, 105−69 = 36, 189−105 = 84. Ùîá ïðîãðåñiÿ áóëà íàéêîðî-
òøîþ, ¨¨ ðiçíèöÿ ìà¹ áóòè íàéáiëüøîþ. Îòæå, d =ÍÑÄ(54, 36, 84) = 6.
Òåïåð iç ðiâíîñòi 189 = 15+6·(k−1) çíàõîäèìî k = 30, òîáòî íàéêîðîòøà
ïðîãðåñiÿ ìiñòèòü 30 ÷ëåíiâ.

×èñëà a i b íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî ÍÑÄ(a, b) = 1.
Íàïðèêëàä, âçà¹ìíî ïðîñòèìè áóäóòü ÷èñëà 15 i 28, 100 i 243, 1001
i 1110.

Âïðàâà 1.9. Äîâåñòè, ùî ÷èñëà n i n + 1 çàâæäè âçà¹ìíî ïðîñòi.

Òåîðåìà 1.6 (êðèòåðié âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè äâîõ ÷èñåë). ×èñëà a
i b âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ìîæíà ïiäiáðàòè òàêi öiëi
÷èñëà m i n, ùî ma+ nb = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 1 òåîðåìè 1.5, à
äîñòàòíiñòü � iç òîãî, ùî áóäü-ÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b áóäå
i äiëüíèêîì ñóìè ma + nb. Òîìó êîëè ma + nb = 1, òî a i b íå ìàþòü
âiäìiííèõ âiä 1 ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ.

Ïèòàííÿ ïðî âçà¹ìíó ïðîñòîòó äâîõ ÷èñåë âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ïðè
çàïèñi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi äðîáiâ: ÿêùî a i b íå âçà¹ìíî ïðîñòi,
òî ìè ìîæåìî ñêîðîòèòè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó a

b íà ¨õ ñïiëüíèé
äiëüíèê i òèì ñàìèì ïåðåéòè äî äðîáó, ÿêèé ó ïåâíîìó ñåíñi ¹ ïðîñòiøèì
âiä ïî÷àòêîâîãî.

Òâåðäæåííÿ 1.2. (a) ßêùî (a, b) = 1 i (a, c) = 1, òî (a, bc) = 1.

(b) ßêùî a|bc i (a, b) = 1, òî a|c.
(c) ßêùî a|c, b|c i (a, b) = 1, òî ab|c.

Äîâåäåííÿ. (a) Çà êðèòåði¹ì âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë óìîâè (a, b) =
1 i (a, c) = 1 ðiâíîñèëüíi iñíóâàííþ òàêèõ öiëèõ ÷èñåë m, n, k, l, ùî
ma + nb = 1, ka + lc = 1. Ïåðåìíîæèâøè öi ðiâíîñòi, îäåðæèìî: (mka +
mlc + nkb) · c + nl · bc = 1. Çà òèì æå êðèòåði¹ì çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(a, bc) = 1.

(b) Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ma+nb = 1 íà c, îäåðæèìî:
mac + nbc = c. Îñêiëüêè a|mac i a|nbc, òî a|c.
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(c) Çà óìîâîþ iñíóþòü òàêi a0, b0, m i n, ùî c = aa0 = bb0 i ma+nb = 1.
Òîäi c = mac + nbc = ma · bb0 + nb · aa0 = (mb0 + na0)ab. Oòæå, ab|c.
Òâåðäæåííÿ 1.3. ßêùî (a, b) = d i a = a0d, b = b0d, òî ÷èñëà a0 i b0

âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåííÿ. Çîáðàçèìî d ó âèãëÿäi d = ma + nb = ma0d + nb0d. Òîäi
ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà d ìàòèìåìî: 1 = ma0 + nb0. Îòæå, çà êðèòåði¹ì
âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë, (a0, b0) = 1.

×èñëî m íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì ÷èñåë a i b,
ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ äâi óìîâè:

(a) a|m i b|m;

(b) ÿêùî a|n i b|n, òî m|n.
Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b ïîçíà÷àþòü ÍÑÊ(a, b) àáî [a, b].
ßê i äëÿ äâî¨ñòîãî ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, ñëîâî

�íàéìåíøå� ó ñëîâîñïîëó÷åííi �íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå� ðîçóìi¹òüñÿ
â ñåíñi ïîäiëüíîñòi, à íå âåëè÷èíè: öå êðàòíå ìóñèòü áóòè äiëüíèêîì
áóäü-ÿêîãî iíøîãî êðàòíîãî ÷èñåë a i b.

Âïðàâà 1.10. Äîâåñòè, ùî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b
(ó ðàçi éîãî iñíóâàííÿ) âèçíà÷åíå ç òî÷íiñòþ äî çíàêó.

Äàëi äëÿ îäíîçíà÷íîñòi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå äîäàòíå çíà÷å-
ííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî.

Âïðàâà 1.11. Äîâåñòè, ùî êîëè (a, b) = 1, òî [a, b] = ab.

Iñíóâàííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî, à çàðàçîì i ñïîñiá éîãî
îá÷èñëåííÿ, âèïëèâàþòü iç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b [a, b] = ab
(a,b) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (a, b) = d. Òîäi a = a0d, b = b0d i ab
(a,b) = a0b0d.

Î÷åâèäíî, ùî m = a0b0d = b0a = a0b ¹ ñïiëüíèì êðàòíèì ÷èñåë a i b.
Íåõàé òåïåð M � ÿêåñü ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b. Òîäi M = aa1 = bb1.
Çà òâåðäæåííÿì 1.3 (a0, b0) = 1, à òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà k i l, ùî
1 = ka0 + lb0. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà M , ìàòèìåìî:
M = ka0M + lb0M = ka0bb1 + lb0aa1 = kmb1 + lma1 = m(kb1 + la1).
Îòæå, m|M .
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Ïîíÿòòÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà
äîâiëüíó ñêií÷åííó êiëüêiñòü ÷èñåë: m íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëü-
íèì êðàòíèì ÷èñåë a1, a2, . . ., ak, ÿêùî m çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(a) a1|m, a2|m, . . ., ak|m;

(b) ÿêùî a1|n, a2|n, . . ., ak|n, òî m|n.
Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à çíàõîäæåííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî çíàìåí-

íèêà êiëüêîõ äðîáiâ, ÿêà ïîñòiéíî âèíèêà¹ ïðè äîäàâàííi ÷è âiäíiìàííi
äðîáiâ, ¹ íå øî iíøå ÿê îá÷èñëåííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî çíà-
ìåííèêiâ öèõ äðîáiâ.

1.6. Îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè
Óçàãàëi êàæó÷è, ðîçêëàñòè ÷èñëî â äîáóòîê ïðîñòèõ ìîæíà áàãàòüìà
ñïîñîáàìè. Íàïðèêëàä, 30 = 2·3·5 = 3·(−2)·(−5) = 5 ·(−3)·(−2). Îäíàê
íàâåäåíi ðîçêëàäè ÷èñëà 30 ðîçðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì i çíàêàìè
ìíîæíèêiâ. Òâåðäæåííÿ, ùî òàê áóäå äëÿ êîæíîãî ÷èñëà, çàñëóæåíî
íàçèâàþòü îñíîâíîþ òåîðåìîþ àðèôìåòèêè. Ó íàñ âæå ¹ âñå íåîáõiäíå
äëÿ ¨¨ äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 1.8 (îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè). Êîæíå íàòóðàëüíå
÷èñëî ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó òàêèé ðîçêëàä
¹ îäíîçíà÷íèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó i çíàêiâ ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçêëàäó âæå äîâåäåíå (òåîðåìà 1.3), òîìó îá-
ãðóíòóâàííÿ âèìàãà¹ ëèøå îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó. Ñêîðèñòà¹ìîñü ií-
äóêöi¹þ çà äîâæèíîþ k íàéêîðîòøîãî ðîçêëàäó ÷èñëà (òîáòî ðîçêëàäó,
ÿêèé ìiñòèòü íàéìåíøó êiëüêiñòü ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ). ßêùî k = 0 (÷è-
ñëî 1) àáî k = 1 (ïðîñòi ÷èñëà), òî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó î÷åâèäíà.

Íåõàé äëÿ âñiõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ðîçêëàä íà ìåíøå íiæ k ïðîñòèõ
ìíîæíèêiâ, îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó âæå äîâåäåíà, i íåõàé

n = p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm (m ≥ k) (1.2)

� äâà ðîçêëàäè ÷èñëà n íà ïðîñòi ìíîæíèêè. ßêùî (p1, q1) = 1, (p1, q2) =
1, . . ., (p1, qm) = 1, òî ç òâåðäæåííÿ 1.2(a) âèïëèâà¹, ùî (p1, q1q2 · · · qm) =
1. Àëå öå ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi (1.2). Òîìó iñíó¹ òàêå i, ùî (p1, qi) 6= 1.
Îñêiëüêè p1 i qi � ïðîñòi ÷èñëà, òî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ùîíàéáiëüøå çíà-
êîì. Çìiíèâøè, ó ðàçi ïîòðåáè, â äîáóòêó q1q2 · · · qm ïîðÿäîê ìíîæíèêiâ
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i çíàêè äâîõ ìíîæíèêiâ, ìîæåìî ââàæàòè, ùî i = 1 òà p1 = q1. Òîäi ðiâ-
íiñòü (1.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó p1p2 . . . pk = p1q2 . . . qm. Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ
íà p1 îòðèìà¹ìî: p2 · · · pk = q2 · · · qm. Àëå äîáóòîê ó ëiâié ÷àñòèíi öi¹¨
ðiâíîñòi ìiñòèòü óæå ìåíøå, íiæ k ìíîæíèêiâ. Òîìó çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨ êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ â îáîõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi îäíàêîâà (òîáòî
k − 1 = m− 1 i k = m), à äîáóòêè p2 · · · pk i q2 · · · qm ðîçðiçíÿþòüñÿ ùî-
íàéáiëüøå ïîðÿäêîì i çíàêàìè ìíîæíèêiâ. ßêùî çãàäàòè, ùî p1 = q1,
òî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó ÷èñëà n äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ. (a) Îñêiëüêè âiä'¹ìíå ÷èñëî n ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi n = −|n|, òî ç òåîðåìè 1.8 îäðàçó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òà îäíî-
çíà÷íiñòü ðîçêëàäó â äîáóòîê ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ i äëÿ âiä'¹ìíèõ öiëèõ
÷èñåë.

(b) Òåïåð ñòà¹ çðîçóìiëèì, ÷îìó ÷èñëî 1 íå ââàæàþòü ïðîñòèì: ÿê-
áè 1 âiäíîñèëè äî ïðîñòèõ ÷èñåë, òî çíèêëà á îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó
â äîáóòîê ïðîñòèõ, áî äî êîæíîãî ðîçêëàäó ìîæíà áóëî á ïðè¹äíàòè
äîâiëüíó êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ 1.

(c) Iñíóâàííÿ òà îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â äî-
áóòîê ïðîñòèõ ïiäòâåðäæó¹òüñÿ òàêîþ âåëè÷åçíîþ êiëüêiñòþ ïðèêëà-
äiâ, ùî äóæå äîâãî îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè ââàæàëàñü î÷åâèäíèì
ôàêòîì, i ìàòåìàòèêè íàâiòü íå âiä÷óâàëè ïîòðåáè â ¨¨ ÿâíîìó ôîðìó-
ëþâàííi. Ñèòóàöiÿ çìiíèëàñü íà ìåæi XVIII � XIX ñò., êîëè ç'ÿâèëèñü
ïåðøi ïðèêëàäè ìàòåìàòè÷íèõ ñòðóêòóð, äå ùå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî
ðîçêëàä ó äîáóòîê ïðîñòèõ åëåìåíòiâ, àëå îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âæå
íåìà. Ñâîãî ÷àñó âiäêðèòòÿ òàêèõ ñòðóêòóð ñòàëî äëÿ ìàòåìàòèêiâ âåëè-
êîþ íåñïîäiâàíêîþ. Óïåðøå ÿâíî ñôîðìóëþâàâ i äîâiâ îñíîâíó òåîðåìó
àðèôìåòèêè ó 1801 ð. �àóñ.

Ùîá ïîêàçàòè íåòðèâiàëüíiñòü öi¹¨ òåîðåìè, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
2Z ïàðíèõ ÷èñåë. ßê i Z, öÿ ìíîæèíà çàìêíåíà âiäíîñíî äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ, i â íié ìîæíà âèäiëèòè ïðîñòi åëåìåíòè (íàçâåìî ¨õ ïàðíî�
ïðîñòèìè ÷èñëàìè), ÿêi íå ðîçêëàäàþòüñÿ â äîáóòîê äâîõ ïàðíèõ ÷èñåë.
Î÷åâèäíî, ùî ïàðíî�ïðîñòèìè áóäóòü óñi ÷èñëà âèãëÿäó 2m, äå m � íå-
ïàðíå, i òiëüêè òàêi ÷èñëà. Ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àðèôìåòèêè âèïëèâà¹,
ùî êîæíå ïàðíå ÷èñëî n ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi n = 2km, äå k ≥ 1
i m � íåïàðíå. Òîìó êîæíå ïàðíå ÷èñëî ëåãêî ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáó-
òîê ïàðíî�ïðîñòèõ: 2km = 2 · 2 · · · 2 · 2m. Àëå òåïåð ðîçêëàä ïåðåñòà¹
áóòè îäíîçíà÷íèì. Íàïðèêëàä, 840 ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ïàðíî�
ïðîñòèõ ÷èñåë ï'ÿòüìà ñóòò¹âî ðiçíèìè ñïîñîáàìè: 840 = 2 · 2 · 210 =
2 · 6 · 70 = 2 · 10 · 42 = 2 · 14 · 30 = 6 · 10 · 14.
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Çàäà÷à 1.14. Ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëî 318 − 218.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ, îòðè-
ìó¹ìî: 318 − 218 = (39 − 29)(39 + 29) = (33 − 23)(36 + 33 · 23 + 26)(33 +
23)(36−33 ·23 +26) = (3−2)(32 +3 ·2+22)(36 +33 ·23 +26)(3+2)(32−3 ·
2 + 22)(36 − 33 · 23 + 26) = 1 · 19 · 1009 · 5 · 7 · 577 = 5 · 7 · 19 · 577 · 1009.

Ó ðîçêëàäi íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ó äîáóòîê ïðîñòèõ óñi ìíîæíèêè
ìîæíà âçÿòè äîäàòíèìè. ßêùî ùå âïîðÿäêóâàòè öi ìíîæíèêè çà çðî-
ñòàííÿì, òî ÷èñëî n ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m ,

äå p1, p2, . . ., pm � ïðîñòi ÷èñëà i p1 < p2 < · · · < pm. Òàêèé ðîçêëàä ÷è-
ñëà n íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì. Îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè ãàðàíòó¹
îäíîçíà÷íiñòü êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó.

Iíêîëè, îñîáëèâî ïðè îäíî÷àñíîìó ðîçãëÿäi êàíîíi÷íèõ ðîçêëàäiâ
êiëüêîõ ÷èñåë, çðó÷íî ââàæàòè, ùî äåÿêi ïðîñòi ÷èñëà ìîæóòü çóñòði-
÷àòèñÿ â êàíîíi÷íèõ ðîçêëàäàõ iç íóëüîâèìè ïîêàçíèêàìè. Íàïðèêëàä,
äëÿ ÷èñëà 20, îêðiì ðîçêëàäó 20 = 22 · 51, ââàæàòèìåìî êàíîíi÷íèìè i
ðîçêëàäè 20 = 22 · 30 · 51 = 22 · 30 · 51 · 70 = . . . .

Òâåðäæåííÿ 1.4. ßêùî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n ìà¹ âèãëÿä n =
pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , òî êîæíèé íàòóðàëüíèé äiëüíèê d ÷èñëà n ìà¹ âèãëÿä

d = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβm
m , äå 0 ≤ β1 ≤ α1, 0 ≤ β2 ≤ α2, . . . , 0 ≤ βm ≤ αm.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç ïðîñòîãî çàóâàæåííÿ, ùî êîëè n = d·f i êàíîíi÷íi
ðîçêëàäè ìíîæíèêiâ d i f ìàþòü âèãëÿä

d = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβm
m , f = pγ1

1 pγ2
2 · · · pγm

m ,

òî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n ìà¹ âèãëÿä n = pβ1+γ1
1 pβ2+γ2

2 · · · pβm+γm
m .

Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ ÷èñåë a i b âiäîìi ¨õ êàíîíi÷íi ðîçêëàäè a =
pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , b = pβ1

1 pβ2
2 · · · pβm

m , òî

ÍÑÄ(a, b) = p
min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 · · · pmin(αm,βm)

m ,

ÍÑÊ(a, b) = p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 · · · pmax(αm,βm)

m .
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Íàñëiäîê 2. ×èñëà a i b ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
êîæíå ïðîñòå ÷èñëî âõîäèòü iç äîäàòíèì ïîêàçíèêîì ó êàíîíi÷íèé
ðîçêëàä íå áiëüøå íiæ îäíîãî ç ÷èñåë a i b.

Äîâåäåííÿ. Iç íàñëiäêó 1 òâåðäæåííÿ 1.4 âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà

a = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m i b = pβ1

1 pβ2
2 · · · pβm

m

âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè min(α1, β1) = min(α2, β2) = . . . =
min(αm, βm) = 0. Îñòàíí¹ ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî â êîæíié ïàði ïîêàçíè-
êiâ αi, βi ïðèíàéìíi îäèí iç ïîêàçíèêiâ äîðiâíþ¹ 0.

Íàñëiäîê 1 òâåðäæåííÿ 1.4 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà äîâiëüíó êiëü-
êiñòü ÷èñåë. Ëèøà¹ìî öå ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Çàäà÷à 1.15. Äîâåñòè, ùî êîëè äîáóòîê äâîõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ìíî-
æíèêiâ ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì, òî êîæåí iç ìíîæíèêiâ òàêîæ ¹ òî-
÷íèì êâàäðàòîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ÷èñëà a i b âçà¹ìíî ïðîñòi, ab = c2 i

a = pα1
1 · · · pαk

k , b = qβ1
1 · · · qβl

l , c = rγ1
1 · · · rγm

m

� êàíîíi÷íi ðîçêëàäè ÷èñåë a, b, c ç äîäàòíèìè ïîêàçíèêàìè α1, . . . , αk,
β1, . . . , βl, γ1, . . . , γm. Çà íàñëiäêîì 2 òâåðäæåííÿ 1.4 æîäíå ç ÷èñåë pi

íå äîðiâíþ¹ æîäíîìó qj . Òîìó ç îäíîçíà÷íîñòi êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó i
ðiâíîñòi

pα1
1 · · · pαk

k qβ1
1 · · · qβl

l = r2γ1
1 · · · r2γm

m

âèïëèâà¹, ùî m = k+ l i êîæåí iç ïîêàçíèêiâ α1, . . . , αk, β1, . . . , βl äîðiâ-
íþ¹ ÿêîìóñü iç ïîêàçíèêiâ 2γ1, . . . , 2γm. Çâiäñè ìàòèìåìî, ùî âñi ïîêà-
çíèêè â ëiâié ÷àñòèíi � ïàðíi: α1 = 2ά1, . . . , αk = 2άk, β1 = 2β́1, . . . , βl =
2β́l. Àëå òîäi a = (pά1

1 · · · pάk

k )2, b = (qβ́1
1 · · · qβ́1

l )2.

Çàäà÷à 1.16. Ñïèðàþ÷èñü íà îñíîâíó òåîðåìó àðèôìåòèêè, äîâåñòè
iððàöiîíàëüíiñòü ÷èñëà

√
2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî
√

2 � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Òîäi éîãî ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi äðîáó

√
2 = a

b . Ïiñëÿ ïiäíåñåííÿ îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi
äî êâàäðàòó îäåðæèìî: 2b2 = a2. Àëå â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi ÷èñëà 2b2

÷èñëî 2 çóñòði÷à¹òüñÿ ç íåïàðíèì ïîêàçíèêîì, à â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi
÷èñëà a2 � iç ïàðíèì. Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî ðàöiîíàëüíiñòü ÷èñëà

√
2

ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi ç îäíîçíà÷íiñòþ êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó.
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Çàäà÷à 1.17. Íåõàé P = {p1, p2, . . . , pk} � ñêií÷åííà ìíîæèíà ïðîñòèõ
÷èñåë, à M(P ) � ìíîæèíà òèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, âñi ïðîñòi äiëüíèêè
ÿêèõ íàëåæàòü äî P . Äîâåñòè, ùî ðÿä

∑

n∈M(P )

1
n

çáiãà¹òüñÿ é îá÷èñëèòè éîãî ñóìó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæíå ÷èñëî n ∈ M(P ) ìà¹ âèãëÿä n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , äå
α1, α2, . . . , αk ≥ 0. Ç iíøîãî áîêó, ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê ó ôîðìàëüíîìó
äîáóòêó íåñêií÷åííèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié

S =

(
1 +

1
p1

+
1
p2
1

+
1
p3
1

+ · · ·
)
· · ·

(
1 +

1
pk

+
1
p2

k

+
1
p3

k

+ · · ·
)

(1.3)

îäåðæèìî ñóìó îäíî÷ëåíiâ âèãëÿäó 1
/
(pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k ) iç ïîêàçíèêàìè α1,
α2, . . . , αk ≥ 0, ïðè÷îìó êîæíèé íàáið (α1, α2, . . . , αk) íåâiä'¹ìíèõ ïî-
êàçíèêiâ áóäå çóñòði÷àòèñü ðiâíî îäèí ðàç. Àëå öå îçíà÷à¹, ùî

S =
∑

n∈M(P )

1
n

.

Çàñòîñîâóþ÷è äî (1.3) ôîðìóëó äëÿ ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨
ïðîãðåñi¨, îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî, ùî

∑

n∈M(P )

1
n

=
1

1− 1
p1

· · · 1
1− 1

pk

=
p1 · · · pk

(p1 − 1) · · · (pk − 1)
.

Çàóâàæåííÿ. Iç çàäà÷i 1.17 i òîãî, ùî ðÿä 1+ 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n + · · ·

îáåðíåíèõ äî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçáiãà¹òüñÿ, âèïëèâà¹ ùå îäíå äîâå-
äåííÿ íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 1.18. Äîâåñòè, ùî

[a, b, c] =
abc · (a, b, c)

(a, b) · (a, c) · (b, c) . (1.4)
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïðîñòå ÷èñëî p çóñòði÷à¹òüñÿ â êàíîíi÷íèõ ðîçêëà-
äàõ ÷èñåë a, b i c âiäïîâiäíî ç ïîêàçíèêàìè α, β i γ. Áåç îáìåæåíü
çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî 0 ≤ α ≤ β ≤ γ. Òîäi â êàíîíi÷íèõ
ðîçêëàäàõ ÷èñåë (a, b, c), (a, b), (a, c), (b, c) ÷èñëî p çóñòði÷à¹òüñÿ âiä-
ïîâiäíî ç ïîêàçíèêàìè α, α, α, β. Òîìó ïîêàçíèê, ç ÿêèì p çóñòði÷à-
¹òüñÿ â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.4) äîðiâíþ¹
α + β + γ + α−α−α− β = γ i çáiãà¹òüñÿ ç ïîêàçíèêîì p ó êàíîíi÷íîìó
ðîçêëàäi ëiâî¨ ÷àñòèíè. Îñêiëüêè ïðîñòå ÷èñëî p äîâiëüíå, òî êàíîíi-
÷íi ðîçêëàäè ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ç (1.4) çáiãàþòüñÿ, ùî é äîâîäèòü
ðiâíiñòü.

1.7. Àëãîðèòì Åâêëiäà
Õî÷à ôîðìóëè äëÿ ÍÑÄ(a, b) i ÍÑÊ(a, b) ç íàñëiäêó 1 òâåðäæåííÿ 1.4 âè-
ãëÿäàþòü äóæå ñèìïàòè÷íî, âîíè ìàëî ïðèäàòíi äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷è-
ñëåíü. �õ ãîëîâíèì íåäîëiêîì ¹ íåîáõiäíiñòü çíàòè êàíîíi÷íèé ðîçêëàä
÷èñåë a i b. Äëÿ äâî-òðèöèôðîâèõ ÷èñåë çíàéòè òàêèé ðîçêëàä íåâàæ-
êî. Àëå äëÿ âåëèêèõ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü äåñÿòêè àáî é ñîòíi öèôð, çàäà÷à
çíàõîäæåííÿ êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó (¨¨ ùå íàçèâàþòü çàäà÷åþ ôàêòîðè-
çàöi¨) ñòà¹ ç îá÷èñëþâàëüíîãî ïîãëÿäó äóæå ãðîìiçäêîþ (îñîáëèâî êîëè
ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà òàêîæ ¹ âåëèêèìè).

Ùå äðåâíi ãðåêè çíàëè åôåêòèâíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ íàéáiëüøîãî
ñïiëüíîãî äiëüíèêà äâîõ ÷èñåë, ÿêèé íå âèìàãà¹ ðîçêëàäó öèõ ÷èñåë íà
ìíîæíèêè. Âií ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðîñòié ëåìi.
Ëåìà 1.1. ßêùî a = qb + r, òî (a, b) = (b, r).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé (a, b) = d1, (b, r) = d2. Iç ðiâíîñòi a = qb+ r âèïëèâà¹,
ùî d2|a. Êðiì òîãî, d2|b. Òîìó d2|d1. Ç iíøîãî áîêó, d1|a, à ç ðiâíîñòi
r = a − qb ìà¹ìî, ùî d1|r. Òîìó d1|d2. Îòæå, d1 i d2 � àñîöiéîâàíi.
Ïîçàÿê âîíè äîäàòíi, òî d1 = d2.

Íåõàé òåïåð a i b � íàòóðàëüíi ÷èñëà i a > b. Ðîçäiëèìî a íà b ç
îñòà÷åþ: a = q1b + r1, 0 < r1 < b. Ïîòiì ðîçäiëèìî ç îñòà÷åþ b íà r1:
b = q2r1 + r2, 0 < r2 < r1. Ïîòiì ðîçäiëèìî r1 íà r2: r1 = q3r2 + r3,
0 < r3 < r2. I ò.ä. Ó íàñ âèíèêà¹ ìîíîòîííî ñïàäíèé ðÿä ÷èñåë

a > b > r1 > r2 > r3 > · · · , (1.5)
÷ëåíè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâíî çà äîïîìîãîþ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:

ri−1 = qi+1ri + ri+1, 0 < ri+1 < ri.
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Îñêiëüêè óñi ÷ëåíè ðÿäó (1.5) ¹ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, òî öåé ðÿä íå
ìîæå ïðîäîâæóâàòèñü ÿê çàâãîäíî äîâãî. Íà ÿêîìóñü êðîöi âiäáóäåòüñÿ
äiëåííÿ íàöiëî: rk−2 = qkrk−1 + rk, rk−1 = qk+1rk.

Òåîðåìà 1.9. Îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à rk ç ïîñëiäîâíîñòi îñòà÷
(1.5) ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó i ïðàâèëî ïîáóäîâè ïîñëiäîâíî-
ñòi (1.5), îòðèìó¹ìî ëàíöþæîê ðiâíîñòåé (a, b) = (b, r1) = (r1, r2) =
(r2, r3) = . . . = (rk−1, rk) = rk.

Ìåòîä îá÷èñëåííÿ ÍÑÄ(a, b), ÿêèé âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.9, íàçèâà¹-
òüñÿ àëãîðèòìîì Åâêëiäà.

Çàäà÷à 1.19. Îá÷èñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå
ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë 9367 i 4318.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî àëãîðèòì Åâêëiäà: 9367 = 2·4318+731, 4318 =
5 ·731+663, 731 = 1 ·663+68, 663 = 9 ·68+51, 68 = 1 ·51+17, 51 = 3 ·17.
Îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à äîðiâíþ¹ 17, òîìó (9367, 4318) = 17. Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 1.7:

[9367, 4318] =
9367 · 4318
(9367, 4318)

= 2379218.

Àëãîðèòì Åâêëiäà ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i äëÿ çíàõîäæåííÿ çî-
áðàæåííÿ d = ma + nb íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà d ÷èñåë a i b.
Ñïðàâäi, ç ðiâíîñòi rk−2 = qkrk−1 + rk ìîæíà îäåðæàòè çîáðàæåííÿ
d = rk = rk−2− qkrk−1 íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ÿê ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ îñòà÷ rk−1 òà rk−2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü rk−3 =
qk−1rk−2 + rk−1, îäåðæèìî çîáðàæåííÿ d = rk−2− qk(rk−3− qk−1rk−2) =
(1 + qkqk+1)rk−2 − qkrk−3 ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ îñòà÷ rk−2 òà rk−3. Ïiä-
íiìàþ÷èñü ëàíöþæêîì ðiâíîñòåé ç àëãîðèòìó Åâêëiäà âãîðó, íà íàñòó-
ïíîìó êðîöi îäåðæèìî çîáðàæåííÿ d ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ îñòà÷ rk−3

i rk−4, ïîòiì � ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ îñòà÷ rk−4 òà rk−5, i ò.ä., äîêè çà
äîïîìîãîþ ïåðøî¨ ðiâíîñòi a = q1b + r1 íå îäåðæèìî çîáðàæåííÿ d ÿê
ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ a i b.

Çàäà÷à 1.20. Çîáðàçèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë 9367 i
4318 ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ öèõ ÷èñåë.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü ëàíöþæêîì ðiâíîñòåé iç ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà-
÷i 1.19. Áóäåìî ìàòè: 17 = 1 · 68 − 1 · 51 = 1 · 68 − 1 · (1 · 663 − 9 · 68) =
10 · 68 − 1 · 663 = 10 · (1 · 731 − 1 · 663) − 1 · 663 = 10 · 731 − 11 · 663 =
10 ·731−11 · (1 ·4318−5 ·731) = 65 ·731−11 ·4318 = 65 · (9367−2 ·4318)−
11 · 4318 = 65 · 9367− 141 · 4318.

Çàäà÷à 1.21. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b i c
ç ðiâíîñòåé a = q1c + r1 i b = q2c + r2 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (a, b, c) =
(r1, r2, c).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæíà äàòè äîâåäåííÿ, öiëêîì àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëå-
ìè 1.1. À ìîæíà ñêîðèñòàòèñü öi¹þ ëåìîþ i çàäà÷åþ 1.12. Òîäi îäåðæè-
ìî òàêèé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé: (a, b, c) çàä.1.12= ((a, c), b) ëåìà1.1= ((r1, c), b)
çàä.1.12= (r1, (c, b))

ëåìà1.1= (r1, (r2, c))
çàä.1.12= (r1, r2, c).

Âïðàâà 1.12. Ñôîðìóëþâàòè é îáãðóíòóâàòè àëãîðèòì âiäøóêàííÿ
íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà òðüîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêèé áàçó-
âàâñÿ á íà òâåðäæåííi çàäà÷i 1.21.

Íà çàâåðøåííÿ îöiíèìî îá÷èñëþâàëüíó ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó Åâ-
êëiäà, òîáòî êiëüêiñòü êðîêiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ çíàõîäæåííÿ îñòàííüî¨
íåíóëüîâî¨ îñòà÷i (ïiä êðîêîì ìè ðîçóìiòèìåìî îá÷èñëåííÿ ÷åðãîâîãî
÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi a, b, r1, r2, r3, . . .). Áà÷èìî, ùî äëÿ âåëèêèõ ÷èñåë
êiëüêiñòü êðîêiâ ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî âåëèêîþ. Ñïðàâäi, ÿêùî äëÿ
îá÷èñëåííÿ ÍÑÄ(a, b), a > b, ïîòðiáíî k êðîêiâ, òî îá÷èñëåííÿ çà äîïî-
ìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà ÍÑÄ âèìàãàòèìå âæå íà 1 êðîê áiëüøå.

Òåîðåìà 1.10. Îá÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà íàéáiëü-
øîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ÷èñåë a i b, a > b > 0, âèìàãà¹ ìåíøå íiæ
2 log2 a êðîêiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî r−1 = a, r0 = b i íåõàé rk � îñòà-
ííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à ïðè îá÷èñëåííi ÍÑÄ(a, b). Ïîêàæåìî, ùî â ïîñëi-
äîâíîñòi îñòà÷ (r−1, r0, r1, r2, . . . , rk−1, rk) çà áóäü-ÿêi äâà êðîêè îñòà-
÷à çìåíøó¹òüñÿ ïðèíàéìíi âäâi÷i, òî÷íiøå, ùî äëÿ âñiõ i ri+2 < 1

2ri.
Ñïðàâäi, ÿêùî ri+1 ≤ 1

2ri, òî öå òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹ ç íåðiâíî-
ñòi ri+2 ≤ ri+1. ßêùî æ ri+1 > 1

2ri, òî ri − ri+1 < ri − 1
2ri = 1

2ri < ri+1.
Àëå ç ðiâíîñòi ri = ri+1 + (ri − ri+1)òåïåð âèïëèâà¹, ùî îñòà÷à ri+2 âiä
äiëåííÿ ri íà ri+1 äîðiâíþ¹ ri − ri+1. Òîìó ri+2 = ri − ri+1 < 1

2ri.
Íåõàé òåïåð 2m− 1 � íàéáiëüøå íåïàðíå ÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ k.

Òîäi k ≤ 2m. Êðiì òîãî, ç íåðiâíîñòi ri+2 < 1
2ri âèïëèâà¹, ùî r2m−1 < a

2m .
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Îñêiëüêè r2m−1 ≥ 1, òî 2m < a, çâiäêè m < log2 a. Îòæå, k ≤ 2m <
< 2 log2 a, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òðiøêè ìîäèôiêóâàâøè àëãîðèòì Åâêëiäà, ìîæíà äîñÿãòè, ùîá îá-
÷èñëåííÿ ÍÑÄ(a, b) âèìàãàëî çàâæäè íå áiëüøå log2 a êðîêiâ.

Âïðàâà 1.13. Äîâåñòè, ùî êîëè îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþ¹ r,
òî (a, b) = (b, b− r).

Áóäåìî íàçèâàòè ÷èñëî b − r äîïîâíåííÿì îñòà÷i r äî äiëüíèêà b.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü a, b, ŕ1, ŕ2, ŕ3, . . ., äå ŕ1 � îñòà÷à âiä äi-
ëåííÿ a íà b, ÿêùî âîíà íå ïåðåâèùó¹ 1

2b, àáî â ïðîòèâíîìó ðàçi ¨¨ äî-
ïîâíåííÿ äî b ; ŕ2 � îñòà÷à âiä äiëåííÿ b íà ŕ1, ÿêùî âîíà íå ïåðåâèùó¹
1
2 ŕ1, àáî â ïðîòèâíîìó ðàçi ¨¨ äîïîâíåííÿ äî ŕ1 , i ò.ä. ßê i äëÿ çâè÷àé-
íîãî àëãîðèòìó Åâêëiäà, äîâîäèòüñÿ, ùî îñòàííié íåíóëüîâèé ÷ëåí öi¹¨
ïîñëiäîâíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b.
Îñêiëüêè êîæíèé íàñòóïíèé ÷ëåí öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ïðèíàéìíi âäâi÷i
ìåíøèé çà ïîïåðåäíié, òî êiëüêiñòü êðîêiâ íå ïåðåâèùó¹ log2 a.

Çàäà÷à 1.22. Çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêîâàíîãî àëãîðèòìó Åâêëiäà îá÷è-
ñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë 9367 i 4318.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 9367 = 2 · 4318 + 731, 4318 = 6 · 731− 68, 731 = 11 · 68− 17,
68 = 4 · 17. Îòæå, (9367, 4318) = 17.

Ïîðiâíþþ÷è ç îá÷èñëåííÿìè â ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i 1.19, áà÷èìî, ùî
äëÿ îá÷èñëåííÿ (9367, 4318) ìîäèôiêîâàíèé àëãîðèòì Åâêëiäà âèìàãà¹
íà 2 êðîêè ìåíøå.

Âïðàâà 1.14. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêîâàíîãî àë-
ãîðèòìó Åâêëiäà çíàéòè çîáðàæåííÿ d = ma + nb íàéáiëüøîãî ñïiëü-
íîãî äiëüíèêà d ÷èñåë a i b ó âèãëÿäi ¨õ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨.

1.8. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü âiä
äâîõ çìiííèõ

Àëãîðèòì Åâêëiäà ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ äiî-
ôàíòîâèõ ðiâíÿíü, òîáòî ðiâíÿíü âèãëÿäó ax+by+ · · ·+cz = d ç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ øóêàþòü ó ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë (Óâàãà!
Âèìîãà öiëî÷èñåëüíîñòi ðîçâ'ÿçêó âõîäèòü â îçíà÷åííÿ äiîôàíòîâîãî
ðiâíÿííÿ). Ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå ëiíiéíi äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ âiä äâîõ
çìiííèõ.
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Òåîðåìà 1.11. Ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ ax+ by = c ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè éîãî ïðàâà ÷àñòèíà c äiëèòüñÿ íà íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâè î÷åâèäíà, áî ñóìà ax + by çàâæäè äiëè-
òüñÿ íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d ÷èñåë a i b.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé c = c0d. Çà íàñëiäêîì 1 òåîðåìè 1.5 iñíóþòü
òàêi öiëi ÷èñëà m i n, ùî ma + nb = d. Òîäi ç ðiâíîñòi mc0a + nc0b =
c0d âèïëèâà¹, ùî öiëi ÷èñëà x = mc0 i y = nc0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
ax + by = c.

Òåîðåìà 1.12. ßêùî ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ

ax + by = c (1.6)

ìà¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê x0, y0, òî âîíî ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî öiëèõ ðîç-
â'ÿçêiâ, i âñiõ ¨õ ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

x = x0 − b

d
k, y = y0 +

a

d
k, (1.7)

äå d =ÍÑÄ(a, b), à k � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ
ax0 + by0 = c. (1.8)

Òîìó a(x0 + b
dk) + b(y0 − a

dk) = ax0 + ab
d k + by0 − ba

d k = ax0 + by0 = c.
Êðiì òîãî, ÷èñëà b

dk i a
dk � öiëi. Îòæå, ôîðìóëè (1.7) ñïðàâäi âèçíà÷àþòü

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.6).
Íåõàé òåïåð x, y � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.6). Ïîçíà÷èìî

a
d = a0, b

d = b0. Âiäíiìàþ÷è (1.6) âiä ðiâíîñòi (1.8), îäåðæèìî a(x0−x)+
b(y0 − y) = 0 àáî, ïiñëÿ äiëåííÿ íà d,

a0(x0 − x) + b0(y0 − y) = 0. (1.9)
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a0|b0(y − y0). Îñêiëüêè, çà òâåðäæåííÿì 1.2,

÷èñëà a0 i b0 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî a0|y − y0. Òîìó iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî
k, ùî y − y0 = a0k i y = y0 + a0k. Ðiâíiñòü (1.9) òåïåð íàáóâà¹ âèãëÿäó
a0(x0−x) = b0a0k, çâiäêè x0−x = b0k i x = x0−b0k. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.6) ìà¹ âèãëÿä (1.7), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Iç òåîðåì 1.11 i 1.12 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíîãî
äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ ax + by = c:
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(a) çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà çíàõîäèìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê d = (a, b) i ïåðåâiðÿ¹ìî, ÷è d|c. ßêùî d - c, òî ðiâíÿííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

(b) ßêùî d|c, òî çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà çíàõîäèìî çîáðà-
æåííÿ d = ma + nb i ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê x0 = m c

d , y0 = n c
d .

(c) Çíàõîäèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

x = m
c

d
− b

d
k, y = n

c

d
+

a

d
k, k ∈ Z.

Çàäà÷à 1.23. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâ-
íÿííÿ 15x− 39y = 55.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (15, 39) = 3 , àëå 3 - 55 . Òîìó äàíå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
íå ìà¹.

Çàäà÷à 1.24. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâ-
íÿííÿ 187x− 143y = 77.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. (a) Øóêà¹ìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë 187 i
143: 187 = 1 · 143+44, 143 = 3 · 44+11, 44 = 4 · 11. Îòæå, (187, 143) = 11.
Îñêiëüêè 11|77, òî ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü.

(b) Øóêà¹ìî çîáðàæåííÿ 11 ÿê ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ÷èñåë 187 i 143:
11 = 143 − 3 · 44 = 143 − 3 · (187 − 1 · 143) = 4 · 143 − 3 · 187. Òîäi
7 · (−3) · 187 + 7 · 4 · 143 = 7 · 11 = 77 i ïàðà (7 · (−3),−7 · 4) = (−21,−28)
¹ ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ.

(c) Çàãàëüíèé ðîç'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

x = −21− −143
11

k = −21 + 13k, y = −28 +
187
11

k = −28 + 17k, k ∈ Z.

Iíêîëè íà ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ íàêëàäàþòü
äîäàòêîâi îáìåæåííÿ. Íàïðèêëàä, çàäà÷à ïðî âèäà÷ó êàñèðîì ñóìè c,
ÿêùî â êàñi ¹ ëèøå áàíêíîòè íîìiíàëiâ a i b, çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ ax + by = c çà ïðèðîäíîãî îáìåæåííÿ
x ≥ 0, y ≥ 0 (Ïèòàííÿ: ÿê ó öié çàäà÷i ìîæíà òðàêòóâàòè ðîçâ'ÿçîê,
îäíà ç êîìïîíåíò ÿêîãî � âiä'¹ìíà?).

Çàäà÷à 1.25. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 5x+7y = 116.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè (5, 7) = 1 i 3 · 5− 2 · 7 = 1, òî ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ áóäå, íàïðèêëàä, ïàðà (3 · 116,−2 · 116) = (348,−232),
à çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä x = 348 − 7k, y = −232 + 5k,
k ∈ Z. Ùîá ðîçâ'ÿçêè áóëè íàòóðàëüíèìè, ìàþòü âèêîíóâàòèñü íåðiâ-
íîñòi 348 − 7k > 0 i −232 + 5k > 0. Çâiäñè 348

7 > k > 232
5 . Ïîçàÿê k �

öiëå, òî k ∈ {47, 48, 49}, à íàòóðàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ âè÷åðïóþòüñÿ
ïàðàìè (19, 3), (12, 8), (5, 13).

1.9. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
1. Îá÷èñëèòè ÷àñòêó q é îñòà÷ó r âiä äiëåííÿ a íà b, ÿêùî:

(a) a = −249, b = 21; (b) a = 387, b = −12; (c) a = −314, b = −8.

2. Îá÷èñëèòè íàòóðàëüíå ÷èñëî b é îñòà÷ó r âiä äiëåííÿ ÷èñëà a íà
b, ÿêùî ÷èñëî a i ÷àñòêà q âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþþòü:
(a) a = 13307, q = 97; (b) a = 17000, q = 89.

3. Îá÷èñëèòè íàòóðàëüíå ÷èñëî b i ÷àñòêó q âiä äiëåííÿ ÷èñëà a íà
b, ÿêùî q > 1, à ÷èñëî a i îñòà÷à r âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþþòü:
(a) a = 4500, r = 139; (b) a = 4600, r = 123.

4. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n:
(a) 169|33n − 26n− 1; (b) 3n|23n

+ 1.

5. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà k ≥ 0:
(a) 7|222k+1

+ 3; (b) 13|222k+2 − 3.

6. Äîâåñòè, ùî êîæíå iç ÷èñåë 48, 4488, 444888, 44448888, . . . ðîçêëà-
äà¹òüñÿ â äîáóòîê äâîõ ïîñëiäîâíèõ ïàðíèõ ÷èñåë.

7. Çíàéòè âñi òàêi íàòóðàëüíi ïðîñòi ÷èñëà p, äëÿ ÿêèõ êîæíå iç ÷èñåë
p + 8, p + 14, p + 26, p + 32 òàêîæ áóäå ïðîñòèì. ßê çìiíèòüñÿ
âiäïîâiäü, ÿêùî íå âèìàãàòè, ùîá ÷èñëî p áóëî íàòóðàëüíèì?

8. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë âèãëÿäó 6k−1.

9. Çà äîïîìîãîþ �ðåøåòà Åðàòîñòåíà� çíàéòè âñi ïðîñòi ÷èñëà ç ïðî-
ìiæêó:
(a) [1070, 1090]; (b) [1480, 1490]; (c) [1330, 1360].
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10. Äîâåñòè, ùî [a, b, c] = [[a, b], c] = [[a, c], b] = [[b, c], a].

11. Çíàéòè äîâæèíó íàéêîðîòøî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, ÷ëåíàìè
ÿêî¨ áóäóòü ÷èñëà:
(a) 20, 152, 236, 404; (b) 30, 90, 2095, 3085, 3253.

12. Äîâåñòè, ùî êîëè b|a i c|a, òî [b, c]|a.
13. Îïèñàòè âñi ïàðíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ ðîçêëàä ó äîáóòîê ïàðíî�ïðîñ-

òèõ ÷èñåë ¹ îäíîçíà÷íèì.

14. Ñêiëüêîìà ñóòò¹âî ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê
ïàðíî�ïðîñòèõ ÷èñåë
÷èñëî 2mp1p2 . . . pk, äå m ≥ 1, à p1, p2, . . . , pk � ïîïàðíî ðiçíi íå-
ïàðíi ïðîñòi ÷èñëà?

15. Äîâåñòè, ùî êîëè äîáóòîê äâîõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ ¹ òî-
÷íèì n-ì ñòåïåíåì, òî êîæåí iç ìíîæíèêiâ òàêîæ ¹ òî÷íèì n-ì
ñòåïåíåì.

16. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p i íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
k, k < p, p|

(
p
q

)
, äå

(
p
q

)
� áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò.

17. Ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëî:
(a) 29 + 39; (b) 512 − 312; (c) 320 − 220.

18. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà k, l, m, n çàäîâîëüíÿþòü óìîâó kl = mn.
Äîâåñòè, ùî ÷èñëî k + l + m + n ¹ ñêëàäåíèì.

19. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïàðíèõ ÷èñåë m, n, k (m,n, k) =
(m+n

2 , m+k
2 , n+k

2 ).

20. Äîâåñòè, ùî (a, b)(a, c)(b, c)[a, b][a, c][b, c] = a2b2c2.

21. Îá÷èñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå ñïiëüíå êðà-
òíå ÷èñåë:
(a) 993 i 3961; (b) 2533 i 4023; (c) 17385 i 6283; (d) 8385 i 14921.

22. Îá÷èñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d ÷èñåë a i b i çíàéòè
éîãî ëiíiéíå çîáðàæåííÿ d = ma + nb:
(a) a = 105, b = 154; (b) a = 756, b = 855; (c) a = 966, b = 3289;
(d) a = 1997, b = 613.
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23. Îá÷èñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë
(a) 1287, 1001 i 1518; (b) 1305, 1827 i 1015.

24. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ:
(a) 5x+7y=2; (b) 12x+5y=19; (c) 41x+37y=21; (d) 27x−51y=21.

25. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà m i n âçà¹ìíî ïðîñòi i m > n. Äîâåñòè,
ùî:
(a) áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k > mn ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

k = mx + ny iç íàòóðàëüíèìè x òà y;
(b) áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k ≥ m(n − 1) ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi k = mx + ny iç íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè x òà y.

26. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ðîçâ'ÿçêè äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ:
(a) 12x + 5y = 203; (b) 15x + 21y = 321.

27. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ 35x+
55y + 77z = 1.
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