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Ðîçäië 9.

Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

Îäèí ç îñíîâíèõ ìåòîäiâ àëãåáðè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨-íåáóäü çàäà÷i äëÿ çàäàíîãî
àëãåáðè÷íîãî îá'¹êòà çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ áiëüø ïðîñòî¨ çàäà÷i äëÿ iíøîãî àëãåáðè÷íîãî îá'¹êòà,
ïåâíèì ÷èíîì ïîáóäîâàíîãî ç âèõiäíîãî. Äëÿ ïðèêëàäó, ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä
n íåâiäîìèõ íàä êiëüöåì R çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ íàéïðîñòiøîãî ðiâíÿííÿ íàä êiëüöåì ìàòðèöü
Mn(R). Ó çâ'ÿçêó ç öèì, â àëãåáði áàãàòî óâàãè ïðèäiëÿ¹òüñÿ ðiçíèì ñïîñîáàì êîíñòðóþâàííÿ ç äàíèõ
àëãåáðè÷íèõ îá'¹êòiâ íîâèõ îá'¹êòiâ i âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé îñòàííiõ.

Ìè ðîçïî÷èíà¹ìî äîñëiäæåííÿ ùå îäíi¹¨ âàæëèâî¨ êîíñòðóêöi¨ ïîäiáíîãî òèïó � êiëüöÿ ïîëiíîìiâ
íàä çàäàíèì êiëüöåì. Äî íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòàííÿ i âèâ÷åííÿ ïîíÿòòÿ ïîëiíîìà ïðèâîäÿòü áàãàòî
ðiçíèõ àëãåáðè÷íi çàäà÷. Íàéïðîñòiøà (çà ôîðìóëþâàííÿì) i íàéäàâíiøà ç íèõ � çàäà÷à ïðî ðîçâ'ÿ-
çàííÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = 0

íàä çàäàíèìè êiëüöåì. Öèì, îäíàê, äàëåêî íå âè÷åðïó¹òüñÿ îáëàñòü çàñòîñóâàíü ïîëiíîìiâ â àëãåáði.
Íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ïîëiíîìiâ îïèñóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ êiëåöü i ïîëiâ, âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi
ìàòðèöü, ç âèõiäíèõ ïîëiâ áóäóþòüñÿ ðiçíi íîâi ïîëÿ iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ áàãàòî
iíøèõ çàäà÷.

Çàãàëîì, ïîíÿòòÿ ïîëiíîìà âiäîìå ùå iç ñåðåäíüî¨ øêîëè. Îäíàê ìè ðîçïî÷íåìî âèêëàä òåîði¨
ïîëiíîìiâ ç ¨õíüîãî ôîðìàëüíîãî âèçíà÷åííÿ, ÿêå, íà ïåðøèé ïîãëÿä, ìîæå çäàòèñÿ íåïðèðîäíèì i
íåçðó÷íèì, àëå íàñïðàâäi äîçâîëÿ¹ íàéáiëüø åêîíîìíèì ñïîñîáîì äîìîãòèñÿ ïîòðiáíî¨ ñòðîãîñòi i
ïåðåéòè äî çàãàëüíîïðèéíÿòî¨ òåðìiíîëîãi¨.

9.1. Êiëüöÿ ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä êiëüöÿìè

Íåõàé R � äîâiëüíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, âiäìiííîþ âiä íóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 9.1. Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííó âïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü

f = ( a0, a1, a2, . . . , an, . . . ) (9.1)

åëåìåíòiâ a0, a1, a2, . . . , an ∈ R, â ÿêié âñi ai, îêðiì ¨õíüî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, äîðiâíþþòü íóëþ (íå-
ñêií÷åííi âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi (ðÿäêè íåñêií÷åííî¨ äîâæèíè), â ÿêèõ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ âiäìiííà âiä íóëÿ, ÷àñòî íàçèâàþòüñÿ ôiíiòíèìè). Åëåìåíòè ai íàçèâàòèìåìî êîåôiöi¹í-
òàìè ïîñëiäîâíîñòi (9.1). Ïîñëiäîâíiñòü (0, 0, . . . ), óñi åëåìåíòè ÿêî¨ íóëüîâi, íàçèâàþòü íóëüîâîþ.
Ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé âèãëÿäó (9.1) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç R∞.

Îçíà÷åííÿ 9.2. Íåõàé f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, . . . , bn, . . . ) ∈ R∞. Ñóìîþ ïîñëiäîâíîñòåé
f , g íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, . . . ). (9.2)
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9.1. Êiëüöÿ ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä êiëüöÿìè

Äîáóòêîì ïîñëiäîâíîñòåé f , g íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü

fg = (c0, c1, . . . , cn, . . . ), äå ci =

i∑
k=0

akbi−k äëÿ óñiõ i ∈ N0. (9.3)

Äîáóòêîì ïîñëiäîâíîñòi f íà åëåìåíò r ∈ R çëiâà àáî ñïðàâà íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü

rf = (ra0, ra1, . . . , ran, . . . ) àáî fr = (a0r, a1r, . . . , anr, . . . ). (9.4)

Ñóìîþ åëåìåíòà r ∈ R òà ïîñëiäîâíîñòi f íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü

r + f = f + r = (a0 + r, a1, . . . , an, . . . ). (9.5)

Çðîçóìiëî, ùî ó ïîñëiäîâíîñòÿõ (9.2)�(9.5), òàê ÿê i ó âèõiäíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ, âñi êîåôiöi¹íòè,
çà âèíÿòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi, äîðiâíþþòü íóëþ, i òîìó öi ïîñëiäîâíîñòi íàëåæàòü R∞.

Çàóâàæåííÿ 9.1. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âèãëÿäó (9.2) i (9.5) ðiçíi, õî÷à é ïîçíà÷àþòüñÿ, äëÿ çðó÷íî-
ñòi, îäíèì i òèì æå ñèìâîëîì ¾+¿. Îñòàííÿ îáñòàâèíà íå ìîæå ïðèçâîäèòè äî ïëóòàíèíè, îñêiëüêè
ïðèðîäà åëåìåíòiâ, ÿêi äîäàþòüñÿ, çðîçóìiëî âêàçó¹ íà òå, ÿêà ç îïåðàöié ìà¹òüñÿ íà óâàçi. Êðiì
öüîãî, âiäìiííiñòü ìiæ öèìè îïåðàöiÿìè ìà¹, ïî ñóòi, ëèøå ôîðìàëüíèé õàðàêòåð, îñêiëüêè îïåðàöiÿ
âèãëÿäó (9.5) ëåãêî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç îïåðàöiþ (9.2):

r + f = (r, 0, . . . , 0, . . . ) + f.

Òâåðäæåííÿ 9.1. ßêùî R � êiëüöå ç îäèíèöåþ, òî ìíîæèíà R∞ òàêîæ ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ

ñòîñîâíî îïåðàöié äîäàâàííÿ (9.2) òà ìíîæåííÿ (9.3). Êiëüöå R∞ êîìóòàòèâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

êîìóòàòèâíå êiëüöå R.

Äîâåäåííÿ. ßê ìè óæå íàãîëîøóâàëè, â ðåçóëüòàòi äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ç R∞ çíîâó
îòðèìóþòüñÿ åëåìåíòè ç R∞, òîáòî ìíîæèíà R∞ çàìêíåíà ñòîñîâíî öèõ îïåðàöié.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà R∞ óòâîðþ¹ àáåëåâó ãðóïó ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ (9.2): àñîöiàòèâ-
íiñòü òà êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ â ìíîæèíi R∞ âèïëèâà¹ ç àñîöiàòèâíîñòi òà êîìóòàòèâíîñòi äîäà-
âàííÿ â ñàìîìó êiëüöi R; åëåìåíò (0, 0, . . . , 0, . . . ) ¹ íåéòðàëüíèì (íóëüîâèì) åëåìåíòîì â R∞, à ïðîòè-
ëåæíèì äî äîâiëüíîãî åëåìåíòà f = (a0, a1, . . . , an, . . . ) ∈ R∞ ¹ åëåìåíò−f = (−a0, −a1, . . . ,−an, . . . ).

Ïåðåâiðèìî, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ (9.3) àñîöiàòèâíà. Íåõàé f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, . . . , bn, . . . ),
h = (c0, c1, . . . , cn, . . . ) ∈ R∞. Òîäi íà i-ìó ìiñöi â äîáóòêó (fg)h çíàõîäèòèìåòüñÿ åëåìåíò∑

s+t=i

( ∑
k+l=s

akbl

)
ct =

∑
k+l+t=i

akblct,

à â äîáóòêó f(gh) � åëåìåíò ∑
k+j=i

ak

( ∑
l+t=j

blct

)
=

∑
k+l+t=i

akblct,

òîáòî (fg)h = f(gh).
Äîâåäåìî äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ùîäî äîäàâàííÿ. Íåõàé f , g, h ∈ R∞. Òîäi íà i-ìó ìiñöi â

ïîñëiäîâíîñòi (f + g)h áóäå åëåìåíò
∑

k+l=i

(ak + bk)cl, à â ïîñëiäîâíîñòi fh+ gh � åëåìåíò
∑

k+l=i

akcl +∑
k+l=i

bkcl. Àëå, îñêiëüêè ∑
k+l=i

(ak + bk)cl =
∑
k+l=i

akcl +
∑
k+l=i

bkcl,

òî é (f + g)h = fh+ gh. Ïðàâó äèñòðèáóòèâíiñòü äîâåäåíî, ëiâà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
ßêùî 1 � îäèíèöÿ êiëüöÿ R, òî (1, 0, . . . , 0, . . . ) � îäèíè÷íèé åëåìåíò êiëüöÿ R∞.
ßêùî êiëüöå R êîìóòàòèâíå, òî íà i-ìó ìiñöi ïîñëiäîâíîñòåé fg i gf áóäå çíàõîäèòèñü îäèí i òîé

æå åëåìåíò
∑

k+l=i

akbl =
∑

l+k=i

blak, à òîìó êiëüöå R∞ òàêîæ êîìóòàòèâíå. ßêùî æ ab ̸= ba äëÿ äåÿêèõ

a, b ∈ R, òî â R∞ íå êîìóòóþòü ïîñëiäîâíîñòi (a, 0, . . . ) i (b, 0, . . . ).
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàäàíi íà R∞ îïåðàöi¨, ïåðåéäåìî äî òðàäèöiéíîãî çàïèñó ïîëiíîìiâ. Ââåäåìî
ïîçíà÷åííÿ

x = (0, 1, 0, . . . ) (9.6)

i x íàçâåìî çìiííîþ (àáî íåâiäîìîþ) íàä R. Çà ñïiââiäíîøåííÿì (9.3) ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî x2 =
(0, 0, 1, 0, . . . ), x3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . . ) i ò.ä., òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N0 ìà¹ìî

xn = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n íóëiâ

, 1, 0, . . . ). (9.7)

Êðiì öüîãî, î÷åâèäíî, xkxt = xk+t i (xkxt)xs = xk(xtxs) äëÿ äîâiëüíèõ k, t, s ∈ N0, à òàêîæ x0 =
(1, 0, . . . ).

Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿì (9.4), îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ r ∈ R i n ∈ N0

ïðàâèëüíi ðiâíîñòi
rxn = (0, . . . , 0, r, 0, . . . ) = xnr,

i òîìó äîâiëüíèé åëåìåíò f = (a0, a1, . . . , an, 0, . . . ) ∈ R∞ ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi ñóìè

f = (a0, 0, . . . ) + (0, a1, 0, . . . ) + . . .+ (0, . . . , 0, an, 0, . . . ) =

= a0x
0 + a1x

1 + a2x
2 + · · ·+ anx

n =

n∑
i=0

aix
i. (9.8)

Êîðèñòóþ÷èñü çàóâàæåííÿì 9.1 i ïîçíà÷åííÿì (9.6), îñòàííié çàïèñ ìîæíà ùå ñïðîñòèòè, çàïèñàâøè
éîãî ó çàãàëüíîïðèéíÿòîìó âèãëÿäi

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n. (9.9)

Òàêå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà f îäíîçíà÷íå, îñêiëüêè a0, . . . , an ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (9.9)
� öå êîåôiöi¹íòè ïîñëiäîâíîñòi (a0, a1, . . . , an, 0, . . . ), ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a0 =
· · · = an = 0.

Îçíà÷åííÿ 9.3. Ïðè ââåäåíèõ âèùå ïîçíà÷åííÿ åëåìåíò f(x) âèãëÿäó (9.9) íàçèâàþòü ïîëiíîìîì
(àáî ìíîãî÷ëåíîì) âiä çìiííî¨ x íàä êiëüöåì R, à åëåìåíòè ai ∈ R � éîãî êîåôiöi¹íòàìè. Êàæóòü
òàêîæ, ùî ai � êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà f(x) áiëÿ çìiííî¨ xi, à a0 � éîãî âiëüíèé ÷ëåí. Êiëüöå R∞

íàçèâàþòü êiëüöåì ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ x íàä êiëüöåì R i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç R[x].

Çàóâàæåííÿ 9.2. Íàãîëîñèìî, ùî ïîëiíîì f(x) ∈ R[x] âèãëÿäó (9.9) ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî êîå-
ôiöi¹íòiâ ai, i ∈ N0, à ðiâíiñòü (9.9) îçíà÷à¹, ùî an+1 = an+2 = . . . = 0. Ïðè öüîìó ìîæëèâî, ùî é
an = 0. Çîêðåìà, âiäïîâiäíî äî îçíà÷åíü 9.1 i 9.3, ïîëiíîì (9.9) äîðiâíþ¹ ïîëiíîìó

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bmx

m (9.10)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ai = bi äëÿ âñiõ i ∈ N0. Çîêðåìà, æîäåí ïîëiíîì, â ÿêîìó õî÷à á îäèí êîåôiöi¹íò
âiäìiííèé âiä íóëÿ, íå ìîæå áóòè ðiâíèì íóëþ.

Îçíà÷åííÿ 9.4. Ñòåïåíåì íåíóëüîâîãî ïîëiíîìà f(x) âèãëÿäó (9.9) íàçèâàþòü ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹
íàéáiëüøîìó ç íîìåðiâ i éîãî íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ai. ßêùî ïîëiíîì íóëüîâèé, òî ââàæàþòü, ùî
éîãî ñòåïiíü äîðiâíþ¹ −∞. Ñòåïiíü ïîëiíîìà f(x) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç deg f(x). ßêùî deg f(x) = n,
òî êîåôiöi¹íò an ïîëiíîìà f(x) íàçèâàþòü éîãî ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì, à äîäàíîê anxn � ñòàðøèì
÷ëåíîì ïîëiíîìà f(x). Ïîëiíîìè ñòåïåíÿ 1, 2, 3 íàçèâàþòü âiäïîâiäíî ëiíiéíèìè, êâàäðàòè÷íèìè (àáî
êâàäðàòíèìè), êóái÷íèìè.

Ïðèêëàä 9.1. ßêùî f(x) = 3x5+13x2+2x, g(x) = x3+5x2+5, h(x) = x+17, òî deg f(x) = 5, ïîëiíîì g(x)
êóái÷íèé, à h(x) � ëiíiéíèé.
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9.2. Ïîäiëüíiñòü ïîëiíîìiâ. Òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ

Áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ 9.2 âèïëèâà¹, ùî ñóìà i äîáóòîê ïîëiíîìiâ f(x) = a0 + a1x + a2x
2 +

· · ·+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bmx
m ìîæóòü áóòè çàïèñàíi òàê:

f(x) + g(x) =
k∑
i=0

(ai + bi)x
i, k = max{n, m},

f(x) · g(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · ·+ (an−1bm + anbm−1)x
n+m−1 + anbmx

n+m. (9.11)

Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹ (ïåðåâiðòå!) òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.2. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ R[x] âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

deg
(
f(x) + g(x)

)
6 max{deg f(x), deg g(x)}, (9.12)

deg
(
f(x) · g(x)

)
6 deg f(x) + deg g(x). (9.13)

ßê ëåãêî áà÷èòè iç ðiâíîñòi (9.11), ñïiââiäíîøåííÿ (9.13) çàìiíÿ¹òüñÿ ðiâíiñòþ

deg
(
f(x) · g(x)

)
= deg f(x) + deg g(x) (9.14)

êîæíîãî ðàçó, êîëè äîáóòîê anbm ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ f(x), g(x) âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîáòî
ó êiëüöi R íåìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ. À öå îçíà÷à¹, ùî ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.3. Êiëüöå R[x] ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R ìiñòèòü äiëüíèêè

íóëÿ.

Íàäàëi íóëü i îäèíèöþ â êiëüöi R[x] ìè, äëÿ ñòèñëîñòi, áóäåìî ïîçíà÷àòè òèìè æ ñèìâîëàìè, ÿêi
ïðèéíÿòi äëÿ ¨õ ïîçíà÷åííÿ â êiëüöi R, òîáòî ïîêëàäåìî

0 · x0 = 0, x0 = 1.

Çàóâàæåííÿ 9.3. Îñòàííÿ äîìîâëåíiñòü äîçâîëÿ¹ îòîòîæíèòè áóäü-ÿêèé åëåìåíò r = r ·1 ç êiëüöÿ R
ç ïîëiíîìîì rx0 = (r, 0, 0, . . . ). Òàêå îòîòîæíåííÿ âåëüìè ïðèðîäíå, îñêiëüêè î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà
R = { rx0 | r ∈ R} ¹ ïiäêiëüöåì â R[x], ÿêå içîìîðôíå êiëüöþ R, i içîìîðôiçì R→ R çàäà¹òüñÿ ÿêðàç
âiäïîâiäíiñòþ r 7→ rx0. Òàêèì ÷èíîì, ñêðiçü, äå öå çðó÷íî, ìîæíà ââàæàòè, ùî êiëüöå R ¹ ïiäêiëüöåì
â êiëüöi R[x].

9.2. Ïîäiëüíiñòü ïîëiíîìiâ. Òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ

Êàæóòü, ùî åëåìåíò a êiëüöÿ R äiëèòüñÿ çëiâà (ñïðàâà) íà åëåìåíò b öüîãî æ êiëüöÿ, ÿêùî â R
iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

bx = a (yb = a).

ßê íàì óæå âiäîìî, ÿêùî R � êiëüöå ç îäèíèöåþ i b � îáîðîòíèé åëåìåíò â R, òî êîæíå ç öèõ ðiâíÿíü
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê: b−1a (ab−1, âiäïîâiäíî). ßêùî æ åëåìåíò b � íåîáîðîòíèé, òî íàâiòü íåìà¹
àëãîðèòìó, ÿêèé áè äîçâîëÿâ ç'ÿñóâàòè ÷è iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü ó äîâiëüíîìó íåñêií÷åííîìó
êiëüöi R. Îäíàê, ó âèïàäêó êiëüöÿ ïîëiíîìiâ R[x] íàä êiëüöåì R ç îäèíèöåþ ìîæíà ââåñòè ïîíÿò-
òÿ ïîäiëüíîñòi iç îñòà÷åþ i çàïðîïîíóâàòè àëãîðèòì, ÿêèé ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ äîçâîëÿ¹
ïåðåâiðèòè: äiëèòüñÿ îäèí ïîëiíîì íà iíøèé ÷è íi.

Îçíà÷åííÿ 9.5. Ïîëiíîì f(x) ∈ R[x] äiëèòüñÿ çëiâà ç îñòà÷åþ íà ïîëiíîì g(x) ∈ R[x], ÿêùî iñíó-
þòü òàêi ïîëiíîìè ql(x), rl(x) ∈ R[x], ùî

f(x) = g(x) · ql(x) + rl(x), deg rl(x) < deg g(x). (9.15)

Ïðè öüîìó ïîëiíîìè ql(x) i rl(x) íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî, íåïîâíîþ ëiâîþ ÷àñòêîþ i ëiâîþ îñòà÷åþ âiä
äiëåííÿ f(x) íà g(x). Àíàëîãi÷íî, ïîíÿòòÿ ïîäiëüíîñòi f(x) íà g(x) ñïðàâà ç îñòà÷åþ i íåïîâíà ïðàâà
÷àñòêà qr(x) òà ïðàâà îñòà÷à rr(x) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ïîëiíîìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

f(x) = qr(x) · g(x) + rr(x), deg rr(x) < deg g(x).
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Iíîäi, äëÿ ñòèñëîñòi, ïîëiíîì ql(x)
(
qr(x)

)
íàçèâàþòü ïðîñòî ëiâîþ (ïðàâîþ) ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ

ç îñòà÷åþ f(x) íà g(x).

Çàóâàæåííÿ 9.4. Âçàãàëi êàæó÷è, äiëåííÿ ç îñòà÷åþ â R[x] íå çàâæäè ìîæëèâå, à êîëè é ìîæëèâå,
òî íå çàâæäè îäíîçíà÷íå. Íàïðèêëàä, ÿêùî R = M2(F ) � êiëüöå ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä ïîëåì
F , òî ïîëiíîì f(x) =

(
0 1
0 0

)
x+
(
0 1
0 0

)
ìîæíà ïîäiëèòè ñïðàâà ç îñòà÷åþ íà ïîëiíîì g(x) =

(
0 0
0 1

)
x+
(
0 1
0 1

)
ïðèíàéìíi äâîìà ñïîñîáàìè:

f(x) =

(
0 1
0 0

)
· g(x) +

(
0 0
0 0

)
, f(x) =

(
1 1
0 0

)
· g(x) +

(
0 −1
0 0

)
.

Ïðè öüîìó f(x) íå ìîæíà ïîäiëèòè íà g(x) ç îñòà÷åþ çëiâà (äîâåäiòü!).

Îäíàê çàçíà÷åíà íåâèçíà÷åíiñòü çíèêà¹ ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ íà ïîëiíîì g(x).

Òåîðåìà 9.4 (ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ). ßêùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà g(x) ∈ R[x] îáîðîò-
íèé ó êiëüöi R, òî áóäü-ÿêèé ïîëiíîì f(x) ∈ R[x] ìîæíà ïîäiëèòè çëiâà (ñïðàâà) ç îñòà÷åþ íà g(x).
Ïðè öüîìó ëiâi (ïðàâi) íåïîâíi ÷àñòêè i îñòà÷i âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî äîâåäåííÿ äëÿ ëiâîái÷íîãî âèïàäêó i ñïî÷àòêó äîâåäåìî ìîæëèâiñòü äiëåííÿ
ç îñòà÷åþ. Â êiëüöi R[x] ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ïîëiíîìè

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0

i íåõàé ñòàðøèé êîåôiöi¹íò bm ïîëiíîìà g(x) ¹ îáîðîòíèì.
ßêùî deg f(x) < deg g(x), òî

f(x) = g(x) · 0 + f(x),

à òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (9.15) âèêîíó¹òüñÿ ïðè ql(x) = 0, rl(x) = f(x).
ßêùî deg f(x) > deg g(x), òî iñíó¹ ïîëiíîì g(x)·b−1

m anx
n−m, ñòàðøèé ÷ëåí ÿêîãî, ÿê ëåãêî áà÷èòè,

äîðiâíþ¹ anxn i òîìó ñòåïiíü ïîëiíîìà

f1(x) = f(x)− g(x) b−1
m anx

n−m

ìåíøèé n. Íåõàé deg f1(x) = n1 i ÿêùî n1 < m, òî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ f(x) íà g(x) çàâåðøó¹òüñÿ:

f(x) = g(x) ·
(
b−1
m anx

n−m)+f1(x),
ql(x) = b−1

m anx
n−m, rl(x) = f1(x), deg rl(x) = n1 < m = deg g(x). ßêùî æ n1 > m i a

[1]

n1
xn1 ¹ ñòàðøèì

÷ëåíîì ïîëiíîìà f1(x), òî, çðîçóìiëî, ñòåïiíü ïîëiíîìà

f2(x) = f1(x)− g(x) b−1
m a

[1]

n1
xn1−m

ìåíøèé n1. Íåõàé deg f2(x) = n2 i ÿêùî n2 < m, òî ñïiââiäíîøåííÿ (9.15) âèêîíó¹òüñÿ:

f(x) = g(x) ·
(
b−1
m anx

n−m + b−1
m a

[1]

n1
xn1−m)+f2(x),

ql(x) = b−1
m anx

n−m + b−1
m a

[1]

n1
xn1−m, rl(x) = f2(x), deg rl(x) = n2 < m = deg g(x). ßêùî æ n2 > m,

òî ïðîäîâæèìî àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ. Ó ïiäñóìêó, çà ñêií÷åííå ÷èñëî k êðîêiâ ìè ïðèéäåìî äî
ðiâíîñòi

f(x) = g(x) ·
(
b−1
m anx

n−m + b−1
m a

[1]

n1
xn1−m + . . .+ b−1

m a
[k]

nk
xnk−m

)
+fk+1(x),

â ÿêié deg fk+1(x) < m, ùî é äîâîäèòü ìîæëèâiñòü ëiâîái÷íîãî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ â êiëüöi R[x].
Òåïåð äîâåäåìî, ùî ëiâi íåïîâíà ÷àñòêà i îñòà÷à âèçíà÷åíi óìîâàìè òåîðåìè îäíîçíà÷íî. Íåõàé

f(x) = g(x) · ql(x) + rl(x) = g(x) · q̇l(x) + ṙl(x),
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9.2. Ïîäiëüíiñòü ïîëiíîìiâ. Òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ

äå
deg rl(x) < deg g(x), deg ṙl(x) < deg g(x). (9.16)

Ïðèïóñòèìî, ùî q(x) ̸= q̇(x). Òîäi ç ðiâíîñòi

rl(x)− ṙl(x) = g(x) ·
(
q̇l(x)− ql(x)

)
çà ñïiââiäíîøåííÿì (9.14) âèïëèâà¹, ùî

deg
(
rl(x)− ṙl(x)

)
= deg g(x) + deg

(
q̇l(x)− ql(x)

)
> deg g(x),

ùî, î÷åâèäíî, íåìîæëèâî, îñêiëüêè ñòåïåíi rl(x) òà ṙl(x) ìåíøi ñòåïåíÿ g(x) (äèâ. (9.16)). Îòæå,
q̇l(x) = ql(x), à òîìó é rl(x) = ṙl(x).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ ïðàâîái÷íîãî âèïàäêó àíàëîãi÷íå.

Çàïðîïîíîâàíèé â äîâåäåííi òåîðåìè 9.4 ìåòîä äiëåííÿ f(x) íà g(x) ç îñòà÷åþ ¹ äîáðå âiäîìèì
ìåòîäîì äiëåííÿ ¾êóòîì¿.

Ïðèêëàä 9.2. Ïîäiëèìî ¾êóòîì¿ ïîëiíîì f(x) = 3x3 + 13x2 + 27x− 3 íà ïîëiíîì g(x) = x2 + 5x+ 5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî:
3x3 + 13x2 + 27x− 3 x2 + 5x+ 5

3x3 + 15x2 + 15x 3x− 2

− 2x2 + 12x− 3
− 2x2 − 10x− 10

22x+ 7

Îòîæ, f(x) = g(x) (3x− 2) + 22x+ 7.

ßêùî êiëüöå R êîìóòàòèâíå, òî ëiâi íåïîâíà ÷àñòêà i îñòà÷à âiä äiëåííÿ f(x) íà g(x) (ó âèïàäêó
¨õíüîãî iñíóâàííÿ) ¹ òàêîæ ïðàâèìè íåïîâíîþ ÷àñòêîþ i îñòà÷åþ. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðîñòî
ïðî äiëåííÿ f(x) íà g(x) iç îñòà÷åþ. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî R � ïîëå, òî ñèòóàöiÿ àíàëîãi÷íà. Áiëüøå
öüîãî, ó âèïàäêó ïîëÿ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì òåîðåìè 9.4 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 9.5. ßêùî F � ïîëå i g(x) � íåíóëüîâèé ïîëiíîì iç F [x], òî áóäü-ÿêèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x]
ìîæíà ïîäiëèòè ç îñòà÷åþ íà g(x), ïðè÷îìó ¹äèíèì ñïîñîáîì.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàóâàæèòè, ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò g(x) âiäìiííèé âiä íóëÿ i òîìó îáîðîòíèé ó
F .

Àíàëîãi÷íî îçíà÷åííþ ?? ìîæíà íàâåñòè òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 9.6. Ïîëiíîì f(x) äiëèòüñÿ çëiâà (ñïðàâà) íà ïîëiíîì g(x) â êiëüöi R[x], ÿêùî iñíóþòü
òàêi ïîëiíîìè p(x) ∈ R[x] (h(x) ∈ R[x]), ùî f(x) = g(x)p(x) (f(x) = h(x)g(x)). Ïðè öüîìó ïîëiíîì
g(x) íàçèâàþòü ëiâèì (ïðàâèì) äiëüíèêîì ïîëiíîìà f(x).

Íàñëiäîê 9.6. ßêùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà g(x) ∈ R[x] îáîðîòíèé ó êiëüöi R, òî g(x) äiëèòü
ïîëiíîì f(x) ∈ R[x] çëiâà (ñïðàâà) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïðè äiëåííi f(x) íà g(x) çëiâà (ñïðàâà)

îñòà÷à äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ó ñïiââiäíîøåííÿõ (9.15) îñòà÷à rl(x) ̸= 0, òî çà äîâåäåíîþ ó òåîðåìi 9.4 ¹äèíiñòþ
ëiâî¨ îñòà÷i ðiâíiñòü f(x) = g(x) · ql(x) + 0 íåìîæëèâà ïðè æîäíîìó ql(x) ∈ R[x].

Íàâåäåìî äåêiëüêà îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ïîäiëüíîñòi ïîëiíîìiâ êiëüöÿ R[x]. Îñêiëüêè êiëüöå R
ïåðåäáà÷à¹òüñÿ íåêîìóòàòèâíèì, òî, äëÿ ñòèñëîñòi âèêëàäó, ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî öi âëàñòèâîñòi
äëÿ ëiâîái÷íîãî âèïàäêó (ïðàâîái÷íèé ôîðìóëþ¹òüñÿ òà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî).
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Ëåìà 9.7. Íåõàé f(x), g(x), h(x) ∈ R[x]. Òîäi ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà g(x), à g(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà h(x), òî f(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà h(x);

2) ÿêùî f(x) i h(x) äiëÿòüñÿ çëiâà íà g(x), òî f(x)± h(x) òàêîæ äiëèòüñÿ çëiâà íà g(x);

3) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà g(x), òî äëÿ äîâiëüíîãî p(x) ∈ R[x] äîáóòîê f(x)p(x) òàêîæ äiëèòüñÿ

çëiâà íà g(x);

4) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà g(x), òî f(x) òàêîæ äiëèòüñÿ çëiâà íà g(x) c, äå c � äîâiëüíèé

îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R;

5) ïîëiíîìè f(x) c, äå c � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R, i ëèøå âîíè áóäóòü ëiâèìè äiëüíèêàìè

ïîëiíîìà f(x), ÿêi ìàþòü òó æ ñòåïiíü, ùî é f(x).

Äîâåäåííÿ. 1) Çà óìîâîþ f(x) = g(x) ·ql(x) i g(x) = h(x) ·pl(x) äëÿ äåÿêèõ ql(x), pl(x) ∈ R[x], à òîìó,
ïiäñòàâèâøè äðóãó ðiâíiñòü ó ïåðøó, îòðèìà¹ìî f(x) = h(x) ·

(
ql(x) · pl(x)

)
.

2) ßêùî f(x) = g(x) · ql(x) i h(x) = g(x) · pl(x), òî f(x)± h(x) = g(x) ·
(
ql(x)± pl(x)

)
.

3) Äiéñíî, ÿêùî f(x) = g(x) · ql(x), òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, f(x) · p(x) = g(x) ·
(
ql(x) · p(x)

)
.

4) ßêùî f(x) = g(x) · ql(x), òî f(x) = (g(x) c) ·
(
c−1 ql(x)

)
, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

5) Ç îäíîãî áîêó î÷åâèäíî, îñêiëüêè f(x) =
(
f(x) c

)
c−1. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ çëiâà

íà g(x), ïðè÷îìó ñòåïåíi f(x) i g(x) ñïiâïàäàþòü, òî çà ñïiââiäíîøåííÿì (9.13) ñòåïiíü ëiâî¨ ÷àñòêè âiä
äiëåííÿ f(x) íà g(x) ìóñèòü äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî f(x) = g(x) d, d ̸= 0. Àíàëîãi÷íî, g(x) = f(x) c
äëÿ äåÿêîãî c ∈ R\{0}. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî f(x) = f(x) cd i g(x) = g(x) dc, à òîìó cd = dc = 1.

9.3. Êiëüöÿ ïîëiíîìiâ íàä ïîëÿìè

Ó öüîìó òà íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ ìè ðîçãëÿäàòèìåìî êiëüöÿ F [x] ïîëiíîìiâ íàä äîâiëüíèì ïî-
ëåì F i òîìó òåðìií ïîäiëüíiñòü ïîëiíîìiâ âæèâàòèìåìî áåç íàãîëîøåííÿ ç ÿêîãî ñàìå áîêó öå äiëåííÿ
âiäáóâàòèìåòüñÿ.

Äëÿ ïîäàëüøîãî îïèñàííÿ âëàñòèâîñòåé êiëüöÿ F [x] ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 9.7. Åëåìåíòè a òà b êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Q ç îäèíèöåþ íàçèâàþòü àñîöiéîâàíèìè,
ÿêùî b = ua äëÿ äåÿêîãî îáîðîòíîãî åëåìåíòà u ∈ Q.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäíîøåííÿ àñîöiéîâàíîñòi åëåìåíòiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà Q.

Òâåðäæåííÿ 9.8. Ó êiëüöi F [x] îáîðîòíi âñi ïîëiíîìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ i ëèøå âîíè. Äëÿ ïîëiíîìiâ
f(x), g(x) ∈ F [x] åêâiâàëåíòíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) f(x) i g(x) àñîöiéîâàíi;

2) f(x) äiëèòü g(x) i g(x) äiëèòü f(x);

3) f(x) äiëèòü g(x) i deg f(x) = deg g(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî u(x) ∈ F [x] i u(x)v(x) = 1, òî çà ðiâíiñòþ (9.14) deg u(x)+deg v(x) = 0 i deg u(x) = 0.
Îáîðîòíiñòü u(x) çà óìîâè deg u(x) = 0 î÷åâèäíà.

Iìïëiêàöiÿ ç 1) ó 2) î÷åâèäíà. Iìïëiêàöiÿ ç 2) ó 3) ëåãêî äîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîñòi (9.14).
Íàðåøòi, çà óìîâè 3) ïðàâèëüíi ðiâíîñòi g(x) = u(x)f(x), deg u(x) = 0. Îòæå, u(x) ∈ F [x]∗ i ç 3)
âèïëèâà¹ 1).

Îçíà÷åííÿ 9.8. Ïîëiíîì çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì, ðiâíèì îäèíèöi, íàçèâàþòü óíiòàðíèì (àáî íîð-
ìàëiçîâàíèì, àáî íîðìîâàíèì).

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà óñiõ óíiòàðíèõ ïîëiíîìiâ iç F [x] çàìêíóòà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
i, îñêiëüêè F [x]∗ = F ∗, òî ç áóäü-ÿêèì íåíóëüîâèì ïîëiíîìîì f(x) ∈ F [x] àñîöiéîâàíèé ¹äèíèé
óíiòàðíèé ïîëiíîì, ÿêèé ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì f∗(x).
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9.4. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå

Îçíà÷åííÿ 9.9. Ïîëiíîì p(x) íàçèâàþòü ñïiëüíèì äiëüíèêîì ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ F [x], ÿêùî
êîæåí ç íèõ äiëèòüñÿ íà p(x) áåç îñòà÷i, òîáòî iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè q1(x), q2(x) ∈ F [x], ùî

f(x) = p(x) · q1(x) i g(x) = p(x) · q2(x).

Îçíà÷åííÿ 9.10. Íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì (ïîçíà÷àòèìåìî ÍÑÄ) ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈
∈ F [x] íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïîëiíîì d(x) ∈ F [x], ùî
(1) d(x) ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì f(x) i g(x);
(2) d(x) äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ïîëiíîìiâ.

Iíàêøå êàæó÷è, íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ïîëiíîìiâ íàçèâà¹òüñÿ ¨õíié ñïiëüíèé äiëüíèê
ìàêñèìàëüíîãî ñòåïåíÿ. Ñóêóïíiñòü óñiõ íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ïîçíà-
÷àòèìåìî ÍÑÄ {f(x), g(x)}. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî f(x) = g(x) = 0, òî ÍÑÄ {f(x), g(x)} = {0}. Äëÿ
îïèñó âñi¹¨ ìíîæèíè ÍÑÄ {f(x), g(x)} äîñèòü çíàéòè îäèí éîãî åëåìåíò.

Òâåðäæåííÿ 9.9. ßêùî õî÷à á îäèí ç ïîëiíîìiâ f(x), g(x) íåíóëüîâèé i ÍÑÄ {f(x), g(x)} ̸= ∅, òî
äëÿ äîâiëüíîãî d(x) ∈ ÍÑÄ {f(x), g(x)} ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

ÍÑÄ {f(x), g(x)} = {u d(x) | u ∈ F ∗},

òà iñíó¹ ¹äèíèé óíiòàðíèé ÍÑÄ ïîëiíîìiâ f(x), g(x).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 9.10 âèïëèâà¹, ùî d(x) ̸= 0 i ud(x) ∈ ÍÑÄ {f(x), g(x)} äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ F ∗.
Íàâïàêè, ÿêùî h(x) ∈ ÍÑÄ {f(x), g(x)}, òî çà äðóãîþ âëàñòèâiñòþ îçíà÷åííÿ 9.10 ïîëiíîì h(x) äiëèòü
d(x) i d(x) äiëèòü h(x), òîáòî çà òâåðäæåííÿì 9.8 ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü h(x) = ud(x) äëÿ äåÿêîãî
u ∈ F ∗.

Îçíà÷åííÿ 9.10 òà òâåðäæåííÿ 9.9 ïîêàçóþòü, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äîâiëüíèõ äâîõ
ïîëiíîìiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà (ïîëiíîìà) íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, ïðîòå çàëèøàþòü
âiäêðèòèì ïèòàííÿ, ÷è öåé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê iñíó¹ âçàãàëi. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ¹
ïîçèòèâíîþ i äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä äëÿ ïðàêòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ íàé-
áiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà � àëãîðèòì Åâêëiäà àáî, iíàêøå êàæó÷è, ìåòîä ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ.

Òåîðåìà 9.10. ßêùî õî÷à á îäèí ç ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ F [x] íåíóëüîâèé, òî äëÿ íèõ â F [x] iñíó¹
¹äèíèé óíiòàðíèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 9.9 (2) äîñòàòíüî ïîêàçàòè iñíóâàííÿ îäíîãî ÍÑÄ ðîçãëÿäóâàíèõ ïîëi-
íîìiâ. ßêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òî g(x) ∈ ÍÑÄ{f(x), g(x)}. ßêùî æ f(x) íå äiëèòüñÿ íà g(x), òî
ïîäiëèìî f(x) íà g(x) ç îñòà÷åþ (ïîçíà÷èìî ¨¨ r1(x)). Äàëi ïîäiëèìî g(x) íà r1(x) i îòðèìó¹ìî îñòà÷ó
r2(x), ïîòiì ïîäiëèìî r1(x) íà r2(x) ç îñòà÷åþ i ò.ä. Îòðèìà¹ìî ëàíöþã ñïiââiäíîøåíü âèãëÿäó

f(x) = g(x) · q1(x) + r1(x), 0 6 deg r1(x) < deg g(x),

g(x) = r1(x) · q2(x) + r2(x), 0 6 deg r2(x) < deg r1(x),

r1(x) = r2(x) · q3(x) + r3(x), 0 6 deg r3(x) < deg r2(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−3(x) = rk−2(x) · qk−1(x) + rk−1(x), 0 6 deg rk−1(x) < deg rk−2(x),

rk−2(x) = rk−1(x) · qk(x) + rk(x), 0 6 deg rk(x) < deg rk−1(x).

(9.17)

Öåé ëàíöþã ïðè äåÿêîìó k ∈ N îáîâ'ÿçêîâî îáðèâà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

rk−1(x) = rk(x) · qk+1(x), rk+1(x) = 0, (9.18)
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

îñêiëüêè ñòåïåíi îñòà÷ (9.17) óòâîðþþòü ñòðîãî ñïàäíèé ðÿä ÷èñåë iç N0

deg g(x) > deg r1(x) > . . . > deg rk(x)

i öåé ðÿä íå ìîæå áóòè íåñêií÷åííèì, à ó âèïàäêó, êîëè rk+1(x) ̸= 0, äî öüîãî ðÿäêó ìîæíà äîïèñàòè
ñïðàâà ùå îäèí ÷ëåí.

Ïîêàæåìî, ùî îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à â ëàíöþãó (9.17), òîáòî rk(x), áóäå íàéáiëüøèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x). Äiéñíî, ïî-ïåðøå, ç ðiâíîñòi (9.18) âèïëèâà¹, ùî rk(x) ¹ äiëüíèêîì
rk−1(x), à òîìó îáèäâi ñêëàäîâi ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñïiââiäíîøåíü (9.17) äiëÿòüñÿ íà
rk(x) i, îòæå, rk(x) áóäå äiëüíèêîì é rk−2(x). Äàëi, ïiäíiìàþ÷èñü ââåðõ çà ðiâíîñòÿìè (9.17), àíàëîãi-
÷íî îòðèìà¹ìî, ùî rk(x) áóäå ñïiëüíèì äiëüíèêîì é äëÿ rk−3(x), . . . , r1(x) i, íàñàìêiíåöü, äëÿ g(x) òà
f(x). Òåïåð, ïî-äðóãå, âiçüìåìî äîâiëüíèé ñïiëüíèé äiëüíèê p(x) ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x). Îñêiëüêè ëiâà
÷àñòèíà i ïåðøà ñêëàäîâà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïåðøî¨ ç ðiâíîñòåé (9.17) äiëÿòüñÿ íà p(x), òî r1(x) òàêîæ
ìóñèòü äiëèòèñÿ íà p(x). Ïåðåéøîâøè äî äðóãî¨ i íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé, ìè àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî, ùî
íà p(x) äiëÿòüñÿ ïîëiíîìè r2(x), . . . , rk−1(x) i rk(x). Îòæå, rk(x) ∈ ÍÑÄ{f(x), g(x)}.

Ìè äîâåëè, ùî äîâiëüíi äâà ïîëiíîìè âîëîäiþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì, i îòðèìàëè
ñïîñiá äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ.

Ïðèêëàä 9.3. Çíàéäåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ

f(x) = x4 + 3x3 − x2 − 4x− 3, g(x) = 3x3 + 10x2 + 2x− 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá óíèêíóòè äðîáîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiä ÷àñ çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó Åâêëiäà äî ïîëiíîìiâ ç
öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìîæíà äîìíîæèòè äiëåíå àáî ñêîðîòèòè äiëüíèê íà áóäü-ÿêå íåíóëüîâå ÷èñëî, ïðè÷î-
ìó íàâiòü â ïðîöåñi ñàìîãî äiëåííÿ. Öå áóäå ïðèçâîäèòè, î÷åâèäíî, äî ñïîòâîðåííÿ ÷àñòêè, àëå îñòà÷i, ÿêi
íàñ öiêàâëÿòü, áóäóòü îòðèìóâàòè ëèøå äåÿêèé ìíîæíèê íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, ùî, ÿê ìè âæå çíà¹ìî, ïiä ÷àñ
çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äîçâîëÿ¹òüñÿ. Ïîäiëèìî f(x) íà g(x), ïîïåðåäíüî äîìíîæèâøè
f(x) íà 3:

3x4 + 9x3 − 3x2 − 12x− 9 3x3 + 10x2 + 2x− 3

3x4 + 10x3 + 2x2 − 3x x+ 1

− x3 − 5x2 − 9x− 9

(äîìíîæà¹ìî íà −3)

3x3 + 15x2 + 27x+ 27
3x3 + 10x2 + 2x− 3

5x2 + 25x+ 30

Îòîæ, ïåðøà îñòà÷à, ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà 5, áóäå r1(x) = x2 + 5x+ 6. Ïîäiëèìî íà íå¨ ïîëiíîì g(x):

3x3 + 10x2 + 2x− 3 x2 + 5x+ 6

3x3 + 15x2 + 18x 3x− 5

− 5x2 − 16x− 3
− 5x2 − 25x− 30

9x+ 27

Òàêèì ÷èíîì, äðóãîþ îñòà÷åþ, ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà 9, áóäå r2(x) = x + 3, à îñêiëüêè, r1(x) = r2(x) · (x + 2),
òî r2(x) áóäå òàêîæ i îñòàííüîþ íåíóëüîâîþ îñòà÷åþ â àëãîðèòìi Åâêëiäà äiëåííÿ f(x) íà g(x). Îòæå, x+3 ∈
∈ ÍÑÄ{f(x), g(x)}.

Òåîðåìà 9.11. ßêùî d(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x) ∈ F [x], òî iñíóþòü
òàêi ïîëiíîìè u(x) òà v(x) ∈ F [x], ùî

d(x) = f(x) · u(x) + g(x) · v(x). (9.19)

286



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

9.4. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå

Äîâåäåííÿ. Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñïiââiäíîøåíü (9.17) âèïëèâà¹, ùî rk(x) = rk−2(x) · 1 + rk−1(x) ·
(−qk(x)), àáî, âðàõóâàâøè, ùî d(x) = rk(x), i ïîçíà÷èâøè u1(x) = 1, v1(x) = −qk(x),

d(x) = rk−2(x) · u1(x) + rk−1(x) · v1(x).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè âèðàæåííÿ rk−1(x) ÷åðåç rk−3(x) i rk−2(x) iç ïåðåäîñòàííüî¨ ðiâíîñòi (9.17), ìè
îòðèìà¹ìî

d(x) = rk−3(x) · u2(x) + rk−2(x) · v2(x),

äå, î÷åâèäíî, u2(x) = v1(x), v2(x) = u1(x) − v1(x) · qk−1(x). Ïðîäîâæóþ÷è äàëi ïiäíiìàòèñÿ ââåðõ
ðiâíîñòÿìè (9.17), ìè ïðèéäåìî äî (9.19).

Çàóâàæåííÿ 9.5. Ç äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ïðàêòè÷íèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ïîëiíîìiâ
u(x), g(x) ç ðiâíîñòi (9.19). Ðîçãëÿíåìî éîãî äåòàëüíiøå. Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî (9.19) ó âèãëÿäi

rm(x) = f(x) · um(x) + g(x) · vm(x),

äå rm(x) � m-òà îñòà÷à (m ∈ 1, k ) âiä äiëåííÿ f(x) íà g(x) ó àëãîðèòìi Åâêëiäà (9.17). Ç äîâåäåííÿ
òåîðåìè 9.11 ëåãêî áà÷èòè, ùî öi ïîëiíîìè âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèìè ôîðìóëàìè

um(x) = um−2(x)− um−1(x)qm(x), vm(x) = vm−2(x)− vm−1(x)qm(x)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u0(x) = 0, u1(x) = 1, v0(x) = 1, v1(x) = −q1(x).

Ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ïîëiíîìiâ um(x), vm(x) i, çîêðåìà, u(x), v(x) çðó÷íî ïðîâîäèòè çà äîïîìîãîþ
òàêî¨ òàáëèöi.

i 0 1 2 . . . m . . . k

qi(x) q1(x) q2(x) . . . qm(x) . . . qk(x)

ui(x) 0 1 u2(x) = u0(x)− u1(x)q2(x) . . . um(x) = um−2(x) −
−um−1(x)qm(x)

. . . u(x) = uk(x)

vi(x) 1 −q1(x) v2(x) = v0(x)− v1(x)q2(x) . . . vm(x) = vm−2(x) −
−vm−1(x)qm(x)

. . . v(x) = vk(x)

Ïðèêëàäè 9.4. 1. Çíàéäåìî ÍÑÄ òà ïîëiíîìè u(x) i v(x), ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (9.19), äëÿ ïîëiíîìiâ
f(x) = x4+2x3−x2−4x−2, g(x) = x4+x3−x2−2x−2 ∈ R[x]. Çàñòîñó¹ìî äî öèõ ïîëiíîìiâ àëãîðèòì Åâêëiäà
(ïðè÷îìó òåïåð ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ äiëåííÿ óæå íå ìîæíà äîïóñêàòè ñïîòâîðåííÿ ÷àñòîê, îñêiëüêè öi ÷àñòêè
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çíàõîäæåííi ïîëiíîìiâ u(x) òà v(x)). Ìè îòðèìà¹ìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîñòåé:

f(x) = g(x) · 1 + x3 − 2x,

g(x) = (x3 − 2x) · (x+ 1) + x2 − 2,

x3 − 2x = (x2 − 2) · x.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r3(x) = x2 − 2 ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì çàäàíèõ ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x) i äëÿ
çíàõîäæåííÿ u(x), v(x) ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ

i 0 1 2 3

qi(x) 1 x+ 1 x

ui(x) 0 1 −x− 1 x2 + x+ 1 = u(x)

vi(x) 1 −1 x+ 2 −x2 − 2x− 1 = v(x)

Îòæå, x2 − 2 = f(x)(x2 + x+ 1) + g(x)(−x2 − 2x− 1).
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2. Íåõàé F = Z3 � ïîëå ëèøêiâ çà ìîäóëåì 3. Çíàéäåìî ÍÑÄ ïîëiíîìiâ f(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + x2 + x+ 2,
g(x) = x5 + x3 + x ∈ Z3[x] i çîáðàçèìî öåé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ f(x) òà
g(x) íàä Z3[x]. Îñêiëüêè

f(x) = g(x) · 1 + 2x4 + x3 + x2 + 2,

g(x) = (2x4 + x3 + x2 + 2) · (2x+ 2) + x2 + 2,

2x4 + x3 + x2 + 2 = (x2 + 2) · (2x2 + 2) + x+ 2,

x2 + 2 = (x+ 2) · (x+ 1),

òî r3(x) = x + 2 ∈ ÍÑÄ{f(x), g(x)}, i äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîëiíîìiâ u(x), g(x) ∈ Z3[x], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ x+ 2 = f(x)u(x) + g(x)v(x), ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ

i 0 1 2 3

qi(x) 1 2x+ 2 2x2 + 2

ui(x) 0 1 x+ 1 x3 + 2x+ 1 = u(x)

vi(x) 1 −1 2x x3 + x2 + 2 = v(x)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x+ 2 = f(x)(x3 + 2x+ 1) + g(x)(x3 + x2 + 2).

Óíiòàðíèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ F [x], õî÷à á îäèí ç ÿêèõ ¹ íåíó-
ëüîâèì, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

(
f(x), g(x)

)
. Ó âèïàäêó f(x) = g(x) = 0 ïîêëàäåìî

(
f(x), g(x)

)
= 0.

Îçíà÷åííÿ 9.11. Ïîëiíîìè f(x), g(x) ∈ F [x] íàçèâàþòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî(
f(x), g(x)

)
= 1.

Òåîðåìà 9.12. Ïîëiíîìè f(x), g(x) ∈ F [x] âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi ïîëi-

íîìè u(x), v(x) ∈ F [x], ùî

f(x) · u(x) + g(x) · v(x) = 1. (9.20)

Äîâåäåííÿ. ßêùî
(
f(x), g(x)

)
= 1, òî øóêàíi ïîëiíîìè u(x), v(x) ∈ F [x] iñíóþòü çà òåîðåìîþ 9.11.

Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ u(x), v(x) ∈ F [x] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (9.20) i äåÿêèé ïîëiíîì d(x) ¹
ñïiëüíèì äiëüíèêîì f(x) òà g(x), òî d(x) ìóñèòü äiëèòè 1. À òîìó,

(
f(x), g(x)

)
= 1.

Äîâåäåìî äåêiëüêà ïðîñòèõ, àëå âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïîëiíîìiâ.

Òåîðåìà 9.13. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîëiíîìiâ f(x), g(x), h(x) ∈ F [x] ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî
(
f(x), g(x)

)
= 1 i

(
f(x), h(x)

)
= 1 , òî

(
f(x), g(x)h(x)

)
= 1;

2) ÿêùî
(
f(x), g(x)

)
= 1 i äîáóòîê f(x)h(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òî h(x) äiëèòüñÿ íà g(x);

3) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà êîæåí iç ïîëiíîìiâ g(x) òà h(x) i
(
g(x), h(x)

)
= 1, òî f(x) äiëèòüñÿ íà

äîáóòîê g(x)h(x);

4) ÿêùî
(
f(x), g(x)

)
= h(x) ̸= 0, òî

(
f(x)
h(x) ,

g(x)
h(x)

)
= 1.

Äîâåäåííÿ. 1) Äiéñíî, çà ñïiââiäíîøåííÿì (9.20) iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè u(x) òà v(x) ∈ F [x], ùî
f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1. Äîìíîæàþ÷è öþ ðiâíiñòü íà h(x), îòðèìà¹ìî

f(x)
(
u(x)h(x)

)
+
(
g(x)h(x)

)
v(x) = h(x),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî êîæåí ñïiëüíèé äiëüíèê f(x) òà g(x)h(x) ¹ äiëüíèêîì é h(x); ïðîòå, çà óìîâîþ
òâåðäæåííÿ,

(
f(x), h(x)

)
= 1.

2) Äîìíîæèâøè ðiâíiñòü (9.20) íà h(x), îòðèìà¹ìî(
(f(x)h(x)

)
u(x) + g(x)

(
v(x)h(x)

)
= h(x).
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9.4. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå

Îáèäâi ñêëàäîâi ëiâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi äiëÿòüñÿ íà g(x), à òîìó, ÿê íàñëiäîê, íà íüîãî äiëèòüñÿ é
h(x).

3) Äiéñíî, îñêiëüêè f(x) = g(x)g̃(x) äëÿ äåÿêîãî g̃(x) ∈ F [x], òî çà óìîâîþ òâåðäæåííÿ äîáóòîê ç
ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà h(x). À îñêiëüêè

(
g(x), h(x)

)
= 1, òî çà ïîïåðåäíiì òâåðäæå-

ííÿì g̃(x) ìóñèòü äiëèòèñÿ íà h(x), òîáòî g̃(x) = h(x)h̃(x) äëÿ äåÿêîãî h̃(x) ∈ F [x] Çâiäñè îòðèìà¹ìî,
ùî

f(x) =
(
g(x)h(x)

)
h̃(x),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
4) Çà óìîâîþ f(x) = h(x)f̃(x), g(x) = h(x)g̃(x) äëÿ äåÿêèõ f̃(x), g̃(x) ∈ F [x], à çà òåîðåìîþ 9.11

iñíóþòü òàêi u(x), v(x) ∈ F [x], ùî

f(x)u(x) + g(x)v(x) = h(x).

Òîäi h(x)f̃(x)u(x) + h(x)g̃(x) v(x) = h(x), òîáòî h(x)
(
f̃(x)u(x) + g̃(x) v(x)

)
= h(x). Çâiäñè îòðèìó¹ìî

h(x)
(
f̃(x)u(x) + g̃(x) v(x)− 1

)
= 0.

Îñêiëüêè êiëüöå F [x] íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ i h(x) ̸= 0, òî f̃(x)u(x) + g̃(x) v(x) − 1 = 0, òîáòî
f̃(x)u(x) + g̃(x) v(x) = 1. Çàñòîñóâàííÿ äî ïîëiíîìiâ f̃(x), g̃(x) òåîðåìè 9.12 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ìîæå áóòè ïîøèðåíå íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè ïîëiíîìiâ.

Îçíà÷åííÿ 9.12. Íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ïîëiíîìiâ f1(x), f2(x), . . . , fs(x) ∈ F [x] íàçèâà-
¹òüñÿ òàêèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ïîëiíîìiâ, ÿêèé äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ
ïîëiíîìiâ.

Iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ïîëiíîìiâ âèïëèâà¹
iç íèæ÷åíàâåäåíî¨ òåîðåìè 9.14, ÿêà òàêîæ äà¹ ñïîñiá éîãî îá÷èñëåííÿ.

Òåîðåìà 9.14. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f1(x), f2(x), . . . , fs(x) ∈ F [x] äîðiâíþ¹ íàé-
áiëüøîìó ñïiëüíîìó äiëüíèêó ïîëiíîìà fs(x) i íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ïîëiíîìiâ f1(x), f2(x), . . . , fs−1(x).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ïðè s = 2 òåîðåìà î÷åâèäíà. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ïðàâèëüíà äëÿ âèïàä-
êó s − 1 ïîëiíîìà, òîáòî óæå äîâåäåíî iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà d(x) ïîëiíîìiâ
f1(x), f2(x), . . . , fs−1(x). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d̃(x) íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ d(x) òà fs(x).
Âií áóäå, î÷åâèäíî, ñïiëüíèì äiëüíèêîì äëÿ âñiõ çàäàíèõ ïîëiíîìiâ. Ç iíøîãî áîêó, áóäü-ÿêèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê öèõ ïîëiíîìiâ áóäå äiëüíèêîì òàêîæ i äëÿ d(x), à òîìó i äëÿ d̃(x).

Îçíà÷åííÿ 9.13. Ïîëiíîìè f1(x), . . . , fs(x) ∈ F [x] íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî ¨õíié íàé-
áiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äîðiâíþ¹ 1.

ßêùî s > 2, òî ïîïàðíî öi ïîëiíîìè ìîæóòü i íå áóòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Ïðèêëàä 9.5. Ïîëiíîìè f(x) = x3 − 7x2 +7x+15, g(x) = x2 − x− 20, h(x) = x3 + x2 − 12x âçà¹ìíî ïðîñòi,
àëå ÍÑÄ

(
f(x), g(x)

)
= x− 5, ÍÑÄ

(
f(x), h(x)

)
= x− 3, ÍÑÄ

(
g(x), h(x)

)
= x+ 4.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi îòðèìàòè óçàãàëüíåííÿ äîâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü ïðî âçà¹ìíî ïðîñòi ïî-
ëiíîìè äëÿ âèïàäêó äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîëiíîìiâ.

Îçíà÷åííÿ 9.14. Íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì (ÍÑÊ) ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ F [x] íàçèâàþòü
òàêèé ïîëiíîì k(x) ∈ F [x], ùî
1) k(x) � ñïiëüíå êðàòíå ïîëiíîìiâ f(x), g(x), òîáòî f(x) òà g(x) äiëÿòü k(x);
2) ÿêùî k1(x) � áóäü-ÿêå ñïiëüíå êðàòíå ïîëiíîìiâ f(x), g(x), òî k(x) äiëèòü k1(x).
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Ñóêóïíiñòü óñiõ îïèñàíèõ ïîëiíîìiâ k(x) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ÍÑÊ{f(x), g(x)}. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî
îäèí ç ïîëiíîìiâ f(x) ÷è g(x) íóëüîâèé, òî ÍÑÊ{f(x), g(x)} = {0}. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïðà-
âèëüíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.15. ßêùî f(x) òà g(x) � íåíóëüîâi ïîëiíîìè êiëüöÿ F [x], òî iñíó¹ ¹äèíèé óíiòàðíèé

ïîëiíîì k(x) ∈ ÍÑÊ{f(x), g(x)} i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ÍÑÊ {f(x), g(x)} = {u k(x) | u ∈ F ∗}.

Óíiòàðíèé ïîëiíîì k(x), ÿêèé ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì íåíóëüîâèõ ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈
F [x], ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç k(x) = [f(x), g(x)]. Òåïåð ðåçóëüòàòè òåîðåìè 9.15 ìîæíà êîðîòêî çàïèñàòè
òàê

f∗(x) · g∗(x)(
f(x), g(x)

) = [f(x), g(x)].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.15 i óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ÍÑÊ ïîëiíîìiâ (òà éîãî âëàñòèâîñòåé) äëÿ âè-
ïàäêó äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ïîëiíîìiâ ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî.

9.5. Íåçâiäíi ïîëiíîìè. Êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ïîëiíîìà

Îçíà÷åííÿ 9.15. Äiëüíèê d(x) ∈ F [x] ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x] íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì, ÿêùî 0 < deg d(x) <
deg f(x), i íåâëàñíèì â iíøîìó âèïàäêó. Ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì íàä ïîëåì F (àáî
íåçâiäíèì â êiëüöi F [x]), ÿêùî deg f(x) > 0 i f(x) íå ìà¹ âëàñíèõ äiëüíèêiâ â êiëüöi F [x]. ßêùî ïî-
ëiíîì f(x) ìà¹ âëàñíèé äiëüíèê â êiëüöi F [x], òî âií íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì.

Ïîëiíîìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ (òîáòî îáîðîòíi åëåìåíòè) i íóëüîâèé ïîëiíîì íå ¹ íi çâiäíèìè, íi
íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè.

Îñêiëüêè çà ðiâíiñòþ (9.14) ñòåïiíü äîáóòêó áóäü-ÿêèõ äâîõ ïîëiíîìiâ ç F [x] äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ
ñòåïåíiâ, òî î÷åâèäíî ïðàâèëüíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.16. Ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] çâiäíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ìîæíà çîáðàçèòè ó

âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ïîëiíîìiâ, ñòåïåíi ÿêèõ ñòðîãî ìåíøi, íiæ deg f(x).

Î÷åâèäíî, ùî â êiëüöi F [x] íåçâiäíi âñi ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ, ïðîòå ìîæóòü iñíóâàòè ïîëi-
íîìè áiëüøèõ ñòåïåíiâ.

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî f(x) � íåçâiäíèé ïîëiíîì ç F [x] ñòåïåíÿ n > 2, òî âií íå ìà¹ êîðåíiâ â F
(â iíøîìó âèïàäêó çà òåîðåìîþ Áåçó âií ìà¹ âëàñíèé äiëüíèê ñòåïåíÿ 1). Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ â
çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïðè n > 4) íå ïðàâèëüíå, îäíàê ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.17. Ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] ñòåïåíÿ 2 àáî 3 íåçâiäíèé íàä F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií

íå ìà¹ êîðåíiâ â F .

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàóâàæèòè, ùî ÿêùî f(x) çâiäíèé, òî âií ìà¹ óíiòàðíèé äiëüíèê ñòåïåíÿ 1, i
ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Áåçó.

Ïðèêëàä 9.6. Â Z2[x] íåçâiäíèìè ¹ ïîëiíîìè x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1, îñêiëüêè âîíè íå ìàþòü â
ïîëi Z2 êîðåíiâ. Ïîëiíîì x4 + x2 + 1 òàêîæ íå ìà¹ êîðåíiâ â Z2, àëå âií çâiäíèé: x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2.

Iíîäi îäèí i òîé æå ïîëiíîì äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè ÿê ïîëiíîì íàä ðiçíèìè ïîëÿìè. Íàïðèêëàä,
ïîëiíîì x2−3 ∈ Q[x] ìîæíà ðîçãëÿäàòè i ÿê ïîëiíîì íàä R. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîòðiáíî íàãîëîñèòè, ùî
íåçâiäíiñòü ïîëiíîìà öå íå ïðîñòî âëàñòèâiñòü ñàìîãî ïîëiíîìà, à âëàñòèâiñòü ïîëiíîìà ïî âiäíîøåííþ
äî òîãî ïîëÿ, íàä ÿêèì âií ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Òàê, ïîëiíîì x2 − 3 íåçâiäíèé íàä Q, îñêiëüêè éîãî êîðåíi
iððàöiîíàëüíi, àëå çâiäíèé íàä R: x2 − 3 = (x−

√
3)(x+

√
3).

Äëÿ îïèñó âëàñòèâîñòåé ïîëiíîìiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ¨õ ðîçêëàäàííÿì íà ìíîæíèêè, ïîòðiáíî ñïî÷àòêó
îïèñàòè âëàñòèâîñòi íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ.
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9.5. Íåçâiäíi ïîëiíîìè. Êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ïîëiíîìà

Òâåðäæåííÿ 9.18. Íåõàé f(x) ∈ F [x] � íåçâiäíèé ïîëiíîì. Òîäi

1) ÿêùî h(x) � äîâiëüíèé ïîëiíîì ç F [x], òî àáî f(x) äiëèòü h(x), àáî
(
f(x), h(x)

)
= 1;

2) ÿêùî f(x) äiëèòü äîáóòîê h(x) p(x), äå h(x), p(x) � äîâiëüíi ïîëiíîìè ç F [x], òî f(x) äiëèòü àáî

h(x), àáî p(x);

3) ÿêùî g(x) ∈ F [x] � íåçâiäíèé ïîëiíîì, òî àáî
(
f(x), g(x)

)
= 1, àáî ïîëiíîìè f(x) i g(x) � àñîöi-

éîâàíi.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé f(x) íå äiëèòü h(x). Òîäi îñêiëüêè
(
h(x), f(x)

)
= d(x) ∈ {1, f(x)} i d(x) äiëèòü

h(x), òî d(x) = 1.
2) Íåõàé f(x) äiëèòü h(x) p(x). ßêùî f(x) íå äiëèòü h(x), òî çà ïåðøîþ âëàñòèâiñòþ

(
h(x), f(x)

)
=

1, i òîäi çà òåîðåìîþ 9.13 (2) f(x) äiëèòü p(x).
3) ßêùî ïîëiíîì g(x) � íåçâiäíèé i g(x), f(x) íå àñîöiéîâàíi, òî çà îçíà÷åííÿì 9.15 ïîëiíîì f(x)

íå äiëèòü g(x), à òîäi çà ïåðøîþ âëàñòèâiñòþ
(
g(x), f(x)

)
= 1.

Çàóâàæåííÿ 9.6. Çàäà÷à ïðî ðîçêëàäàííÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà ç F [x] íà ìíîæíèêè ëåãêî çâîäèòüñÿ
äî àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i äëÿ óíiòàðíîãî ïîëiíîìà, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ íåíóëüîâèõ ïîëiíîìiâ f(x),
g(x), h(x)() ∈ F [x] ïîëiíîì f(x) íåçâiäíèé íàä F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f∗(x) íåçâiäíèé, à ðiâíiñòü
f(x) = g(x) · h(x) òÿãíå ðiâíiñòü f∗(x) = g∗(x) · h∗(x). Ïåðåõiä äî óíiòàðíèõ ïîëiíîìiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ
äîñèòü çðó÷íèì, îñêiëüêè iñòîòíî ñïðîùó¹ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåì i ¨õí¹ äîâåäåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî
f(x), g(x) � óíiòàðíi ïîëiíîìè, òî äëÿ íèõ òâåðäæåííÿ 9.18 (3) ìà¹ âèãëÿä: àáî

(
f(x), g(x)

)
= 1, àáî

f(x) = g(x).

Äëÿ ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì ïðàâèëüíèé òàêèé àíàëîã îñíîâíî¨ òåîðåìè àðèôìåòèêè.

Òåîðåìà 9.19. Áóäü-ÿêèé óíiòàðíèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ àáî íåçâiäíèé íàä F ,
àáî ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê óíiòàðíèõ íåçâiäíèõ íàä F ïîëiíîìiâ, ïðè÷îìó öå ðîçêëàäàííÿ îäíî-

çíà÷íå ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè ñïiâìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ñòåïåíåì n = deg f(x).
Ïðè deg f(x) = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ïðàâèëüíå äëÿ óñiõ óíiòàðíèõ
íåíóëüîâèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ 6 n i äîâåäåìî éîãî ïðàâèëüíiñòü äëÿ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ n+ 1. Íåõàé
deg f(x) = n + 1. ßêùî f(x) íåçâiäíèé íàä F , òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå. ßêùî æ ïîëiíîì
f(x) � çâiäíèé, òî âií äiëèòüñÿ íà äåÿêèé ïîëiíîì g(x) ∈ F [x], äå 1 < deg g(x) < n + 1. Òîìó
f(x) = g(x) · h(x), äå 1 < deg h(x) < n+ 1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ êîæåí ç ïîëiíîìiâ g(x), h(x) àáî
íåçâiäíèé íàä F , àáî ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê óíiòàðíèõ íåçâiäíèõ íàä F ïîëiíîìiâ, òîáòî

g(x) = g1(x) · . . . · gk(x), h(x) = h1(x) · . . . · hl(x),

äå g1(x), . . . , gk(x), h1(x), . . . , hl(x) � íåçâiäíi óíiòàðíi ïîëiíîìè, k, l ∈ N. Çâiäñè òà ç ðiâíîñòi
f(x) = g(x) ·h(x) îòðèìó¹ìî ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìà f(x) ñòåïåíÿ n+1 ó äîáóòîê íåçâiäíèõ óíiòàðíèõ
ïîëiíîìiâ

f(x) = g1(x) · . . . · gk(x) · h1(x) · . . . · hl(x),

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî áóäü-ÿêèé óíiòàðíèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ìîæå áóòè çî-
áðàæåíèé ó âèãëÿäi

f(x) = p1(x) · p2(x) · . . . · ps(x), (9.21)

äå s > 1, ïîëiíîìè p1(x), . . . , ps(x) � íåçâiäíi, óíiòàðíi i deg p1(x) 6 . . . 6 deg ps(x).
Îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäàííÿ (9.21) äîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà ïàðàìåòðîì s(f), äå s(f) � íàéìåíøå

çíà÷åííÿ s ç óñiõ ðîçêëàäiâ âèãëÿäó (9.21) äëÿ ïîëiíîìà f(x). Ïðè s(f) = 1 öå î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî,
ùî öå ïðàâèëüíî äëÿ âñiõ f(x) ïðè s(f) < s òà áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó s > 1, i äîâåäåìî äëÿ f(x)
ïðè s(f) = s. Íåõàé ïîðÿä ç (9.21) iñíó¹ çîáðàæåííÿ

f(x) = q1(x) · q2(x) · . . . · qt(x), (9.22)
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

äå q1(x), . . . , qt(x) � íåçâiäíi óíiòàðíi ïîëiíîìè i deg q1(x) 6 . . . 6 deg qt(x). Îñêiëüêè p1(x) äiëèòü
f(x), òî çà óçàãàëüíåííÿì âëàñòèâîñòi 2) ç òâåðäæåííÿ 9.18 ïîëiíîì p1(x) äiëèòü qi(x) äëÿ äåÿêîãî
i ∈ 1, t, i òîäi çà âëàñòèâiñòþ 3) öüîãî æ òâåðäæåííÿ ïîëiíîìè p1(x) = qi(x). Çâiäñè òà ç íåðiâíîñòi
deg q1(x) 6 deg qi(x) îòðèìó¹ìî, ùî deg q1(x) 6 deg p1(x). Çà ñèìåòði¹þ îòðèìà¹ìî òàêîæ deg p1(x) 6
deg q1(x). Îòæå, ïîëiíîìè p1(x) = q1(x). Òåïåð ç (9.21) i (9.22), âðàõîâóþ÷è âiäñóòíiñòü äiëüíèêiâ íóëÿ
â F [x], îòðèìó¹ìî äâà çîáðàæåííÿ äëÿ ïîëiíîìà f(x)

f(x) = p1(x) ·
(
p2(x) · . . . · ps(x)

)
= p1(x) ·

(
q2(x) · . . . · qt(x)

)
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äîáóòêè p2(x) · . . . · ps(x) òà q2(x) · . . . · qt(x) çáiãàþòüñÿ, à òîìó çáiãàþòüñÿ
é ðîçêëàäàííÿ (9.21) i (9.22), ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 9.19 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] ñòåïåíÿ n > 0
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

f(x) = an · p1(x)k1 · p2(x)k2 · . . . · pr(x)kr , (9.23)

äå an � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò f(x); p1(x), . . . , pr(x) � óíiòàðíi, íåçâiäíi, ïîïàðíî ðiçíi (òîáòî ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòi) ïîëiíîìè iç F [x] i k1, . . . , kr ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 9.16. Çîáðàæåííÿ ïîëiíîìà f(x) ó âèãëÿäi (9.23) íàçèâàþòü éîãî êàíîíi÷íèì ðîçêëà-
äàííÿì íàä ïîëåì F . Êîæåí ïîëiíîì pi(x) íàçèâàþòü íåçâiäíèì äiëüíèêîì f(x), à ïîêàçíèê ki �
êðàòíiñòþ pi(x) â êàíîíi÷íîìó ðîçêëàäàííi f(x). Ïîëiíîìè pi(x)ki íàçèâàþòü ïðèìàðíèìè êîìïî-
íåíòàìè ïîëiíîìà f(x).

Ç äðóãîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 9.19 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 9.20. Êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x] ñòåïåíÿ n > 0 âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî,

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè ïðèìàðíèõ êîìïîíåíò: ÿêùî f(x) = an · h1(x)l1 · . . . · ht(x)lt � iíøèé

êàíîíi÷íèé ðîçêëàä f(x), òî r = t i iñíó¹ òàêà ïåðåñòàíîâêà (i1, . . . , ir) ∈ Sr, ùî äëÿ m = 1, 2, . . . , r
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi hm(x)

lm = pim(x)
kim , òîáòî hm(x) = pim(x) i lm = kim .

Çàóâàæèìî, ùî ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòü êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäàííÿ i íåçâiäíîãî ïîëiíîìà ÷àñòî
âäà¹òüñÿ ïðîñòî äîâîäèòè âçà¹ìíó ïðîñòîòó ïîëiíîìiâ. Â îñíîâi òàêèõ äîâåäåíü ëåæèòü òàêå î÷åâèäíå
òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.21. Ïîëiíîìè p1(x), . . . , pn(x) ∈ F [x] âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íå

ìàþòü ñïiëüíîãî íåçâiäíîãî äiëüíèêà.

ßê ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.22. ßêùî íåíóëüîâi ïîëiíîìè p1(x), . . . , pn(x) ∈ F [x] ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi i

pi(x) = p1(x) · . . . · pi−1(x) · pi+1(x) · . . . · pt(x) äëÿ i ∈ 1, t, òî
(
p1(x), . . . , pt(x)

)
= 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òâåðäæåííÿ íåâiðíå. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 9.21 iñíó¹ íåçâiäíèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x]
òàêèé, ùî f(x) äiëèòü pt(x) äëÿ i ∈ 1, t. Çâiäñè çà òâåðäæåííÿì 9.18 (2) îòðèìó¹ìî, ùî f(x) äiëèòü
pj(x) äëÿ äåÿêîãî j ∈ 1, t. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííÿì 9.21, îñêiëüêè f(x) äiëèòü pj(x), i çà
òåîðåìîþ 9.13 (1) îòðèìó¹ìî

(
pj(x), pj(x)

)
= 1.

Ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 9.19 äîâîäèòüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.23. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëÿ F ìíîæèíà óíiòàðíèõ íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ â êiëüöi F [x] íåñêií-
÷åííà.

Çðîçóìiëî, ùî öå òâåðäæåííÿ íåòðèâiàëüíå ëèøå äëÿ ñêií÷åííèõ ïîëiâ i â öüîìó âèïàäêó ç òåîðåìè
âèïëèâà¹ î÷åâèäíèé íàñëiäîê.
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9.6. Çíà÷åííÿ òà êîðåíi ïîëiíîìiâ. Òåîðåìà Áåçó. Ïîëiíîì ÿê ôóíêöiÿ

Íàñëiäîê 9.24. ßêùî F � ñêií÷åííå ïîëå, òî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m â êiëüöi F [x] iñíó¹
íåçâiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ n > m.

Çàóâàæèìî, ùî â ñó÷àñíié ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi âåëüìè âàæëèâèìè ¹ çàäà÷i ðîçðîáêè àëãî-
ðèòìiâ, ùî äîçâîëÿþòü çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðiâ øâèäêî áóäóâàòè ïîëiíîìè âåëèêèõ ñòåïåíiâ íàä
ñêií÷åííèìè ïîëÿìè i ðîçêëàäàòè ïîëiíîìè íàä òàêèìè ïîëÿìè íà íåçâiäíi ìíîæíèêè.

9.6. Çíà÷åííÿ òà êîðåíi ïîëiíîìiâ. Òåîðåìà Áåçó. Ïîëiíîì ÿê ôóíêöiÿ

Îçíà÷åííÿ 9.17. Çíà÷åííÿì ïîëiíîìà f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n iç êiëüöÿ F [x] ó òî÷öi c ∈ F

íàçèâàþòü åëåìåíò iç F âèãëÿäó

f(c) = a0 + a1c+ . . .+ anc
n.

Åëåìåíò c ∈ F íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x], ÿêùî f(c) = 0.

Âàæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ ïîíÿòòÿìè ïîäiëüíîñòi i êîðåíÿ ïîëiíîìà âñòàíîâëþ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.25 (Áåçó). Îñòà÷à âiä äiëåííÿ ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x] íà äâî÷ëåí x − c ∈ F [x] äîðiâíþ¹
f(c). Çîêðåìà, åëåìåíò c ïîëÿ F ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(x) äiëèòüñÿ íà

(x− c).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 9.4 ïîëiíîì f(x) ìîæíà ïîäiëèòè ç îñòà÷åþ íà x − c, òîáòî äëÿ äåÿêîãî
q(x) ∈ F [x]

f(x) = (x− c)q(x) + r(x), äå deg r(x) < 1.

Òîäi r(x) = rx0, äå r ∈ F , i r(c) = r. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

f(c) = (c− c)q(c) + r(c) = 0 + r = r.

Çîêðåìà, ðiâíiñòü f(c) = 0 åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi r = 0, à îñòàíí¹ çà òâåðäæåííÿì 9.5 åêâiâàëåíòíå
òîìó, ùî x− c äiëèòü f(x).

Çàóâàæåííÿ 9.7. Äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ïîëiíîìà íà äâî÷ëåí (x− c) çäiéñíþ¹òüñÿ çà ïðîñòîþ ñõåìîþ,
ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñõåìîþ Ãîðíåðà. Ðîçãëÿíåìî ¨¨ äåòàëüíiøå. Íåõàé

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = (x− c)(bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0) + r.

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè áiëÿ âiäïîâiäíèõ ñòåïåíiâ x, îòðèìà¹ìî ëàíöþã ðiâíîñòåé

an = bn−1, an−1 = bn−2 − cbn−1, . . . , a1 = b0 − cb1, a0 = r − cb0,

çâiäêè ëåãêî çíàéòè ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ bn−1, bn−2, . . . , b0 òà r

bn−1 = an, bn−2 = cbn−1 + an−1, . . . , b0 = cb1 + a1, r = cb0 + a0. (9.24)

Âèõiäíi äàíi i ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çðó÷íî ðîçòàøîâóâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi

an an−1 an−2 . . . a1 a0

c bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 r
,

àáî, çâàæàþ÷è íà (9.24), ó âèãëÿäi

an an−1 an−2 . . . a1 a0

c an cbn−1 + an−1 cbn−2 + an−2 . . . cb1 + a1 cb0 + a0

Òåîðåìà 9.25 òà ñõåìà Ãîðíåðà äàþòü äóæå åôåêòèâíèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ïîëiíîìà.

293



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

Ïðèêëàäè 9.7. 1. Çíàéäåìo çíà÷åííÿ ïîëiíîìà f(x) = 2x6 − 11x4 − 19x3 − 7x2 + 8x + 5 ó òî÷öi x = 3. Çà
ñõåìîþ Ãîðíåðà îòðèìó¹ìî:

2 0 -11 -19 -7 8 5

3 2 6 7 2 -1 5 20
.

Îòæå, f(3) = 20.

2. Äîâåäåìî, ùî ÷èñëî x = 2 ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) = x5 − 3x4 + 3x3 − 4x2 − 2x + 12. Äëÿ öüîãî ïîäiëèìî
öåé ïîëiíîì íà äâî÷ëåí x− 2. Îòðèìà¹ìî

1 -3 3 -4 -2 12

2 1 -1 1 -2 -6 0
.

Îòæå, f(x) = (x− 2)(x4 − x3 + x2 − 2x− 6), òîáòî ïîëiíîì f(x) äiëèòüñÿ íà äâî÷ëåí x− 2, i òîìó çà òåîðåìîþ
Áåçó x = 2 ¹ êîðåíåì öüîãî ïîëiíîìà.

Îçíà÷åííÿ 9.17 äîçâîëÿ¹ ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ïîëiíîìó f(x) ∈ F [x] ôóíêöiþ
fF : F → F , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ

fF (c) = f(c) äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ F.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîëiíîìè íå ñëiä îòîòîæíþâàòè ç ôóíêöiÿìè. Íàïðèêëàä, ðiçíi ïîëiíîìè x2

i x ç êiëüöÿ Z2[x] âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ôóíêöiþ iç Z2 â Z2. Ç iíøîãî áîêó, íà äîâiëüíîìó êiëüöi
R íå êîæíó ôóíêöiþ φ : R → R ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi φ = fR äëÿ âiäïîâiäíîãî f(x) ∈ R[x]. Ïðîòå
âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèïàäîê, êîëè ðiçíi ïîëiíîìè âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ôóíêöiþ, ìîæëèâèé ëèøå òîäi,
êîëè ïîëå F ñêií÷åííå.

Îçíà÷åííÿ 9.18. Âiäîáðàæåííÿ φ êiëüöÿ R â ñåáå íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî
f(x) ∈ R[x] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ = fR . Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî φ çàäà¹òüñÿ ïîëiíîìîì f(x).

Òåîðåìà 9.26. ßêùî ó ïîëi F ¹ n ïîïàðíî ðiçíèõ åëåìåíòiâ c1, . . . , cn, òî äëÿ äîâiëüíèõ d1, . . . , dn ∈ F
iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì f(x) ∈ F [x] ç âëàñòèâîñòÿìè

f(ci) = di äëÿ i ∈ 1, n, deg f(x) < n. (9.25)

Äîâåäåííÿ. Ïîëiíîì f(x) = a0+ a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 ∈ F [x] çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (9.25) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âåêòîð (a0, a1, . . . , an−1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
1 c1 c21 . . . cn−1

1

1 c2 c22 . . . cn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 cn c2n . . . cn−1

n

 ·X =


d1
d2
. . .
dn

 . (9.26)

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó ¹äèíèé, îñêiëüêè âèçíà÷íèê ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi ¹ âèçíà÷íèêîì
Âàíäåðìîíäà (äèâ. (3.19)), ÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ çà óìîâîþ.

Çàóâàæåííÿ 9.8. Äëÿ ïîáóäîâè ïîëiíîìà ç âëàñòèâîñòÿìè (9.25) çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî ðîçâ'ÿçóâàòè
ñèñòåìó (9.26), îñêiëüêè âií, î÷åâèäíî, îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f(x) =
∑
i∈1,n

di
(ci − c1) · . . . · (ci − ci−1) · (ci − ci+1) · . . . · (ci − cn)

×

× (x− c1) · . . . · (x− ci−1) · (x− ci+1) · . . . · (x− cn),

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíîþ ôîðìóëîþ Ëàãðàíæà.

Íàñëiäîê 9.27. Ïîëiíîì ñòåïåíÿ n > 0 íàä ïîëåì F ìà¹ â öüîìó ïîëi íå áiëüøå n ðiçíèõ êîðåíiâ.
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9.7. Ïîõiäíà ïîëiíîìà òà êðàòíi êîðåíi

Äîâåäåííÿ. ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âií ïðèéìà¹ íóëüîâå çíà÷åííÿ ó n+1 òî÷êàõ iç F i çà òåîðåìîþ
ñïiâïàäà¹ ç ïîëiíîìîì 0 + 0x+ . . .+ 0xn.

Ç öüîãî ðåçóëüòàòó, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â ïîëi C iñíó¹ íå áiëüøå n
ðiçíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç z, îñêiëüêè âñi âîíè ¹ êîðåíÿìè ïîëiíîìà xn−z (äèâ. ðiâíiñòü (8.16)). Çâiäñè
æ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïîëå F � íåñêií÷åííå, òî iñíóþòü íå ïîëiíîìiàëüíi âiäîáðàæåííÿ φ : F → F .
Íàïðèêëàä, òàêèì ¹ âiäîáðàæåííÿ φ, ÿêå ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 íà íåñêií÷åííié ìíîæèíi òî÷îê ç F ,
àëå íå ðiâíå òîòîæíî íóëþ. (Äîâåäiòü!)

Íàñëiäîê 9.28. ßêùî F � íåñêií÷åííå ïîëå, òî ïîëiíîìè f(x), g(x) ∈ F [x] ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè ðiâíi ôóíêöi¨ fF (x), gF (x).

9.7. Ïîõiäíà ïîëiíîìà òà êðàòíi êîðåíi

Â àëãåáði òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêà êëàñèôiêàöiÿ ïîëiíîìiâ.

Îçíà÷åííÿ 9.19. Íåõàé k ∈ N. Åëåìåíò c ïîëÿ F íàçèâàþòü k-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) ∈
F [x], ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ â êiëüöi F [x] íà (x − c)k i íå äiëèòüñÿ íà (x − c)k+1. Êîðåíi êðàòíîñòi
> 1 íàçèâàþòü êðàòíèìè, à 1-êðàòíi êîðåíi � ïðîñòèìè. ßêùî k = 2 àáî k = 3, òî c íàçèâàþòü
ïîäâiéíèì àáî ïîòðiéíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f(x). Iíêîëè çðó÷íî ââàæàòè, ùî ÷èñëî, ÿêå íå ¹ êîðåíåì,
� öå êîðiíü êðàòíîñòi 0.

Î÷åâèäíî, ùî êðàòíiñòü êîðåíÿ c ïîëiíîìà f(x) ñïiâïàäà¹ ç êðàòíiñòþ äâî÷ëåíà x−c ó êàíîíi÷íîìó
ðîçêëàäi f(x) íàä F .

Íàâåäåìî òåîðåìó, ÿêà ñóòò¹âî ïiäñèëþ¹ òåîðåìó 9.27

Òåîðåìà 9.29. Ïîëiíîì f(x) ñòåïåíÿ n > 0 íàä ïîëåì F ìà¹ â öüîìó ïîëi íå áiëüøå n êîðåíiâ ç

âðàõóâàííÿì ¨õíiõ êðàòíîñòåé, òîáòî ÿêùî c1, . . . , cm � ðiçíi êîðåíi ïîëiíîìà f(x) ó ïîëi F i ¨õíi

êðàòíîñòi äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî k1, . . . , km, òî k1 + . . .+ km 6 n.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà ïåðøèì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 9.13 ïîëiíîìè (x−c1)k1 , . . . , (x−cm)km ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòi i êîæíèé ç íèõ äiëèòü f(x), òî çà òðåòiì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 9.13 äîáóòîê (x−c1)k1 ·
. . . · (x− cm)

km äiëèòü f(x). Çâiäñè çà ñïiââiäíîøåííÿì (9.14) îòðèìó¹ìî, ùî n > k1 + · · ·+ km.

Çðó÷íèé ñïîñiá ðîçðiçíåííÿ ïðîñòèõ i êðàòíèõ êîðåíiâ ïîëiíîìà â ïîëi ïîâ'ÿçàíèé ç ïîíÿòòÿì
ïîõiäíî¨ ïîëiíîìà. Â àëãåáði öå ïîíÿòòÿ ââîäèòüñÿ ôîðìàëüíî, çà àíàëîãi¹þ ç âiäîìèì ç êóðñó ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó îïèñîì ïîõiäíî¨ ïîëiíîìà â R[x].

Îçíà÷åííÿ 9.20. Íåõàé F � ïîëå. Âiäîáðàæåííÿ d
dx : F [x] → F [x], äëÿ ÿêîãî

d

dx
(a0 + a1x+ . . .+ anx

n) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1,

íàçèâàþòü äèôåðåíöiþâàííÿì.

ßêùî f(x) ∈ F [x], òî d
dx

(
f(x)

)
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç f ′(x) i íàçèâàþòü ïîõiäíîþ ïîëiíîìà f(x). ßêùî

äî ïîëiíîìà f(x) çàñòîñóâàòè âiäîáðàæåííÿ d
dx k ðàçiâ, òî îäåðæèìî k-òó ïîõiäíó öüîãî ïîëiíîìà,

ÿêó ïîçíà÷àþòü f (k)(x).
Íåçâàæàþ÷è íà íàñòiëüêè ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ, ïîõiäíà çáåðiãà¹ âëàñòèâîñòi, âiäîìi ç êóðñó

ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Òâåðäæåííÿ 9.30. Äëÿ äîâiëüíèõ ïîëiíîìiâ f(x), g(x) ∈ F [x] ïðàâèëüíi òàêi ðiâíîñòi:(
f(x) + g(x)

)′
= f ′(x) + g′(x); (9.27)(

a · f(x)
)′
= a · f ′(x), äå a ∈ F, deg f(x) > 1; (9.28)(

f(x) g(x)
)′
= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x); (9.29)(

f(x)s
)′
= s · f(x)s−1 · f ′(x). (9.30)
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Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (9.27) i (9.28) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åíü ïîõiäíî¨ òà ïðàâèëà
äîäàâàííÿ ïîëiíîìiâ. Íåõàé f(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n, g(x) = b0 + b1x + . . . + bmx
m. Îñêiëüêè

äîáóòîê ïîëiíîìiâ ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó aixi i bjxj , òî, áåðó÷è äî óâàãè (9.27), ñïiââiä-
íîøåííÿ (9.29) äîñèòü äîâåñòè ó âèïàäêó f(x) = aix

i, g(x) = bjx
j ∈ F [x]. Ìà¹ìî

(aix
i · bjxj)′ = (aibjx

i+j)′ = (i+ j)aibjx
i+j−1,

(aix
i)′bjx

j + aix
i(bjx

j)′ = iaibjx
i+j−1 + jaibjx

i+j−1 = (i+ j)aibjx
i+j−1.

Ç ðiâíîñòi ïðàâèõ ÷àñòèí îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ¨õíiõ ëiâèõ ÷àñòèí, ùî é
òðåáà áóëî äîâåñòè. Äëÿ äîâåäåííÿ (9.30) ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Âèïàäîê
s = 1 î÷åâèäíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (9.30) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîêàçíèêà s. Âèêîðèñ-
òîâóþ÷è (9.29) äëÿ g(x) = f(x)s, ìà¹ìî(

f(x)s+1
)′
=
(
f(x) · f(x)s

)′
= f ′(x)f(x)s + f(x)sfs−1(x)f ′(x) = (s+ 1)f(x)sf ′(x),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ 9.9. Öiëêîì àíàëîãi÷íî ïîõiäíó ìîæíà âèçíà÷èòè äëÿ ïîëiíîìiâ íàä áóäü-ÿêèì (íå
îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíèì) êiëüöåì ç îäèíèöåþ. (Ïåðåâiðòå!)

Òâåðäæåííÿ 9.31. Êîðiíü c ∈ F ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x] ¹ ïðîñòèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè c íå ¹

êîðåíåì éîãî ïîõiäíî¨ f ′(x), òîáòî f ′(c) ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k � êðàòíiñòü êîðåíÿ c, òîáòî f(x) = (x− c)kg(x), äå g(c) ̸= 0. Çâiäñè çà òâåðäæå-
ííÿì 9.30 ìà¹ìî

f ′(x) = k(x− c)k−1g(x) + (x− c)kg′(x). (9.31)

ßêùî k = 1, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ′(c) = g(c) ̸= 0. ßêùî æ k > 1, òî f ′(c) = k(c− c)k−1g(c) + (c−
c)kg′(c) = 0 (òîáòî ç óìîâè f ′(c) ̸= 0 âèïëèâà¹, ùî k = 1).

Òâåðäæåííÿ 9.31 äîïóñêà¹ óòî÷íåííÿ ó âèïàäêó, êîëè ïîëå F ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0.

Îçíà÷åííÿ 9.21. Êàæóòü, ùî êiëüöå ç 1 (çîêðåìà, ïîëå) ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0 , ÿêùî íå iñíó¹
íåíóëüîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ç âëàñòèâiñòþ n · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

= 0.

Íàïðèêëàä, êiëüöå Z ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0, à êiëüöå Z/2Z íå ìà¹ öi¹¨ âëàñòèâîñòi, áî 2 · 1 = 0 â
Z/nZ.

Òâåðäæåííÿ 9.32. Íåõàé F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. ßêùî åëåìåíò c ∈ F ¹ k-êðàòíèì êîðåíåì

ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x], òî c ¹ (k − 1)-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f ′(x).

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî (9.31) ó âèãëÿäi

f ′(x) = (x− c)k−1
(
kg(x) + (x− c)g′(x)

)
.

Îñêiëüêè F ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0, òî ïîëiíîì kg(x) íåíóëüîâèé. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x− c íå äiëèòü
kg(x) + (x− c)g′(x), òîáòî c ¹ (k − 1)-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f ′(x).

Ïðèêëàä 9.8. Ðîçêëàäåìî ïîëiíîì f = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x − 8 ∈ R[x] çà ñòåïåíÿìè äâî÷ëåíà x − 2.
Ïîñëiäîâíå äiëåííÿ ç îñòà÷åþ íà x−2 áóäåìî ïðîâîäèòè çà ñõåìîþ Ãîðíåðà, âèêîðèñòîâóþ÷è ðÿäîê ðåçóëüòàòiâ
êîæíîãî äiëåííÿ ÿê ðÿäîê âèõiäíèõ äàíèõ äëÿ íàñòóïíîãî äiëåííÿ:

1 -5 7 -2 4 8

2 1 -3 1 0 4 0
2 1 -1 -1 -2 0
2 1 1 1 0
2 1 3 7
2 1 5
2 1
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9.8. Ôîðìóëè Âi¹òà

Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî 2 ¹ òðèêðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) i

f(x) = (x− 2)5 + 5(x− 2)4 + 7(x− 2)3.

Êðiì òîãî, f ′′′(2) = 3! · 7 = 42, f (IV )(2) = 4! · 5 = 120, f (V )(2) = 5! · 1 = 120.

Ç òâåðäæåííÿ 9.32 âèïëèâà¹ íàñëiäîê, ÿêèé ìîæå áóòè êîðèñíèì ïðè çíàõîäæåííi êîðåíiâ ïîëi-
íîìiâ.

Íàñëiäîê 9.33. Íåõàé f(x) ∈ F [x] � ïîëiíîì íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Ìíîæèíà êðàòíèõ êî-

ðåíiâ ó ïîëi F ïîëiíîìà f(x) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ óñiõ êîðåíiâ ó ïîëi F ïîëiíîìà d(x) =
(
f(x), f ′(x)

)
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ F ðiâíiñòü f(c) = f ′(c) = 0 ìîæëèâà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
äâî÷ëåí x− c äiëèòü i f(x), i f ′(x). À öå ó ñâîþ ÷åðãó ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî x− a äiëèòü d(x), òîáòî
d(c) = 0.

Îçíà÷åííÿ 9.22. Ïîëå F íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x] ñòåïåíÿ n > 0, ÿêùî
f(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä F ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ, òîáòî ÿêùî êàíîíi÷íå ðîçêëàäàííÿ f(x)
íàä F ìà¹ âèãëÿä

f(x) = (x− c1)
k1 · . . . · (x− cr)

kr .

Ïðèêëàäè 9.9. 1. Äëÿ ïîëiíîìà x2 + 1 ïîëå C ¹ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ, à ïîëå R � íi.

2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p ∈ N ïîëå Zp ëèøêiâ çà ìîäóëåì p ¹ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìà xp − x, òîáòî

xp − x = x · (x− 1) · . . . · (x− (p− 1)). ( Äîâåäiòü!)

Íàñëiäîê 9.34. ßêùî F � ïîëå ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x], òî f(x) íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ

ó F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
(
f(x), f ′(x)

)
= 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîëiíîì d(x) =
(
f(x), f ′(x)

)
äiëèòü f(x), à òîìó, ÿêùî deg d(x) > 0, òî çà óìîâîþ òåîðåìè

d(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä F íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìà¹ â F êîðiíü. Â ñèòóàöi¨, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ,
âiäñóòíiñòü â f(x) êðàòíèõ êîðåíiâ â ïîëå F çà íàñëiäêîì 9.33 ðiâíîñèëüíî óìîâi deg d(x) = 0.

Çàóâàæåííÿ 9.10. ßêùî F íå ¹ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ äëÿ f(x), òî óìîâà
(
f(x), f ′(x)

)
= 1 ¹ äîñòàòíüîþ

äëÿ âiäñóòíîñòi êðàòíèõ êîðåíiâ ïîëiíîìà f(x) â ïîëå F , àëå íå ¹ íåîáõiäíîþ. (Äîâåäiòü!)

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íå òiëüêè äëÿ çíàõîäæåííÿ êðàòíèõ êîðåíiâ ïîëi-
íîìà, à é äëÿ ðîçêëàäàííÿ éîãî íà ìíîæíèêè â âèïàäêó íàÿâíîñòi ó íüîãî òàêèõ êîðåíiâ.

Ïðèêëàä 9.10. Çíàéäåìî êðàòíi êîðåíi â ïîëi Z5 ïîëiíîìà f(x) = x4−2x3+2x2−2x+1 ∈ Z5[x]. Îá÷èñëþþ÷è
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê f(x) i f ′(x) = 4x3 − x2 + 4x − 2, îòðèìó¹ìî

(
f(x), f ′(x)

)
= x − 1. Îòæå, 1 ¹

êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) i (x− 1)2 äiëèòü f(x). Âèêîíóþ÷è äiëåííÿ, çíàõîäèìî f(x) = (x− 1)2(x2 + 1).
Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ïîëiíîì x2 +1 ìà¹ â ïîëi Z5 êîðåíi 2 i 3. Òàêèì ÷èíîì, f(x) =
(x− 1)2(x− 2)(x− 3).

9.8. Ôîðìóëè Âi¹òà

ßêùî óíiòàðíèé ïîëiíîì

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (9.32)

ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, òî öåé ðîçêëàä ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿäi

f(x) = (x− c1)(x− c2) . . . (x− cn), (9.33)
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

äå c1, c2, . . . , cn � êîðåíi ïîëiíîìà f(x), ïðè÷îìó êîæåí iç íèõ ïîâòîðþ¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî
êðàòíiñòü. Ïðèðiâíþ÷è ó çîáðàæåíÿõ (9.32) òà (9.33) êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ x, îòðè-
ìà¹ìî, òàê çâàíi, ôîðìóëè Âi¹òà:

an−1 = −(c1 + c2 + . . .+ cn),
an−2 = c1c2 + c1c3 + . . .+ c1cn + c2c3 + . . .+ cn−1cn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak = (−1)n−k

∑
i1<i2<···<ik

ci1ci2 . . . cik ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 = (−1)n−1(c1c2 . . . cn−1 + c1c2 . . . cn−2cn + · · ·+ c2c3 . . . cn),
a0 = (−1)nc1c2 . . . cn.

(9.34)

Ïðèêëàä 9.11. Çíàéäåìî óíiòàðíèé ïîëiíîì f(x) = x4+a3x
3+a2x

2+a1x+a0, äëÿ ÿêîãî ÷èñëî 1 ¹ 2-êðàòíèì
êîðåíåì, à ÷èñëà 2 òà 3 � ïðîñòèìè. Çà ôîðìóëàìè Âi¹òà

a3 = −(1 + 1 + 2 + 3) = −7,

a2 = 1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 3 + 1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 3 = 17,

a1 = −(1 · 1 · 2 + 1 · 1 · 3 + 1 · 2 · 3 + 1 · 2 · 3) = −17,

a0 = 1 · 1 · 2 · 3 = 6.

Òàêèì ÷èíîì, f(x) = x4 − 7x3 + 17x2 − 17x+ 6.

9.9. Ñïiëüíèé ìíîæíèê äâîõ ïîëiíîìiâ. Ðåçóëüòàíò

ßêùî äâà ïîëiíîìè f(x) i g(x) íàä ïîëåì F ìàþòü ñïiëüíèé êîðiíü c ∈ F , òî âîíè ìàþòü ñïiëüíèé
ìíîæíèê, â ÿêèé âõîäèòü x − c, i íàâïàêè. Òîìó âàðòî ðîçãëÿíóòè òàêó çàäà÷ó: êîëè äâà ïîëiíîìè
f(x), g(x) ∈ F [x] ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê?

Íåõàé f(x), g(x) ∈ F [x], äå F � ïîëå. Êîíñòàíòàìè àáî ïîñòiéíèìè ïîëiíîìàìè áóäåìî íàçèâàòè
ïîëiíîìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ i 0.

Òåîðåìà 9.35. Ïîëiíîìè f(x) i g(x) ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê, âiäìiííèé âiä êîíñòàíòè, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè f1(x), g1(x) ∈ F [x], ùî deg f1(x) < deg f(x), deg g1(x) < deg g(x) i

f(x)g1(x) = f1(x)g(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîëiíîìè f(x) i g(x) ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê h(x), òî f(x) = f1(x)h(x), g(x) =
g1(x)h(x), deg f1(x) < deg f(x), deg g1(x) < deg g(x) i f(x)g1(x) = f1(x)g1(x)h(x) = f1(x)g(x).

Íàâïàêè, íåõàé f(x)g1(x) = f1(x)g(x), deg f1(x) < deg f(x), deg g1(x) < deg g(x). Ðîçêëàäåìî f(x)
i g(x) â äîáóòîê íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ. Íå âñi íåçâiäíi ìíîæíèêè ïîëiíîìà f(x) âõîäÿòü â f1(x), áî
deg f1(x) < deg f(x), òîìó ç ðiâíîñòi f(x)g1(x) = f1(x)g(x) âèïëèâà¹, ùî äåÿêi íåçâiäíi ìíîæíèêè f(x)
âõîäÿòü â g(x), à öå i îçíà÷à¹, ùî f(x) i g(x) ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê.

Îçíà÷åííÿ 9.23. Íåõàé f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, g(x) = b0 + b1x + · · · + bmx

m � ïîëiíîìè ç
êiëüöÿ F [x]. Âèçíà÷íèê

Res
(
f(x), g(x)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an
a0 a1 . . . an

. . . . . . . . .
a0 a1 . . . an

b0 b1 . . . bm
b0 b1 . . . bm

. . . . . . . . .
b0 b1 . . . bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

mn
íàçèâàþòü ðåçóëüòàíòîì ïîëiíîìiâ f(x) i g(x).
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9.10. Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè

Òåîðåìà 9.36. Ïîëiíîìè f(x), g(x) ∈ F [x] ìàþòü íåïîñòiéíèé ñïiëüíèé ìíîæíèê òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè Res
(
f(x), g(x)

)
= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîëiíîìè f(x) i g(x) ìàþòü íåïîñòiéíèé ñïiëüíèé ìíîæíèê. Òîäi çà òåîðåìîþ 9.35
iñíóþòü íåíóëüîâi ïîëiíîìè

f1(x) = a
(1)

0 + a
(1)

1 x+ · · ·+ a
(1)

n−1x
n−1,

g1(x) = b
(1)

0 + b
(1)

1 x+ · · ·+ b
(1)

m−1x
m−1,

äëÿ ÿêèõ f(x)g1(x) = g(x)f1(x). Ïîðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè äîáóòêiâ f(x)g1(x) i g(x)f1(x),
îäåðæèìî 

a0b
(1)

0 = b0a
(1)

0 ,

a1b
(1)

0 + a0b
(1)

1 = b1a
(1)

0 + b0a
(1)

1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

anb
(1)

m = bma
(1)

n .

(9.35)

Öþ ñèñòåìó ðiâíîñòåé ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ñòîñîâíî íåâiäîìèõ
b
(1)

0 , . . . , a
(1)

n . Öÿ ñèñòåìà ìà¹ m+ n ðiâíÿíü, m+ n íåâiäîìèõ i ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Îòæå âèç-
íà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé ç òî÷íiñòþ äî çíàêó i ¹ Res(f(x), g(x)), äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íàâïàêè, ÿêùî Res(f(x), g(x)) = 0, òî ñèñòåìà (9.35) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê â ïîëi F . ßêùî
íå âñi a

(1)

i äîðiâíþþòü íóëþ, òî f1(x) ̸= 0, îòæå i g1(x) ̸= 0, à îñêiëüêè f(x)g1(x) = f1(x)g(x), òî çà
òåîðåìîþ 9.35 ïîëiíîìè f(x) i g(x) ìàþòü íåïîñòiéíèé ìíîæíèê.

9.10. Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà P ⊂ F íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîëåì ïîëÿ F , ÿêùî
P çàìêíóòå ùîäî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà F i ¹ ïîëåì ùîäî öèõ îïåðàöié. Ó öié ñèòóàöi¨
ãîâîðÿòü òàêîæ, ùî ïîëå F ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ P . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëÿ P i áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìà
f(x) ∈ P[x] iñíó¹ ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ P , ÿêå ¹ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ äëÿ f(x). Íàñïðàâäi, ïðàâèëüíå
íàâiòü áiëüø ñèëüíå òâåðäæåííÿ � òåîðåìà Øòåéíiöà1.

Îçíà÷åííÿ 9.24. Ïîëå F íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðè÷íî çàìêíóòèì, ÿêùî âîíî ¹ ïîëåì ðîçêëàäàííÿ äëÿ
áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìà f(x) ∈ F [x], deg f(x) > 0.

Òåîðåìà 9.37 (Øòåéíiö). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëÿ P iñíó¹ ðîçøèðåííÿ F , ÿêå ¹ àëãåáðè÷íî çàìêíó-

òèì.

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó âèõîäèòü çà ðàìêè íàøîãî êóðñó. Ìè îáìåæèìîñÿ òóò ëèøå ôîðìó-
ëþâàííÿì îäíîãî äóæå âàæëèâîãî ïðèêëàäó.

Òåîðåìà 9.38. Áóäü-ÿêèé ïîëiíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ â öüîìó

ïîëi õî÷à á îäèí êîðiíü (iíøèìè ñëîâàìè, ïîëå C àëãåáðè÷íî çàìêíóòå).

Öÿ òåîðåìà, ÿêó äîâãèé ÷àñ íàçèâàëè ¾îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè¿, íå ìà¹ ÷èñòî àëãåáðè÷íîãî
äîâåäåííÿ i ìîæå áóòè âèâåäåíà ÿê ïðîñòèé íàñëiäîê ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ ïðî îáìåæåíiñòü öiëèõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïðè âèâ÷åííi òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî íàçâà ¾îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè¿ � öå äàíèíà òðàäèöi¨; âîíà íàãàäó¹ ïðî
÷àñè, êîëè îñíîâíîþ çàäà÷åþ àëãåáðè áóëà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ïîëiíîìiâ. Îñíîâíà òåîðåìà
àëãåáðè âïåðøå áóëà ñôîðìóëüîâàíà (ó âèãëÿäi, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñó÷àñíîãî) A. Æiðàðîì i Ð. Äå-
êàðòîì. Ïiçíiøå Ê. Ìàêëîðåí i Ë. Åéëåð ñôîðìóëþâàëè ¨¨ ó âèãëÿäi, ùî åêâiâàëåíòíèé ñó÷àñíîìó:

1Åðíñò Øòåéíiö (íiì. Ernst Steinitz ; 13 ÷åðâíÿ 1871 � 29 âåðåñíÿ 1928) � íiìåöüêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâíi íàóêîâi
ðåçóëüòàòè ç àëãåáðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë, àëãåáðè i ãåîìåòði¨.
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

êîæíèé ïîëiíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ëiíiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïåðøèì, õòî îïóáëiêóâàâ äîâåäåííÿ, áóâ Æ. Ä'Àëàìáåð (1746ð.),
ïiñëÿ öüîãî â äðóãié ïîëîâèíi XVIII ñò. ç'ÿâëÿþòüñÿ äîâåäåííÿ Ë. Åéëåðà, Ï. Ëàïëàñà, Æ. Ëàãðàíæà
òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ; âñi öi äîâåäåííÿ ìàëè ïåâíi íåäîëiêè. Ïåðøå ñòðîãå äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåî-
ðåìè àëãåáðè çàïðîïîíóâàâ Ê. Ãàóñ, ÿêèé ó 1808�1817 ðð. îïóáëiêóâàâ äåêiëüêà ðiçíèõ äîâåäåíü öi¹¨
òåîðåìè. Çàðàç iñíó¹ áàãàòî äîâåäåíü îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi îçíàéîìèòèñÿ
õî÷ ç îäíèì ç íèõ ñàìîñòiéíî.

9.11. Ïîëiíîìè íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè

Õî÷à ìè îáìåæèëèñÿ ëèøå ôîðìóëþâàííÿì òåîðåìè 9.38, ïðîòå óæå çàðàç áóäåìî øèðîêî ¨¨
âèêîðèñòîâóâàòè. Çîêðåìà, âèêîðèñòà¹ìî ¨¨ äëÿ îïèñó íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ íàä ïîëÿìè C i R, äåÿêèõ
âàæëèâèõ äîñòàòíiõ óìîâ íåçâiäíîñòi ïîëiíîìiâ íàä Q i ñïîñîáiâ îá÷èñëåííÿ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ
ïîëiíîìiâ ç Q[x].

Òâåðäæåííÿ 9.39. Íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè â êiëüöi C[x] ¹ ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ i òiëüêè âîíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) � íåíóëüîâèé ïîëiíîì ç êiëüöÿ C[x]. Ìiðêó¹ìî iíäóêöi¹þ çà ñòåïåíåì n ïîëi-
íîìà f(x). ßêùî m = 1, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Íåõàé n > 1 i òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ âñiõ ïîëiíîìiâ
ñòåïåíÿ, ìåíøîãî n. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè iñíó¹ òàêå c1 ∈ C, ùî f(c1) = 0. Òîäi çà òåîðåìîþ
Áåçó f(x) = (x − c1)f1(x). Îñêiëüêè deg f1(x) < n, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ f1(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ
íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, à òîìó ìè îäåðæó¹ìî øóêàíå ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìà f(x).

Íàñëiäîê 9.40. Áóäü-ÿêèé ïîëiíîì íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì C ðîçêëàäà¹òüñÿ â C[x] íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè.

Òåïåð ìîæíà êîðîòêî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ. òåîðåìó 8.11).

Òâåðäæåííÿ 9.41. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî z ∈ C i äîâiëüíîãî n ∈ N ó ïîëi C iñíó¹ ðiâíî n
ðiçíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n iç z.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 9.40 ïîëiíîì xn − z ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä C, à çà íàñëiä-
êîì 9.34 âií íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ â C, òîáòî ó ïîëi C ó íüîãî ¹ ðiâíî n ðiçíèõ êîðåíiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äèñêðèìiíàíòîì ïîëiíîìà f(x) = ax2 + bx + c ∈ R[x], a ̸= 0, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
D(f) = b2 − 4ac, i ïîëiíîì f(x) íå ìà¹ êîðåíiâ â R òîäi é ëèøå òîäi, êîëè D(f) < 0.

Òåîðåìà 9.42. Â êiëüöi R[x] íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè ¹ ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ òà êâàäðàòíi òðè-

÷ëåíè ç âiä'¹ìíèìè äèñêðèìiíàíòàìè i òiëüêè âîíè.

Äîâåäåííÿ. Íåçâiäíiñòü âêàçàíèõ ïîëiíîìiâ î÷åâèäíà (äèâ. òâåðäæåííÿ 9.17). Ïîêàæåìî, ùî iíøèõ
íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ â R[x] íåìà¹.

Íåõàé f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ∈ R[x] � íåçâiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ n > 1. Òîäi âií íå ìà¹

êîðåíiâ â R, àëå çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìà¹ êîðiíü z ∈ C. Â òàêîìó âèïàäêó z ̸= z (îñêiëüêè
z /∈ R), i òîìó z � òàêîæ ¹ êîðåíåì f(x), îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 8.5 ìà¹ìî

0 = 0 = a0 + a1z + . . .+ anzn = a0 + a1z + . . .+ anz
n = a0 + a1z + . . .+ anz

n = f(z).

Òîäi çà òåîðåìîþ Áåçó ïîëiíîì f(x) äiëèòüñÿ ó êiëüöi C[x] íà äâà ïîëiíîìè x− z i x− z, à îñêiëüêè
öi ïîëiíîìè âçà¹ìíî ïðîñòi, òî çà òåîðåìîþ 9.13 (3) ïîëiíîì f(x) äiëèòüñÿ íà g(x) = (x − z)(x − z).
Îñêiëüêè g(x) = x2− (z+z)x+zz � òàêîæ ïîëiíîì ç R[x], òî g(x) äiëèòü f(x) â R[x]. Îñêiëüêè ó f(x)
íåìà¹ âëàñíèõ äiëüíèêiâ â R[x], òî f(x) àñîöiéîâàíèé ç g(x). ßê íàñëiäîê, f(x) � ïîëiíîì ñòåïåíÿ 2,
i îñêiëüêè éîãî êîðåíi â C íå íàëåæàòü R, òî D(f) < 0.

Íàñëiäîê 9.43. Áóäü-ÿêèé ïîëiíîì íåïàðíîãî ñòåïåíÿ iç R[x] ìà¹ êîðiíü â R.
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9.11. Ïîëiíîìè íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè

Çíà÷íî áiëüø ñêëàäíiøå âëàøòîâàíi ïîëiíîìè â Q[x]. Ïîâíîãî ¨õ îïèñó íå iñíó¹, àëå ìîæíà âêàçàòè
äåÿêi ÷èìàëi êëàñè òàêèõ ïîëiíîìiâ. Îäèí ç îñíîâíèõ ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ ìîæëèâîñòåé ðîçêëàäàííÿ
ïîëiíîìiâ ç Q[x] íà ìíîæíèêè ïîëÿãà¹ â çâåäåííi çàäà÷i äî ðîçêëàäàííÿ ïîëiíîìiâ â êiëüöi Z[x].

Îçíà÷åííÿ 9.25. Ïîëiíîì h(x) = c0+c1x+ . . .+cnx
n ñòåïåíÿ n > 0 ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè íàçâåìî

ïðèìiòèâíèì, ÿêùî cn > 0 i (c0, c1, . . . , cn) = 1.

Òâåðäæåííÿ 9.44. Äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ïîëiíîìà f(x) ∈ Q[x] â êiëüöi Z[x] iñíó¹ ¹äèíèé àñî-

öiéîâàíèé ç íèì ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì f∗(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî deg f(x) = n, òî f(x) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi f(x) = a0
b0

+ a1
b1
x + . . . + an

bn
xn,

äå ai ∈ Z, bi ∈ N äëÿ i ∈ 0, n. Íåõàé c � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå åëåìåíòiâ b0, b1, . . . , bn. Òîäi
c · f(x) = c0 + c1x + . . . + cnx

n � ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, i ÿêùî d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê åëåìåíòiâ c0, c1, . . . , cn, òî, î÷åâèäíî, øóêàíèé ïîëiíîì ìà¹ âèãëÿä f∗(x) = ± c

df(x) (äå çíàê
âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì êîåôiöi¹íòà cn). ßêùî h(x) ùå îäèí ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì ç Z[x], àñîöiéîâàíèé
ç f(x), òî âií àñîöiéîâàíèé i ç f∗(x) i h(x) = u

v f
∗(x), äå u, v ∈ N. Òîäi vh(x) = uf∗(x), i, îñêiëüêè ÍÑÄ

êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ uf∗(x) i vh(x) ðiâíi, âiäïîâiäíî, u òà v, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî
u = v, òîáòî h(x) = f∗(x).

Ëåìà 9.45 (Ãàóñ). Äîáóòîê ïðèìiòèâíèõ ïîëiíîìiâ g∗(x) i h∗(x) ¹ ïðèìiòèâíèì ïîëiíîìîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g∗(x) =
∑
i>0

bix
i, h∗(x) =

∑
i>0

cix
i i g∗(x) · h∗(x) =

∑
i>0

dix
i. Äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p ∈ N õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ di íå äiëèòüñÿ íà p. Îñêiëüêè g∗(x) i h∗(x) �
ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè, òî ìîæíà âèáðàòè òàêå íàéìåíøå k ∈ N0, ùî p íå äiëèòü bk i òàêå íàéìåíøå
l ∈ N0, ùî p íå äiëèòü cl. Òîäi dk+l íå äiëèòüñÿ íà p, îñêiëüêè dk+l = (b0ck+l + . . .+ bk−1cl+1) + bkcl +
(bk+1cl−1 + . . . + bk+lc0) i äâà, âèäiëåíi äóæêàìè, äîäàíêè â öié ñóìi äiëÿòüñÿ íà p, à äîäàíîê bkcl,
çðîçóìiëî, íà p íå äiëèòüñÿ.

Òåîðåìà 9.46. ßêùî f(x), g(x), h(x) ∈ Q(x)\{0} i f(x) = g(x) · h(x), òî f∗(x) = g∗(x) · h∗(x).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè g∗(x), h∗(x) � ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè, àñîöiéîâàíi, âiäïîâiäíî, ç g(x) i h(x), òî
çà ëåìîþ 9.45 äîáóòîê g∗(x) · h∗(x) � ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì, àñîöiéîâàíèé ç ïîëiíîìîì g(x) · h(x) =
f(x).

Íàñëiäîê 9.47. Ïîëiíîì f(x) ∈ Z[x] ñòåïåíÿ > 1 íåçâiäíèé â êiëüöi Q[x] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií

íåçâiäíèé â êiëüöi Z[x] (òîáòî íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â Z[x] íà ìíîæíèêè ìåíøèõ ñòåïåíiâ).

Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî f(x) = kf∗(x), äå k ∈ Z.

Íàñëiäîê 9.48. Íåõàé f(x) � ïîëiíîì ñòåïåíÿ n > 0 iç Q[x] i f∗(x) = a∗0 + a∗1x + . . . + a∗nx
n �

àñîöiéîâàíèé ç f(x) ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì. ßêùî c = u
v ∈ Q, äå u ∈ Z, v ∈ N, (u, v) = 1, ¹ êîðåíåì

f(x), òî v äiëèòü a∗n, u äiëèòü a∗0 i mv − u äiëèòü f∗(m) äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ Z, çîêðåìà v − u äiëèòü

f∗(1) i v + u äiëèòü f∗(−1).

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàóâàæèòè, ùî f∗(x) = (x− c)∗ h∗(x) äëÿ âiäïîâiäíîãî ïðèìiòèâíîãî h∗(x) ∈ Z[x]
i (x− c)∗ = vx− u.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ m ∈ N i c ∈ Z ÷åðåç rm(c) ïîçíà÷èìî îñòà÷ó âiä äiëåííÿ c íà m, ÿêó ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê åëåìåíò êiëüöÿ Zm. Îïåðàöi¨ â êiëüöi ïîëiíîìiâ Zm[x] ïîçíà÷èìî ñèìâîëàìè ⊕ i ⊗.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìà f(x) =

∑
i>0

aix
i ∈ Z[x] ÷åðåç rm

(
f(x)

)
ïîçíà÷èìî ïîëiíîì ç Zm[x] âèãëÿäó∑

i>0
rm(ai)x

i. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïîëiíîìiâ g(x), h(x) ∈ Z[x] âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿ rm
(
g(x) · h(x)

)
= rm

(
g(x)

)
⊗rm

(
h(x)

)
.

301



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

Íàñëiäîê 9.49. ßêùî f(x) ∈ Q[x] � çâiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ n i a∗nx
n � ñòàðøèé ÷ëåí ïîëiíîìà

f∗(x), òî äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî p ∈ N, ÿêèé íå äiëèòü a∗n, ïîëiíîì rp
(
f∗(x)

)
çâiäíèé ó êiëüöi Zp[x].

Äîâåäåííÿ. ßêùî f(x) = g(x)h(x), äå deg g(x) = k ∈ 1, n− 1, òî rp
(
f∗(x)

)
= rp

(
g∗(x)

)
⊗ rp

(
h∗(x)

)
,

ïðè÷îìó, îñêiëüêè p íå äiëèòü a∗n, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî p íå äiëèòü b∗k i ùî deg rp
(
f∗(x)

)
= n,

deg rp
(
g∗(x)

)
= k.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ i ïåðåâiðêè
íåçâiäíîñòi ïîëiíîìiâ ç Q[x].

Ïðèêëàäè 9.12. 1. Çíàéäåìî ðàöiîíàëüíi êîðåíi ïîëiíîìà f(x) = x3 − 3
2x − 3

2 . Çàóâàæèìî, ùî f∗(x) =
2x3−3x−3 i ÿêùî åëåìåíò c = u

v ∈ Q, äå u ∈ Z, v ∈ N, (u, v) = 1, ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x), òî çà íàñëiäêîì 9.48
åëåìåíò u äiëèòü 3 i åëåìåíò v äiëèòü 2, òîáòî c ∈ {±3, ±1, ± 1

2 , ±
3
2 }. Êðiì òîãî, ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ v − u äiëèòü f∗(1) = −4 i v + u äiëèòü f∗(−1) = −2, òîìó çàëèøà¹òüñÿ ëèøå îäèí êàíäèäàò â
êîðåíi f(x): c = −3. Àëå f(−3) = −24 ̸= 0 i òîìó ïîëiíîì f(x) íå ìà¹ êîðåíiâ â Q. Çâiäñè çà òâåðäæåííÿì 9.17
âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî f(x) íåçâiäíèé íàä Q.

2. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ íåçâiäíèì ïîëiíîì f(x) = x4 + 3
7x

3 + 3x2 + 4
7x + 5 ∈ Q[x]. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñëiäêîì 9.49.

Îòðèìó¹ìî f(x) = 7x4 + 3x3 + 21x2 + 4x + 35. Áóäåìî ïåðåáèðàòè ïðîñòi ÷èñëà p ̸= 7. Äëÿ p = 2 ìà¹ìî:
r2
(
f∗(x)

)
= x4 + x3 + x2 +1 � çâiäíèé ïîëiíîì â Z2[x]: r2

(
f∗(x)

)
= (x+1)⊗ (x3 + x+1). Äëÿ p = 3 îòðèìó¹ìî:

r3
(
f∗(x)

)
= x4 + x + 2 ∈ Z3[x]. Öåé ïîëiíîì íåçâiäíèé íàä Z3, îñêiëüêè âií íå ìà¹ êîðåíiâ â Z3 i íå äiëèòüñÿ

íi íà îäèí ç òðüîõ iñíóþ÷èõ â Z3[x] íåçâiäíèõ óíiòàðíèõ ïîëiíîìà ñòåïåíÿ 2: x2 + 1, x3 + x + 2, x2 + 2x +
2 (áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà). Îòæå, ïîëiíîì f(x) íåçâiäíèé íàä Q. Äëÿ äîâåäåííÿ íåçâiäíîñòi f(x) ìîæíà i
íå ïåðåêîíóâàòèñÿ â íåçâiäíîñòi r3

(
f(x)

)
, à çàóâàæèòè ëèøå, ùî r3

(
f(x)

)
íå ìà¹ êîðåíiâ â Z3, îñêiëüêè ç

äîñëiäæåííÿ ïîëiíîìà r2
(
f(x)

)
âèïëèâà¹, ùî ÿêùî f(x) çâiäíèé, òî âií ìà¹ äiëüíèê ïåðøîãî ñòåïåíÿ.

Çàóâàæåííÿ 9.11. Ìåòîä ïåðåâiðêè íåçâiäíîñòi ïîëiíîìiâ ç êiëüöÿ Q[x], ùî âèïëèâà¹ ç íàñëiä-
êó 9.49, íå ¹ óíiâåðñàëüíèì ó òîìó ñåíñi, ùî iñíóþòü òàêi óíiòàðíi íåçâiäíi ïîëiíîìè f(x) ∈ Z[x],
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p ∈ N ïîëiíîì rp

(
f(x)

)
çâiäíèé íàä Zp. Íàïðèêëàä, òàêèì ¹ ïîëiíîì

x4 − 10x2 + 1.

Íà çàâåðøåííÿ äîâåäåìî îäíó øèðîêî âèêîðèñòîâóâàíó îçíàêó (òåîðåìó Åéçåíøòåéíà2) íåçâiäíî-
ñòi ïîëiíîìiâ íàä Q.

Òåîðåìà 9.50 (Åéçåíøòåéí). Íåõàé f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ∈ Z[x], n > 0, i äëÿ äåÿêîãî

ïðîñòîãî p ∈ N âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

p íå äiëèòü an; (9.36)

p äiëèòü ai, i = 0, n− 1; (9.37)

p2 íå äiëèòü a0. (9.38)

Òîäi ïîëiíîì f(x) íåçâiäíèé íàä Q.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîëiíîì f(x) çâiäíèé â Q[x], òî çà íàñëiäêîì 9.47 iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè g(x),
h(x) ∈ Z[x], ùî f(x) = g(x) · h(x), deg g(x) = k ∈ 1, n, deg h(x) = l ∈ 1, n, k + l = n. Ç (9.36), (9.37)
âèïëèâà¹, ùî ïîëiíîì rp

(
f(x)

)
∈ Zp[x] ìà¹ âèãëÿä rp

(
f(x)

)
= rp(an)x

n, rp(an) ̸= 0. Çâiäñè, çâàæàþ÷è
íà ðiâíiñòü rp

(
f(x)

)
= rp

(
g(x)

)
⊗rp

(
h(x)

)
â Zp[x], îòðèìó¹ìî: rp

(
g(x)

)
= rp(bk)x

k, rp
(
h(x)

)
= rp(cl)x

l.
Îñêiëüêè k > 1, l > 1, òî ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî p äiëèòü b0 i p äiëèòü c0. Àëå òîäi p2

äiëèòü a0, îñêiëüêè a0 = b0c0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (9.38).

Âàæëèâå çíà÷åííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ íå òiëüêè â òîìó, ùî âîíà äîçâîëÿ¹ ïðîñòî äîâîäèòè
íåçâiäiíñòü äåÿêèõ ïîëiíîìiâ, àëå i â òîìó, ùî âîíà äà¹ ìîæëèâiñòü ¨õ ëåãêî áóäóâàòè. Çîêðåìà, ç íå¨
âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò, ùî ïîêàçó¹ ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ìíîæèíè íåçâiäíèõ
ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì Q i ìíîæèí íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ íàä ïîëÿìè R i C.

2Ôåðäiíàíä Ãîòòõîëüä Ìàêñ Ýéçåíøòåéí (íiì. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein; 16 êâiòíÿ 1823 � 11 æîâòíÿ 1852)
� íiìåöüêèé ìàòåìàòèê.
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9.11. Ïîëiíîìè íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè

Íàñëiäîê 9.51. Íàä ïîëåì Q iñíóþòü íåçâiäíi ïîëiíîìè áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n.

Äîâåäåííÿ. Íàïðèêëàä, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p ∈ N ïîëiíîì xn − p íåçâiäíèé íàä Q.

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíèé ïðèêëàä iñòîòíî ïiäñèëþ¹ âiäîìå iç ñåðåäíüî¨ øêîëè òâåðäæåííÿ ïðî
iððàöiîíàëüíiñòü ÷èñëà n

√
p.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ó êíèçi [13] âèêëàäåíî ìåòîä Êðîíåêåðà, ÿêèé äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè çâiäíèé
÷è íi ïîëiíîì íàä Q i, ó âèïàäêó çâiäíîñòi, îòðèìàòè éîãî êàíîíi÷íå ðîçêëàäàííÿ.

Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè f(x) ìà¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü c. ßêùî c ∈ R, òî x− c äiëèòü f(x).
ßêùî c ∈ C\R, òî êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) áóäå i ñïðÿæåíå ÷èñëî c. Äiéñíî, ïåðåõîäÿ÷è äî ñïðÿæåíèõ
÷èñåë â ðiâíîñòi a0+a1c+ . . .+ancn = 0, i âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 8.5 i òîé ôàêò, ùî ai = ai äëÿ
0 ≤ i ≤ n, îäåðæèìî a0+a1c+· · ·+ancn = 0, òîáòî f(c) = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(x) äiëèòüñÿ íà x−c
i íà x−c, àëå x−c i x−c âçà¹ìíî ïðîñòi. Îòæå, f(x) äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì (x−c)(x−c) = x2−(c+c)x+cc,
êîåôiöi¹íòè ÿêîãî, î÷åâèäíî, äiéñíi.

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ iç F[x] (òîáòî íàä ïîëåì F = R äiéñíèõ ÷èñåë).

Ëåìà 9.52. ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) ∈ C[x], òî z òàêîæ ¹ êîðåíåì öüîãî

ïîëiíîìà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0, ai ∈ R.

Òîäi f(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0 = 0. Îñêiëüêè (z1 + z2) = z1 + z2, (z1 · z2) = z1 · z2, òî

0 = 0 = anzn + · · ·+ a1z + a0 =

= anz
n + · · ·+ a1z + a0 =

= anz
n + · · ·+ a1z + a0 = f(z).

Ëåìà 9.53. ßêùî z ∈ C \ R (òîáòî z ̸= z), òî

ÍÑÄ(x− z, x− z) = 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî d(x) = ÍÑÄ(x − z, x − z), òî àáî deg d(x) = 0 (òîáòî d(x) = 1), àáî deg d(x) = 1.
ßêùî deg d(x) = 1, òî

(x− z) = d(x) · c, (x− z) = d(x) · d, c, d ∈ C

òîáòî
d(x) = c−1(x− z) = d−1(x− z).

Òîìó c−1 = d−1, c−1z = d−1z, òîáòî z = z, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Íàñëiäîê 9.54. ßêùî f(x) ∈ R[x], z ∈ C \ R, f(z) = 0, òî

f(x) = φ(x)q(x),

äå φ(x) = (x− z)(x− z) = x2 − (z + z)x+ zz ∈ R[x], q(x) ∈ R[x].

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f(z) = 0, òî f(z) = 0. Òîäi

f(x) = (x− z)q1(x)

äiëèòüñÿ íà (x− z), àëå x− z i x− z âçà¹ìíî ïðîñòi (îñêiëüêè z ̸= z), à òîìó

f(x) = (x− z)(x− z)q(x).

Îñêiëüêè f(x), (x− z)(x− z) ∈ R[x], òî q(x) ∈ R[x].
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Ðîçäië 9. Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

Ëåìà 9.55. ßêùî f(x) ∈ R[x], z ∈ C \ R, f(z) = 0, òî êðàòíîñòi êîðåíiâ z i z ó ïîëiíîìi f(x)
ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êðàòíiñòü êîðåíiâ z òà z äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî k òà l. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå,
ùî k > l (ñèìåòðè÷íî, k < l, i òîäi âðàõó¹ìî, ùî z = z ). Òîäi äëÿ φ(x) = (x− z)(x− z) ìà¹ìî

f(x) = (x− z)k(x− z)lq(x) = φ(x)l(x− z)k−lq(x), q(z) ̸= 0, q(z) ̸= 0.

Òîäi f ′(x) = (x− z)k−lq(x) ∈ R[x] (ÿê ÷àñòêà âiä äiëåííÿ äâîõ ïîëiíîìiâ iç R[x]: f(x) íà φ(x)l ), ïðîòå
f ′(z) = 0, àëå f ′(z) = (z − z)k−lq(z) ̸= 0, ùî ñóïåðå÷èòü íàøié òåîðåìi äëÿ f ′(x) ∈ R[x].

Íàñëiäîê 9.56. Êîìïëåêñíi êîðåíi, ÿêi íå ¹ äiéñíèìè, ïîïàðíî ñïðÿæåíi.

Íàñëiäîê 9.57. (ïðî ðîçêëàä íà íåçâiäíi ïîëiíîìè íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë). Íåçâiäíi

ïîëiíîìè íàä R � öå ïîëiíîìè 1-ãî ñòåïåíÿ i ïîëiíîìè 2-ãî ñòåïåíÿ áåç äiéñíèõ ÷èñåë. Êîæåí ïîëiíîìè

f(x) ∈ R[x], deg f(x) > 1, çîáðàæó¹òüñÿ (ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñïiâìíîæíèêiâ)

ó âèãëÿäi äîáóòêó êîíñòàíòè a ∈ R, ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (x−α), α ∈ R, i ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (x−z)(x−z),
äå z ∈ C \ R ç âiäïîâiäíèì ïàði ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ z i z. Äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi âèïëèâà¹ iç ¹äèíîñòi

ðîçêëàäó íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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