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Ðîçäië 4.

Àðèôìåòè÷íèé ÷èñëîâèé âåêòîðíèé

ïðîñòið

Äëÿ ïîáóäîâè çàãàëüíî¨ òåîði¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåäîñòàòíüî òîãî àïàðàòó, ÿêèé ìè ðîç-
ãëÿíóëè ðàíiøå. Îêðiì ìàòðèöü, ìè áóäåìî çìóøåíi âèêîðèñòîâóâàòè íîâå ïîíÿòòÿ (ÿêå âèêëèêà¹,
ìîæëèâî, ùå áiëüøó çàãàëüíîìàòåìàòè÷íó öiêàâiñòü), à ñàìå � ïîíÿòòÿ áàãàòîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó.

4.1. Âåêòîðè òà ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä íèìè

Íåõàé n � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 4.1. n-âèìiðíèì ÷èñëîâèì âåêòîðîì íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü n äiéñíèõ
÷èñåë

(a1, a2, . . . , an),

äå ai ∈ R (i = 1, 2, . . . , n); ïðè öüîìó ÷èñëà ai íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè çàäàíîãî âåêòîðà.

Âåêòîðè ïîçíà÷àòèìåìî ìàëèìè ëàòèíñüêèìè áóêâàìè a⃗, b⃗, c⃗, . . . i çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿäi
âåêòîð-ðÿäêà àáî âåêòîð-ñòîâïöÿ:

a⃗ = (a1, . . . , an) àáî a⃗⊤ =

a1...
an


(òóò iíäåêñ ¾⊤¿ îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ; ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ ìè äîìîâèìîñÿ éîãî îïóñêàòè, òîáòî
ñèìâîë a⃗ îçíà÷àòèìå âåêòîð-ðÿäîê àáî âåêòîð-ñòîâï÷èê çàëåæíî âiä êîíòåêñòó).

Îçíà÷åííÿ 4.2. Âåêòîð, óñi êîîðäèíàòè ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ, íàçèâàþòü íóëüîâèì (íóëü-âåêòî-
ðîì) i ïîçíà÷àþòü o⃗ = (0, 0, . . . , 0).

Ïðèêëàä 4.1. a⃗ = ( 1, 3
4 , −2 ) � 3-âèìiðíèé âåêòîð, b⃗ = (

√
4, −3, − 1

2 , 9 ) � 4-âèìiðíèé âåêòîð, o⃗ = ( 0, 0 ) �
2-âèìiðíèé íóëüîâèé âåêòîð.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Äâà n-âèìiðíi âåêòîðè a⃗ = (a1, . . . , an) òà b⃗ = (b1, . . . , bn) ââàæàòèìåìî ðiâíèìè,
ÿêùî ¨õíi âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè ðiâíi, òîáòî ai = bi äëÿ âñiõ i ∈ 1, n.

Ïðèêëàä 4.2. ßêùî a⃗ = ( 3, 4, −2 ), b⃗ = ( 3, 4, −2 ), c⃗ = ( 1, 4, −2 ), òî a⃗ = b⃗, a⃗ ̸= c⃗ i b⃗ ̸= c⃗.

Îçíà÷èìî ëiíiéíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ âåêòîðiâ íà ñêàëÿðè.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Ñóìîþ äâîõ n-âèìiðíèõ ÷èñëîâèõ âåêòîðiâ a⃗ = (a1, . . . , an) òà b⃗ = (b1, . . . , bn)
íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð a⃗+ b⃗, êîæíà êîîðäèíàòà ÿêîãî ¹ ñóìîþ âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗ :

a⃗+ b⃗ = ( a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn ). (4.1)
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Îçíà÷åííÿ 4.5. Äîáóòêîì âåêòîðà a⃗ = (a1, . . . , an) íà äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð
λa⃗, êîæíà êîîðäèíàòà ÿêîãî ¹ äîáóòêîì âiäïîâiäíî¨ êîîðäèíàòè âåêòîðà a⃗ íà λ:

λ · a⃗ = (λa1, λ a2, . . . , λ an ). (4.2)

Ïðèêëàä 4.3. Íåõàé a⃗ = (7, 3,−2), b⃗ = (4,−3,−1). Òîäi

a⃗+ b⃗ = (7, 3,−2) + (4,−3,−1) = (11, 0,−3),

10 · a⃗ = 10 · (7, 3,−2) = (70, 30,−20).

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ äîâiëüíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ òà áóäü-ÿêèõ ñêàëÿðiâ λ, µ ∈ R âèêî-

íóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

(1) a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗;

(2) a⃗+ o⃗ = o⃗+ a⃗ = a⃗;

(3) a⃗+ (−a⃗) = −a⃗+ a⃗ = o⃗;

(4) a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;

(5) λ · (µ · a⃗) = (λ · µ) · a⃗;
(6) λ · (⃗a+ b⃗) = λ · a⃗+ λ · b⃗;
(7) (λ+ µ) · a⃗ = λ · a⃗+ µ · a⃗;
(8) 1 · a⃗ = a⃗, äå 1 ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi öi âëàñòèâîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî, òî äîâåäåìî òiëüêè, íàïðèêëàä, ÷åò-
âåðòó òà ñüîìó.

Íåõàé a⃗ = (a1, a2, . . . , an), b⃗ = (b1, b2, . . . , bn). Òîäi

a⃗+ b⃗ = (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) =

= {ai òà bi � äiéñíi ÷èñëà, à äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ai + bi = bi + ai.} =

= (b1 + a1, b2 + a2, . . . , bn + an) = (b1, b2, . . . , bn) + (a1, a2, . . . , an) = b⃗+ a⃗.

Íåõàé a⃗ = (a1, a2, . . . , an). Òîäi

(λ+ µ) · a⃗ = (λ+ µ) ·
(
a1, a2, . . . , an

)
=
(
(λ+ µ)a1, (λ+ µ)a2, . . . , (λ+ µ)an

)
=

= (λa1 + µa1, λa2 + µa2, . . . , λan + µan) = (λa1, λa2, . . . , λan) + (µa1, µa2, . . . , µan) =

= λ · (a1, a2, . . . , an) + µ · (a1, a2, . . . , an) = λ · a⃗+ µ · a⃗,

ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.

Îçíà÷åííÿ 4.6. Ìíîæèíó âñiõ n-âèìiðíèõ ÷èñëîâèõ âåêòîðiâ, íà ÿêié âèçíà÷åíî ëiíiéíi îïåðàöi¨ äî-
äàâàííÿ âåêòîðiâ (4.1) òà ìíîæåííÿ âåêòîðiâ íà ñêàëÿðè (4.2), íàçèâàþòü n-âèìiðíèì àðèôìåòè÷íèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì i ïîçíà÷àþòü Rn,

Rn =
{
a⃗ = (a1, . . . , an) | ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , n

}
.

4.2. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ

Íåõàé a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k � âåêòîðè ïðîñòîðó Rn.

Îçíà÷åííÿ 4.7. Âåêòîð
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αka⃗k,

136



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

4.2. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ

äå α1, α2, . . . , αk � äiéñíi ÷èñëà, íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a⃗i ç ÷èñëîâèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè αi, i = 1, 2, . . . , n. Ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k íàçèâàþòü
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ öèõ âåêòîðiâ i ïîçíà÷àþòü ⟨⃗a1, a⃗2, . . . , a⃗k⟩, òîáòî

⟨⃗a1, a⃗2, . . . , a⃗k⟩ =
{
α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αka⃗k | a⃗i ∈ Rn, αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , k

}
.

Êàæóòü, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà ⟨⃗a1, a⃗2, . . . , a⃗k⟩ ïîðîäæåíà âåêòîðàìè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k àáî íàòÿãíóòà íà
âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k.

Îçíà÷åííÿ 4.8. Âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k, ÿêùî iñíóþòü òàêi
ñêàëÿðè β1, β2, . . . , βn ∈ R, ùî

b⃗ = β1a⃗1 + β2a⃗2 + · · ·+ βka⃗k.

Ïðèêëàäè 4.4. 1. Âåêòîð b⃗ = (−5, 3, 4 ) ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1 = ( 1, 0, 3 ), a⃗2 = (−2, 1, 1 ),

a⃗3 = ( 2, −1, 1 ), îñêiëüêè b⃗ = a⃗1 + 2a⃗2 − a⃗3.

2. ×àñòêîâèì âèïàäêîì ïîíÿòòÿ ëiíiéíîãî âèðàæåííÿ âåêòîðiâ ¹ âèïàäîê ïðîïîðöiéíîñòi âåêòîðiâ. Âåêòîð b⃗
íàçèâà¹òüñÿ ïðîïîðöiéíèì äî âåêòîðà a⃗, ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî β, ùî b⃗ = βa⃗. Íóëüîâèé âåêòîð ïðîïîðöiéíèé
äîâiëüíîìó âåêòîðó a⃗, îñêiëüêè o⃗ = 0 · a⃗. ßêùî æ âåêòîð b⃗ íåíóëüîâèé i b⃗ = βa⃗, òî β ̸= 0, à òîìó a⃗ = 1

β b⃗, òîáòî

äëÿ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ ïðîïîðöiéíiñòü âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñèìåòðè÷íîñòi. Íàïðèêëàä, âåêòîð a⃗ = (−1, 3, 2)

ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó b⃗ = (−3, 9, 6), îñêiëüêè b⃗ = 3 · a⃗ àáî, ùî òå ñàìå, a⃗ = 1
3 · b⃗. Àíàëîãi÷íî, çàäàíèé âåêòîð

a⃗ = (−1, 3, 2) íå ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó c⃗ = (2,−1, 3), îñêiëüêè ðiâíiñòü c⃗ = γ · a⃗ íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè æîäíîìó
çíà÷åííi ÷èñëà γ.

Îçíà÷åííÿ 4.9. Ñèñòåìó âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ïðîñòîðó Rn íàçèâàþòü ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî
ðiâíiñòü

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λka⃗k = o⃗ (4.3)

âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á ïðè îäíîìó íåíóëüîâîìó ñêàëÿði λi ∈ R\{0}, i ∈ 1, n; ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðè-
òèìåìî, ùî ëiíiéíà çàëåæíiñòü (4.3) íåòðèâiàëüíà.

ßêùî æ ðiâíiñòü (4.3) ìîæëèâà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè λ1 = λ2 = · · · = λk = 0, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ (âiäïîâiäíî ëiíiéíà çàëåæíiñòü (4.3) ¹ òðèâiàëüíîþ).

Ïðèêëàäè 4.5. 1. Ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà a⃗, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè
ðiâíiñòü

λ · a⃗ = o⃗

ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè λ = 0. Àíàëîãi÷íî, ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íóëüîâîãî âåêòîðà o⃗, ¹ ëiíiéíî
çàëåæíîþ, îñêiëüêè ðiâíiñòü

λ · o⃗ = o⃗

ìîæëèâà ïðè äîâiëüíîìó íåíóëüîâîìó λ ∈ R.

2. Áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ùî ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð o⃗, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Äiéñíî, ëiíiéíà çàëåæíiñòü
ñèñòåìè âåêòîðiâ o⃗, a⃗2, a⃗3, . . . , a⃗k âèïëèâà¹ ç ïðàâèëüíîñòi òàêî¨ íåòðèâiàëüíî¨ çàëåæíîñòi

λ1 · o⃗+ 0 · a⃗2 + 0 · a⃗2 + · · ·+ 0 · a⃗k = o⃗,

äå λ1, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì íåíóëüîâèì ÷èñëîì.

3. Áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ùî ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi (àáî ðiâíi) âåêòîðè, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Äîâåäåííÿ
àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, à òîìó ïðîïîíó¹ìî âèêîíàòè éîãî ñàìîñòiéíî.

4. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1 = (1, 1, 2), a⃗2 = (1, 1, 1), a⃗3 = (4, 4, 7) ∈ R3 ëiíiéíî çàëåæíîþ ÷è ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ. Äëÿ öüîãî ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëü-âåêòîðà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ öèõ âåêòîðiâ

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + λ3a⃗3 = o⃗ (4.4)

i çíàéäåìî ñêàëÿðè λ1, λ2, λ3, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü öþ ðiâíiñòü. ßêùî ñåðåä öèõ ñêàëÿðiâ iñíóâàòèìå õî÷à á
îäèí íåíóëüîâèé, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, a⃗3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. ßêùî æ ðiâíiñòü (4.4) çàäîâîëüíÿ¹ òiëüêè
íóëüîâèé íàáið ñêàëÿðiâ λ1, λ2, λ3, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, a⃗3 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

137



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 4. Àðèôìåòè÷íèé ÷èñëîâèé âåêòîðíèé ïðîñòið

Îòîæ, ïiäñòàâèâøè â ðiâíîñòi (4.4) çàìiñòü âåêòîðiâ ¨õíi êîîðäèíàòè (ó âèãëÿäi âåêòîð-ñòîâï÷èêà, äëÿ
çðó÷íîñòi), îòðèìà¹ìî

λ1 ·

1
1
2

+ λ2 ·

1
1
1

+ λ3 ·

4
4
7

 =

0
0
0

 ,

òîáòî, âèêîíàâøè ïîòðiáíi ëiíiéíi îïåðàöi¨,1 · λ1 + 1 · λ2 + 4 · λ3
1 · λ1 + 1 · λ2 + 4 · λ3
2 · λ1 + 1 · λ2 + 7 · λ3

 =

0
0
0

 .

Çâiäñè, ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè âåêòîð-ñòîâï÷èêiâ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü: 

1 · λ1 + 1 · λ2 + 4 · λ3 = 0,

1 · λ1 + 1 · λ2 + 4 · λ3 = 0,

2 · λ1 + 1 · λ2 + 7 · λ3 = 0.

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä Ãàóñà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè: îñêiëüêè ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè çàäîâîëüíÿ¹ òàêèé
ëàíöþã åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü 1 1 4 0

1 1 4 0
2 1 7 0

 ∼

 1 1 4 0
0 0 0 0
0 −1 −1 0

 ∼

 1 1 4 0
0 −1 −1 0
0 0 0 0

 ,

òî çàäàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà òàêié ñõiä÷àñòié ñèñòåìi{
1 · λ1 + 1 · λ2 + 4 · λ3 = 0,

−1 · λ2 − 1 · λ3 = 0.

Îòðèìàíèé âèãëÿä ñõiä÷àñòî¨ ñèñòåìè (êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìåíøà çà êiëüêiñòü íåâiäîìèõ) óæå ãîâîðèòü ïðî òå,
ùî ñåðåä ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ áóäóòü íåíóëüîâi. Çíàéäåìî ¨õ: ñïî÷àòêó, âçÿâøè çìiííó λ3 â ðîëi âiëüíî¨, à çìiííi λ1
òà λ2 � â ðîëi ãîëîâíèõ, çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê λ1 = −3 · λ3,

λ2 = −λ3,
λ3 ∈ R,

à ïîòiì çâiäñè îòðèìà¹ìî ÷àñòêîâèé íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (íàïðèêëàä, ïðè λ3 = 1) λ1 = −3,
λ2 = −1,
λ3 = 1.

Îòæå, ìè çíàéøëè íåíóëüîâèé íàáið ñêàëÿðiâ λ1 = −3, λ2 = −1, λ3 = 1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (4.4),

−3 · a⃗1 − 1 · a⃗2 + 1 · a⃗3 = o⃗,

à òîìó çàäàíi âåêòîðè a⃗1, a⃗2, a⃗3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè çà îçíà÷åííÿì.

5. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1 = (1, 1), a⃗2 = (0, 1) ∈ R2 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, îñêiëüêè ðiâíiñòü

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 = o⃗

ìîæëèâà ëèøå çà óìîâè, ùî λ1 = λ2 = 0. Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïðîâiâøè äîñëiäæåííÿ, àíàëîãi÷íi òèì,
ÿêi áóëè ïðîâåäåíi ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Äiéñíî,

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 = λ1 ·
(
1
1

)
+ λ2 ·

(
0
1

)
=

(
λ1

λ1 + λ2

)
=

(
0
0

)
,

à òîìó {
λ1 = 0,

λ1 + λ2 = 0,

çâiäêè λ1 = λ2 = 0, ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.
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4.3. Ëåìè ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü

Çàóâàæåííÿ 4.1. Âëàñòèâiñòü âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k áóòè ëiíiéíî çàëåæíèìè ÷è íåçàëåæíèìè æî-
äíèì ÷èíîì íå ïîâ'ÿçàíà ç ïîðÿäêîì ðîçãëÿäó öèõ âåêòîðiâ, îñêiëüêè ñêëàäîâi λia⃗i ó ðiâíîñòi (4.3)
ìîæóòü áóòè ïåðåñòàâëåíi äîâiëüíèì ÷èíîì.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàæëèâèé ïðèêëàä ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ � îäèíè÷íi âåêòîðè.

Îçíà÷åííÿ 4.10. Îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè ïðîñòîðó Rn íàçèâàþòü âåêòîðè

e⃗1 = (1, 0, . . . , 0), e⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e⃗n = (0, . . . , 0, 1).

Çàóâàæåííÿ 4.2. 1. Îäèíè÷íi âåêòîðè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Äiéñíî, ç ñïiââiäíîøåííÿ

λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + · · ·+ λne⃗n = λ1


1
0
· · ·
0

+ λ2


0
1
· · ·
0

+ · · ·+ λn


0
0
· · ·
1

 =


λ1
λ2
· · ·
λn

 =


0
0
· · ·
0


âèïëèâà¹, ùî λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, à, îòæå, ðiâíiñòü λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + · · · + λne⃗n = o⃗ ïðàâèëüíà ëèøå
ïðè íóëüîâîìó íàáîði ñêàëÿðiâ.

2. Äîâiëüíèé âåêòîð a⃗ = (a1, . . . , an) ∈ Rn ìîæíà çàïèñàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ îäèíè÷íèõ
âåêòîðiâ :

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + · · ·+ ane⃗n.

4.3. Ëåìè ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü

Ëåìà 4.2. ßêùî õî÷à á îäíà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà, òî i âñÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ

ëiíiéíî çàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, íàïðèêëàä, ïåðøi s âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗s ñèñòåìè a⃗1, . . . , a⃗k (s < k) ëiíiéíî çàëåæíi,
òîáòî ðiâíiñòü

λ1a⃗1 + · · ·+ λsa⃗s = o⃗

âèêîíó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó íåíóëüîâîìó íàáîði ñêàëÿðiâ λ1, . . . , λs. Òîäi, ïðèéíÿâøè

λs+1 = λs+2 = · · · = λk = 0,

îòðèìà¹ìî íåòðèâiàëüíó ëiíiéíó çàëåæíiñòü

λ1a⃗1 + · · ·+ λsa⃗s + 0 · a⃗s+1 + · · ·+ 0 · a⃗k = o⃗,

çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k ëiíiéíî çàëåæíi.

Ëåìà 4.3. Êîæíà ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî: ÿêùî õî÷à á îäíà ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
âèÿâèëàñü ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî, çà ëåìîþ 4.2, i âñÿ ñèñòåìà áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ � ñóïåðå÷íiñòü.

Ëåìà 4.4. Âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k (k > 2) ëiíiéíî çàëåæíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à á îäèí ç íèõ ¹

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k � ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî iñíó¹ íåíóëüîâèé íàáið
äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λk, ïðè ÿêîìó ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λka⃗k = o⃗.

139



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 4. Àðèôìåòè÷íèé ÷èñëîâèé âåêòîðíèé ïðîñòið

Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî λ1 ̸= 0. Òîäi

a⃗1 = −λ2
λ1
a⃗2 −

λ3
λ1
a⃗3 − · · · − λk

λ1
a⃗k,

òîáòî a1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a⃗2, . . . , a⃗k.
Íàâïàêè, íåõàé îäèí âåêòîð (íàïðèêëàä, a⃗1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðåøòè âåêòîðiâ ñèñòåìè,

a⃗1 = µ2a⃗2 + · · ·+ µka⃗k.

Òîäi çâiäñè îòðèìó¹ìî íåòðèâiàëüíó ðiâíiñòü

1 · a⃗1 − µ2a⃗2 − · · · − µka⃗k = o⃗,

ùî i äîâîäèòü ëiíiéíó çàëåæíiñòü âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Çàãàëîì íåïðàâèëüíî ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæåí âåêòîð ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòå-
ìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi. Íåõàé, íàïðèêëàä, a⃗ � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð. Ñèñòåìà
âåêòîðiâ a⃗, o⃗ ëiíiéíî çàëåæíà, îñêiëüêè

0 · a⃗+ 1 · o⃗ = o⃗,

àëå, î÷åâèäíî, íåíóëüîâèé âåêòîð a⃗ íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íóëüîâèé âåêòîð o⃗.

Ëåìà 4.5. ßêùî âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k, b⃗ ëiíiéíî çàëåæíi, òî

âåêòîð b⃗ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗k.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåòðèâiàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λka⃗k + µ⃗b = o⃗.

ßêùî á µ = 0, òî é λ1 = · · · = λk = 0 (îñêiëüêè çà óìîâîþ ëåìè âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k ëiíiéíî
íåçàëåæíi), à òîìó âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k, b⃗ áóëè á ëiíiéíî íåçàëåæíi, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi ëåìè. Òîìó
µ ̸= 0, à, îòæå,

b⃗ = −λ1
µ
a⃗1 −

λ2
µ
a⃗2 − · · · − λk

µ
a⃗k,

òîáòî âåêòîð b⃗ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗k, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 4.6. ßêùî âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k ëiíiéíî íåçàëåæíi i âåêòîð b⃗ íå ìîæíà ÷åðåç íèõ âèðàçèòè, òî

ñèñòåìà a⃗1, . . . , a⃗k, b⃗ � ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè 4.5.

Ëåìà 4.7 (îñíîâíà ëåìà ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü). ßêùî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗s ëiíiéíî íåçà-

ëåæíi i ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗r, òî s 6 r.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî s > r. Çà óìîâîþ ëåìè êîæåí ç âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . ,
a⃗s ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗r, òîáòî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà βij , 1 6 i 6 s,
1 6 j 6 r, øî

a⃗1 = β11⃗b1 + β12⃗b2 + · · ·+ β1r b⃗r,

a⃗2 = β21⃗b1 + β22⃗b2 + · · ·+ β2r b⃗r,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a⃗s = βs1⃗b1 + βs2⃗b2 + · · ·+ βsr b⃗r.

(4.5)

Ïðèðiâíÿ¹ìî äî íóëü-âåêòîðà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗s:

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λsa⃗s = o⃗. (4.6)
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4.4. Ïiäïðîñòîðè. Áàçè òà âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðiâ

Ïiäñòàâèìî ñïiââiäíîøåííÿ (4.5) ó ðiâíiñòü (4.6) i ïåðåãðóïó¹ìî ¨¨ ñòîñîâíî âåêòîðiâ b⃗i:

(β11λ1 + β21λ2 + · · ·+ βs1λs)⃗b1 + (β12λ1 + β22λ2 + · · ·+ βs2λs)⃗b2+

+ · · ·+ (β1rλ1 + β2rλ2 + · · ·+ βsrλs)⃗br = o⃗.

Ïðèðiâíÿâøè â îñòàííié ðiâíîñòi âñi êîåôiöi¹íòè áiëÿ âåêòîðiâ b⃗i äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó r îäíî-
ðiäíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç s íåâiäîìèìè λ1, λ2, . . . , λs

β11λ1 + β21λ2 + · · ·+ βs1λs = 0,

β12λ1 + β22λ2 + · · ·+ βs2λs = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β1rλ1 + β2rλ2 + · · ·+ βsrλs = 0.

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì s > r (êiëüêiñòü íåâiäîìèõ λ1, . . . , λs áiëüøà çà êiëüêiñòü ðiâíÿíü), òî çà
ëåìîþ Ãàóññà 3.9 öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ λ1, . . . , λs iñíó¹ òàêèé,
äå íå âñi λi îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü íóëþ. Òîìó çàëåæíiñòü (4.6) ¹ íåòðèâiàëüíîþ, ùî ñâiä÷èòü ïðî
ëiíiéíó çàëåæíiñòü âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗s, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi ëåìè.

Îòîæ, íàøå ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå, à òîìó s 6 r.

Ëåìà 4.8. Áóäü-ÿêi n+1 i áiëüøå âåêòîðiâ ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî çàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó k > n âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ïðîñòîðó Rn i ïðèïóñòèìî, ùî âîíè
ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îñêiëüêè îäèíè÷íi âåêòîðè e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî íåçàëåæíi i êîæåí
ç âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ìîæíà ÷åðåç íèõ âèðàçèòè (çàóâàæåííÿ 4.2), òî çà ëåìîþ 4.7 îòðèìó¹ìî, ùî
k 6 n. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå, à òîìó âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ëiíiéíî
çàëåæíi.

4.4. Ïiäïðîñòîðè. Áàçè òà âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 4.11. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà U ïðîñòîðó Rn íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì öüîãî ïðîñòîðó,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi óìîâè:
(1) äëÿ äîâiëüíèõ a⃗, b⃗ ∈ U ñóìà a⃗+ b⃗ íàëåæèòü U ;
(2) äëÿ äîâiëüíèõ a⃗ ∈ U , λ ∈ R äîáóòîê λa⃗ òàêîæ íàëåæèòü U .

Áóäü-ÿêèé ïðîñòið Rn ìiñòèòü äâà òðèâiàëüíi ïiäïðîñòîðè: óâåñü ïðîñòið Rn i íóëüîâèé ïiäïðîñòið
{ o⃗ } (òîáòî ïiäïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü ëèøå íóëü-âåêòîð).

Ïðèêëàäè 4.6. 1. Ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Rn ¹ ìíîæèíà âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ó ÿêèõ ïåðøà é îñòàííÿ
êîîðäèíàòè ðiâíi íóëþ.

2. Ìíîæèíà âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, êîîðäèíàòàìè ÿêèõ ¹ öiëi ÷èñëà, íå óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

3. ßêùî a⃗1, . . . , a⃗k ∈ Rn, òî ëiíiéíà îáîëîíêà ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Rn.
Ñïðàâäi, íåõàé

a⃗ = α1a⃗1 + · · ·+ αka⃗k ∈ ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩,

b⃗ = β1a⃗1 + · · ·+ βka⃗k ∈ ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩

i íåõàé λ ∈ R. Òîäi

a⃗+ b⃗ = (α1 + β1)⃗a1 + · · ·+ (αk + βk )⃗ak ∈ ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩,
λa⃗ = (λα1)⃗a1 + · · ·+ (λαk )⃗ak ∈ ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩,

ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè.
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Ðîçäië 4. Àðèôìåòè÷íèé ÷èñëîâèé âåêòîðíèé ïðîñòið

Íåõàé U � äîâiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Îçíà÷åííÿ 4.12. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗r ∈ U íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ ïiäïðîñòîðó U , ÿêùî âèêîíó-
þòüñÿ òàêi äâi óìîâè:
(1) âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗r ëiíiéíî íåçàëåæíi;
(2) êîæåí âåêòîð ïiäïðîñòîðó U ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗r.

Ïðèêëàä 4.7. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ e⃗1 = (1, 0, . . . , 0), e⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e⃗n = (0, . . . ,
0, 1) ïðîñòîðó Rn. ßê ìè âæå çíà¹ìî iç çàóâàæåííÿ 4.2, îäèíè÷íi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi òà ÷åðåç íèõ
ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó Rn. Îòæå, e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n � áàçà ïðîñòîðó Rn (¨¨ íàçèâàþòü
ñòàíäàðòíîþ áàçîþ ïðîñòîðó Rn).

Îçíà÷åííÿ 4.13. ßêùî êîæåí âåêòîð ïiäïðîñòîðó U ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç êîìáiíàöiþ âåê-
òîðiâ a⃗1, . . . , a⃗r ∈ Rn, òî öi âåêòîðè íàçèâàþòüòâiðíèìè ïiäïðîñòîðó U , à ñàì ïiäïðîñòið U ââàæàþòü
ïîðîäæåíèì âåêòîðàìè a⃗1, . . . , a⃗r.

Ïðèêëàäè 4.8. 1. Îñêiëüêè äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó Rn ìîæíà çàïèñàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ îäèíè-
÷íèõ âåêòîðiâ e⃗1 = (1, 0, . . . , 0), e⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e⃗n = (0, . . . , 0, 1) (çàóâàæåííÿ 4.2), òî öi îäèíè÷íi
âåêòîðè e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ïðîñòîðó Rn. Âèëó÷åííÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ç öi¹¨ ñèñòåìè ïðè-
çâîäèòü äî òîãî, ùî âîíè ïåðåñòàþòü áóòè òâiðíèìè ïðîñòîðó Rn (çîêðåìà, âèëó÷åíèé âåêòîð ëiíiéíî íå
âèðàçèòüñÿ ÷åðåç ðåøòó âåêòîðiâ, ùî çàëèøèëèñÿ ó ñèñòåìi). Çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíà îáîëîíêà
îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì Rn, òîáòî

⟨e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n⟩ = Rn.

2. Âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗k ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ⟨⃗a1, . . . , a⃗k⟩.

Îñêiëüêè, ÿê ëåãêî áà÷èòè, áàçîâi âåêòîðè ïiäïðîñòîðó ¹ òâiðíèìè öüîãî ïiäïðîñòîðó (i ùîéíî
ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä öå ïiäòâåðäæó¹), òî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ùå îäíå, åêâiâàëåíòíå 4.12, îçíà÷åííÿ
áàçè: áàçîþ ïiäïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà òâiðíèõ öüîãî ïiäïðîñòîðó.

Òåîðåìà 4.9. Êîæåí âåêòîð ïiäïðîñòîðó ìîæíà îäíîçíà÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨

âåêòîðiâ áàçè öüîãî ïiäïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a⃗1, . . . , a⃗r � áàçà ïiäïðîñòîðó U . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð a⃗ ∈ U i ïðèïóñòèìî,
ùî éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äâîõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ áàçè:

a⃗ = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λra⃗r,

a⃗ = λ′1a⃗2 + λ′2a⃗2 + · · ·+ λ′ra⃗r.

Âiäíÿâøè ïî÷ëåííî äðóãó ðiâíiñòü âiä ïåðøî¨, îòðèìà¹ìî

o⃗ = (λ1 − λ′1) a⃗1 + (λ2 − λ′2) a⃗2 + · · ·+ (λr − λ′r) a⃗r.

Îñêiëüêè âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗r ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ïðè íóëüîâîìó
íàáîði ñêàëÿðiâ:

λ1 − λ′1 = 0, λ2 − λ′2 = 0, . . . , λr − λ′r = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
λ1 = λ′1, λ2 = λ′2, . . . , λr = λ′r.

Îòæå, ðîçêëàäàííÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà ïiäïðîñòîðó U çà âåêòîðàìè éîãî áàçè îäíîçíà÷íå.

Òåîðåìà 4.10. Êîæåí ïiäïðîñòið U ⊆ Rn ìà¹ ñêií÷åííó áàçó.
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4.4. Ïiäïðîñòîðè. Áàçè òà âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðiâ

Äîâåäåííÿ. ßêùî U � íóëüîâèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Òîìó íåõàé U �
íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð a⃗1 ∈ U . Ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî
âåêòîðà a⃗1, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, i ÿêùî ÷åðåç öåé âåêòîð ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè âñi iíøi âåêòî-
ðè ïiäïðîñòîðó U , òî âñå äîâåäåíî. Â iíøîìó âèïàäêó çíàéäåòüñÿ âåêòîð a⃗2 ∈ U , ÿêèé ëiíiéíî íå
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a⃗1. Òîäi çà ëåìîþ 4.6 ñèñòåìà a⃗1, a⃗2 ëiíiéíî íåçàëåæíà. ßêùî, êðiì öüîãî, äî-
âiëüíèé iíøèé âåêòîð ïiäïðîñòîðó U ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1,
a⃗2 óòâîðþ¹ áàçó ïiäïðîñòîðó U i äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, çíîâó æ òàêè,
çíàéäåòüñÿ äåÿêèé âåêòîð a⃗3 ∈ U , ÿêèé íå âèðàæàòèìåòüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2 i ñèñòåìà a⃗1,
a⃗2, a⃗3 áóäå ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i ò.ä.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî âèùåíàâåäåíèé ïðîöåñ (à âií ¹ ñêií÷åííèì, îñêiëüêè çà ëåìîþ 4.8 äî-
âiëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ó ïðîñòîði Rn ìiñòèòü íå áiëüøå, íiæ n âåêòîðiâ), íà äåÿêîìó r-ìó
êðîöi (r 6 n) îäåðæèìî òàêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗r ïiäïðîñòîðó U , ùî äëÿ
äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà a⃗r+1 ç U ñèñòåìà a⃗1, . . . , a⃗r, a⃗r+1 áóäå ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîìó âåêòîð
a⃗r+1 (à ç äîâiëüíîñòi éîãî âèáîðó, îòæå, é áóäü-ÿêèé iíøèé âåêòîð ç ïiäïðîñòîðó U) áóäå âèðàæàòèñÿ
÷åðåç âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗r.

Îòîæ, âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗r óòâîðþþòü áàçó ïiäïðîñòîðó U .

Ç äîâåäåííÿ çàäàíî¨ òåîðåìè ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîáóäîâó áàçè ìîæíà ðîçïî÷àòè ç áóäü-ÿêîãî íå-
íóëüîâîãî âåêòîðà ïiäïðîñòîðó U . Òîìó ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.11. Êîæåí íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið U ïðîñòîðó Rn ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü áàç.

Ïðèêëàäè 4.9. 1. Ñèñòåìè âåêòîðiâ e⃗1 = (1, 0), e⃗2 = (0, 1) òà a⃗1 = (1, 1), a⃗2 = (2, 1) ¹ äâîìà ðiçíèìè
áàçàìè ïðîñòîðó R2.

2. Ïîðÿä çi ñòàíäàðòíîþ áàçîþ e⃗1, . . . , e⃗n ó ïðîñòîði Rn ìîæíà ðîçãëÿäàòè áàçó

e⃗ ′
1 = e⃗1,

e⃗ ′
2 = e⃗1 + e⃗2,

e⃗ ′
3 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

e⃗ ′
n = e⃗1 + e⃗2 + · · ·+ e⃗n.

Ó òîìó, ùî òàêi âåêòîðè e⃗ ′
1 , . . . , e⃗

′
n óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó Rn, ïðîïîíó¹ìî ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 4.12. Óñi áàçè ïiäïðîñòîðó U ïðîñòîðó Rn ìiñòÿòü îäíàêîâó êiëüêiñòü âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗r � áàçà ïiäïðîñòîðó U , i ïðèïóñòèìî, ùî b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗s � ùå îäíà áàçà
öüîãî æ ïiäïðîñòîðó. Îñêiëüêè âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗r ëiíiéíî íåçàëåæíi i ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç
âåêòîðè b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗s, òî çà ëåìîþ 4.7 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü r 6 s. Ç iíøîãî áîêó, âåêòîðè b⃗1, b⃗2,
. . . , b⃗s òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíi i ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗r, à òîìó, çà òi¹þ
æ ëåìîþ 4.7, s 6 r. Îòæå, s = r, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Îçíà÷åííÿ 4.14. ×èñëî âåêòîðiâ ó äîâiëüíié áàçi ïiäïðîñòîðó U íàçèâàþòü éîãî âèìiðíiñòþ i ïî-
çíà÷àþòü dimU .

Ïðèêëàä 4.10. Ñòàíäàðòíà áàçà e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n ïðîñòîðó Rn ìiñòèòü n âåêòîðiâ, à òîìó é äîâiëüíà áàçà öüîãî
ïðîñòîðó çà òåîðåìîþ 4.12 ìiñòèòü n âåêòîðiâ. Îòæå, dimRn = n. Àíàëîãi÷íî, dim = R2 = 2, dimR3 = 3.

Çàóâàæåííÿ 4.4. Îñêiëüêè dimRn = n, òî äëÿ ïðîñòîðó Rn îçíà÷åííÿ áàçè ìîæíà ïåðåôîðìóëþ-
âàòè òàê: áàçîþ ïðîñòîðó Rn íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ç n âåêòîðiâ öüîãî
ïðîñòîðó.
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