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Ðîçäië 3.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.1. Ïîíÿòòÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ

Íåõàé m,n � ôiêñîâàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç
n íåâiäîìèìè ìà¹ òàêèé âèãëÿä

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(3.1)

Ïðè öüîìó ÷åðåç x1, x2, . . . , xn ïîçíà÷åíî íåâiäîìi, ÿêi ïiäëÿãàþòü îá÷èñëåííþ (¨õí¹ ÷èñëî n íå îáî-
â'ÿçêîâî ìà¹ äîðiâíþâàòè ÷èñëó ðiâíÿíüm); âåëè÷èíè a11, a12, . . . , amn, ÿêi íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè
ñèñòåìè, i âåëè÷èíè b1, b2, . . . , bm, ÿêi íàçèâàþòü âiëüíèìè ÷ëåíàìè, ïåðåäáà÷àþòüñÿ âiäîìèìè. Êî-
æåí êîåôiöi¹íò aij ìà¹ äâà iíäåêñè, ïåðøèé ç ÿêèõ i âêàçó¹ íà íîìåð ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü äàíèé
åëåìåíò, à äðóãèé j � íà íîìåð íåâiäîìî¨, ïîðÿä ç ÿêîþ ðîçìiùåíî öåé êîåôiöi¹íò. Áåç çìåíøåííÿ
çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî åëåìåíòè aij òà bi � äiéñíi ÷èñëà1.

Iç êîåôiöi¹íòiâ òà âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (3.1) ìîæíà óòâîðèòè ìàòðèöþ

Ab =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 , (3.2)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (3.1). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ çàäàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü äîñòàòíüî çàäàòè ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ.

Ïðèêëàä 3.1. Ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè

{
7x1 − 4x2 = 5,

2x1 + 3x2 = 6
¹ ìàòðèöÿ Ab =

(
7 −4 5
2 3 6

)
.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ íåîäíîðiäíîþ, ÿêùî õî÷à á îäèí ç ¨¨ âiëüíèõ
÷ëåíiâ âiäìiííèé âiä íóëÿ. ßêùî æ âñi âiëüíi ÷ëåíè ñèñòåìè äîðiâíþþòü íóëþ, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ
îäíîðiäíîþ (äåòàëüíiøå ïðî îäíîðiäíi ñèñòåìè ðiâíÿíü ó � 3.10).

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ñèñòåìà (3.1) íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ, ÿêùî êiëüêiñòü ¨¨ ðiâíÿíü m äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi ¨¨ íåâiäîìèõ n.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.1) íàçèâàþòü òàêó âïîðÿäêîâàíó ñóêóïíiñòü ÷èñåë c1, c2,
. . . , cn, ÿêà ïðè çàìiíi ó ñèñòåìi (3.1) íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn âiäïîâiäíî ÷èñëàìè c1, c2, . . . , cn

1Õî÷à öåé âèïàäîê îá'¹êòèâíî íå ¹ ïðîñòiøèì âiä çàãàëüíîãî, êîëè åëåìåíòè aij òà bi íàëåæàòü äîâiëüíîìó ÷èñëîâîìó
ïîëþ.
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3.2. Ìàòðè÷íèé çàïèñ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ïåðåòâîðþ¹ âñi ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ó ïðàâèëüíi òîòîæíîñòi. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
îçíà÷à¹ çíàéòè âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè àáî äîâåñòè, ùî ¨õ íå iñíó¹. ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ. ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ. Ó âèïàäêó ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiíèõ ðiâíÿíü ìîæëèâi äâi ñèòóàöi¨: ÿêùî ñèñòåìà
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ; ÿêùî ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ.

Ïðèêëàäè 3.2. 1. Ðîçãëÿíÿíåìî òðè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

1)

{
x1 − x2 = 5,

x1 − x2 = 1;
2)

{
2x1 + x2 = 4,

x1 − x2 = −1;
3) x1 + x2 + x3 = 4.

Ïåðøà ç íèõ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, à òîìó ¹ íåñóìiñíîþ. Äðóãà � ñóìiñíà i âèçíà÷åíà, îñêiëüêè ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê x1 = 1, x2 = 2. Òðåòÿ ¹ ïðèêëàäîì íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè, îñêiëüêè, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìà¹ áåçëi÷
ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó x1 = −x2 − x3 + 4, äå x2, x3 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

2. Äîâiëüíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè çàâæäè ìà¹ ìiíiìóì îäèí ðîçâ'ÿçîê
(íàïðèêëàä, íóëüîâèé).

Îçíà÷åííÿ 3.4. Äâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíà-
êîâi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ (òîáòî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíi¹¨ ç íèõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíøî¨ òà íàâïàêè).
Çîêðåìà, ââàæà¹òüñÿ, ùî êîæíi äâi íåñóìiñíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi.

3.2. Ìàòðè÷íèé çàïèñ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.1) i ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , X =


x1
x2
. . .
xn

 , B =


b1
b2
. . .
bm

 . (3.3)

Ìàòðèöÿ A, ÿêà, ÿê áà÷èìî, óòâîðåíà ç êîåôiöi¹íòiâ áiëÿ íåâiäîìèõ ñèñòåìè (3.1), íàçèâà¹òüñÿ îñíîâ-
íîþ ìàòðèöåþ (àáî ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ) öi¹¨ ñèñòåìè; ìàòðèöi X òà B, óòâîðåíi iç íåâiäîìèõ
ñèñòåìè òà ¨¨ âiëüíèõ ÷ëåíiâ âiäïîâiäíî, íàçèâàþòüñÿ ñòîâï÷èêîì íåâiäîìèõ òà ñòîâï÷èêîì âiëüíèõ
÷ëåíiâ ñèñòåìè (3.1).

Çà äîïîìîãîþ öèõ ïîçíà÷åíü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó, òàê çâàíîìó,
ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi:

A ·X = B. (3.4)

Ðiâíîñèëüíiñòü çàïèñiâ (3.4) òà (3.1) ëåãêî äîâîäèòüñÿ çâè÷àéíèì ïåðåìíîæåííÿì ìàòðèöü. Î÷åâèäíî,
ùî êîæíié ñèñòåìi (3.1) âiäïîâiäà¹ ¹äèíà ïàðà ìàòðèöü A òà B, i íàâïàêè.

Ïðèêëàä 3.3. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü 
x1 + 2x2 − x3 = 2,

2x1 + x2 + x3 = 7,

4x1 − x2 − 2x3 = −4

ó ìàòðè÷íîìó çàïèñi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:1 2 −1
2 1 1
4 −1 −2

 ·

x1x2
x3

 =

 2
7
−4

 .

Ìàòðè÷íèé çàïèñ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ íàâåñòè ùå îäíå îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñ-

òåìè ðiâíÿíü, ÿêå ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ 3.3: ìàòðèöÿ X =
(
c1
...
cn

)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü (3.1), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.4).
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïðèêëàä 3.4. Ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê X =
(

2
1
3

)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 + 2x2 − x3 = 1,

2x1 + x2 + x3 = 8,

4x1 − x2 − x3 = 4,

îñêiëüêè 1 2 −1
2 1 1
4 −1 −1

 ·

2
1
3

 =

1
8
4

 .

Ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.1) ìîæíà ùå òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿäi, äå êîæíà íåâiäîìà ¹ âàãîâèì
êîåôiöi¹íòîì â ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ âåêòîð-ñòîâïöiâ

a11
a21
. . .
am1

x1 +


a12
a22
. . .
am2

x2 + · · ·+


a1n
a2n
. . .
amn

xn =


b1
b2
. . .
bm

 . (3.5)

Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåôîðìóëþâàòè ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü â òåðìiíàõ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
(äèâ. ðîçäië 4 ¾Àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið¿): ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ (ëiíiéíà îáîëîíêà) âåêòîðiâ ëiâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (3.5) âêëþ÷à¹
âåêòîð ïðàâî¨ ÷àñòèíè.

Ïðèêëàä 3.5. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ïðèêëàäó 3.3 ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ó âèãëÿäi1
2
4

 · x1 +

 2
1
−1

 · x2 +

−1
1
−2

 · x3 =

 2
7
−4

 .

3.3. Íåâèðîäæåíi ñèñòåìè. Ìåòîä îáåðíåíèõ ìàòðèöü

ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ êâàäðàòíîþ, òî, î÷åâèäíî, ¨¨ ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ¹ êâàäðàòíîþ
i òîìó ìîæíà îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi, ÿêèé ìè íàçâåìî âèçíà÷íèêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 3.5. ßêùî âèçíà÷íèê êâàäðàòíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî öÿ
ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � âèðîäæåíîþ.

Ðîçãëÿíåìî íåâèðîäæåíó ñèñòåìó ëiíiéíèé ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

AX = B (3.6)

i çíàéäåìî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, òî äëÿ íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1.
Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.6) çëiâà íà ìàòðèöþ A−1:

A−1AX = A−1B.

Îñêiëüêè ó ëiâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî A−1AX = EX = X, òî çâiäñè îòðèìó¹ìî

X = A−1B. (3.7)

Ôîðìóëà (3.7) ¹ ìàòðè÷íèì çàïèñîì ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (3.6), à ñïîñiá éîãî çíàõîäæåííÿ íàçèâàþòü
ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàííÿ íåâèðîäæåíèõ ñèñòåìè ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ îáåðíåíèõ ìàòðèöü.
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3.4. Ôîðìóëè Êðàìåðà ðîçâ'ÿçàííÿ íåâèðîäæåíèõ ñèñòåì

Ïðèêëàäè 3.6. 1. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 − x2 + x3 = −2,

2x1 − x2 − x3 = 1,

x1 + 2x2 + x3 = 4.

Îñêiëüêè detA =
∣∣∣ 1 −1 1
2 −1 −1
1 2 1

∣∣∣ = 9 ̸= 0, òî çàäàíà ñèñòåìà íåâèðîäæåíà i ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà îá÷èñëèòè çà

ôîðìóëîþ (3.7): x1x2
x3

 =

1 −1 1
2 −1 −1
1 2 1

−1−2
1
4

 =
1

9

 1 3 2
−3 0 3
5 −3 1

−2
1
4

 =

 1
2
−1

 .

Îòæå, x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1.

2. Ðîçâ'ÿæåìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (
1 −1
2 −1

)
·X ·

(
−1 −1
2 1

)
=

(
1 1
2 −1

)
.

Ïîçíà÷èìî A =
(
1 −1
2 −1

)
, B =

(−1 −1
2 1

)
, C =

(
1 1
2 −1

)
. Òîäi çàäàíå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó

âèãëÿäi

AXB = C

i îñêiëüêè detA ̸= 0, detB ̸= 0, òî, äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü çëiâà íà A−1 i ñïðàâà íà B−1, îòðèìà¹ìî

X = A−1CB−1 =

(
−1 1
−2 1

)
·
(
1 1
2 −1

)
·
(

1 1
−2 −1

)
=

(
5 3
6 3

)
.

Çàóâàæèìî, ùî, ÿêùî â ìàòðè÷íîìó ðiâíÿííi AXB = C âèçíà÷íèê õî÷à á îäíi¹¨ ç ìàòðèöü A, B äîðiâíþ¹
íóëþ, òî çâiäñè íå ìîæíà ðîáèòè âèñíîâîê, ùî äàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó òàêîìó âèïàäêó äëÿ
ðîçâ'ÿçàííÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè iíøi ñïîñîáè (íàïðèêëàä, çâîäèòè éîãî äî
ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü).

3.4. Ôîðìóëè Êðàìåðà ðîçâ'ÿçàííÿ íåâèðîäæåíèõ ñèñòåì

Ðîçãëÿíåìî íåâèðîäæåíó ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(3.8)

i çàïèøåìî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

X = A−1B, (3.9)

äå A =

(
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

)
, X =

(
x1
x2
...
xn

)
, B =

(
b1
b2
...
bn

)
. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç ∆ âèçíà÷íèê ìàòðèöi A, òî

A−1 =
1

∆


A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann
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i ìàòðè÷íó ðiâíiñòü (3.9) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
x1
. . .
xi
. . .
xn

 =
1

∆


A11 A21 . . . An1
. . . . . . . . . . . .
A1i A2i . . . Ani
. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann



b1
b2
...
bn

 =


1
∆(A11b1 +A21b2 + · · ·+An1bn)

. . . . . . . . . . . . . . . .
1
∆(A1ib1 +A2ib2 + · · ·+Anibn)

. . . . . . . . . . . . . . . .
1
∆(A1nb1 +A2nb2 + · · ·+Annbn)

 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

xi =
1

∆
(A1ib1 +A2ib2 + · · ·+Anibn), i = 1, 2, . . . , n.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ çàìiùåííÿ (òåîðåìà 2.17)

A1ib1 +A2ib2 + · · ·+Anibn = ∆i,

äå ∆i � âèçíà÷íèê, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ∆ çàìiíîþ i-ãî ñòîâï÷èêà ñòîâï÷èêîì ç âiëüíèõ
÷ëåíiâ ñèñòåìè, òî

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, , . . . , xn =

∆n

∆
. (3.10)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.10) íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà2 ðîçâ'ÿçêó íåâèðîäæåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(3.8).

Îòæå, ìè äîâåëè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1 (Êðàìåðà). Íåâèðîäæåíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè (3.10).

Ïðèêëàä 3.7. Ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìó ðiâíÿíü iç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó 3.6
x1 − x2 + x3 = −2,

2x1 − x2 − x3 = 1,

x1 + 2x2 + x3 = 4.

Îñêiëüêè, ÿê íàì óæå âiäîìî, ∆ = 9 ̸= 0, òî ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè îá÷èñëåíî çà ôîðìóëàìè
Êðàìåðà (3.10). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 1
1 −1 −1
4 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 9, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
2 1 −1
1 4 1

∣∣∣∣∣∣ = 18, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −2
2 −1 1
1 2 4

∣∣∣∣∣∣ = −9.

Îòîæ, ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ ñèñòåìè áóäóòü ÷èñëà

x1 =
∆1

∆
= 1, x2 =

∆2

∆
= 2, x3 =

∆3

∆
= −1.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Óñi âèùåíàâåäåíi ìiðêóâàííÿ öüîãî i ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôiâ ñòîñóâàëèñü âèïàä-
êó íåâèðîäæåíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. ßêùî æ ñèñòåìà ðiâíÿíü âèðîäæåíà, òî âîíà ìîæå áóòè
àáî íåñóìiñíîþ, àáî íåâèçíà÷åíîþ. Çîêðåìà, ÿêùî ∆ = 0, àëå ∆i ̸= 0 äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, . . . , n, òî
ñèñòåìà (3.8) íåñóìiñíà. ßêùî æ ∆ = ∆1 = · · · = ∆n = 0, òî ñèñòåìà (3.8) ¹ íåâèçíà÷åíîþ i äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ òðåáà çàñòîñóâàòè iíøi ìåòîäè (íàïðèêëàä, ìåòîä Ãàóñà, ÿêèé ìè ðîçãëÿíåìî
ó �3.8).

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ôîðìóëè Êðàìåðà � öå äàëåêî íå íàéêðàùèé ñïîñiá äëÿ ïðàêòè÷íîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, âèïàäêó n = 2). Âîíè ìàþòü çäåáiëüøîãî òåîðåòè÷íå
çàñòîñóâàííÿ.

2Ôîðìóëè Êðàìåðà äëÿ âèïàäêiâ n = 2 i 3 ìè âæå ðîçãëÿäàëè ó � ??
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3.5. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü

3.5. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 3.6. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü ïåðåòâî-
ðåííÿ òàêèõ òðüîõ òèïiâ:
1) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà íåíóëüîâèé ñêàëÿð;
2) äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðiâíÿííÿ iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ñêàëÿð;
3) ïåðåñòàíîâêà ìiñöÿìè äâîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ (âèõiäíî¨) ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ðîçâ'ÿçêîì
íîâî¨ ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ç âèõiäíî¨ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Ç iíøîãî áîêó, ïî÷àòêîâó ñèñ-
òåìó ðiâíÿíü ìîæíà îòðèìàòè ç íîâî¨ ñèñòåìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè òîãî æ ñàìîãî òèïó.
Íàïðèêëàä, ÿêùî äîäàìî äî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå, ïîìíîæåíå íà λ, òî ìîæíà ïîâåðíóòèñÿ íàçàä,
äîäàâøè äî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ íîâî¨ ñèñòåìè ¨¨ äðóãå ðiâíÿííÿ (âîíî òàêå ñàìå, ÿê ó âèõiäíié ñèñòåìi),
ïîìíîæåíå íà (−λ). Îòîæ, ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïðèâîäÿòü äî åê-

âiâàëåíòíî¨ ¨é ñèñòåìè.

Îñêiëüêè âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðiâíîñèëüíå àíàëî-
ãi÷íèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì íàä ¨¨ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ3, òî ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ
ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi òà ìîæëèâiñòü çâåäåííÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó åëåìåíòàðíèìè
ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ).

3.6. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 3.7. Ìàòðèöÿ A = [aij ]m×n íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) íóëüîâi ðÿäêè (ÿêùî òàêi iñíóþòü) ðîçòàøîâàíi íèæ÷å âñiõ íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ;
2) íîìåðè ñòîâï÷èêiâ, ó ÿêèõ ðîçìiùåíi ïåðøi íåíóëüîâi åëåìåíòè ðÿäêiâ ìàòðèöi, óòâîðþþòü çðî-

ñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (òîáòî ÿêùî a1j1 , a2j2 , . . . , arjr � ïåðøi íåíóëüîâi åëåìåíòè ïåðøîãî, äðóãîãî,
. . . , r-ãî ðÿäêiâ (r 6 m), òî j1 < j2 < · · · < jr).

Iíàêøå êàæó÷è, ñõiä÷àñòîþ ìàòðèöåþ ¹ ìàòðèöÿ

0 . . . 0 |a1j1 . . . a1j2 . . . a1jr . . . a1n
0 . . . 0 0 . . . |a2j2 . . . a2jr . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . |arjr . . . arn
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0


, (3.11)

â ÿêié êóòîâi åëåìåíòè a1j1 , a2j2 , . . . , arjr âiäìiííi âiä íóëÿ, à âñi åëåìåíòè, ùî ðîçòàøîâàíi çëiâà òà
íèæ÷å âiä íèõ, äîðiâíþþòü íóëþ.

Ïðèêëàä 3.8. Ñõiä÷àñòèìè ìàòðèöÿìè ¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ; îäèíè÷íà ìàòðèöÿ; ìàòðèöÿ-ðÿäîê; ìàòðèöi âèã-
ëÿäó 

−1 4 3 9 5
0 0 6 −3 2
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

 ,


1 −4 3 −9 5
0 5 −6 3 2
0 0 6 −1 3
0 0 0 0 −8

 ,


0 4 −4 3 −2
0 0 6 −6 2
0 0 0 2 −5
0 0 0 0 4

 ,

3Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü ðîçãëÿäàëèñü ó �1.7.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

à îò ìàòðèöi 
1 1 2 4 −4
0 0 6 9 0
0 8 9 2 −2
0 0 0 5 9

 ,


1 3 −1 7 2
0 3 1 0 −2
0 1 5 −3 5
0 0 0 2 4


íå ¹ ñõiä÷àñòèìè.

Òåîðåìà 3.3. Äîâiëüíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi.

Îñêiëüêè äëÿ çâåäåííÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó äîñòàòíüî âèêîíàòè åëåìåíòàð-
íi ïåðåòâîðåííÿ ëèøå íàä ðÿäêàìè, òî ìè ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òåîðåìó, ç ÿêî¨ òåîðåìà 3.3
âèïëèâàòèìå ÿê íàñëiäîê.

Òåîðåìà 3.4. Äîâiëüíà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè çâåäåíà äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (3.11) çà äîïîìîãîþ

åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ðÿäêiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìàòðèöÿ íóëüîâà, òî âîíà âæå ñõiä÷àñòà i äîâîäèòè íi÷îãî. Òîìó íåõàé ìàòðèöÿ A =
[aij ] ¹ íåíóëüîâîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó m×n i íåõàé, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ, a1j1 � ïåðøèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò ïåðøîãî íåíóëüîâîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi, òîáòî

A =


0 . . . 0 a1j1 . . . a1j2 . . . a1j3 . . . a1n
0 . . . 0 a2j1 . . . a2j2 . . . a2j3 . . . a2n
0 . . . 0 a3j1 . . . a3j2 . . . a3j3 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 amj1 . . . amj2 . . . amj3 . . . amn

 ,

äå a1j1 ̸= 0. Âèêîíà¹ìî íàä öi¹þ ìàòðèöåþ òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî
ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −a2j1

a1j1
; äî òðåòüîãî ðÿäêà òàêîæ äîäàìî ïåðøèé, àëå ïîìíîæåíèé

óæå íà −a3j1
a1j1

i ò.ä., äî m-ãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −amj1
a1j1

. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

åêâiâàëåíòíó äî A ìàòðèöþ

A′ =


0 . . . 0 a1j1 . . . a1j2 . . . a1j3 . . . a1n
0 . . . 0 0 . . . a′2j2 . . . a′2j3 . . . a′2n
0 . . . 0 0 . . . a′3j2 . . . a′3j3 . . . a′3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . a′mj2 . . . a′mj3 . . . a′mn

 .

Äàëi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê ðÿäêiâ ìàòðèöi A′ ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò a′2j2 ¹ ïåðøèì íåíóëüî-
âèì åëåìåíòîì íàñòóïíîãî ïiñëÿ j1-ãî ñòîâï÷èêà (íå âðàõîâóþ÷è åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà). Òîäi íàä
ìàòðèöåþ A′ âèêîíà¹ìî àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì âèùå åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ç òi¹þ âiäìiííiñòþ,

ùî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íå ïåðøèé, à äðóãèé ðÿäîê: ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà −
a′3j2
a′2j2

i äîäàìî äî

òðåòüîãî; äàëi ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà −
a′4j2
a′2j2

i äîäàìî äî ÷åòâåðòîãî i ò.ä., äî m-ãî ðÿäêà äîäàìî

äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −
a′mj2
a′2j2

. Îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó äî A′ (îòæå, i äî ìàòðèöi A) ìàòðèöþ

A′′ =


0 . . . 0 a1j1 . . . a1j2 . . . a1j3 . . . a1n
0 . . . 0 0 . . . a′2j2 . . . a′2j3 . . . a′2n
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . a′′3j3 . . . a′′3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . a′′mj3 . . . a′′mn

 .

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ äàëi (à öåé ïðîöåñ ñêií÷åííèé, îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ñêií-
÷åííî¨ âèìiðíîñòi m× n), ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ñõiä÷àñòó ìàòðèöþ âèãëÿäó (3.11).
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3.6. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

Ïðèêëàä 3.9. Çâåäåìî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ìàòðèöþ 2 0 −1 −2
4 3 3 −3
−2 1 2 5

 .

Ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî íàä íåþ òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó: äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé
ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −2; ïîòiì äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé ðÿäîê. Îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ2 0 −1 −2

0 3 5 1
0 1 1 3

 .

Òåïåð òðåòié ðÿäîê äîìíîæèìî íà −3 i äîäàìî äî íüîãî äðóãèé (òîáòî âèêîíà¹ìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
âiäïîâiäíî 1-ãî òà 2-ãî òèïó îäíî÷àñíî): 2 0 −1 −2

0 3 5 1
0 0 2 −8

 .

Îòæå,
(

2 0 −1 −2
4 3 3 −3
−2 1 2 5

)
∼
(

2 0 −1 −2
0 3 5 1
0 0 2 −8

)
.

Ó âèïàäêó íåâèðîäæåíîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ ìàòðèöi âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà åëåìåíòàðíèìè ïåðåò-
âîðåííÿìè ðÿäêiâ (àáî ñòîâï÷èêiâ) íå ëèøå äî ñõiä÷àñòî¨, àëå íàâiäü äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 3.5. ßêùî detA ̸= 0, òî A ∼ E, ïðè÷îìó çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî îäèíè÷íî¨ E ìîæíà

çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ðÿäêiâ (àáî ëèøå ñòîâï÷èêiâ).

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi ïåð-
øîãî ïîðÿäêó òåîðåìà î÷åâèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨
ìàòðèöi ïîðÿäêó n− 1 i ðîçãëÿíåìî íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ n-ãî ïîðÿäêó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Ç íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi A âèïëèâà¹, ùî ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà ìóñèòü áóòè õî÷à á
îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî òàêèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì
¹ åëåìåíò a11. Äîìíîæèìî ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi A íà åëåìåíò 1

a11
1 a′12 . . . a′1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Òåïåð äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà îòðèìàíî¨ ìàòðèöi ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −a21, äî òðåòüîãî
ðÿäêà � öåé æå ïåðøèé ðÿäîê, àëå ïîìíîæåíèé íà −a31, i ò.ä. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ
âèãëÿäó

A′ =


1 a′12 a′13 . . . a′1n
0 b22 b23 . . . b2n
0 b32 b33 . . . b3n
. . . . . . . . . . . . . . .
0 bn2 bn3 . . . bnn

 .

Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ A′ ¹ íåâèðîäæåíîþ, à òîìó é ìàòðèöÿ

B =


b22 b23 . . . b2n
b32 b33 . . . b3n
. . . . . . . . . . . .
bn2 bn3 . . . bnn
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òàêîæ íåâèðîäæåíà. Îñêiëüêè ïîðÿäîê ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ n − 1, òî çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì
ìàòðèöÿ B çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ðÿäêiâ ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi. Òîìó ìàòðèöÿ A′ (à, îòæå, é ìàòðèöÿ A) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

1 a′12 a′13 . . . a′1n
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

Òåïåð, äîäàâøè äî ïåðøîãî ðÿäêà îòðèìàíî¨ ìàòðèöi äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −a′21, ïîòiì òðåòié
ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −a′31, i ò.ä., n-èé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −a′n1, îòðèìà¹ìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ
ïîðÿäêó n. Îòîæ, A ∼ E.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ çâîäèòüñÿ äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ñòîâï÷èêiâ.

Îñêiëüêè äîâiëüíó íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ A ìîæíà çâåñòè äî îäèíè÷íî¨ åëåìåíòàðíèì ïåðåò-
âîðåííÿì ðÿäêiâ ÷è ñòîâï÷èêiâ, òî, âèêîíàâøè íàä îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ îáåðíåíi äî çàäàíèõ i ó
çâîðîòíîìó ïîðÿäêó åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî, î÷åâèäíî, ïî÷àòêîâó ìàòðèöþ A, òîáòî
ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.

Íàñëiäîê 3.6. Äîâiëüíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi çà äîïî-

ìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ðÿäêiâ (àáî ëèøå ñòîâï÷èêiâ).

ßêùî ïðè çâåäåííi ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó äîçâîëèòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå ëèøå
ðÿäêiâ, à é îäíî÷àñíî ñòîâï÷èêiâ (çà ïîòðåáè), òî öþ ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî, òàê çâàíîãî, ñòðîãî
ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Ìàòðèöÿ âèãëÿäó

a11 a12 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n
0 a22 . . . a2r a2,r+1 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . arr ar,r+1 . . . arn
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


, (3.12)

ó ÿêié a11 ̸= 0, a22 ̸= 0, . . . , arr ̸= 0, íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî ñõiä÷àñòîþ (àáî âåðõíüîþ òðàïåöi¹âèäíîþ)4.

Òåîðåìà 3.7. Äîâiëüíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñòðîãî ñõiä÷àñòié ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíó íåíóëüîâó ìàòðèöþ A = [aij ]m×n çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó (3.12). Äiéñíî, ç òåîðåìè 3.4 âèïëèâà¹, ùî
öþ ìàòðèöþ A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó
(3.11). Òåïåð íàä ñòîâï÷èêàìè öi¹¨ ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: j1-èé
ñòîâï÷èê ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ç ïåðøèì, j2-èé ñòîâï÷èê � ç äðóãèì, i ò.ä., jr-èé ñòîâï÷èê ïîìiíÿ¹ìî
ìiñöÿìè ç r-èì ñòîâï÷èêîì. Î÷åâèäíî, ùî ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî ñòðîãî ñõiä÷àñòó
ìàòðèöþ âèãëÿäó (3.12), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.7. Ñõiä÷àñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 3.8. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî ¨¨ ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ
ñõiä÷àñòà.

4Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè äî ðîçãëÿäó ïîíÿòòÿ íèæíüî¨ òðàïåöi¹âèäíî¨ ìàòðèöi.
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Ïðèêëàä 3.10. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

{
−5x1 + 2x2 + x3 = 9,

4x2 − 3x3 = 7
¹ ñõiä÷àñòîþ, îñêiëüêè ñõiä÷àñòîþ ¹ ¨¨

ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

(
−5 2 1 9
0 4 −3 7

)
.

Òåîðåìà 3.8. Äîâiëüíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñõiä÷àñòié ñèñòåìi ðiâíÿíü.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4, ÿêùî ¨õ çàñòîñóâàòè
äî ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 3.11. Çâåäåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + 2x2 − x3 = 2,
2x1 + x2 + x3 = 7,

4x1 − x2 − 2x3 = −4

äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Äëÿ öüîãî çâåäåìî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ 1 2 −1 2
2 1 1 7
4 −1 −2 −4

 ∼

 1 2 −1 2
0 −3 3 3
0 −9 2 −12

 ∼

 1 2 −1 2
0 −3 3 3
0 0 −7 −21


(ñïî÷àòêó äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàëè ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2); ïîòiì äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàëè ïåðøèé,
ïîìíîæåíèé íà (−4); íàñàìêiíåöü, äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàëè äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà (−3)). Îòæå, ïî÷àòêîâié
ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà òàêà ñõiä÷àñòà ñèñòåìà x1 + 2x2 − x3 = 2,

−3x2 + 3x3 = 3,
−7x3 = −21.

3.8. Ìåòîä Ãàóñà ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ßê íàì óæå âiäîìî, iñíóþòü ðiçíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî îäèí
ç íàéóíiâåðñàëüíiøèõ iç íèõ � ìåòîä Ãàóñà (ìåòîä ïîñëiäîâíîãî âèêëþ÷åííÿ çìiííèõ). Âèêëàäåííÿ
öüîãî ìåòîäó çðó÷íî ïðîâåñòè íå äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü, à äëÿ ¨õíiõ ðîçøèðåíèõ ìàòðèöü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(3.13)

i çàïèøåìî ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî a11 ̸= 0. Çà òåîðåìîþ 3.4 çàäàíó ðîçøèðåíó ìàòðèöþ
ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó

a11 . . . a1k . . . a1l . . . a1s . . . a1n b1
0 . . . a2k . . . a2l . . . a2s . . . a2n b2
0 . . . 0 . . . a3l . . . a3s . . . a3n b3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 . . . 0 . . . ars . . . arn br
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 br+1

0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 0


, (3.14)
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äå a11, a2k, a3l, . . . , ars ̸= 0. Î÷åâèäíî, ùî ñõiä÷àñòié ìàòðèöi (3.14) ïiñëÿ âiäêèäàííÿ íóëüîâèõ ðiâíÿíü
âiäïîâiäà¹ òàêà ñõiä÷àñòà ñèñòåìà ðiâíÿíü

a11x1 + · · ·+ a1kxk + · · ·+ a1lxl + · · ·+ a1sxs + · · ·+ a1nxn = b1,
a2kxk + · · ·+ a2lxl + · · ·+ a2sxs + · · ·+ a2nxn = b2,

a3lxl + · · ·+ a3sxs + · · ·+ a3nxn = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

arsxs + · · ·+ arnxn = br,
0 = br+1.

(3.15)

Ìîæëèâi òðè ïðèíöèïîâî ðiçíi âèïàäêè.
1) br+1 ̸= 0 (âèïàäîê íåñóìiñíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü). Ó öüîìó âèïàäêó îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(3.15) ìà¹ âèãëÿä
0 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn = bs+1.

Î÷åâèäíî, ùî æîäåí íàáið ÷èñåë x1, x2, . . . , xn íå çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ, à òîìó ñèñòåìà (3.15) íå
ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ¹ íåñóìiñíîþ. Ôàêòè÷íî ìè äîâåëè, ùî äëÿ ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá ïiñëÿ çâåäåííÿ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ó íié íå âèÿâèëîñü ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó 0 = bi, äå bi ̸= 0.

Ïðèêëàä 3.12. Ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì Ãàóñà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 − 2x2 + x3 + x4 = 3,
x1 + 5x2 + 2x3 − 7x4 = 4,

2x1 − 4x2 + 2x3 + 2x4 = 7.
(3.16)

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä 1 −2 1 1 3
1 5 2 −7 4
2 −4 2 2 7

 .

Äîäàìî ïîñëiäîâíî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà (−1), äî òðåòüîãî � ïåðøèé ðÿäîê, ïî-
ìíîæåíèé íà (−2). Îòðèìà¹ìî  1 −2 1 1 3

0 7 1 −8 1
0 0 0 0 1

 .

Öié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 − 2x2 + x3 + x4 = 3,
7x2 + x3 − 8x4 = 1,

0 = 1,

îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ÿêî¨, ÿê ëåãêî áà÷èòè, íå ìà¹ çìiñòó. Îòæå, ñèñòåìà (3.16) íåñóìiñíà.

2) br+1 = 0 i r = n (âèïàäîê ñóìiñíîñòi òà âèçíà÷åíîñòi). Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî ñòðîãî
òðèêóòíó ñèñòåìó ðiâíÿíü, òîáòî ñèñòåìó âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1,n−1xn−1 + a1nxn = b1,
a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2,n−1xn−1 + a2nxn = b2,

a33x3 + · · ·+ a3,n−1xn−1 + a3nxn = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1,n−1xn−1 + an−1,nxn = bn−1,

annxn = bn,

(3.17)

äå a11, a22, a33, . . . , an−1,n−1, ann ̸= 0. Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè annxn = bn îá÷èñëèìî íåâi-
äîìó xn = bn

ann
; ïîòiì ç ïåðåäîñòàííüîãî ðiâíÿííÿ an−1,n−1xn−1 + an−1,nxn = bn−1, âèêîðèñòîâóþ÷è
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âæå îá÷èñëåíå çíà÷åííÿ xn, çíàéäåìî íåâiäîìó xn−1 i ò.ä.; íàñàìêiíåöü ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
çà äîïîìîãîþ âæå çíàéäåíèõ çíà÷åíü x2, . . . , xn îäíîçíà÷íî îá÷èñëèìî íåâiäîìó x1. Ó ïiäñóìêó îò-
ðèìà¹ìî, ùî ñèñòåìà (3.17) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó ¹äèíèé, i òîìó ¹ ñóìiñíîþ òà âèçíà÷åíîþ. Îòîæ,
ñóìiñíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.13) ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè â îòðèìàíié iç íå¨ ñõiä÷àñòié
ñèñòåìi (3.15) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü r = n.

Ïðèêëàä 3.13. Ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì Ãàóñà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü 4x1 + 2x2 + x3 = 7,
x1 − x2 + x3 = −2,

2x1 + 3x2 − 3x3 = 11.
(3.18)

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä 4 2 1 7
1 −1 1 −2
2 3 −3 11

 .

Ïîñëiäîâíî äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî íà −4, òà äî òðåòüîãî, ïîìíîæåíîãî íà −2, ïåðøèé ðÿäîê.
Îòðèìà¹ìî  4 2 1 7

0 6 −3 15
0 −4 7 −15

 .

Ïîäiëèìî äðóãèé ðÿäîê íà 3 i äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà öåé äðóãèé ðÿäîê, äîìíîæåíèé íà 2: 4 2 1 7
0 2 −1 5
0 0 5 −5

 .

Öié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà 4x1 + 2x2 + x3 = 7,
2x2 − x3 = 5,

5x3 = −5,

äå, ÿê áà÷èìî, êiëüêiñòü ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ. Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çíàéäåìî:
x3 = −1; ç äðóãîãî: x2 = 1

2 (5+x3) =
1
2 (5+(−1)) = 2; âiäïîâiäíî ç ïåðøîãî: x1 = 1

4 (7−2x2−x3) = 1
4 (7−4+1) = 1.

Îòæå, ñèñòåìà (3.18) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1.

3) br+1 = 0 i r < n (âèïàäîê ñóìiñíîñòi òà íåâèçíà÷åíîñòi). Ó öüîìó âèïàäêó ñõiä÷àñòèì
âèãëÿäîì ñèñòåìè (3.13) áóäå ñèñòåìà

a11x1 + · · ·+ a1kxk + · · ·+ a1lxl + · · ·+ a1sxs + a1,s+1xs+1 + · · ·+ a1nxn = b1,
a2kxk + · · ·+ a2lxl + · · ·+ a2sxs + a2,s+1xs+1 + · · ·+ a2nxn = b2,

a3lxl + · · ·+ a3sxs + a3,s+1xs+1 + · · ·+ a3nxn = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

arsxs + ar,s+1xs+1 + · · ·+ arnxn = br.

Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî a11, a2k, a3l, . . . , ars ̸= 0. Òîäi íåâiäîìi x1, xk, xl, . . . ,
xs, ç ÿêèõ ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ïåðøå, äðóãå, òðåò¹, . . . , r-òå ðiâíÿííÿ, íàçâåìî ãîëîâíèìè, à âñi iíøi
íåâiäîìi � âiëüíèìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ãîëîâèõ íåâiäîìèõ ¹ r, à âiëüíèõ � n − r. ßêùî ïåðåíåñòè
÷ëåíè ç âiëüíèìè íåâiäîìèìè â ïðàâó ÷àñòèíó, îòðèìà¹ìî ñòðîãî òðèêóòíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ñòîñîâíî
ãîëîâíèõ íåâiäîìèõ

a11x1 + a1kxk + a1lxl + · · ·+ a1sxs = b1 − a1,s+1xs+1 − · · · − a1nxn,
a2kxk + a2lxl + · · ·+ a2sxs = b2 − a2,s+1xs+1 − · · · − a2nxn,

a3lxl + · · ·+ a3sxs = b3 − a3,s+1xs+1 − · · · − a3nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
arsxs = br − ar,s+1xs+1 − · · · − arnxn.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨ àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, çíàéäåìî ãîëîâíi íåâiäîìi x1, xk, xl, . . . , xs,
âèðàçèâøè ¨õ ÷åðåç âiëüíi, 

x1 = d1 + d1,s+1xs+1 + · · ·+ d1nxn,

xk = d2 + d2,s+1xs+1 + · · ·+ d2nxn,

xl = d3 + d3,s+1xs+1 + · · ·+ d3nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xs = dr + dr,s+1xs+1 + · · ·+ drnxn.

(3.19)

Öi ñïiââiäíîøåííÿ (3.19) íàçèâàþòü çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.13). ×àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè ñèñòå-
ìè îòðèìóþòü iç çàãàëüíîãî ïiäñòàíîâêîþ çàìiñòü âiëüíèõ ÷ëåíiâ êîíêðåòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Îñêiëüêè
öi ÷èñëà ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíî, òî, î÷åâèäíî, ñèñòåìà ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî
¹ íåâèçíà÷åíîþ. Îòîæ, ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.13) ¹ íåâèçíà÷åíîþ òîäi, êîëè êiëüêiñòü
íåâiäîìèõ áiëüøà çà êiëüêiñòü ðiâíÿíü (n > m).

Ïðèêëàä 3.14. Çà ìåòîäîì Ãàóñà ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + 2x2 − x3 + x4 = 3,
2x1 + x2 + x3 − 2x4 = 5,
4x1 − x2 − 2x3 + x4 = −3.

(3.20)

Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ äàíî¨ ñèñòåìè: 1 2 −1 1 3
2 1 1 −2 5
4 −1 −2 1 −3

 .

Äî äðóãîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi äîäàìî ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà −2, à äî òðåòüîãî äîäàìî çíîâó ïåðøèé,
àëå ïîìíîæåíèé íà −4:  1 2 −1 1 3

0 −3 3 −4 −1
0 −9 2 −3 −15

 .

Òåïåð äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −3: 1 2 −1 1 3
0 −3 3 −4 −1
0 0 −7 9 −12

 .

Î÷åâèäíî, ùî öié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + 2x2 − x3 + x4 = 3,
−3x2 + 3x3 − 4x4 = −1,

−7x3 + 9x4 = −12.

Îñêiëüêè öÿ ñèñòåìà ìiñòèòü òðè ðiâíÿííÿ i ÷îòèðè íåâiäîìi, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó îäíó íåâiäîìó
(4− 3 = 1), íàïðèêëàä, x4, âiçüìåìî çà âiëüíó, à ðåøòó âèðàçèìî ÷åðåç íå¨:
ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ

x3 = − 1
7 (−12− 9x4) =

12
7 + 9

7x4;
ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ

x2 = − 1
3 (−1 + 4x4 − 3x3) = − 1

3 (−1 + 4x4 − 3( 127 + 9
7x4)) =

43
21 − 1

21x4;
ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ

x1 = 3− x4 + x3 − 2x2 = 3− x4 − 1
7 (−12− 9x4)− 2(− 1

3 (−
43
7 + 1

7x4)) =
13
21 + 8

21x4.
Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.20) ìà¹ âèãëÿä

x1 = 13
21 + 8

21x4,
x2 = 43

21 − 1
21x4,

x3 = 12
7 + 9

7x4,
x4 ∈ R.
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3.8. Ìåòîä Ãàóñà ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Äëÿ îòðèìàííÿ ÿêîãî-íåáóäü ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ïiäñòàâèìî çàìiñòü âiëüíî¨ íåâiäîìî¨ x4 äîâiëüíå çíà-
÷åííÿ. Íàïðèêëàä, íåõàé x4 = 1. Òîäi x3 = 3, x2 = 2, x1 = 1. Îòîæ, ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

x1 = 1,
x2 = 2,
x3 = 3,
x4 = 1.

Îçíà÷åííÿ 3.9. Çâåäåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ÷àñòî íàçèâàþòü ïðÿìèõ
õîäîì ìåòîäó Ãàóñà, à ïî÷åðãîâå îá÷èñëåííÿ íåâiäîìèõ ó ïîðÿäêó xn, xn−1, . . . , x2, x1 � çâîðîòíèì
õîäîì ìåòîäó Ãàóñà.

Ìåòîä Ãàóñà äî öüîãî ÷àñó ¹ îäíèì iç íàéêðàùèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
àäæå, ÿê ëåãêî áà÷èòè, êiëüêiñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó Ãàóñà íå íàáàãàòî
áiëüøà êiëüêîñòi àðèôìåòè÷íèõ äié ïðè îá÷èñëåííi âiäïîâiäíîãî âèçíà÷íèêà ñèñòåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ïiä ÷àñ çâåäåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (ïðÿìîãî õîäó
ìåòîäó Ãàóñà) ìîæíà íå çóïèíÿòèñÿ íà äîñÿãíóòîìó ðåçóëüòàòi, à ïðîäîâæèòè åëåìåíòòàðíi ïåðåòâî-
ðåííÿ i çâåñòè ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ áiëÿ ãîëîâíèõ íåâiäîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.
Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëåãêî ç÷èòó¹òüñÿ ç îòðèìàíî¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè. ßê ïðèêëàä,
íàâåäåìî öþ ïðîöåäóðó äëÿ âèïàäêó ñòðîãî òðèêóòíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (äðóãèé âèïàäîê
iç ðîçãëÿíóòîãî âèùå ìåòîäó Ãàóñà). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñòðîãî òðèêóòíî¨
ñèñòåìè (3.17) 

a11 a12 . . . a1,n−1 a1n b1
0 a22 . . . a2,n−1 a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,n−1 an−1,n bn−1

0 0 . . . 0 ann bn


äå, íàãàäà¹ìî, óñi åëåìåíòè a11, a22, . . . , ann íåíóëüîâi. Ñïî÷àòêó íàä öi¹þ ìàòðèöåþ âèêîíà¹ìî òàêi
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: äî 1-ãî, 2-ãî, . . . , (n− 1)-ãî ðÿäêiâ äîäàìî îñòàííié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
− a1n
ann

, − a2n
ann

, . . . , −an−1,n

ann
âiäïîâiäíî. Îòðèìà¹ìî

a11 a12 . . . a1,n−1 0 b′1
0 a22 . . . a2,n−1 0 b′2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,n−1 0 b′n−1

0 0 . . . 0 ann bn

 .

Òåïåð, äîäàþ÷è äî 1-ãî, 2-ãî, . . . , (n − 2)-ãî ðÿäêiâ ïåðåäîñòàííié (n − 1)-èé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
− a1,n−1

an−1,n−1
, − a2,n−1

an−1,n−1
, . . . , −an−2,n−1

an−1,n−1
âiäïîâiäíî, îòðèìà¹ìî, ùî ó (n − 1)-ìó ñòîâï÷èêó âñi åëåìåíòè,

êðiì äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà an−1,n−1, äîðiâíþâàòèìóòü íóëþ, òîáòî
a11 a12 . . . 0 0 b′′1
0 a22 . . . 0 0 b′′2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,n−1 0 b′n−1

0 0 . . . 0 ann bn

 .

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ äàëi, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ âèãëÿäó
a11 0 . . . 0 0 b∗1
0 a22 . . . 0 0 b∗2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,n−1 0 b′n−1

0 0 . . . 0 ann bn

 .
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ïîäiëèâøè êîæåí ðÿäîê öi¹¨ ìàòðèöi íà âiäïîâiäíèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò (òîáòî i-èé ðÿäîê ïîäiëèìî
íà åëåìåíò aii äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n), îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ

1 0 . . . 0 0 c1
0 1 . . . 0 0 c2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 cn−1

0 0 . . . 0 1 cn

 .

Î÷åâèäíî, ùî öié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

x1 = c1,
x2 = c2,

. . .
...

...
xn−1 = cn−1,

xn = cn,

çâiäêè, ÿê ëåãêî áà÷èòè, îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê

x1 = c1, x2 = c2, . . . , xn−1 = cn−1, xn = cn.

Ïðèêëàä 3.15. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 + 2x2 − x3 = 2,

2x1 + x2 + x3 = 7,

4x1 − x2 − 2x3 = −4.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü (ìè öå âæå âèêîíóâàëè) ó ïðàâèëüíîñòi òàêîãî ëàíöþãà åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü: 1 2 −1 2
2 1 1 7
4 −1 −2 −4

 ∼

 1 2 −1 2
0 −3 3 3
0 −9 2 −12

 ∼

 1 2 −1 2
0 −3 3 3
0 0 −7 −21

 .

Íå áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà äîñÿãíóòîìó òà ïðîäîâæèìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: 1 2 −1 2
0 −3 3 3
0 0 −7 −21

 ∼

 1 2 0 5
0 −1 0 −2
0 0 −7 −21

 ∼

 1 0 0 1
0 −1 0 −2
0 0 −7 −21

 ∼

 1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

 .

(äëÿ ïåðåõîäó âiä ïåðøî¨ ìàòðèöi äî äðóãî¨ ìè äðóãèé ðÿäîê ïîäiëèëè íà 3 i äîäàëè äî íüîãî òðåòié, ïîäiëåíèé
íà 7, à ïîòiì äî ïåðøîãî ðÿäêà äîäàëè òðåòié, ïîäiëåíèé íà (−7); äëÿ ïåðåõîäó âiä äðóãî¨ ìàòðèöi äî òðåòüî¨
ìè äî ïåðøîãî ðÿäêà äîäàëè äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà 2; äëÿ ïåðåõîäó âiä òðåòüî¨ ìàòðèöi äî ÷åòâåðòî¨
ìè äðóãèé ðÿäîê ïîäiëèëè íà (−1), à òðåòié � íà (−7)). Îñòàííié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 = 1,

x2 = 2,
x3 = 3,

çâiäêè îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

3.9. Ìåòîä Ãàóñà â ìàòðè÷íié iíòåðïðåòàöi¨

Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé çàïèñ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.13)

A ·X = B, (3.21)
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3.10. Îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

äå, íàãàäà¹ìî, A � ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ, X � ñòîâï÷èê íåâiäîìèõ, B �ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ
ñèñòåìè (3.13). Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 3.4 äîâiëüíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó
åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ i çà ëåìîþ 1.11 äîâiëüíå ëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàò-
ðèöi ðiâíîñèëüíå ¨¨ äîìíîæåííþ çëiâà íà âiäïîâiäíó åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ, òî, ÿê ëåãêî çðîçóìiòè,
ìàòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ìåòîäó Ãàóñà ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó äîìíîæåííi îáèäâîõ ÷àñòèí ìàòðè÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ (3.21) çëiâà íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi ç ìåòîþ çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî ñõiä÷àñòîãî
âèãëÿäó.

Ïðèêëàä 3.16. Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé çàïèñ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ïðèêëàäó 3.151 2 −1
2 1 1
4 −1 −2

 ·

x1x2
x3

 =

 2
7
−4

 .

Äëÿ çâåäåííÿ ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ñèñòåìè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó äîìíîæèìî ¨¨ ïîñëiäîâíî çëiâà íà
åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E + (−2)E21, E + (−4)E31, E + (−3)E321 0 0

0 1 0
0 −3 1

 ·

 1 0 0
0 1 0
−4 0 1

 ·

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 ·

1 2 −1
2 1 1
4 −1 −2

 =

1 2 −1
0 −3 3
0 0 −7

 .

Íà öi æ ìàòðèöi ÿi ó öié æå ïîñëiäîâíîñòi äîìíîæèìî çëiâà ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ

(
E + (−3)E32

)
·
(
E + (−4)E31

)
·
(
E + (−2)E21

)
·

 2
7
−4

 =

 2
3

−21

 .

Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî 1 2 −1
0 −3 3
0 0 −7

 ·

x1x2
x3

 =

 2
3

−21

 ,

çâiäêè ëåãêî çíàõîäèìî íåâiäîìi: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

3.10. Îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(3.22)

ßê íàì óæå âiäîìî, áóäü-ÿêà îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè çàâæäè ìà¹
õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê (íàïðèêëàä, íóëüîâèé x1 = x2 = · · · = xn = 0). Âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, êîëè
îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, äà¹ òàêà ëåìà.

Ëåìà 3.9 (Ãàóña). ßêùî â îäíîðiäíié ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìåíøà êiëüêîñòi

íåâiäîìèõ, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.22), ÿêà, ÿê áà÷èìî, ìà¹ n íåâiäîìèõ òà
m ðiâíÿíü, i íåõàé m < n. Öþ ñèñòåìó åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî
âèãëÿäó (3.15), äå b1 = · · · = br+1 = 0, òîáòî äî âèãëÿäó

a11x1 + · · ·+ a1kxk + · · ·+ a1lxl + · · ·+ a1sxs + · · ·+ a1nxn = 0,
a2kxk + · · ·+ a2lxl + · · ·+ a2sxs + · · ·+ a2nxn = 0,

a3lxl + · · ·+ a3sxs + · · ·+ a3nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

arsxs + · · ·+ arnxn = 0,
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ó íàøîìó âèïàäêó r 6 m < n (òðåòié âèïàäîê ìåòîäó Ãàóñà), à òîìó r äîâiëüíèõ çìiííèõ öi¹¨ ñèñòåìè
âiçüìåìî çà ãîëîâíi, ðåøòà � çà âiëüíi i âèðàçèìî ãîëîâíi çìiííi ÷åðåç âiëüíi. Ìîæëèâiñòü ïiäñòàíîâêè
çàìiñòü âiëüíèõ çìiííèõ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ïåðåäáà÷à¹ áåçëi÷ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
(çîêðåìà i íóëüîâèé ó âèïàäêó çàìiíè âiëüíèõ çìiííèõ íóëÿìè).

Ïðèêëàä 3.17. Ðîçâ'ÿæåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x1 + x2 − 2x3 − 4x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + 6x4 = 0,

−2x1 − x2 + 3x3 − 6x4 = 0.

Äëÿ öüîãî çâåäåìî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ 1 1 −2 −4 0
1 2 −1 6 0
−2 −1 3 −6 0

 ∼

 1 1 −2 −4 0
0 1 1 10 0
0 1 −1 −14 0

 ∼

∼

 1 1 −2 −4 0
0 1 1 10 0
0 0 −2 −24 0

 ∼

 1 1 −2 −4 0
0 1 1 10 0
0 0 1 12 0

 .

Öié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ òàêà ñèñòåìà ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − 4x4 = 0,
x2 + x3 + 10x4 = 0,

x3 + 12x4 = 0.

Çâiäñè, âçÿâøè, íàïðèêëàä, çìiííi x1, x2, x3 çà ãîëîâíi, à çìiííó x4 çà âiëüíó, îòðèìà¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè 

x1 = −22x4,
x2 = 2x4,
x3 = −12x4,
x4 ∈ R.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè õî÷à á îäèí íåíóëüîâèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, äîñòàòíüî ó çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê çàìiñòü âiëüíî¨ çìiííî¨ x4 ïiäñòàâèòè áóäü-ÿêå íåíóëüîâå ÷èñëî. Íàïðèêëàä, íåõàé x4 = 1. Òîäi
÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè áóäå

x1 = −22, x2 = 2, x3 = −12, x4 = 1.

3.11. Çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü

Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi çíàííÿ ïðî åëåìåíòàðíi òà ñõiä÷àñòi ìàòðèöi äëÿ ðîçêðèòòÿ ùå îäíîãî ñïîñî-
áó çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ ìàòðèöü. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.10. ßêùî äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó çàñòîñóâàòè òi æ åëåìåíòàðíi ïåðåò-

âîðåííÿ ðÿäêiâ (àáî ñòîâï÷èiâ) i â òîìó æ ïîðÿäêó, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ A
ïîðÿäêó n çâîäèòüñÿ äî îäèíè÷íî¨, òî îòðèìàíà ïðè öüîìó ìàòðèöÿ áóäå îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A−1 îáåðíåíà äî ìàòðèöi A, òîáòî

AA−1 = E. (3.23)

Çà òåîðåìîþ 3.5 çàäàíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ A ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi çà äîïî-
ìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ. Çà òâåðäæåííÿì 1.11 öå ðiâíîñèëüíî äîìíîæåííþ ìàòðèöi
A çëiâà íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi, òîáòî

IkIk−1 . . . I2I1A = E,
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3.11. Çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü

äå I1, I2, . . . , Ik � äåÿêi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Çàñòîñóâàâøè öåé ôàêò äî ðiâíîñòi (3.23), òîáòî äîìíî-
æèâøè ¨¨ îáèäâi çëiâà ÷àñòèíè íà äîáóòîê IkIk−1 . . . I2I1, îòðèìà¹ìî

(IkIk−1 . . . I2I1)AA
−1 = (IkIk−1 . . . I2I1)E. (3.24)

Îñêiëüêè (IkIk−1 . . . I2I1)AA
−1 = (IkIk−1 . . . I2I1A)A

−1 = EA−1 = A−1, òî ç ðiâíîñòi (3.24) âèïëèâà¹
ñïiââiäíîøåííÿ

A−1 = IkIk−1 . . . I2I1E,

ÿêå é äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Îòîæ, òâåðäæåííÿ 3.10 äà¹ ùå îäèí ñïîñiá îá÷èñëåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ïîðÿä ç çàäàíîþ ìàòðèöåþ A çàïèñóþòü (ðîçäiëèâøè âåðòèêàëüíîþ ëiíi¹þ) îäèíè÷íó
ìàòðèöþ E âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó i îäíî÷àñíî âèêîíóþòü åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ (ëèøå
ðÿäêiâ!) îáèäâîõ ìàòðèöü ç ìåòîþ çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî îäèíè÷íî¨. Ïðè öüîìó ìàòðèöÿ, ÿêà ïiñëÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ îòðèìà¹òüñÿ ç ìàòðèöi E, é áóäå øóêàíîþ ìàòðèöåþ
A−1

(A|E) ∼ (E|A−1).

ßêùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóâàòèìóòüñÿ íàä ñòîâï÷èêàìè, òî ìàòðèöþ E ðîçìiùàþòü ïiä
ìàòðèöåþ A.

Ïðèêëàä 3.18. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ çíàéäåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi
A = ( 1 2

3 4 ) . Îñêiëüêè detA = −2 ̸= 0, òî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà i òîìó îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 iñíó¹. Ðîç-
òàøó¹ìî ïîðÿä ç äàíîþ ìàòðèöåþ A ÷åðåç âåðòèêàëüíó ëiíiþ îäèíè÷íó ìàòðèöþ E òîãî æ ïîðÿäêó i çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ çâåäåìî A äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Òîäi ñïðàâà âiä âåðòèêàëüíî¨
ëiíi¨ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi îòðèìà¹ìî îáåðíåíó äî A ìàòðèöþ.

(A|E) =

(
1 2 1 0
3 4 0 1

)
∼
(
1 2 1 0
0 −2 −3 1

)
∼
(
1 0 −2 1
0 −2 −3 1

)
∼
(
1 0 −2 1
0 1 3

2 − 1
2

)
= (E|A−1).

Îòæå, A−1 =
(

−2 1
3
2 − 1

2

)
.
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