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Ðîçäië 2.

Âèçíà÷íèêè

2.1. Ïåðåñòàíîâêè

Äëÿ ÿâíîãî àíàëiòè÷íîãî âèðàæåííÿ âèçíà÷íèêà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi
âiäîìîñòi ïðî ïåðåñòàíîâêè.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïåðåñòàíîâêîþ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íàáið íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ðîçòà-
øîâàíèõ (ïåðåñòàâëåíèõ) ó ïåâíîìó ïîðÿäêó. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

(i1, i2, . . . , in);

òóò åëåìåíòè i1, i2, . . . , in ïðèéìàþòü îäíå iç çíà÷åíü 1, 2, . . . , n, ïðè÷îìó æîäíå ç íèõ íå ïîâòîðþ-
¹òüñÿ â äâi÷i (òîáòî ik ̸= im ïðè k ̸= m).

Ïðèêëàä 2.1. (2, 3, 1, 4), (1, 4, 3, 2) � ïåðåñòàíîâêè ç ÷èñåë 1, 2, 3, 4.

Ïåðåñòàíîâêà (1, 2, . . . , n) íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíîþ (òðèâiàëüíîþ).
Äâi ïåðåñòàíîâêè ç n ÷èñåë ¹ ðiçíèìè, ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ðîçòàøóâàííÿì åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 2.2. (2, 3, 1), (2, 1, 3) � äâi ðiçíi ïåðåñòàíîâêè ç ÷èñåë 1, 2, 3.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Iç ÷èñåë 1, 2, . . . , n ìîæíà óòâîðèòè n! ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê.

Äîâåäåííÿ. Ïðè óòâîðåííi ïåðåñòàíîâêè (i1, i2, . . . , in) íà ìiñöi i1 ìîæíà ðîçìiñòèòè áóäü-ÿêå ç ÷èñåë
1, 2, . . . , n (òîáòî ìà¹ìî n âàðiàíòiâ âèáîðó ÷èñëà i1); ïðè óæå çàôiêñîâàíîìó i1 íà ìiñöi i2 ìîæíà
ðîçìiñòèòè áóäü-ÿêå ç (n − 1) ÷èñåë, ùî çàëèøèëèñÿ (ìà¹ìî n − 1 âàðiàíò âèáîðó ÷èñëà i2); ïðè
çàôiêñîâàíèõ i1 òà i2 íà ìiñöi i3 ìîæíà ðîçìiñòèòè áóäü-ÿêå ç (n − 2) ÷èñåë, ùî çàëèøèëèñÿ (n − 2
âàðiàíòè âèáîðó ÷èñëà i3), i ò.ä. Â ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî, ùî ç ÷èñåë 1, 2, . . . , n ìîæíà óòâîðèòè
n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1 = n! ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê.

Ïðèêëàä 2.3. Iç ÷èñåë 1, 2, 3 ìîæíà óòâîðèòè 3! = 6 ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê, à ñàìå

(1, 2, 3), (2, 1, 3), (3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 3, 1), (3, 1, 2).

Îçíà÷åííÿ 2.2. ×èñëà ik òà im óòâîðþþòü iíâåðñiþ â ïåðåñòàíîâöi (. . . , ik, . . . , im, . . . ), ÿêùî
ik > im ïðè k < m (iíàêøå êàæó÷è, ïàðà ÷èñåë ïåðåñòàíîâêè óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, ÿêùî áiëüøå ç
íèõ ðîçòàøîâàíå ïåðåä ìåíøèì). Êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi (i1, i2, . . . , in) ïîçíà÷àòèìåìî
inv(i1, i2, . . . , in). ßêùî ÷èñëà íå óòâîðþþòü iíâåðñiþ â ïåðåñòàíîâöi, òî êàæóòü, ùî âîíè óòâîðþþòü
ïîðÿäîê.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïåðåñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ (íåïàðíîþ), ÿêùî êiëüêiñòü iíâåðñié ó íié ¹ ïàð-
íèì (âiäïîâiäíî, íåïàðíèì) ÷èñëîì.

Îçíà÷åííÿ 2.4. ×èñëî (−1)inv(i1,i2,...,in) íàçèâàþòü ñèãíàòóðîþ (àáî çíàêîì) ïåðåñòàíîâêè (i1, . . .
. . . , in). Ñèãíàòóðó ïåðåñòàíîâêè (i1, i2, . . . , in) ïîçíà÷àòèìåìî sgn(i1, i2, . . . , in). Î÷åâèäíî, ùî ñèãíà-
òóðà ïàðíî¨ ïåðåñòàíîâêè äîðiâíþ¹ 1, à íåïàðíî¨ � (−1).
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2.2. Âèçíà÷íèêè

Ïðèêëàäè 2.4. 1. Ïåðåñòàíîâêè (1, 2, 3) (íåìà¹ iíâåðñié), (2, 3, 1) (äâi iíâåðñi¨) i (3, 1, 2) (äâi iíâåðñi¨) ¹ ïàð-
íèìè, à ïåðåñòàíîâêè (1, 3, 2) (îäíà iíâåðñiÿ), (3, 2, 1) (òðè iíâåðñi¨) i (2, 1, 3) (îäíà iíâåðñiÿ) � íåïàðíèìè.

2. Òîòîæíà ïåðåñòàíîâêà (1, 2, . . . , n) � ïàðíà.

3. Ó ïåðåñòàíîâöi (1, 4, 5, 3, 2) iíâåðñiþ óòâîðþþòü òàêi ï'ÿòü ïàð ÷èñåë: 4 i 3, 4 i 2, 5 i 3, 5 i 2, 3 i 2. Òîìó
inv(1, 4, 5, 3, 2) = 5 i, îòæå, ïåðåñòàíîâêà ¹ íåïàðíîþ.

4. Ó ïåðåñòàíîâöi (n, n−1, . . . , 2, 1) êîæíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà ÷èñåë óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, à òîìó êiëüêiñòü iíâåðñié

ó íié äîðiâíþ¹ C2
n = n(n−1)

2 . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî sgn(n, n− 1, . . . , 2, 1) = (−1)
n(n−1)

2 .

Îçíà÷åííÿ 2.5. Çàìiíó ìiñöÿìè äâîõ åëåìåíòiâ ïåðåñòàíîâêè íàçèâàþòü òðàíñïîçèöi¹þ öèõ åëå-
ìåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Áóäü-ÿêà òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ïîìiíÿëè ìiñöÿìè äâà ñóñiäíi åëåìåíòè ik òà ik+1 ïåðåñòàíîâêè
( . . . , ik, ik+1, . . . ). Òîäi êiëüêiñòü iíâåðñié àáî çáiëüøèòüñÿ íà îäèíèöþ (ÿêùî ik < ik+1), àáî çìåíøè-
òüñÿ íà îäèíèöþ (ÿêùî ik > ik+1) i, îòæå, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè çìiíèòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé ó ïåðåñòàíîâöi

( . . . , ik, ik+1, . . . , ik+s︸ ︷︷ ︸
s åëåìåíòiâ

, ik+s+1, . . . )

ïåðåñòàâëåíî ìiñöÿìè åëåìåíòè ik òà ik+s+1 (ðîçäiëåíi s åëåìåíòàìè) Öÿ òðàíñïîçèöiÿ ìîæå áóòè
çäiéñíåíà çà äîïîìîãîþ 2s + 1 ïîñëiäîâíèõ òðàíñïîçèöié ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ: ñïî÷àòêó ïåðåñòàâèìî
åëåìåíò ik ïîñëiäîâíî ç óñiìà åëåìåíòàìè ik+1, ik+2, . . . , ik+s (s òðàíñïîçèöié) òà ç åëåìåíòîì ik+s+1

(1 òðàíñïîçèöiÿ), ïîòiì ik+s+1 ïîñëiäîâíî ïåðåñòàâèìî ç ik+s, ik+s−1, . . . , ik+2, ik+1 (s òðàíñïîçèöié).
Çà äîâåäåíèì âèùå êîæíà òàêà òðàíñïîçèöiÿ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè, à
îñêiëüêè òàêà çìiíà âiäáóäåòüñÿ íåïàðíó êiëüêiñòü ðàçiâ (2s + 1 � íåïàðíå ÷èñëî), òî, ÿê íàñëiäîê,
ïåðåñòàíîâêà çìiíèòü ïàðíiñòü íà ïðîòèëåæíó.

Ïðèêëàä 2.5. Ðîçãëÿíåìî ïåðåñòàíîâêó (2, 3, 1), ÿêà ìà¹ äâi iíâåðñi¨, à òîìó ¹ ïàðíîþ. Âèêîíà¹ìî â íié òðàíñ-
ïîçèöiþ åëåìåíòiâ 2 òà 1. Îòðèìà¹ìî ïåðåñòàíîâêó (1, 3, 2), ÿêà ìà¹ ëèøå îäíó iíâåðñiþ, à òîìó ¹ íåïàðíîþ.
Áà÷èìî, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ îäíi¹¨ òðàíñïîçèöi¨ ïî÷àòêîâà ïåðåñòàíîâêà çìiíèëà ñâié çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêó ïåðåñòàíîâêó ç n åëåìåíòiâ ìîæíà ïåðåâåñòè â áóäü-ÿêó iíøó ïåðåñòàíîâêó
ç öèõ æå åëåìåíòiâ çà äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ ïîñëiäîâíî âèêîíàíèõ òðàíñïîçèöié. Öåé ðåçóëüòàò ìîæ-
íà äîñÿãíóòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Îäíàê, ÿêùî ïàðíiñòü ïî÷àòêîâî¨ i êiíöåâî¨ ïåðåñòàíîâîê îäíàêîâà,
òî ÷èñëî òðàíñïîçèöié îáîâ'ÿçêîâî ïàðíå (áî êîæíà òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü). Íàâïàêè, ÿêùî
ïàðíiñòü ïî÷àòêîâî¨ i êiíöåâî¨ ïåðåñòàíîâîê ðiçíà, òî êiëüêiñòü ïîòðiáíèõ äëÿ ïåðåâåäåííÿ òðàíñïî-
çèöié � íåïàðíå ÷èñëî. Çîêðåìà, áóäü-ÿêà ïàðíà ïåðåñòàíîâêà îòðèìó¹òüñÿ ç òîòîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè
ïàðíèì, à íåïàðíà � íåïàðíèì ÷èñëîì òðàíñïîçèöié.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Ïðè n > 1 êiëüêiñòü óñiõ ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê ç n ÷èñåë ñïiâïàäà¹ ç êiëüêiñòþ

óñiõ íåïàðíèõ i äîðiâíþ¹ n!
2 .

Äîâåäåííÿ. Âèïèøåìî âñi ïàðíi ïåðåñòàíîâêè ç n ÷èñåë i â êîæíié ç íèõ âèêîíà¹ìî ÿêóñü îäíó i
òó æ òðàíñïîçèöiþ (íàïðèêëàä, òðàíñïîçèöiþ ïåðøèõ äâîõ åëåìåíòiâ). Òîäi îòðèìà¹ìî âñi íåïàðíi
ïåðåñòàíîâêè, ïðè÷îìó ïî îäíîìó ðàçó.

2.2. Âèçíà÷íèêè

Íåõàé çàäàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 . (2.1)
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Ðîçãëÿíåìî äîáóòêè åëåìåíòiâ öi¹¨ ìàòðèöi, âçÿòèõ ïî îäíîìó i ëèøå îäíîìó ç êîæíîãî ðÿäêà òà
êîæíîãî ñòîâï÷èêà. Áóäü-ÿêèé òàêèé äîáóòîê ìiñòèòèìå n ñïiâìíîæíèêiâ i ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó
âèãëÿäi

ai1j1 · ai2j2 · . . . · ainjn (= a1k1 · a2k2 · . . . · ankn = al11 · al22 · . . . · alnn) . (2.2)

Ñåðåä ïåðøèõ iíäåêñiâ i1, i2, . . . , in íåìà¹ îäíàêîâèõ, à òîìó öi iíäåêñè óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó
(i1, i2, . . . , in); öå æ ñòîñó¹òüñÿ é äðóãèõ iíäåêñiâ j1, j2, . . . , jn (äàëi, ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî
ñïiâìíîæíèêè â äîáóòêó ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè ìiñöÿìè, ïðè÷îìó ìîæíà äîìîãòèñÿ âïîðÿäêóâàííÿ
àáî çà ïåðøèìè iíäåêñàìè, àáî æ çà äðóãèìè). Î÷åâèäíî, ùî òàêèõ ðiçíèõ äîáóòêiâ áóäå ñòiëüêè,
ñêiëüêè ìîæíà óòâîðèòè ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê iç n ðiçíèõ ÷èñåë, à ñàìå n! (çà òâåðäæåííÿì 2.1).
Êîæåí äîáóòîê (2.2) ïîìíîæèìî íà ÷èñëî (−1)inv(i1,...,in)+inv(j1,...,jn) i äîäàìî âñi îòðèìàíi n! äîäàíêè
âèãëÿäó (−1)inv(i1,...,in)+inv(j1,...,jn) · ai1j1ai2j2 · · · ainjn . Îòðèìàíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì (àáî
äåòåðìiíàíòîì) ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹òüñÿ detA:

detA =
∑

(i1,...,in)
(j1,...,jn)

(−1)inv(i1,i2,...,in)+inv(j1,j2,...,jn) · ai1j1 · ai2j2 · . . . · ainjn . (2.3)

Îçíà÷åííÿ 2.6. Âèçí�à÷íèêîì (äåòåðìiíàíòîì) ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ùî äîðiâíþ¹
àëãåáðè÷íié ñóìi n! äîäàíêiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì åëåìåíòiâ, âçÿòèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî ñòîâïöÿ
i ç êîæíîãî ðÿäêà ìàòðèöi, ïðè÷îìó òàêi äîáóòêè âõîäÿòü ó ñóìó çi çíàêîì ïëþñ àáî ìiíóñ çàëåæíî
âiä êiëüêîñòi iíâåðñié ó âiäïîâiäíèõ ïåðåñòàíîâêàõ.

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ áiëüø äåòàëüíèé çàïèñ, óêëàäàþ÷è ìàòðèöþ
â ¾ïðÿìi¿ äóæêè:

A = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

Çâàæàþ÷è íà öå ïîçíà÷åííÿ, äëÿ ñòèñëîñòi ãîâîðÿòü ïðî ïîðÿäîê âèçíà÷íèêà, ðÿäêè àáî ñòîâïöi
âèçíà÷íèêà, åëåìåíòè âèçíà÷íèêà, îïóñêàþ÷è ïðè öüîìó ñëîâî ¾ìàòðèöÿ¿. Íàïðèêëàä, ïåðøèé ðÿäîê
çàäàíîãî âèçíà÷íèêà detA âèãëÿäó (2.4) � öå ïåðøèé ðÿäîê a11, a12, . . . , a1n êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A
âèãëÿäó (2.1).

Çàóâàæåííÿ 2.1. ßêùî ïiä ÷àñ âèïèñóâàííÿ ÷ëåíiâ âèçíà÷íèêà âïîðÿäêóâàòè äîáóòêè çà ïåðøèìè
iíäåêñàìè, òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.3) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

detA =
∑

(k1,...,kn)

(−1)inv(k1,k2,...,kn) · a1k1 · a2k2 · . . . · ankn (2.5)

àáî, ÿêùî âïîðÿäêóâàòè äîáóòêè çà äðóãèìè iíäåêñàìè, ó âèãëÿäi

detA =
∑

(l1,...,ln)

(−1)inv(l1,l2,...,ln) · al11 · al22 · . . . · alnn. (2.6)

Çâàæàþ÷è íà ïîíÿòòÿ ñèãíàòóðè, ñïiââiäíîøåííÿ (2.3), (2.5), (2.6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ùå ïî-iíøîìó:

detA =
∑

(i1,...,in)
(j1,...,jn)

sgn(i1, i2, . . . , in) · sgn(j1, j2, . . . , jn) · ai1j1 · ai2j2 · . . . · ainjn =

=
∑

(k1,...,kn)

sgn(k1, k2, . . . , kn) · a1k1 · a2k2 · . . . · ankn =

=
∑

(l1,...,ln)

sgn(l1, l2, . . . , ln) · al11 · al22 · . . . · alnn.

Ó çàëåæíîñòi âiä íåîáõiäíîñòi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ êîæíèì iç öèõ ñïiââiäíîøåíü.
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2.2. Âèçíà÷íèêè

Ïðèêëàä 2.6. Äîâåäåìî, ùî âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó ¾ç âåëèêèì íóëüîâèì êóòîì¿ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 a1,j+1 · · · a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 · · · ai+1,j ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
. . .

...
...

. . .
...

an1 · · · anj an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ïðè i+ j > n.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2.5). ßêùî õî÷à á îäèí ñïiâìíîæíèê äîáóòêó a1k1
· a2k2

· . . . · ankn
äîðiâíþ¹ íóëþ,

òî é ñàì äîáóòîê áóäå ðiâíèì íóëþ. Òîìó ç ïåðøîãî ðÿäêà òðåáà áðàòè åëåìåíò a1k1
, ÿêèé ñòî¨òü â ñòîâïöi

k1 > j, ç äðóãîãî ðÿäêà � åëåìåíò a2k2
, ÿêèé ñòî¨òü â ñòîâïöi k2 > j i k2 ̸= k1, i ò.ä. ç i-ãî ðÿäêà � åëåìåíò

aiki
, ÿêèé ñòî¨òü â ñòîâïöi ki > j, ki ̸= k1, ki ̸= k2, . . . , ki ̸= ki−1. Àëå âèáðàòè i ðiçíèõ ñòîâïöiâ ç (n − j)

ñòîâïöiâ íåìîæëèâî, îñêiëüêè i > n−j. Òîìó õî÷à á îäèí iç ñïiâìíîæíèêiâ â äîáóòêó a1k1
·a2k2

· . . . ·ankn
áóäå

ðiâíèì íóëþ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíîãî âèçíà÷íèêà êîæíèé äîäàíîê ñóìè ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.5)
äîðiâíþ¹ íóëþ, à òîìó é âñÿ ñóìà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ïîðÿäêiâ 2 òà 3.

Âèçíà÷íèêè äðóãîãî ïîðÿäêó. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A = [aij ] ïîðÿäêó 2 ìiñòèòü, çà îçíà÷åí-
íÿì, 2! = 2 äîäàíêè i çà ñïiââiäíîøåííÿì (2.5) îòðèìó¹ìî:

detA = (−1)inv(1,2)a11a22 + (−1)inv(2,1)a12a21 = (−1)0a11a22 + (−1)1a12a21 = a11a22 − a12a21.

Îòæå, âèçíà÷íèê ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ ðiçíèöi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ òà ái÷íî¨
äiàãîíàëåé öi¹¨ ìàòðèöi: ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. (2.7)

Ïðàâèëî, çà ÿêèì îá÷èñëþ¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, ñõåìàòè÷íî ìîæíà çîáðàçèòè
òàê:

f ff f
= f vv f

@
@

− v ff v
�

�

Âèçíà÷íèêè òðåòüîãî ïîðÿäêó. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A = [aij ] ïîðÿäêó 3 ìiñòèòü 3! = 6
äîäàíêiâ âèãëÿäó. Òîìó, çà ñïiââiäíîøåííÿì (2.5),

detA = (−1)inv(1,2,3)a11a22a33 + (−1)inv(2,3,1)a12a23a31 + (−1)inv(3,1,2)a13a21a32+

+ (−1)inv(3,2,1)a13a22a31 + (−1)inv(1,3,2)a11a23a32 + (−1)inv(2,1,3)a12a21a33 = (−1)0a11a22a33+

+ (−1)2a12a23a31 + (−1)2a13a21a32 + (−1)3a13a22a31 + (−1)1a11a23a32 + (−1)1a12a21a33 =

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33,

òîáòî ∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33. (2.8)

Õî÷à âèðàæåííÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó ÷åðåç ñóìó äîáóòêiâ éîãî åëåìåíòiâ ¹ äîñèòü ãðîìiçä-
êèì, ïðàâèëî éîãî óòâîðåííÿ ç åëåìåíòiâ ìàòðèöi ¹ äîñòàòíüî ïðîñòèì: çi çíàêîì ïëþñ áåðóòü äîáóòîê
÷èñåë, ðîçòàøîâàíèõ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, i äâà äîáóòêè ÷èñåë, ðîçòàøîâàíèõ ó âåðøèíàõ äâîõ ðiâ-
íîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ ç îñíîâàìè, ïàðàëåëüíèìè äî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi; çi çíàêîì ìiíóñ áåðóòü òðè
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äîáóòêè, ÿêi áóäóþòü çà òàêèì æå ïðàâèëîì, àëå ñòîñîâíî ái÷íî¨ äiàãîíàëi. Ñõåìàòè÷íî öå ïðàâèëî
òðèêóòíèêiâ ìîæíà çîáðàçèòè òàê:

f f ff f ff f f
= f f v

@
@
@
@

f v fv f f
+ v f ff f vf v f

�
�
�
�

����

@
@ + f v fv f ff f v

����

�
�
�
�

@
@

−

− v f ff v ff f v
�
�
�
�

− f v ff f vv f fHHHH
�

�

A
A
A
A

− f f vv f ff v f
�
�A

A
A
A

HHHH

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ òðåòüîãî ïîðÿäêó ìîæíà òàêîæ êîðèñòóâàòèñÿ ïðàâèëîì Ñàððþñà
(Pierre-Fr�åd�åric Sarrus, 1798-1861):

a31 a32 a33 a31 a32

a21 a22 a23 a21 a22

a11 a12 a13 a11 a12

@
@

@
@

@

@
@

@
@

@

@
@

@
@

@

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

+ + + − − −

äî ìàòðèöi ïðèïèñàòè ïðàâîðó÷ ïåðøèé i äðóãèé ñòîâïöi, îá÷èñëèòè äîáóòêè åëåìåíòiâ, ÿêi ðîçìiùåíi
íà êîæíié iç çàçíà÷åíèõ øåñòè ïðÿìèõ, à ïîòiì çíàéòè àëãåáðè÷íó ñóìó öèõ äîáóòêiâ, ïðè öüîìó
äîáóòêè åëåìåíòiâ íà ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ãîëîâíié äiàãîíàëi, áåðóòüñÿ çi çíàêîì ïëþñ, à äîáóòêè
åëåìåíòiâ íà ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ái÷íié äiàãîíàëi, � çi çíàêîì ìiíóñ.

Ïðèêëàä 2.7. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèêè ìàòðèöü

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

 1 2 3
2 1 4
−1 2 5

 .

Çà ôîðìóëîþ (2.7) ìà¹ìî, ùî
detA = 1 · 4− 2 · 3 = −2,

à çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêiâ (2.8):

detB = 1 · 1 · 5 + 2 · 4 · (−1) + 3 · 2 · 2− 3 · 1 · (−1)− 1 · 4 · 2− 2 · 2 · 5 = −16.

Àíàëîãi÷íî îòðèìàíèì ôîðìóëàì äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ, ìîæíà
îòðèìàòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ÷åòâåðòîãî, ï'ÿòîãî i ò.ä. ïîðÿäêiâ. Ïðîòå öi ôîðìóëè
áóäóòü íàäòî ãðîìiçäêèìè i íåçðó÷íèìè äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Òîìó âèçíà÷íèêè âèùèõ ïîðÿäêiâ
(÷åòâåðòîãî i áiëüø), çàçâè÷àé, îá÷èñëþþòü íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêiâ.

2.3. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ

Ëåìà 2.4. detA = detA⊤ äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A, òîáòî ïðè òðàíñïîíóâàííi âèçíà÷íèê
íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A = [aij ]n×n , òî

detA =
∑

(i1,...,in)
(j1,...,jn)

(−1)r+sai1j1ai2j2 · · · ainjn =
∑

(j1,...,jn)
(i1,...,in)

(−1)s+ra⊤j1i1a
⊤
j2i2 · · · a

⊤
jnin = detA⊤,

äå r = inv(i1, i2, . . . , in), s = inv(j1, j2, . . . , jn); òóò âèêîðèñòàíî òîé ôàêò, ùî aij = a⊤ji (îçíà÷åí-
íÿ 1.17).
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2.3. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ

Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹, ùî ñòîâïöi i ðÿäêè âèçíà÷íèêà ¾ðiâíîïðàâíi¿: áóäü-ÿêà âëàñòèâiñòü,
ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñòîâïöiâ, áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ ðÿäêiâ.

Ëåìà 2.5. Iç åëåìåíòiâ ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) âèçíà÷íèêà ìîæíà âèíîñèòè ñïiëüíèé ìíîæíèê, òîáòî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
λam1 λam2 . . . λamn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1km . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
λam1 . . . λamkm . . . λamn
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ankm . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(k1,...,kn)

(−1)sa1k1 · · ·λamkm · · · ankn =

= λ ·
∑

(k1,...,kn)

(−1)sa1k1 · · · amkm · · · ankn = λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1km . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amkm . . . amn
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ankm . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå s = inv(k1, k2, . . . , kn).

Ëåìà 2.6. Âèçíà÷íèê, ó ÿêîìó êîæåí åëåìåíò äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) ¹ ñóìîþ äâîõ ñêëàäîâèõ,

äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ âèçíà÷íèêiâ, ó ïåðøîìó ç ÿêèõ ó âêàçàíîìó ðÿäêó (ñòîâï÷èêó) ìiñòÿòüñÿ ïåðøi

ñêëàäîâi, ó äðóãîìó � äðóãi; iíøi ðÿäêè (ñòîâï÷èêè) çàëèøàþòüñÿ áåç çìií:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′
m1 + a

′′
m1 a

′
m2 + a

′′
m2 . . . a

′
mn + a

′′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′
m1 a

′
m2 . . . a

′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′′
m1 a

′′
m2 . . . a

′′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′
m1 + a

′′
m1 a

′
m2 + a

′′
m2 . . . a

′
mn + a

′′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(k1,...,kn)

(−1)sa1k1 · · · (a
′
mkm + a

′′
mkm) · · · ankn =

=
∑

(k1,...,kn)

(−1)s a1k1 · · · a
′
mkm · · · ankn +

∑
(k1,...,kn)

(−1)s a1k1 · · · a
′′
mkm · · · ankn =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′
m1 a

′
m2 . . . a

′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

a
′′
m1 a

′′
m2 . . . a

′′
mn

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå s = inv(k1, . . . , km, . . . , kn).
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Ùîéíî äîâåäåíà ëåìà 2.6 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê, êîëè åëåìåíòè ðÿäêà (ñòîâï÷èêà)
âèçíà÷íèêà ¹ ñóìàìè äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñêëàäîâèõ.

Ëåìà 2.7. ßêùî äâà ðÿäêè (ñòîâï÷èêè) âèçíà÷íèêà ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè, òî âèçíà÷íèê çìiíèòü ñâié

çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðè ïåðåñòàíîâöi ìiñöÿìè i-ãî òà j-ãî (i < j) ðÿäêiâ âèçíà÷íèêà êîæåí äîäàíîê âèçíà÷íè-
êà çìiíþ¹ ñâié çíàê íà ïðîòèëåæíèé çà ðàõóíîê äîäàòêîâî¨ òðàíñïîçèöi¨ â ïåðåñòàíîâêàõ, ñêëàäåíèõ
ç iíäåêñiâ ðÿäêiâ ((−1)inv(...,i,...,j,... ) = (−1) · (−1)inv(...,j,...,i,... )). Òîìó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(−1)inv(...,i,...,j,... )+inv(...,ki,...,kj ,... )a1k1 · · · aiki · · · ajkj · · · ankn =

= (−1) ·
∑

(−1)inv(...,j,...,i,... )+inv(...,ki,...,kj ,... )a1k1 · · · ajki · · · aikj · · · ankn =

= (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . .
aj1 . . . ajn
. . . . . . . . .
ai1 . . . ain
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 2.8. Âèçíà÷íèê, ÿêèé ìiñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê (àáî ñòîâï÷èê), äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ÿêèéñü ðÿäîê âèçíà÷íèêà íóëüîâèé, òî çà ëåìîþ 2.5∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 2.9. Âèçíà÷íèê ç äâîìà îäíàêîâèìè ðÿäêàìè (ñòîâï÷èêàìè) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ç äâîìà îäíàêîâèìè ðÿäêàìè. Ïåðåñòàâèâøè öi ðÿäêè ìiñöÿìè, îò-
ðèìà¹ìî òó æ ñàìó ìàòðèöþ, ïðîòå ¨¨ âèçíà÷íèê çà ëåìîþ 2.7 çìiíèòü ñâié çíàê íà ïðîòèëåæíèé.
Òîìó detA = −detA, à öå ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè detA = 0.

Ëåìà 2.10. Âèçíà÷íèê ç äâîìà ïðîïîðöiéíèìè ðÿäêàìè (ñòîâï÷èêàìè) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëåìåíòè ÿêîãîñü ðÿäêà ìàòðèöi âèçíà÷íèêà äîðiâíþþòü âiäïîâiäíèì åëåìåíòàì
iíøîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíèì íà ñêàëÿð λ. Òîäi, çàñòîñóâàâøè ïîñëiäîâíî ëåìè 2.5 òà 2.9, îòðèìà¹ìî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . .
λam1 λam2 . . . λamn
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ · 0 = 0.
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2.3. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ

Ëåìà 2.11. ßêùî äî ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) âèçíà÷íèêà äîäàòè iíøèé éîãî ðÿäîê (ñòîâ-

ï÷èê), ïîìíîæåíèé íà äîâiëüíèé ñêàëÿð, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1i . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2i . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ani . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
i óòâîðèìî ç íüîãî âèçíà÷íèê detB, äîäàâøè äî i-ãî ñòîâï÷èêà éîãî j-èé ñòîâï÷èê, ïîìíîæåíèé íà
ñêàëÿð λ:

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1i + λa1j . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2i + λa2j . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ani + λanj . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çà ëåìàìè 2.6 òà 2.5 âèçíà÷íèê detB ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1i . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2i . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ani . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣+ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ó öié ñóìi äðóãèé âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìà¹ äâà îäíàêîâi ñòîâï÷èêè; òîìó

detB = detA,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 2.12. ßêùî äî ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) âèçíà÷íèêà äîäàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ iíøèõ

éîãî ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ), òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ.

Ëåìà 2.13. ßêùî ÿêèé-íåáóäü ðÿäîê (ñòîâï÷èê) âèçíà÷íèêà ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ éîãî

ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ), òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðèêëàä 2.8. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A =

(
1 2
3 4

)
i ïîðiâíÿ¹ìî ¨¨ âèçíà÷íèê ç âèçíà÷íèêàìè ìàòðèöü

AT =

(
1 3
2 4

)
, B =

(
1 2
3λ 4λ

)
; C =

(
2 1
4 3

)
; D =

(
3 4
1 2

)
; F =

(
1 + 3λ 2 + 4λ

3 4

)
,

äå λ � äîâiëüíèé ñêàëÿð.
Âèçíà÷íèê çàäàíî¨ ìàòðèöi A áóëî çíàéäåíî ó ïðèêëàäi 2.7: detA = −2. Çà ôîðìóëîþ (2.7) îá÷èñëþ¹ìî

âèçíà÷íèêè ðåøòè çàäàíèõ ìàòðèöü:

detAT =

∣∣∣∣1 3
2 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 3 · 2 = −2 = detA,

ùî âiäïîâiäà¹ ëåìi 2.4;

detB =

∣∣∣∣ 1 2
3λ 4λ

∣∣∣∣ = 1 · 4λ− 2 · 3λ = −2λ = λ· detA,

ùî âiäïîâiäà¹ ëåìi 2.5, îñêiëüêè ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A äîìíîæåííÿì åëåìåíòiâ 2-ãî ðÿäêà íà
÷èñëî λ;

detC =

∣∣∣∣2 1
4 3

∣∣∣∣ = 2 · 3− 1 · 4 = 2 = −detA,

detD =

∣∣∣∣3 4
1 2

∣∣∣∣ = 3 · 2− 4 · 1 = 2 = −detA,
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

ùî âiäïîâiäà¹ ëåìi 2.7, îñêiëüêè ìàòðèöÿ C îòðèìàíà iç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåííÿì ñòîâïöiâ, à ìàòðèöÿ D �
ïåðåñòàâëåííÿì ðÿäêiâ ìàòðèöi A;

detF =

∣∣∣∣1 + 3λ 2 + 4λ
3 4

∣∣∣∣ = (1 + 3λ) · 4− (2 + 4λ) · 3 = −2 = detA,

ùî âiäïîâiäà¹ ëåìi 2.11, îñêiëüêè ìàòðèöþ F îòðèìàíî iç ìàòðèöi A äîäàâàííÿì äî åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ äðóãîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî λ.

2.4. Ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà (ñòîâï÷èêà)

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Îçíà÷åííÿ 2.7. Äîïîâíÿëüíèì ìiíîðîìMij åëåìåíòà aij çàäàíî¨ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê
ïîðÿäêó n− 1, îòðèìàíèé ç ìàòðèöi A âèêðåñëþâàííÿì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì Aij åëåìåíòà aij çàäàíî¨ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ äîïîâ-
íÿëüíèé ìiíîð Mij öüîãî åëåìåíòà, ïîìíîæåíèé íà ÷èñëî (−1)i+j :

Aij = (−1)i+j ·Mij .

Ïðèêëàä 2.9. Äîïîâíÿëüíèìè ìiíîðàìè åëåìåíòiâ a11, a12 òà a23 ìàòðèöi9 1 7
1 0 −1
1 3 4

 , (2.9)

¹ âiäïîâiäíî âèçíà÷íèêè M11 =

∣∣∣∣0 −1
3 4

∣∣∣∣ = 3, M12 =

∣∣∣∣1 −1
1 4

∣∣∣∣ = 5, M23 =

∣∣∣∣9 1
1 3

∣∣∣∣ = 26, à àëãåáðè÷íèìè

äîïîâíåííÿìè öèõ åëåìåíòiâ � âiäïîâiäíî ÷èñëà A11 = (−1)1+1 · M11 = 3, A12 = (−1)1+2 · M12 = −5,
A23 = (−1)2+3 ·M23 = −26.

Òåîðåìà 2.14 (ïðî ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà (ñòîâïöÿ)). Âèçíà÷íèê

ìàòðèöi A = [aij ] ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õíi

àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ, òîáòî

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (ôîðìóëà ðîçêëàäàííÿ çà i-èì ðÿäêîì), (2.10)

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (ôîðìóëà ðîçêëàäàííÿ çà j-èì ñòîâïöåì). (2.11)

Ðiâíiñòü (2.10) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà, à ðiâ-
íiñòü (2.11) � ôîðìóëîþ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ (i, j ∈ 1, n).

Ïåðø, íiæ äîâåñòè öi ôîðìóëè, äîâåäåìî äâà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.15. ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 ·M11 = a11 ·A11.
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2.4. Ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà (ñòîâï÷èêà)

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ äëÿ ïåðøîãî âèçíà÷íèêà. ßêùî a11 = 0, òî ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåí-
íÿ î÷åâèäíà. Íåõàé a11 ̸= 0. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.5): îñêiëüêè óñi åëåìåíòè ïåðøîãî
ðÿäêà (êðiì åëåìåíòà a11) çàäàíîãî âèçíà÷íèêà ¹ íóëüîâèìè (a1k1 = 0 ïðè k1 ̸= 1), òî ó ñïiââiäíîøåí-
íi (2.5) óñi äîäàíêè, ÿêi íå ìiñòÿòü åëåìåíò a11, ¹ íóëüîâèìè. Òîìó

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(1,k2,...,kn)

(−1)inv(1,k2,...,kn) · a11 · a2k2 · . . . · ankn =

=

{
âèíåñåìî åëåìåíò a11 çà çíàê ñóìè i âðàõó¹ìî òîé ôàêò, ùî â ïåðåñòàíîâêàõ (1, k2, . . . , kn)

òà (k2, . . . , kn) êiëüêiñòü iíâåðñié îäíàêîâà i òîìó (−1)inv(1,k2,...,kn) = (−1)inv(k2,...,kn)

}
=

= a11 ·
∑

(k2,...,kn)

(−1)inv(k2,...,kn) · a2k2 · . . . · ankn = a11 ·

∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ = a11 ·M11 = a11 ·A11 .

Äëÿ äðóãî¨ ìàòðèöi äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

Óçàãàëüíèìî ëåìó 2.15.

Ëåìà 2.16.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . aij . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . 0 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aij ·Aij .

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ äëÿ ïåðøîãî âèçíà÷íèêà. Ïåðåìiñòèìî åëåìåíò aij çàäàíîãî âèç-
íà÷íèêà íà ìiñöå åëåìåíòà a11. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó i-èé ðÿäîê öüîãî âèçíà÷íèêà ïîñëiäîâíî ïîìiíÿ¹ìî
ìiñöÿìè ç óñiìà ðÿäêàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ íàä íèì, àæ ïîêè âií íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì ((i− 1) ïå-
ðåñòàíîâêà ðÿäêiâ); ïîòiì j-èé ñòîâï÷èê íîâîóòâîðåíîãî âèçíà÷íèêà ïîñëiäîâíî ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè
ç óñiìà ñòîâï÷èêàìè çëiâà âiä íüîãî, àæ ïîêè öåé ñòîâï÷èê íå ñòàíå ïåðøèì ((j − 1) ïåðåñòàíîâêà
ñòîâï÷èêiâ). Â ðåçóëüòàòi âñiõ öèõ ïåðåñòàíîâîê ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ çíàê âèçíà÷íèêà çà ëåìîþ 2.7
çìiíèòüñÿ (i− 1) + (j − 1) ðàçiâ. Òîìó

∆ = (−1)(i−1)+(j−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
aij 0 . . . 0
a1j a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
anj an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = { çà ëåìîþ 2.15 } = (−1)i+j−2 · aij ·

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ =
= (−1)i+j · aij ·∆′ =

{
îñêiëüêè âèçíà÷íèê∆′ îòðèìàíèé iç âèçíà÷íèêà∆ âèêðå-
ñëþâàííÿì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ, òîáòî ¹ äîïîâíÿëü-
íèì ìiíîðîìMij åëåìåíòà aij âèçíà÷íèêà ∆, òî ∆′ =Mij

}
=

= aij · (−1)i+j ·Mij = aij ·Aij ,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ó âèïàäêó äðóãîãî âèçíà÷íèêà äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.14. Îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì, íàïðèêëàä, ôîðìóëè ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà çà
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åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . (a1j + 0 + · · ·+ 0) . . . a1n
a21 . . . (0 + a2j + · · ·+ 0) . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . (0 + 0 + · · ·+ anj) . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = { çà ëåìîþ 2.6 } =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . 0 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . 0 . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . 0 . . . a1n
a21 . . . 0 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= { çà ëåìîþ 2.16 } = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj .

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïðèêëàä 2.10. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A =


2 1 0 0
0 1 3 2
0 0 0 5
−1 2 0 0

.
Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà òðåòiì ðÿäêîì:

detA = 0 ·A31 + 0 ·A32 + 0 ·A33 + 5 ·A34 = 5 · (−1)3+4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 1 3
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = −5 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 1 3
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣.
Òåïåð ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó çà îñòàííiì ñòîâï÷èêîì:

detA = −5 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 1 3
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = −5 ·
(
0 ·A13 + 3 ·A23 + 0 ·A33

)
= −5 · 3 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣ = 15 ·
∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣.
Âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ (2.7):

detA = 15 ·
∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣ = 15 ·
(
2 · 2− 1 · (−1)

)
= 15 · 5 = 75.

Ïðèêëàä 2.11. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

(
A O

O⊤ E

)
, äå A � äîâiëüíà êâàäðàòíà

ìàòðèöÿ, E � îäèíè÷íà, O � íóëüîâà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó, O⊤ � òðàíñïîíîâàíà äî ìàòðèöi O.

Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi çà åëåìåíòàìè îñòàííüîãî ñòîâïöÿ. Îñêiëüêè â öüîìó ñòîâïöi âñi åëå-
ìåíòè íóëüîâi, çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî, ðiâíîãî 1, îòðèìà¹ìî âèçíà÷íèê òàêîãî æ âèãëÿäó, ùî é âèõiäíèé,
àëå ìåíøîãî ïîðÿäêó. Ðîçêëàäàþ÷è îòðèìàíèé âèçíà÷íèê çà îñòàííiì ñòîâïöåì, çìåíøó¹ìî éîãî ïîðÿäîê (äå-
òàëüíiøå ïðî ñïîñiá îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ çà äîïîìîãîþ çíèæåííÿ ¨õ ïîðÿäêiâ ó ðîçäiëi 2.6). Ïðîäîâæóþ÷è
òàêèì æå ÷èíîì, îòðèìó¹ìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A. Îòæå,∣∣∣∣∣ A O

O⊤ E

∣∣∣∣∣ = detA. (2.12)

Òåîðåìà 2.17 (òåîðåìà çàìiùåííÿ). Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ b1, b2, . . . , bn íà àëãåáðè÷íi äî-

ïîâíåííÿ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó ìàòðèöi, ÿêà

îòðèìó¹òüñÿ iç çàäàíî¨ çàìiíîþ âêàçàíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà åëåìåíòè b1, b2, . . . , bn.
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2.4. Ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà (ñòîâï÷èêà)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî: ÿêùî A = [aij ] � äîâiëüíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó i Ai1, Ai2, . . . , Ain � àëãåáðè-
÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ ai1, ai2, . . . , ain i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi, òî çà ôîðìóëîþ (2.10) îòðèìó¹ìî:

b1Ai1 + b2Ai2 + · · ·+ bnAin =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1,n

b1 b2 . . . bn
ai+1,1 ai+1,2 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ó âèïàäêó ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå.

Òåîðåìà 2.18 (òåîðåìà àíóëþâàííÿ). Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ îäíîãî ç ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàò-

ðèöi íà àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = [aij ] � äîâiëüíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Ðîçãëÿíåìî ñóìó äîáóòêiâ åëåìåíòiâ
i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà âiäïîâiäíi àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ j-ãî ðÿäêà (i ̸= j) öi¹¨ ìàòðèöi:

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn.

Çà òåîðåìîþ çàìiùåííÿ öÿ ñóìà ¹ âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A çàìiíîþ åëåìåí-
òiâ j-ãî ðÿäêà åëåìåíòàìè ai1, ai2, . . . , ain i-ãî ðÿäêà. Îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi òàêî¨ çàìiíè ìàòðèöÿ
ìiñòèòèìå äâà îäíàêîâi ðÿäêè (i-èé òà j-èé), à òîìó ¨¨ âèçíà÷íèê çà ëåìîþ 2.9 äîðiâíþâàòèìå íóëþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi àíàëîãi÷íå.

Iç ôîðìóë ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà i òåîðåìè 2.18 âèïëèâà¹ ïðà-
âèëüíiñòü òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.19. ßêùî A = [aij ] � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî

n∑
k=1

aikAjk =

{
0, i ̸= j,

detA, i = j;

n∑
k=1

akiAkj =

{
0, i ̸= j,

detA, i = j.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A+ = [a+ij ] òîãî æ ïîðÿäêó, ùî

é A, íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹äíàíîþ ñòîñîâíî ìàòðèöi A, ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò a+ij äîðiâíþ¹ àëãåáðè÷íîìó

äîïîâíåííþ åëåìåíòà aji ìàòðèöi A: a
+
ij = Aji.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi ñòîñîâíî çàäàíî¨ ìàòðèöi A òðåáà:
1) çàìiíèòè êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi A = [aij ] éîãî àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì Aij = (−1)i+j ·Mij ,

ïðè öüîìó îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ [Aij ];
2) çíàéòè ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ A+, òðàíñïîíóþ÷è ìàòðèöþ [Aij ].

Òâåðäæåííÿ 2.20. Äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A ·A+ = A+ ·A = detA · E, (2.13)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ òîãî æ ïîðÿäêó, ùî é A.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,

A ·A+ =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann



A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 =

=



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑
k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑
k=1

a2kAnk

. . . . . . . . . . . .
n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑
k=1

ankAnk


=



íà äiàãîíàëüíèõ ïîçèöiÿõ çíàõîäÿòüñÿ ñóìè
äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ðÿäêà ìàòðèöi íà ¨õíi àë-
ãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ, à êîæíà òàêà ñóìà ¹ âè-
çíà÷íèêîì detA; íà íåäiàãîíàëüíèõ ïîçèöiÿõ
ðîçìiùåíi ñóìè äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ðÿäêà ìàò-
ðèöi A íà àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ ií-
øîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi, à âñi òàêi ñóìè çà òå-
îðåìîþ àíóëþâàííÿ 2.18 äîðiâíþþòü íóëþ


=

=


detA 0 . . . 0
0 detA . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . detA

 = detA ·


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 = detA · E.

Àíàëîãi÷íî, A+ ·A = detA · E.

Ïðèêëàä 2.12. Çíàéäåìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ A+ ñòîñîâíî ìàòðèöi

A =

1 2 3
5 4 6
7 −8 −9


òà îá÷èñëèìî äîáóòêè AA+ i A+A.

Çíàéäåìî àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 4 6
−8 −9

∣∣∣∣ = 12, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 3
−8 −9

∣∣∣∣ = −6, A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣2 3
4 6

∣∣∣∣ = 0,

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣5 6
7 −9

∣∣∣∣ = 87, A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 3
7 −9

∣∣∣∣ = −30, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣1 3
5 6

∣∣∣∣ = 9,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣5 4
7 −8

∣∣∣∣ = −68, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 2
7 −8

∣∣∣∣ = 22, A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣1 2
5 4

∣∣∣∣ = −6.

Óòâîðèìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ, òðàíñïîíóþ÷è ìàòðèöþ [Aij ]:

A+ = [Aij ]
⊤ =

12 87 −68
−6 −30 22
0 9 −6

⊤

=

 12 −6 0
87 −30 9
−68 22 −6

.
Îá÷èñëèìî äîáóòêè

A ·A+ =

1 2 3
5 4 6
7 −8 −9

·

 12 −6 0
87 −30 9
−68 22 −6

 =

−18 0 0
0 −18 0
0 0 −18

,
A+ ·A =

 12 −6 0
87 −30 9
−68 22 −6

·

1 2 3
5 4 6
7 −8 −9

 =

−18 0 0
0 −18 0
0 0 −18

 ,

ùî âiäïîâiäà¹ ñïiââiäíîøåííþ (2.13), îñêiëüêè detA = −18.
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2.5. Ôîðìóëà Ëàïëàñà ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà

2.5. Ôîðìóëà Ëàïëàñà ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà

Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Âèáåðåìî â íié äîâiëüíèì ÷èíîì k ðÿäêiâ (1 6 k 6 n)
ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik (1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n) i k ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk (1 6 j1 <
< j2 < . . . < jk 6 n).

Îçíà÷åííÿ 2.10. Ìiíîðîì k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê M
i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
ìàòðèöi k-ãî

ïîðÿäêó, óòâîðåíî¨ åëåìåíòàìè, ùî ñòîÿòü íà ïåðåòèíi âèáðàíèõ k ðÿäêiâ i k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A.
Ïîçíà÷àþ÷è ìiíîðè, íîìåðè îáðàíèõ ðÿäêiâ áóäåìî âêàçóâàòè âåðõíiìè iíäåêñàìè, à îáðàíèõ ñòîâïöiâ
� íèæíiìè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîïîâíÿëüíèé ìiíîð åëåìåíòà aij ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó (îçíà÷åííÿ 2.7) ¹ ìiíîðîì
ïîðÿäêó n− 1, òîáòî Mij =M

1,...,i−1,i+1,...,n

1,...,j−1,j+1,...,n
.

Îçíà÷åííÿ 2.11. Àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì A
i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
ìiíîðàM

i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
íàçèâà¹òüñÿ ïîìíîæåíèé íà

(−1)i!+···+ik+j1+···+jk âèçíà÷íèê ìàòðèöi (n − k)-ãî ïîðÿäêó, îòðèìàíî¨ ç ìàòðèöi A âèêðåñëþâàííÿì
îáðàíèõ k ðÿäêiâ i k ñòîâïöiâ.

Òåîðåìà Ëàïëàñà (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827) óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 2.14 (ôîðìóëó ðîçêëàäà-
ííÿ âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà).

Òåîðåìà 2.21 (ôîðìóëà Ëàïëàñà ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêà). Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ïîðÿäêó n
äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó (1 6 k 6 n), ðîçòàøîâàíèõ íà âèáðàíèõ k ðÿäêàõ

(ñòîâïöÿõ), íà ¨õ àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ:

detA =
∑

16j1<...<jk6n
M

i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
·A

i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
(ðîçêëàäàííÿ çà k ðÿäêàìè); (2.14)

detA =
∑

16i1<...<ik6n
M

i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
·A

i1,i2,...,ik

j1,j2,...,jk
(ðîçêëàäàííÿ çà k ñòîâïöÿìè). (2.15)

Ïðèêëàä 2.13. Îá÷èñëèìî çà ôîðìóëîþ Ëàïëàñà âèçíà÷íèê

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 4
0 3 0 1
3 0 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñïî÷àòêó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà ðÿäêàìè. Âèáåðåìî â ìàòðèöi A ïåðøi äâà

ðÿäêè (i1 = 1, i2 = 2). Â öèõ ðÿäêàõ ðîçòàøîâàíî 6 ìiíîðiâ, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ïðè äîâiëüíîìó âèáîði äâîõ
ñòîâïöiâ:

M
12

12
=

∣∣∣∣1 0
0 3

∣∣∣∣ = 3; M
12

13
=

∣∣∣∣1 3
0 0

∣∣∣∣ = 0; M
12

14
=

∣∣∣∣1 4
0 1

∣∣∣∣ = 1;

M
12

23
=

∣∣∣∣0 3
3 0

∣∣∣∣ = −9; M
12

24
=

∣∣∣∣0 4
3 1

∣∣∣∣ = −12; M
12

34
=

∣∣∣∣3 4
0 1

∣∣∣∣ = 3.

Çíàéäåìî àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ öèõ ìiíîðiâ

A
12

12
= (−1)1+2+1+2 ·

∣∣∣∣1 2
2 3

∣∣∣∣ = −1; A
12

13
= (−1)1+2+1+3 ·

∣∣∣∣0 2
1 3

∣∣∣∣ = 2;

A
12

14
= (−1)1+2+1+4 ·

∣∣∣∣0 1
1 2

∣∣∣∣ = −1; A
12

23
= (−1)1+2+2+3 ·

∣∣∣∣3 2
4 3

∣∣∣∣ = 1;

A
12

24
= (−1)1+2+2+4 ·

∣∣∣∣3 1
4 2

∣∣∣∣ = −2; A
12

34
= (−1)1+2+3+4 ·

∣∣∣∣3 0
4 1

∣∣∣∣ = 3.

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðîçêëàäó çà äâîìà ðÿäêàìè:

detA = 3 · (−1) + 0 · 2 + 1 · (−1) + (−9) · 1 + (−12) · (−2) + 3 · 3 = 20.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Âèêîðèñòà¹ìî òåïåð ôîðìóëó ðîçêëàäó çà ñòîâïöÿìè. Âèáåðåìî, íàïðèêëàä, 1-é i 4-é ñòîâïöi (j1 = 1,
j2 = 4). Çíàéäåìî ìiíîðè, ðîçòàøîâàíi â öèõ ñòîâïöÿõ, òà ¨õ àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ:

M
12

14
=

∣∣∣∣1 4
0 1

∣∣∣∣ = 1; M
13

14
=

∣∣∣∣1 4
3 2

∣∣∣∣ = −10; M
14

14
=

∣∣∣∣1 4
4 3

∣∣∣∣ = −13;

M
23

14
=

∣∣∣∣0 1
3 2

∣∣∣∣ = −3; M
24

14
=

∣∣∣∣0 1
4 3

∣∣∣∣ = −4; M
34

14
=

∣∣∣∣3 2
4 3

∣∣∣∣ = 1;

A
12

14
= (−1)1+2+1+4 ·

∣∣∣∣0 1
1 2

∣∣∣∣ = −1; A
13

14
= (−1)1+3+1+4 ·

∣∣∣∣3 0
1 2

∣∣∣∣ = −6;

A
14

14
= (−1)1+4+1+4 ·

∣∣∣∣3 0
0 1

∣∣∣∣ = 3; A
23

14
= (−1)2+3+1+4 ·

∣∣∣∣0 3
1 2

∣∣∣∣ = −3;

A
24

14
= (−1)2+4+1+4 ·

∣∣∣∣0 3
0 1

∣∣∣∣ = 0; A
34

14
= (−1)3+4+1+4 ·

∣∣∣∣0 3
3 0

∣∣∣∣ = −9.

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðîçêëàäó çà äâîìà ñòîâïöÿìè:

detA = 1 · (−1) + (−10) · (−6) + (−13) · 3 + (−3) · (−3) + (−4) · 0 + 1 · (−9) = 20.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Âèçíà÷íèê áëî÷íî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi

(
A B

O C

)
, äå A i C � êâàäðàòíi ìàòðèöi, B

i O � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, ïðè÷îìó O � íóëüîâà, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ∣∣∣∣ A B

O C

∣∣∣∣ = detA · detC. (2.16)

Ñïðàâäi, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Ëàïëàñà äî ñòîâïöiâ, â ÿêèõ ðîçòàøîâàíà ìàòðèöÿ A, îòðèìà¹ìî
ëèøå îäèí äîäàíîê |A| · |C| (óñi ðåøòà ìiíîðè â öèõ ñòîâïöÿõ äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè ìiñòÿòü
íóëüîâèé ðÿäîê).

Ïðèêëàä 2.14. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ï'ÿòîãî ïîðÿäêó

D =


1 2 x y z
3 4 u v w
0 0 1 2 3
0 0 2 1 4
0 0 −1 2 5

.
Ðîçiá'¹ìî çàäàíó ìàòðèöþ D íà áëîêè:

D =

(
A B

O C

)
,

äå A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
x y z
u v w

)
, O =

0 0
0 0
0 0

, C =

 1 2 3
2 1 4
−1 2 5

. Çàñòîñóâàâøè äî öi¹¨ áëî÷íî¨ ìàòðèöi

ôîðìóëó (2.16), îòðèìà¹ìî ∣∣∣∣ A B

O C

∣∣∣∣ = detA · detC.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â ïðàâó ÷àñòèíó detA = −2, detC = −16 (äèâ. ïðèêëàä 2.7), îòðèìà¹ìî, ùî detD = 32.

2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

Çâåäåííÿ âèçíà÷íèêiâ äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó. Ïðè îá÷èñëåííi âèçíà÷íèêiâ âèñîêîãî ïîðÿäêó
(áiëüøå 3-ãî) îçíà÷åííÿ 2.6, çàçâè÷àé, íå âèêîðèñòîâóþòü, îñêiëüêè âîíî ïðèçâîäèòü äî ãðîìiçäêèõ
âèðàçiâ i âèìàãà¹ âåëèêî¨ êiëüêîñòi àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié. Íàáàãàòî åôåêòèâíiøå âèêîðèñòîâóâàòè
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2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà ñïðîñòèòè âèçíà÷íèê, òîáòî ïðèâåñòè éîãî äî
âèãëÿäó, çðó÷íîãî äëÿ îá÷èñëåíü. Íàéáiëüø âàæëèâèìè äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ¹ âëàñòèâîñòi-
ëåìè 2.11, 2.5, 2.7. Öi âëàñòèâîñòi ìîæíà íàçâàòè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè âèçíà÷íèêà:
1) äîäàâàííÿ äî åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà

(ñòîâïöÿ), ïîìíîæåíèõ íà îäíå i òå æ ÷èñëî, íå çìiíþ¹ âèçíà÷íèê;
2) ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà íà îäíå i òå æ ÷èñëî, âiäìiííå âiä

íóëÿ, ïðèçâîäèòü äî ìíîæåííÿ âèçíà÷íèêà íà öå ÷èñëî;
3) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) âèçíà÷íèêà ïðèçâîäèòü äî çìiíè éîãî çíàêà íà ïðîòèëåæíèé.

Öi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷íèêiâ âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì ìàòðèöi ç
îçíà÷åííÿ 1.23. Çîêðåìà, îñêiëüêè, ÿê âiäîìî, áóäü-ÿêó ìàòðèöþ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü ìîæíà çâåñòè äî âåðõíüîãî (àáî íèæíüîãî) òðèêóòíîãî âèãëÿäó (ìåòîä Ãàóñà), òî é áóäü-ÿêèé
âèçíà÷íèê, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ìîæíà çâåñòè äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó (âè-
çíà÷íèêîì òðèêóòíîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi òðèêóòíîãî (âåðõíüîãî, íèæíüîãî)
âèãëÿäó). Äî âèçíà÷íèêà òðèêóòíîãî âèãëÿäó òðåáà çàñòîñóâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.22. Âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó (âèçíà÷íèê âåðõíüî¨ àáî íèæíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàò-

ðèöi, çîêðåìà, äiàãîíàëüíî¨) äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ äëÿ âèçíà÷íèêà âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi

A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 .

Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê detA öi¹¨ ìàòðèöi çà åëåìåíòàìè îñòàííüîãî ðÿäêà:

detA = 0 ·An1 + 0 ·An2 + . . .+ 0 ·An,n−1 + ann ·Ann =

= ann · (−1)n+n ·Mnn︸ ︷︷ ︸
Ann

= ann ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1,n−1

0 a22 . . . a2,n−1

...
...

. . .
...

0 0 . . . an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n−1 (ïðè÷îìó òàêîæ òðèêóòíîãî âèãëÿäó). Éîãî ìè òàêîæ ðîçêëàäåìî
çà åëåìåíòàìè îñòàííüîãî ((n− 1)-ãî) ðÿäêà:

detA = ann ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1,n−1

0 a22 . . . a2,n−1

...
...

. . .
...

0 0 . . . an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ann ·
(
an−1,n−1 ·An−1,n−1

)
=

= ann ·
(
an−1,n−1 · (−1)(n−1)+(n−1) ·Mn−1,n−1

)
= ann · an−1,n−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1,n−2

0 a22 . . . a2,n−2

...
...

. . .
...

0 0 . . . an−2,n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n − 2, ÿêèé òàêîæ ðîçêëàäåìî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Ïðîäîâæóþ÷è
àíàëîãi÷íî öåé ïðîöåñ äàëi, íà n-ìó êðîöi îòðèìà¹ìî, ùî

detA = ann · an−1,n−1 · . . . · a22 · a11,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó íèæíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi àíàëîãi÷íå.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Îòæå, ìåòîä çâåäåííÿ âèçíà÷íèêà äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êðîêiâ:
1) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çâåñòè âèçíà÷íèê äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó;
2) îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó, ïåðåìíîæèâøè éîãî åëåìåíòè, ÿêi ñòîÿòü íà ãîëîâ-

íié äiàãîíàëi.

Ïðèêëàäè 2.15. 1. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
çâiâøè éîãî äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó.

Ñïî÷àòêó çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çâåäåìî ìàòðèöþ âèçíà÷íèêà äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó.
Âçÿâøè åëåìåíò a11 = 1 ïåðøîãî ðÿäêà â ðîëi ïðîâiäíîãî, âñi iíøi åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà çðîáèìî
ðiâíèìè íóëþ. Äëÿ öüîãî äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2), äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî
ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−3), à äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−4):∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 −2 −8 −10
0 −7 −10 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣
(íàãîëîñèìî, ùî ïðè âèêîðèñòàííi öèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü âèçíà÷íèê íå çìiíþ¹òüñÿ). Â îòðèìàíié
ìàòðèöi òðåáà çðîáèòè ðiâíèìè íóëþ åëåìåíòè a32 = −2 i a42 = −7 äðóãîãî ñòîâïöÿ, ÿêi ñòîÿòü íèæ÷å
ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi. Äëÿ öüîãî áåðåìî â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà a22 = −1 òà äîäàìî äî òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî
ðÿäêiâ äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà (−2) i íà (−7) âiäïîâiäíî:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 −2 −8 −10
0 −7 −10 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 0 −4 4
0 0 4 36

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàëèøèëîñü çðîáèòè ðiâíèì íóëþ åëåìåíò a43 = 4. Äëÿ öüîãî äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà äîäàìî òðåòié:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 0 −4 4
0 0 4 36

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 0 −4 4
0 0 0 40

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó. Äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòà¹ìî òâåðäæåííÿ 2.22: ïåðåìíîæèìî
åëåìåíòè, ÿêi ñòîÿòü íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ìà¹ìî:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 −1 −2 −7
0 0 −4 4
0 0 0 40

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1) · (−4) · 40 = 160.

2. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äëÿ öüîãî çâåäåìî öåé âèçíà÷íèê äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó: âiä äðóãîãî, òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ ïî÷åðãîâî
âiäíiìåìî ïåðøèé ðÿäîê. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

Îòðèìàëè âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó, äëÿ îá÷èñëåííÿ ÿêîãî çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 2.22:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−2) · (−2) · (−2) = −8.

Ìåòîä çíèæåííÿ ïîðÿäêó âèçíà÷íèêiâ. Öåé ìåòîä òàêîæ çàñíîâàíèé íà åëåìåíòàðíèõ ïåðåò-
âîðåííÿõ âèçíà÷íèêà (òà ôîðìóëi ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ).

1) Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó ïîòðiáíî â îäíîìó ñòîâïöi (àáî îäíî-
ìó ðÿäêó) çðîáèòè ðiâíèìè íóëþ âñi åëåìåíòè, çà âèíÿòêîì îäíîãî.

2) Ðîçêëàñòè âèçíà÷íèê çà öèì ñòîâïöåì (ðÿäêîì) i îòðèìàòè âèçíà÷íèê ìåíøîãî ïîðÿäêó, íiæ
âèõiäíèé. ßêùî éîãî ïîðÿäîê áiëüøèé 1, òî ñëiä ïåðåéòè äî ïóíêòó 1, iíàêøå îá÷èñëåííÿ çàêií÷èòè.

Ïðèêëàä 2.16. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ìåòîäîì çíèæåííÿ ïîðÿäêó

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 4
0 3 0 1
3 0 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà âiçüìåìî åëåìåíò a24 = 1, à âñi ðåøòà åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà çà äîïîìîãîþ

åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çðîáèìî ðiâíèìè íóëþ. Äëÿ öüîãî äî äðóãîãî ñòîâïöÿ äîäàìî ÷åòâåðòèé, ïîìíîæå-
íèé íà (−3): ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3 4
0 3 0 1
3 0 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −12 3 4
0 0 0 1
3 −6 1 2
4 −8 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîðèñòàííi öüîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷íèê íå çìiíþ¹òüñÿ (çà ëåìîþ 2.11).
Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê çà äðóãèì ðÿäêîì∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −12 3 4
0 0 0 1
3 −6 1 2
4 −8 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a24 ·A24 = 1 · (−1)2+4 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −12 3
3 −6 1
4 −8 2

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó. Äîäàìî äî äðóãîãî ñòîâïöÿ ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2:∣∣∣∣∣∣

1 −12 3
3 −6 1
4 −8 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −10 3
3 0 1
4 0 2

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàíèé âèçíà÷íèê ðîçêëàäåìî çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì:∣∣∣∣∣∣

1 −10 3
3 0 1
4 0 2

∣∣∣∣∣∣ = a12 ·A12 = −10 · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣3 1
4 2

∣∣∣∣ = 10 ·
∣∣∣∣3 1
4 2

∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê 2-ãî ïîðÿäêó. Äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2):

10 ·
∣∣∣∣3 1
4 2

∣∣∣∣ = 10 ·
∣∣∣∣ 3 1
−2 0

∣∣∣∣ .
Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê çà äðóãèì ðÿäêîì i çàìiíèìî âèçíà÷íèê ïåðøîãî ïîðÿäêó ¹äèíèì éîãî åëåìåíòîì:

10 ·
∣∣∣∣ 3 1
−2 0

∣∣∣∣ = 10 ·
(
a21 ·A21

)
= 10 · (−2) · (−1)2+1 · 1 = 20.

Ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ ç îòðèìàíèì ó ïðèêëàäi 2.13.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Î÷åâèäíî, ùî íåîáîâ'ÿçêîâî çíèæóâàòè ïîðÿäêè âèçíà÷íèêiâ àæ äî ïåðøîãî. Äëÿ îá÷èñëåííÿ
âèçíà÷íèêiâ äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëè (2.7) òà (2.8).

Ïðèêëàä 2.17. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 7 5
1 3 −1 2
2 −4 −12 −9
−5 9 35 27

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, äî òðåòüîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2, äî ÷åòâåðòîãî
� ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−5). Ó ïiäñóìêó ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 7 5
1 3 −1 2
2 −4 −12 −9
−5 9 35 27

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 7 5
0 5 6 7
2 −4 −12 −9
−5 9 35 27

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 7 5
0 5 6 7
0 0 2 1
−5 9 35 27

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 7 5
0 5 6 7
0 0 2 1
0 −1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçêëàäàþ÷è âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâïöÿ, îòðèìà¹ìî:∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 7 5
0 5 6 7
0 0 2 1
0 −1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11 ·A11 = −1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 6 7
0 2 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = −1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 6 7
0 2 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàëè âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, êîòðèé îá÷èñëèìî çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà (2.8):

−1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 6 7
0 2 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = −1 · (5 · 2 · 2 + 6 · 1 · (−1) + 7 · 0 · 0− 7 · 2 · (−1)− 5 · 1 · 0− 6 · 0 · 2) = −28.

Ðîçêëàä âèçíà÷íèêiâ çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà. Òåîðåìà Ëàïëàñà äà¹ çìîãó çâåñòè îá÷èñëåííÿ
âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó n äî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ. Öi¹þ òåîðåìîþ çðó÷íî êîðèñòó-
âàòèñü òîäi, êîëè ó âèçíà÷íèêó ¹ ìiíîðè, ðiâíi íóëþ. Ó öüîìó âèïàäêó ïðè îá÷èñëåííi ó âèçíà÷íèêó
òðåáà âèäiëÿòè òi k ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ, ÿêi ìiñòÿòü íàéáiëüøó êiëüêiñòü ðiâíèõ íóëþ ìiíîðiâ k-ãî
ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä 2.18. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A =


2 3 0 0 0
4 7 0 0 0
−8 2 1 0 0
25 17 0 1 0
17 8 0 0 1

 ,

çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Ëàïëàñà.
Âèáåðåìî â ìàòðèöi A ïåðøi äâà ðÿäêè (i1 = 1, i2 = 2) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà

ðÿäêàìè (2.14)

detA =
∑

16j1<j265

M
12

j1j2
·A

12

j1j2
. (2.17)

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî ìiíîðè, ðîçòàøîâàíi ó âèáðàíèõ ðÿäêàõ ïðè äîâiëüíîìó âèáîði äâîõ ñòîâïöiâ j1, j2 (1 6
j1 < j2 6 5):

M
12

12
=

∣∣∣∣2 3
4 7

∣∣∣∣ = 2; M
12

13
=

∣∣∣∣2 0
4 0

∣∣∣∣ =M
12

14
=M

12

15
= 0;

M
12

23
=

∣∣∣∣3 0
7 0

∣∣∣∣ =M
12

24
=M

12

25
= 0;

M
12

34
=

∣∣∣∣0 0
0 0

∣∣∣∣ =M
12

35
= 0; M

12

45
=

∣∣∣∣0 0
0 0

∣∣∣∣ = 0 .
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2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

ßê áà÷èìî, ëèøå îäèí ìiíîð M
12

12
íåíóëüîâèé, à òîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà äîñòàòíüî çíàéòè

àëãåáðè÷íå äîïîâíåííÿ ëèøå öüîãî ìiíîðà

A
12

12
= (−1)1+2+1+2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Îòæå, çà ôîðìóëîþ (2.17) îòðèìó¹ìî:

detA =M
12

12
·A

12

12
+M

12

13
·A

12

13
+ . . .+M

12

45
·A

12

45
= 2 · 1 + 0 + . . .+ 0 = 2.

Ìåòîä îïîðíîãî åëåìåíòà. Öåé ìåòîä ïîáóäîâàíî íà ôîðìóëi, ÿêà âèðàæà¹ âèçíà÷íèê n-ãî ïî-
ðÿäêó ÷åðåç âèçíà÷íèê (n − 1)-ãî ïîðÿäêó, åëåìåíòàìè ÿêîãî, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ âèçíà÷íèêè äðóãîãî
ïîðÿäêó. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ìàòðèöi A = [aij ] ïîðÿäêó n åëåìåíò a11 âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî öÿ
ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

an−2
11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ . . .

∣∣∣∣a11 a1n
a21 a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ . . .

∣∣∣∣a11 a1n
a31 a3n

∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . .∣∣∣∣a11 a12

an1 an2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
an1 an3

∣∣∣∣ . . .

∣∣∣∣a11 a1n
an1 ann

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.18)

Åëåìåíò a11, ïðè öüîìó, íàçèâàþòü îïîðíèì åëåìåíòîì. Â ðîëi îïîðíîãî åëåìåíòà ìîæíà âçÿòè
áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò çàäàíîãî âèçíà÷íèêà.

Ìîäèôiêó¹ìî òà äîâåäåìî ôîðìóëó (2.18) äëÿ âèïàäêó ìàòðèöi A = [aij ] òðåòüîãî ïîðÿäêó:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = 1

a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.19)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a11 ̸= 0, âèáåðåìî éîãî â ðîëi îïîðíîãî åëåìåíòà. Äîìíîæèìî äðóãèé i òðåòié
ðÿäêè çàäàíîãî âèçíà÷íèêà íà îïîðíèé åëåìåíò a11 (ïðè öüîìó âèçíà÷íèê ïîìíîæèìî íà 1

a211
):∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = 1

a211

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11a21 a11a22 a11a23
a11a31 a11a32 a11a33

∣∣∣∣∣∣ .
Òåïåð âiäíiìåìî âiä äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a21, à âiä òðåòüîãî � ïåðøèé,
ïîìíîæåíèé íà a31:

1

a211

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11a21 a11a22 a11a23
a11a31 a11a32 a11a33

∣∣∣∣∣∣ = 1

a211

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
0 a11a22 − a12a21 a11a23 − a13a21
0 a11a32 − a12a31 a11a33 − a13a31

∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçêëàäàþ÷è îòðèìàíèé âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà i çâàæàþ÷è íà òå, ùî

a11a22 − a12a21 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , a11a23 − a13a21 =

∣∣∣∣a11 a21
a13 a23

∣∣∣∣ ,
a11a32 − a12a31 =

∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ , a11a33 − a13a31 =

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ ,
ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi (2.19).
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Ôîðìóëà (2.18) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî (ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó äîâåñòè ¨¨ â ÿêîñòi âïðàâè).

Ïðèêëàä 2.19. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A =


−1 2 7 5
1 3 −1 2
2 1 2 3
−5 2 −1 3

 .

Âèáåðåìî â ðîëi îïîðíîãî åëåìåíòà a11 = −1 i çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (2.18):

detA =
1

(−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣−1 2
1 3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 7
1 −1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 5
1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣−1 2
2 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 7
2 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 5
2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣−1 2
−5 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 7
−5 −1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−1 5
−5 3

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−5 −6 −7
−5 −16 −13
8 36 22

∣∣∣∣∣∣ .

Îòðèìàëè âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, äî ÿêîãî çíîâó çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (2.18) (òî÷íiøå, ôîðìóëó (2.19)),
âèáðàâøè â ðîëi îïîðíîãî åëåìåíòà a11 = −5:

detA =

∣∣∣∣∣∣
−5 −6 −7
−5 −16 −13
8 36 22

∣∣∣∣∣∣ = 1

−5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣−5 −6
−5 −16

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−5 −7
−5 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣−5 −6
8 36

∣∣∣∣ ∣∣∣∣−5 −7
8 22

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

5

∣∣∣∣ 50 30
−132 −54

∣∣∣∣ = −252.

ßê áà÷èìî, ìåòîä îïîðíîãî åëåìåíòà ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó çàñòîñóâàííi ôîðìóëè (2.18) (â ðå-
çóëüòàòi ÷îãî ìè çâîäèìî çàäàíèé âèçíà÷íèê äî âèçíà÷íèêà ìåíøîãî ïîðÿäêó) i ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ
ïóíêòiâ:

1) Îáèðà¹ìî ó çàäàíîìó âèçíà÷íèêó îïîðíèé åëåìåíò i îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi âèçíà÷íèêè äðóãîãî
ïîðÿäêó.

2) Çàñòîñîâó¹ìî ôîðìóëó (2.18) i îòðèìó¹ìî âèçíà÷íèê ìåíøîãî ïîðÿäêó, íiæ âèõiäíèé. ßêùî
éîãî ïîðÿäîê áiëüøèé 2, òî ñëiä ïåðåéòè äî ïóíêòó 1, iíàêøå îá÷èñëåííÿ çàêií÷èòè.

Îòîæ, îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó n > 2 çà ìåòîäîì îïîðíîãî åëåìåíòà çâîäèòüñÿ äî îá÷è-
ñëåííÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi âèçíà÷íèêiâ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ìåòîä çìiíè âñiõ åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà. Ïðè îá÷èñëåííi âèçíà÷íèêiâ áóâà¹ êîðèñíî çìiíèòè
âñi éîãî åëåìåíòè, ïîìíîæèâøè ¨õ íà îäíå i òå æ íåíóëüîâå ÷èñëî àáî äîäàòè äî êîæíîãî åëåìåíòà
îäíå i òå æ ÷èñëî. Çíàéäåìî ôîðìóëè çìiíè âèçíà÷íèêà ïðè öèõ ïåðåòâîðåííÿõ.

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A = [aij ] ïîðÿäêó n. Iç ëåìè 2.5 âèïëèâà¹, ùî ïðè ìíîæåííi
âñiõ åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó íà ÷èñëî λ ̸= 0 âèçíà÷íèê ìíîæèòüñÿ íà ÷èñëî λn, òîáòî
det(λA) = λn detA.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèçíà÷íèê ìàòðèöi B, åëåìåíòè ÿêî¨ bij = aij + x îòðèìàíi iç âiäïîâiäíèõ åëå-
ìåíòiâ ìàòðèöi A äîäàâàííÿì ÷èñëà x:

detB =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

...
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.6 äî ïåðøîãî ñòîâïöÿ öüîãî âèçíà÷íèêà, îòðèìà¹ìî ñóìó âèçíà÷íèêiâ:

detB =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 + x · · · a1n + x
...

...
...

...
an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
x a12 + x · · · a1n + x
...

...
...

...
x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣ .
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2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

Öþ æ âëàñòèâiñòü çàñòîñó¹ìî äî êîæíîãî âèçíà÷íèêà (¾ðîçêëàäàþ÷è¿ äðóãèé ñòîâï÷èê) i ò.ä. Â
ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñóìó 2n âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó âèçíà÷íèêè, ÿêi ìàþòü ïî äâà i
áiëüøå ñòîâïöiâ ç åëåìåíòiâ, ðiâíèõ x, äîðiâíþþòü íóëþ (çà ëåìîþ 2.9). Òîìó â ñóìi çàëèøàþòüñÿ
òiëüêè (n+ 1) äîäàíêè: âèçíà÷íèê ìàòðèöi A i n âèçíà÷íèêiâ âèãëÿäó

Cj =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 x a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 x an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âèçíà÷íèêà ìàòðèöi A òiëüêè j-ì ñòîâïöåì. Ðîçêëàäàþ÷è öåé âèçíà÷íèê çà åëåìåí-
òàìè j-ãî ñòîâïöÿ, îòðèìó¹ìî ñóìó àëãåáðè÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ öüîãî ñòîâï÷èêà, ïîìíîæåíó
íà x:

Cj = x ·
n∑
i=1

Aij .

Îòæå, ñóìà âñiõ òàêèõ âèçíà÷íèêiâ Cj (j = 1, 2, . . . , n) äîðiâíþ¹ ñóìi àëãåáðè÷íèõ äîïîâíåíü âñiõ
åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, ïîìíîæåíî¨ íà x:

n∑
j=1

Cj = x ·
n∑
j=1

n∑
i=1

Aij .

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, ùî ïðè çáiëüøåííi âñiõ åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà íà ÷èñëî x, âèçíà÷íèê çáiëüøó-
¹òüñÿ íà ñóìó âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü, ïîìíîæåíó íà ÷èñëî x:∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x · · · a1n + x
...

...
...

an1 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣+ x ·
n∑
i=1

n∑
j=1

Aij .

Ïðèêëàä 2.20. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A n-ãî ïîðÿäêó

A =


a1 x x · · · x
x a2 x · · · x
x x a3 · · · x
...

...
...

. . .
...

x x x · · · an

 .

Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi D

detD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − x 0 0 · · · 0
0 a2 − x 0 · · · 0
0 0 a3 − x · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Øóêàíèé âèçíà÷íèê detA îòðèìó¹òüñÿ äîäàâàííÿì äî êîæíîãî åëåìåíòà âèçíà÷íèêà ìàòðèöi D ÷èñëà x. Òîìó

detA = detD + x ·
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij .

Âèçíà÷íèê äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi D äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ:

detD = (a1 − x) · (a2 − x) · . . . · (an − x) =

n∏
i=1

(ai − x).
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Çàëèøèëîñÿ îá÷èñëèòè ñóìó àëãåáðè÷íèõ äîïîâíåíü âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi D. Çàóâàæèìî, ùî àëãåáðè÷íå
äîïîâíåííÿ íåäiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà äîðiâíþ¹ íóëþ (Aij = 0 ïðè i ̸= j, îñêiëüêè äîïîâíÿëüíèé ìiíîð ìiñòèòü
íóëüîâèé ñòîâïåöü). Äîïîâíÿëüíèé ìiíîð äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà � öå âèçíà÷íèê äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi, òîáòî

Aij = (a1 − x) · . . . · (ai−1 − x) · (ai+1 − x) · . . . · (an − x).

Òîìó

detA =

n∏
i=1

(ai − x) + x ·
n∑

k=1

k∏
i=1

(ai − x).

Ìåòîä ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü. Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèõiäíèé âèçíà÷íèê (ïîçíà-
÷èìî éîãî ∆n) n-ãî ïîðÿäêó âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âèçíà÷íèêè òîãî æ âèãëÿäó, àëå ìåíøîãî ïîðÿäêó
(ïîçíà÷èìî ¨õ ∆n−1, ∆n−2, . . . , ∆n−m). Îòðèìó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

∆n = f(∆n−1,∆n−2, . . . ,∆n−m).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî ôîðìóëó, ÿêà âèðàæà¹ âèçíà÷íèê ∆n ÷åðåç âèçíà÷íèêè ∆1, ∆2,
. . . , ∆m i ïîðÿäîê n:

∆n = F (∆1,∆2, . . . ,∆m).

Â îñòàííþ ôîðìóëó ïiäñòàâëÿ¹ìî âèçíà÷íèêè ∆1, ∆2, . . . , ∆m íåâèñîêîãî (m < n) ïîðÿäêó, ÿêi
íåâàæêî îá÷èñëèòè áóäü-ÿêèì iíøèì ñïîñîáîì.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì íàçèâà¹òüñÿ ðiâíiñòü âèãëÿäó

xn = f(n, xn−1, . . . , xn−m) = 0,

ÿêà âèðàæà¹ n-é ÷ëåí xn øóêàíî¨ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} ÷åðåç m ¨¨ ïîïåðåäíiõ ÷ëåíiâ xn−1,
xn−2, . . . , xn−m.

Ïðèêëàäè 2.21. 1. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0 0
−2 3 2 · · · 0 0
0 −2 3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 3 2
0 0 0 · · · −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà

∆n = 3 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 · · · 0 0
−2 3 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 3 2
0 0 · · · −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 2 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 2 · · · 0 0
0 3 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 3 2
0 0 · · · −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïåðøèé ç îòðèìàíèõ âèçíà÷íèêiâ (n− l)-ro ïîðÿäêó ïîçíà÷èìî ∆n−1, îñêiëüêè âií ìà¹ òàêèé æå âèãëÿä, ùî
i ∆n. Ðîçêëàâøè îñòàííié âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâïöÿ, îòðèìà¹ìî âèçíà÷íèê òîãî æ âèãëÿäó,
ùî é ∆n, àëå (n− 2)-ãî ïîðÿäêó.

∆n = 3 ·∆n−1 − 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 2 0 · · · 0
0 3 2 · · · 0
0 −2 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 ·∆n−1 − 2 · (−2) · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 · · · 0
−2 3 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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2.6. Äåÿêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ n-ãî ïîðÿäêó

Îòæå, øóêàíèé âèçíà÷íèê çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíîìó ñïiââiäíîøåííþ

∆n = 3 ·∆n−1 + 4 ·∆n−2.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ∆n = a · (−1)n + b · 4n, äå a òà b � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè.
Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà äà¹ ðîçâ'ÿçîê ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ ïðè áóäü-ÿêèõ êîåôiöi¹íòàõ a òà b. Ñïðàâäi,
ïiäñòàâëÿþ÷è ∆n = a · (−1)n + b · 4n â ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü

a · (−1)n + b · 4n = 3 ·
(
a · (−1)n−1 + b · 4n−1

)
+ 4 ·

(
a · (−1)n−2 + b · 4n−2

)
⇔

⇔ a · (−1)n + b · 4n = −3 · a · (−1)n +
3

4
· b · 4n + 4 · a · (−1)n +

b

4
· 4n ⇔

⇔ a · (−1)n + b · 4n = a · (−1)n + b · 4n.

Ïiäáåðåìî òåïåð êîåôiöi¹íòè a òà b ó ôîðìóëi ∆n = a · (−1)n+ b ·4n òàê, ùîá ïðè n = 1 i n = 2 âîíà äàâàëà
ïðàâèëüíi ðåçóëüòàòè, òîáòî

∆1 = a · (−1)1 + b · 41 = 3; ∆2 = a · (−1)2 + b · 42 =

∣∣∣∣ 3 2
−2 3

∣∣∣∣ = 13.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü

{
−a+ 4b = 3,

a+ 16b = 13,
îòðèìó¹ìî, ùî a = 1

5 , b = 4
5 . Îòæå, øóêàíèé âèçíà÷íèê

äîðiâíþ¹

∆n =
1

5
· (−1)n +

4

5
· 4n =

1

5
·
(
(−1)n + 4n+1

)
.

2. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà (Alexandre-Th�eophile Vandermonde, 1735-1796) n-ãî ïîðÿäêó, òîáòî âèç-
íà÷íèê âèãëÿäó

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an−1
1 an−1

2 . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.20)

äå a1, a2, . . . , an � äiéñíi ÷èñëà.
Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà (ëåìà 2.11) çðîáèìî íóëüîâèìè âñi åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâïöÿ,

êðiì ïåðøîãî åëåìåíòà: âiäíiìåìî âiä n-ãî ðÿäêà (n − 1)-èé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a1, âiä (n − 1)-ãî ðÿäêà
âiäíiìåìî (n− 2)-èé ðÿäîê, òàêîæ ïîìíîæåíèé íà a1, i ò.ä. Òîäi âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà íàáóäå âèãëÿäó

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
0 a2 − a1 a3 − a1 . . . an − a1
0 a22 − a1a2 a23 − a1a3 . . . a2n − a1an
. . . . . . . . . . . . . . .
0 an−1

2 − a1a
n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 . . . an−1

n − a1a
n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçêëàäåìî éîãî çà ïåðøèì ñòîâï÷èêîì:

∆n = 1 ·A11 + 0 ·A21 + . . .+ 0 ·An1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − a1 a3 − a1 . . . an − a1
a22 − a1a2 a23 − a1a3 . . . a2n − a1an

. . . . . . . . . . . .
an−1
2 − a1a

n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 . . . an−1

n − a1a
n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Iç ïåðøîãî ñòîâï÷èêà îòðèìàíîãî âèçíà÷íèêà âèíåñåìî (a2−a1) (ñïiëüíèé ñïiâìíîæèê óñiõ åëåìåíòiâ ïåðøîãî
ñòîâï÷èêà), iç äðóãîãî � (a3 − a1), i ò.ä., iç (n− 1)-ãî ñòîâï÷èêà âèíåñåìî ñïiâìíîæíèê (an − a1). Â ðåçóëüòàòi
îòðèìà¹ìî, ùî

∆n = (a2 − a1) · (a3 − a1) · . . . · (an − a1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a2 a3 . . . an
a22 a23 . . . a2n
...

...
. . .

...
an−1
2 an−1

3 . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

òîáòî

∆n = (a2 − a1) · (a3 − a1) · . . . · (an − a1) ·∆n−1.

Çàïèñóþ÷è àíàëîãi÷íî ∆n−1, ∆n−2, . . . , ∆2 i âðàõîâóþ÷è, ùî ∆1 = 1, îòðèìó¹ìî, ùî

∆n = (a2 − a1)(a3 − a1)(a3 − a2) · . . . · (an − a1)(an − a2) · . . . · (an − an−1) =
∏

16j<i6n

(ai − aj).

Îòæå, âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà äîðiâíþ¹ äîáóòêó âñiõ ðiçíèöü ai − aj ïðè 1 6 j < i 6 n.

2.7. Âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü

Òåîðåìà 2.23 (ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü). ßêùî A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíîãî é

òîãî æ ïîðÿäêó, òî

det(A ·B) = detA · detB,

òîáòî âèçíà÷íèê äîáóòêó êâàäðàòíèõ ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ öèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = [aij ], B = [bij ] � êâàäðàòíi ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó i A ·B = C = [cij ]. Ïîáóäó¹ìî
äîïîìiæíèé âèçíà÷íèê ∆ ïîðÿäêó 2n âèãëÿäó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòi âèçíà÷íèêà ∆ ìè ðîçìiñòèëè ìàòðèöþ A, ó ïðàâîìó íèæíüîìó � ìàò-
ðèöþ B, óâåñü ïðàâèé âåðõíié êóò çàïîâíèëè íóëÿìè, íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ëiâîãî íèæíüîãî êóòà
ðîçìiñòèëè ÷èñëî −1, à íà âñiõ ðåøòà ìiñöÿõ öüîãî êóòà � íóëi).

Çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà (òåîðåìà 2.21) ðîçêëàäåìî çàäàíèé âèçíà÷íèê ∆ çà ïåðøèìè n ðÿäêàìè:

∆ =
∑

16j1<...<jn62n
M

1,2,...,n

j1,j2,...,jn
·A1,2,...,n

j1,j2,...,jn
=M

1,2,...,n

1,2,...,n
·A1,2,...,n

1,2,...,n
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ · (−1)1+2+...+n+1+2+...+n ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= detA · (−1)2+4+...+2n · detB = detA · detB (2.21)

(òóò âðàõîâàíî, ùîM
1,2,...,n

j1,j2,...,jn
= 0 ïðè jn > n âíàñëiäîê íàÿâíîñòi ó öèõ ìiíîðàõ íóëüîâîãî ñòîâïöÿ).

Òåïåð ïåðåòâîðèìî âèçíà÷íèê ∆ òàê, ùîá óñi åëåìåíòè bij éîãî ïðàâîãî íèæíüîãî êóòà âèÿâèëèñÿ
ðiâíèìè íóëþ. Ç öi¹þ ìåòîþ äî éîãî (n+1)-ãî ñòîâïöÿ ïîñëiäîâíî äîäàìî ïåðøi n ñòîâïöi, ïîìíîæåíi
âiäïîâiäíî íà b11, b21, . . . , bn1; ïîòiì äî (n+2)-ãî ñòîâïöÿ ïîñëiäîâíî äîäàìî ïåðøi n ñòîâïöi, ïîìíî-
æåíi âiäïîâiäíî íà b12, b22, . . . , bn2; ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, äî 2n-ãî ñòîâïöÿ ïîñëiäîâíî äîäàìî
ïåðøi n ñòîâïöi, ïîìíîæåíi âiäïîâiäíî íà b1n, b2n, . . . , bnn. Çà ëåìîþ 2.11 âñi öi ïåðåòâîðåííÿ íå çìi-
íÿòü âèçíà÷íèêà, ïðîòå â ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü çìiíÿòüñÿ íå ëèøå ÷èñëà bij ìàòðèöi âèçà÷íèêà,
àëå é ÷èñëà (íóëi) âåðõíüîãî ïðàâîãî êóòà âèçíà÷íèêà: íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà (n+ j)-ãî ñòîâï÷è-
êà (i, j = 1, 2, . . . , n) òåïåð áóäå ñòîÿòè ÷èñëî ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj , êîòðå çà ôîðìóëîþ (1.6)
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2.7. Âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü

äîðiâíþ¹ åëåìåíòó cij ìàòðèöi C = A ·B. Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷íèê ∆ íàáóäå âèãëÿäó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n c11 c12 . . . c1n
a21 a22 . . . a2n c21 c22 . . . c2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çàñòîñó¹ìî ùå ðàç òåîðåìó Ëàïëàñà, ïðîòå òåïåð ðîçêëàäàííÿ çäiéñíèìî çà îñòàííiìè n ñòîâï÷èêàìè:

∆ =
∑

16i1<...<in62n
M

i1,i2,...,in

n+1,n+2,...,2n
·Ai1,i2,...,in

n+1,n+2,...,2n
=M

1,2,...,n

n+1,n+2,...,2n
·A1,2,...,n

n+1,n+2,...,2n
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ · (−1)1+...+n+(n+1)+...+2n ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 . . . 0
0 −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= detC · (−1)2n

2+n · (−1)n = detC (2.22)

(òóò âðàõîâàíî, ùî, ïî-ïåðøå, ïðè in > n âñi ìiíîðè M
i1,i2,...,in

n+1,n+2,...,2n
äîðiâíþþòü íóëþ âíàñëiäîê íàÿâ-

íîñòi ó öèõ ìiíîðàõ íóëüîâîãî ðÿäêà; ïî-äðóãå, îñêiëüêè 1+2+· · ·+n+(n+1)+(n+2)+· · ·+2n = 2n2+n,
òî (−1)2n

2+n · (−1)n = (−1)2(n
2+n) = 1).

Iç ñïiââiäíîøåíü (2.21) i (2.22) âèïëèâà¹, ùî ∆ = detA · detB = detC, òîáòî, ùî

det(A ·B) = detA · detB.

Ïðèêëàäè 2.22. 1. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 3
5 7

)
.

Çàõîäèìî âèçíà÷íèêè çàäàíèõ ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó: detA = −2, detB = −8. Çà òåîðåìîþ 2.23 ïðî
âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü îòðèìó¹ìî

det(A ·B) = detA · detB = (−2) · (−8) = 16. (2.23)

Îá÷èñëèìî öåé æå âèçíà÷íèê, çíàéøîâøè äîáóòîê ìàòðèöü:

A ·B =

(
1 2
3 4

)
·
(
1 3
5 7

)
=

(
11 17
23 37

)
.

Îòæå, ∣∣∣∣11 17
23 37

∣∣∣∣ = 11 · 37− 17 · 23 = 16. (2.24)

ßê áà÷èìî, ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü (2.23) òà (2.24) çáiãàþòüñÿ.

2. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

D =


1 2 x y z
3 4 u v w
0 0 1 2 3
0 0 2 1 4
0 0 −1 2 5

.
Ïåðåïèøåìî ìàòðèöþ D ó áëî÷íîìó âèãëÿäi:

D =

(
A B

O C

)
,
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äå A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
x y z
u v w

)
, O =

0 0
0 0
0 0

, C =

 1 2 3
2 1 4
−1 2 5

. Öþ áëî÷íó ìàòðèöþ çîáðàçèìî ÿê

äîáóòîê ïåâíèõ áëî÷íèõ ìàòðèöü (â ïðàâèëüíîñòi öüîãî çîáðàæåííÿ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, çíàéøîâøè äîáóòîê
çà ïðàâèëàìè ìíîæåííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü)

D =

(
A B

O C

)
=

(
E2 O⊤

O C

)
·
(
E2 B

O E3

)
·
(
A O⊤

O E3

)
,

äå E2, E3 � îäèíè÷íi ìàòðèöi äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêiâ âiäïîâiäíî. Çàñòîñîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.12)
ïðèêëàäó 2.11 i çâàæàþ÷è, ùî detA = −2, detC = −16 (äèâ. ïðèêëàä 2.7), îòðèìó¹ìî∣∣∣∣ A O⊤

O E3

∣∣∣∣ = detA = −2,

∣∣∣∣ E2 O⊤

O C

∣∣∣∣ = detC = −16.

Ìàòðèöÿ

(
E2 B

O E3

)
� áëî÷íî-òðèêóòíà, ïðè÷îìó âñi åëåìåíòè ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü îäèíèöi, à òîìó

∣∣∣∣ E2 B

O E3

∣∣∣∣ = 1.

Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó îòðèìó¹ìî, ùî∣∣∣∣ A B

O C

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ E2 O⊤

O C

∣∣∣∣·∣∣∣∣ E2 B

O E3

∣∣∣∣·∣∣∣∣ A O⊤

O E3

∣∣∣∣ = detC · 1 · detA = detA · detC = −2 · (−16) = 32.

Çàóâàæèìî, ùî çàäàíèé âèçíà÷íèê D ìîæíà îá÷èñëèòè çíà÷íî ïðîñòiøå (öå çðîáëåíî ó ïðèêëàäi 2.14).

3. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê detA+ ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi A+ ñòîñîâíî êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ïîðÿäêó n.
Çà ôîðìóëîþ (2.13)

A ·A+ = det(A) · E =


detA 0 · · · 0
0 detA · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · detA

.
Âèçíà÷íèê äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ó ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ (detA)n. ßê íàñëiäîê, çà òåîðåìîþ 2.23
ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìà¹ìî ðiâíiñòü

det(A ·A+) = detA · detA+ = (detA)n.

Çâiäñè çíàõîäèìî

detA+ = (detA)n−1.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè 2.23 ¹ ôîðìóëà Áiíå-Êîøi , ÿêà âèðàæà¹ âèçíà÷íèê äî-
áóòêó ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü A òà B ðîçìiðiâ m× n i n×m âiäïîâiäíî (m < n):

det(AB) =
∑

16i1<...<im6n

∣∣∣∣∣∣
a1i1 · · · a1im
· · · · · · · · ·
ami1 · · · amim

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
bi11 · · · bi1m
· · · · · · · · ·
aim1 · · · aimm

∣∣∣∣∣∣ . (2.25)

äå â ïðàâié ÷àñòèíi îá÷èñëþ¹òüñÿ ñóìà äîáóòêiâ âñåìîæëèâèõ ìiíîðiâ m-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íà
âiäïîâiäíi ìiíîðè òîãî æ ïîðÿäêó ìàòðèöi B.

Ïðèêëàä 2.23. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Áiíå-Êîøi, îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê äîáóòêó ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü

A =

(
1 2 3
0 1 2

)
, B =

1 2
2 0
3 1

.
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2.8. Îáåðíåíi ìàòðèöi: îçíà÷åííÿ, iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü

Çà ôîðìóëîþ (2.25) îòðèìó¹ìî

det(AB) =

∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣1 2
2 0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1 3
0 2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2 3
1 2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣2 0
3 1

∣∣∣∣ = 1 · (−4) + 2 · (−5) + 1 · 2 = −12.

Ïåðåâiðèìî ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü. Îñêiëüêè

AB =

(
1 2 3
0 1 2

)
·

1 2
2 0
3 1

 =

(
14 5
8 2

)
,

òî det(AB) =

∣∣∣∣14 5
8 2

∣∣∣∣ = −12. ßê áà÷èìî, ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ñïiâïàäàþòü.

2.8. Îáåðíåíi ìàòðèöi: îçíà÷åííÿ, iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü

Ðîçãëÿíåìî ïðîáëåìó âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨, îáåðíåíî¨ ìíîæåííþ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
òàêà ìàòðèöÿ A−1, ÿêà ðàçîì iç çàäàíîþ ìàòðèöåþ A çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

A ·A−1 = A−1 ·A = E. (2.26)

Ìàòðèöþ, äî ÿêî¨ iñíó¹ îáåðíåíà, íàçèâàþòü îáîðîòíîþ; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � íåîáîðîòíîþ.

Ïðèðîäíî, ùî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ÷è äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíà? Ç ðiâíîñòi (2.26) âèï-
ëèâà¹, ùî îáåðíåíi ìàòðèöi iñíóþòü ëèøå äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, ïðè÷îìó îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1

òàêîæ ¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ òîãî æ ïîðÿäêó, ùî é A. Îäíàê íå äëÿ áóäü-ÿêî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi
iñíó¹ îáåðíåíà. Çîêðåìà, îáåðíåíà ìàòðèöÿ íå iñíó¹ äëÿ âèðîäæåíèõ ìàòðèöü (âèðîäæåíîþ (àáî îñî-
áëèâîþ) íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, âèçíà÷íèê ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ (íåîñîáëèâîþ)). Ñïðàâäi, íåõàé ìàòðèöÿ A âèðîäæåíà i ïðèïóñòèìî,
ùî äëÿ íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü äî
îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E = A−1A,

detE = det (A−1 ·A) = detA−1 · detA = detA−1 · 0 = 0,

îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè âèçíà÷íèê îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âèçíà÷íèêà êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ¹ ¹äèíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ

îáåðíåíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 2.24 (ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi). Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ìà¹ îáåð-

íåíó ìàòðèöþ (ïðè÷îìó ¹äèíó) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íåâèðîäæåíà; îáåðíåíà äî ìàòðèöi A
ïîðÿäêó n îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

A−1 =
1

detA
·


A11 A21 · · · A1n

A12 A22 · · · An2
· · · · · · · · · · · ·
A1n A2n · · · Ann

 =
1

detA
·A+, (2.27)

äå A+ � ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ ñòîñîâíî ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ ìàòðèöi A iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó ïðî âèçíà÷íèê
äîáóòêó ìàòðèöü äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E = A ·A−1 i âðàõóâàâøè, ùî detE = 1, îòðèìà¹ìî

1 = detE = det (A ·A−1) = detA · detA−1.

81



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Îòðèìàíà ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè detA ̸= 0.
Íàâïàêè, íåõàé detA ̸= 0. Òîäi ìè ìîæåìî óòâîðèòè ìàòðèöþ 1

detA ·A+ i ïåðåâiðèìî, ùî âîíà ¹
îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî äîáóòêè A ·

(
1

detA ·A+
)
i
(

1
detA ·A+

)
·A :

A ·
(

1

detA
·A+

)
=

1

detA
· (A ·A+) =

{
çà ôîðìóëîþ (2.13)
A ·A+ = detA · E

}
=

1

detA
· detA · E = E

i, àíàëîãi÷íî,(
1

detA
·A+

)
·A =

1

detA
· (A+ ·A) =

{
çà ôîðìóëîþ (2.13)
A+ ·A = detA · E

}
=

1

detA
· detA · E = E.

Îòæå, ÿêùî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, òî âîíà ìà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1 = 1
detA ·A+.

�äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâi ìàòðèöi A−1

i A′, îáåðíåíi äî ìàòðèöi A (òîáòî A ·A−1 = A−1 ·A = E i A ·A′ = A′ ·A = E). Òîäi çà àñîöiàòèâíiñòþ
äîáóòêó ìàòðèöü (ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) òâåðäæåííÿ 1.2) îòðèìó¹ìî, ùî

A−1 = A−1 · E = A−1 · (A ·A′︸ ︷︷ ︸
E

) = (A−1 ·A︸ ︷︷ ︸
E

) ·A′ = E ·A′ = A′.

Ïðèêëàäè 2.24. 1. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî äî ìàòðèöi

A =

 2 −1 0
5 3 −6
−1 −2 3


iñíó¹ îáåðíåíà i çíàéäåìî ¨¨.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
5 3 −6
−1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = 3

âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 iñíó¹.
Îá÷èñëèìî àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ Aij óñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A:

A11 =

∣∣∣∣ 3 −6
−2 3

∣∣∣∣ = −3, A21 = −
∣∣∣∣−1 0
−2 3

∣∣∣∣ = 3, A31 =

∣∣∣∣−1 0
3 −6

∣∣∣∣ = 6,

A12 = −
∣∣∣∣ 5 −6
−1 3

∣∣∣∣ = −9, A22 =

∣∣∣∣ 2 0
−1 3

∣∣∣∣ = 6, A32 = −
∣∣∣∣2 0
5 −6

∣∣∣∣ = 12,

A13 =

∣∣∣∣ 5 3
−1 −2

∣∣∣∣ = −7, A23 = −
∣∣∣∣ 2 −1
−1 −2

∣∣∣∣ = 5, A33 =

∣∣∣∣2 −1
5 3

∣∣∣∣ = 11.

Çâiäñè çà ôîðìóëîþ (2.27) îòðèìó¹ìî, ùî

A−1 =
1

detA
·A+ =

1

3
·

−3 3 6
−9 6 12
−7 5 11

 =

−1 1 2
−3 2 4
− 7

3
5
3

11
3

 .

Âèêîíà¹ìî ïåðåâiðêó:

A ·A−1 =

 2 −1 0
5 3 −6
−1 −2 3

 ·

−1 1 2
−3 2 4
− 7

3
5
3

11
3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

A−1 ·A =

−1 1 2
−3 2 4
− 7

3
5
3

11
3

 ·

 2 −1 0
5 3 −6
−1 −2 3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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2. Ç'ÿñó¹ìî, ÷è iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi

B =


1 0 −2 1 −7
−5 4 2 0 3
1 6 7 8 9
2 6 5 9 2
3 −2 1 0 1

 .

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê çàäàíî¨ ìàòðèöi. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè âèçíà-
÷íèêiâ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi B ¨¨ òðåòié ðÿäîê, îòðèìà¹ìî

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 6 5 9 2
−5 4 2 0 3
1 6 7 8 9
2 6 5 9 2
3 −2 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

îñêiëüêè â îòðèìàíié ìàòðèöi ¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ïåðøèé i ÷åòâåðòèé). Îòæå, ìàòðèöÿ B âèðîäæåíà i, ÿê
íàñëiäîê, äëÿ íå¨ íå iñíó¹ îáåðíåíî¨.

Çàóâàæåííÿ 2.4. 1. Ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî íåâèðîäæåíî¨ äiàãîíàëüíî¨, òàêîæ ¹ äiàãîíàëüíîþ:
a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


−1

=


1
a11

0 · · · 0

0 1
a22

· · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

ann

 .

2. Ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî íåâèðîäæåíî¨ âåðõíüî¨ (íèæíüî¨) òðèêóòíî¨ ìàòðèöi, ¹ âåðõíüîþ (íè-
æíüîþ) òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ.

Òâåðäæåííÿ 2.25. Äëÿ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü A, B îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ïðàâèëüíi òàêi ðiâíîñòi:

(1) det(A−1) = 1
detA ;

(2) (A−1)−1 = A;

(3) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1;

(4) (Ak)−1 = (A−1)k;

(5) (A⊤)−1 = (A−1)⊤;

(6) E−1 = E.

Äîâåäåííÿ. (1) Âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi: 1 = detE = det(A ·A−1) = detA · detA−1.
(2) Îñêiëüêè (A−1)−1 îáåðíåíà äî A−1, òî (A−1)−1 ·A−1 = E, à òîìó

(A−1)−1 = (A−1)−1 · E = (A−1)−1 · (A−1 ·A︸ ︷︷ ︸
E

) =
(
(A−1)−1 ·A−1︸ ︷︷ ︸

E

)
·A = E ·A = A.

(3) Ñïðàâäi, âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü AB âiäìiííèé âiä íóëÿ, îñêiëüêè

det(A ·B) = detA · detB,

äå, çà óìîâîþ òâåðäæåííÿ, detA ̸= 0, detB ̸= 0. Òîìó îáåðíåíà ìàòðèöÿ (AB)−1 iñíó¹ i ¹äèíà.
Ïîêàæåìî çà îçíà÷åííÿì, ùî ìàòðèöÿ B−1A−1 ¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi AB. Äiéñíî

(B−1 ·A−1) · (A ·B) = B−1 · (A−1 ·A︸ ︷︷ ︸
E

) ·B = B−1 · E ·B = B−1 ·B = E,

(A ·B) · (B−1 ·A−1) = A · (B ·B−1︸ ︷︷ ︸
E

) ·A−1 = A · E ·A−1 = A ·A−1 = E.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Iç ¹äèíîñòi îáåðíåíî¨ ìàòðèöi âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (AB)−1 = B−1A−1.
(4) Î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi.
(5) Îñêiëüêè

E = E⊤ = (A ·A−1)⊤ = {çà òâåðäæåííÿì 1.6} = (A−1)⊤ ·A⊤,

E = E⊤ = (A−1 ·A)⊤ = {çà òâåðäæåííÿì 1.6} = A⊤ · (A−1)⊤,

òî, ÿê áà÷èìî, çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöÿ (A−1)⊤ ¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A⊤ i ç ¹äèíîñòi îáåðíåíî¨
ìàòðèöi âèïëèâà¹, ùî (A⊤)−1 = (A−1)⊤.

(6) Î÷åâèäíî.

Òâåðäæåííÿ 2.26. Óñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi ¹ îáîðîòíèìè, ïðè÷îìó ìàòðèöi, îáåðíåíi äî åëåìåí-

òàðíèõ ìàòðèöü, òàêîæ åëåìåíòàðíi i âiäïîâiäàþòü îáåðíåíèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi âèêîíàòè äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ñàìîñòiéíî.

2.9. Ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Íåõàé çàäàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A. Çíàéäåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1.

Ïåðøèé ñïîñiá. Öåé ñïîñiá âêàçàíî ó òåîðåìi 2.24 ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi.
Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ ó âèêîíàííi òàêèõ êðîêiâ:

(1) îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê detA çàäàíî¨ ìàòðèöi; ÿêùî detA = 0, òî îáåðíåíî¨ ìàòðèöi íå iñíó¹
(ìàòðèöÿ A âèðîäæåíà);

(2) óòâîðèòè ìàòðèöþ [Aij ] iç àëãåáðè÷íèõ äîïîâíåíü Aij = (−1)i+j ·Mij óñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A;

(3) òðàíñïîíóþ÷è ìàòðèöþ [Aij ], îòðèìàòè ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ A+ = [Aij ]
⊤;

(4) çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ (2.27), ïîäiëèâøè âñi åëåìåíòè ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi íà âèçíà÷íèê
detA:

A−1 =
1

detA
·A+.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Äëÿ íåâèðîäæåíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A =

(
a b
c d

)
äðóãîãî ïîðÿäêó ïðàâèëî

çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ:

(1) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè åëåìåíòè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi;

(2) çìiíèòè çíàêè åëåìåíòiâ ái÷íî¨ äiàãîíàëi (íå çìiíþþ÷è ¨õ ìiñöåðîçòàøóâàííÿ);

(3) ïîäiëèòè îòðèìàíó ìàòðèöþ íà âèçíà÷íèê detA = ad− bc.
Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îáåðíåíó ìàòðèöþ

A−1 =
1

ad− bc
·
(
d −b
−c a

)
. (2.28)

Äiéñíî, âèêîíóþ÷è ïîñëiäîâíî êðîêè ïåðøîãî ñïîñîáó, ìà¹ìî:

(1) detA = ad − bc; (2) [Aij ] =

(
d −c
−b a

)
; (3) A+ = [Aij ]

⊤ =

(
d −b
−c a

)
; (4) A−1 =

= 1
ad−bc ·

(
d −b
−c a

)
.

� ñåíñ â çàïàì'ÿòîâóâàííi öi¹¨ ïðîñòî¨ ôîðìóëè (2.28).
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2.9. Ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Äðóãèé ñïîñiá. Äëÿ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè åëåìåíòàðíi ïåðåò-
âîðåííÿ:
(1) óòâîðèòè áëî÷íó ìàòðèöþ (A | E), ïðèïèñàâøè äî çàäàíî¨ ìàòðèöi A îäèíè÷íó ìàòðèöþ òîãî

æå ïîðÿäêó;
(2) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi (A | E) ïðèâåñòè ¨¨ ëiâèé áëîê A

äî âèãëÿäó (1.15) (ïîçíà÷èìî éîãî Λ); ïðè öüîìó áëî÷íà ìàòðèöÿ çâåäåòüñÿ äî âèãëÿäó (Λ | S),
äå S � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E;

(3) ÿêùî Λ = E, òî áëîê S äîðiâíþ¹ îáåðíåíié ìàòðèöi, òîáòî S = A−1; ÿêùî Λ ̸= E, òî ìàòðèöÿ
A íå ìà¹ îáåðíåíî¨.

Äiéñíî, çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìàòðèöi (A | E) ìîæíà çâåñòè ¨¨ ëiâèé
áëîê A äî âèãëÿäó Λ (âèãëÿäó (1.15)). Ïðè öüîìó áëî÷íà ìàòðèöÿ (A | E) ïåðåòâîðèòüñÿ ó âèãëÿä
(Λ | S), äå S � ìàòðèöÿ, ÿêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi Λ = SA.
ßêùî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, òî çà òâåðäæåííÿì ?? ¨¨ ñïðîùåíèé âèãëÿä Λ çáiãà¹òüñÿ ç îäèíè÷íîþ
ìàòðèöåþ Λ = E. Òîäi ç ðiâíîñòi E = Λ = SA âèïëèâà¹, ùî S = A−1. ßêùî æ ìàòðèöÿ A âèðîäæåíà,
òî ¨¨ ñïðîùåíèé âèãëÿä Λ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, à ìàòðèöÿ A íå ìà¹ îáåðíåíî¨.

Çàóâàæåííÿ 2.6. Äðóãèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü çàäàíî¨ ìàòðèöi ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé é òàêèì ñïîñiáîì:

(1) óòâîðèòè áëî÷íó ìàòðèöÿ

(
A

E

)
, ïðèïèñàâøè äî çàäàíî¨ ìàòðèöi A îäèíè÷íó ìàòðèöþ òîãî

æ ïîðÿäêó;
(2) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñòîâïöÿìè çâåñòè áëî÷íó ìàòðèöþ äî âèãëÿäó(

E

T

)
; â îòðèìàíié ìàòðèöi áëîê T äîðiâíþ¹ îáåðíåíié ìàòðèöi, òîáòî T = A−1.

Ïðèêëàä 2.25. Çíàéäåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A =

(
1 2
3 4

)
.

Ïåðøèé ñïîñiá. (1) Îñêiëüêè detA =

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0, òî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà i, îòîæ, ìà¹ îáåðíåíó.

(2) Óòâîðèìî ìàòðèöþ iç àëãåáðè÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi A:

[Aij ] =

(
4 −3
−2 1

)
.

(3) Òðàíñïîíóþ÷è ìàòðèöþ [Aij ], îòðèìó¹ìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ

A+ = [Aij ]
⊤ =

(
4 −2
−3 1

)
.

(4) Ïîäiëèâøè âñi åëåìåíòè ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi íà âèçíà÷íèê detA = −2, çíàéäåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ:

A−1 =
1

detA
·A+ =

1

−2
·
(

4 −2
−3 1

)
=

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
.

Âèêîíà¹ìî ïåðåâiðêó (
−2 1
3
2 − 1

2

)
·
(
1 2
3 4

)
=

(
1 2
3 4

)
·
(
−2 1
3
2 − 1

2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî (2.28) çàóâàæåííÿ 2.5, äëÿ ìàòðèöi A =

(
1 2
3 4

)
=

(
a b
c d

)
îòðèìó¹ìî

A−1 =
1

detA
·
(
d −b
−c a

)
=

1

−2
·
(

4 −2
−3 1

)
=

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî det (A−1) = 1
−2 = 1

detA .
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Äðóãèé ñïîñiá. (1) Óòâîðèìî áëî÷íó ìàòðèöþ

(
A | E

)
=

(
1 2 1 0
3 4 0 1

)
.

(2) Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ çâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó (E | A−1):

(
A | E

)
=

(
1 2 1 0
3 4 0 1

)
∼

{
äî äðóãîãî ðÿäêà
äîäàìî ïåðøèé, ïî-
ìíîæåíèé íà (−3)

}
∼
(
1 2 1 0
0 −2 −3 1

)
∼
{

äî ïåðøîãî ðÿäêà
äîäà¹ìî äðóãèé

}
∼

∼
(
1 0 −2 1
0 −2 −3 1

)
∼

{
ùîá îòðèìàòè ç ëiâîãî áîêó
îäèíè÷íó ìàòðèöþ, ïîäiëè-
ìî äðóãèé ðÿäîê íà (−2)

}
∼
(
1 0 −2 1
0 1 3

2 − 1
2

)
=
(
E | A−1

)
.

Îòæå, A−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
.

Ïðèêëàä 2.26. Çíàéäåìî îáåðíåíó äî ìàòðèöi B =

1 2 1
0 1 0
0 2 2

 .

Ïåðøèé ñïîñiá. (1) Çíàõîäèìî âèçíà÷íèê çàäàíî¨ ìàòðèöi detB = 2. Îñêiëüêè detB ̸= 0, òî îáåðíåíà äî
çàäàíî¨ ìàòðèöi B iñíó¹.
(2) Çíàõîäèìî àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ óñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi B

A11 = (−1)1+1 ·
∣∣∣∣1 0
2 2

∣∣∣∣ = 2, A12 = (−1)1+2 ·
∣∣∣∣0 0
0 2

∣∣∣∣ = 0, A13 = (−1)1+3 ·
∣∣∣∣0 1
0 2

∣∣∣∣ = 0,

A21 = (−1)2+1 ·
∣∣∣∣2 1
2 2

∣∣∣∣ = −2, A22 = (−1)2+2 ·
∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣ = 2, A23 = (−1)2+3 ·
∣∣∣∣1 2
0 2

∣∣∣∣ = −2,

A31 = (−1)3+1 ·
∣∣∣∣2 1
1 0

∣∣∣∣ = −1, A32 = (−1)3+2 ·
∣∣∣∣1 1
0 0

∣∣∣∣ = 0, A33 = (−1)3+3 ·
∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ = 1

i óòâîðèìî ç íèõ ìàòðèöþ

[Aij ] =

 2 0 0
−2 2 −2
−1 0 1

 .

(3) Òðàíñïîíóþ÷è ìàòðèöþ [Aij ], îòðèìó¹ìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ

B+ = [Aij ]
⊤ =

2 −2 −1
0 2 0
0 −2 1

.
(4) Ïîäiëèâøè óñi åëåìåíòè ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi íà âèçíà÷íèê detB = 2, îòðèìà¹ìî îáåðíåíó ìàòðèöþ:

B−1 =
1

detB
·B+ =

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2

.
Ïåðåâiðèìî: 1 −1 − 1

2
0 1 0
0 −1 1

2

·

1 2 1
0 1 0
0 2 2

 =

1 2 1
0 1 0
0 2 2

·

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
Äðóãèé ñïîñiá. (1) Óòâîðèìî áëî÷íó ìàòðèöþ (B | E), ïðèïèñàâøè äî ìàòðèöi B îäèíè÷íó ìàòðèöþ

òîãî æå ïîðÿäêó:

(B | E) =

1 2 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 2 2 0 0 1

.
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2.10. Îáåðíåíi áëî÷íèõ ìàòðèöü

(2) Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ çâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó (E | B−1):

(B | E) =

1 2 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 2 2 0 0 1

 ∼

1 0 1 1 −2 0
0 1 0 0 1 0
0 0 2 0 −2 1

 ∼

∼

1 0 1 1 −2 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 −1 1

2

 ∼

1 0 0 1 −1 − 1
2

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 −1 1

2

 = (E | B−1) .

Ó ïðàâîìó áëîöi îòðèìàëè îáåðíåíó ìàòðèöþ B−1 =

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2

.

2.10. Îáåðíåíi áëî÷íèõ ìàòðèöü

Íåõàé êâàäðàòíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q ïîðÿäêó m+ n ðîçáèòà íà áëîêè

Q =

(
A B

C D

)
,

äå A � íåâèðîäæåíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ m-ãî ïîðÿäêó, à B, C, D � äîâiëüíi ìàòðèöi ðîçìiðiâ m×n,
n×m n× n âiäïîâiäíî.

Îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi Q iñíó¹ i îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Ôðîáåíióñà (Ferdinand Georg
Frobenius, 1849-1917)

Q−1 =

(
A−1 +A−1BNCA−1 −A−1BN

−NCA−1 N

)
, (2.29)

äå N = (D−CA−1B)−1. Öÿ ôîðìóëà çâîäèòü çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ äëÿ ìàòðèöi (m+ n)-ãî
ïîðÿäêó äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ äëÿ ìàòðèöü A òà N ìåíøîãî ïîðÿäêó (m òà n âiäïîâiäíî).

ßêùî íåâèðîäæåíîþ ¹ ìàòðèöÿ D (çàìiñòü ìàòðèöi A), òî ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä:

Q−1 =

(
M −MBD−1

−D−1CM D−1 +D−1CMBD−1

)
.

äå M = (A−BD−1C)−1 � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ m-ãî ïîðÿäêó.
Íàñàìêiíåöü, ÿêùî îáèäâi ìàòðèöi A òà D íåâèðîäæåíi, òî

Q−1 =

(
M −MBD−1

−D−1CM N

)
=

(
M −A−1BN

−NCA−1 N

)
, (2.30)

äå, ÿê i ðàíiøå, M = (A − BD−1C)−1, N = (D − CA−1B)−1 � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ m òà n
âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ ôîðìóë (2.29), (2.30) çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü

Ïðèêëàä 2.27. Çàéäåìî îáåðíåíó äëÿ áëî÷íî¨ ìàòðèöi

Q =


1 −1 0 1
−1 2 −1 0
0 2 0 1
2 0 1 2

 =

(
A B
C D

)
.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Ìàòðèöÿ A � íåâèðîäæåíà äðóãîãî ïîðÿäêó. Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî (2.28), ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:

A−1 =

(
1 −1
−1 2

)−1

=

(
2 1
1 1

)
; CA−1 =

(
0 2
2 0

)
·
(
2 1
1 1

)
=

(
2 2
4 2

)
;

D − CA−1B =

(
0 1
1 2

)
−
(
2 2
4 2

)
·
(

0 1
−1 0

)
=

(
0 1
1 2

)
−
(
−2 2
−2 4

)
=

(
2 −1
3 −2

)
;

N = (D − CA−1B)−1 =
1

−1

(
−2 1
−3 2

)
=

(
2 −1
3 −2

)

A−1B =

(
2 1
1 1

)
·
(

0 1
−1 0

)
=

(
−1 2
−1 1

)
; A−1BN =

(
−1 2
−1 1

)
·
(
2 −1
3 −2

)
=

(
4 −3
1 −1

)
;

A−1BNCA−1 =

(
4 −3
1 −1

)
·
(
2 2
4 2

)
=

(
−4 2
−2 0

)
; A−1 +A−1BNCA−1 =

(
−2 3
−1 1

)
;

NCA−1 =

(
2 −1
3 −2

)
·
(
2 2
4 2

)
=

(
0 2
−2 2

)
.

Çà ôîðìóëîþ (2.29) çíàõîäèìî

Q−1 =


−2 3 −4 3
−1 1 −1 1
0 −2 2 −1
2 −2 3 −2

.
Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ìàòðèöÿ D â çàäàíié áëî÷íié ìàòðèöi Q ¹ íåâèðîäæåíîþ, îáåðíåíó ìàòðèöþ Q−1

ìîæíà çíàéòè é çà ôîðìóëîþ (2.30). Îá÷èñëþ¹ìî ëiâèé âåðõíié áëîê ìàòðèöi Q−1 (ðåøòó áëîêiâ òàêi æ, ÿê ó
ôîðìóëi (2.29)):

A−BD−1C =

(
1 −1
−1 2

)
−
(

0 1
−1 0

)
·
(
−2 1
1 0

)
·
(
0 2
2 0

)
=

(
1 −1
−1 2

)
−
(

0 2
−2 4

)
=

(
1 −3
1 −2

)
;

M =
(
A−BD−1C

)−1
=

(
1 −3
1 −2

)−1

=

(
−2 3
−1 1

)
.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çà ôîðìóëàì (2.29) i (2.30) çáiãàþòüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.7. ßêùî âèçíà÷íèê ∆ =

∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ ðîçáèòèé íà ÷îòèðè áëîêè, äå ìàòðèöi A òà D �

êâàäðàòíi, òî ïðàâèëüíi ôîðìóëè:

∆ = |A| · |D − CA−1B| ïðè |A| ̸= 0 ;

∆ = |A−BD−1C| · |D| ïðè |D| ̸= 0 .

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè óñi ÷îòèðè ìàòðèöi A, B, C, D êâàäðàòíi îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêó,
ïðàâèëüíi ôîðìóëè Øóðà (Issai Schur, 1875-1941):

∆ = |AD −ACA−1B| ïðè |A| ̸= 0 ;

∆ = |AD −BD−1CD| ïðè |D| ̸= 0 .

ßêùî ìàòðèöi A òà C ïåðåñòàâíi (AC = CA), òî∆ = |AD−CB|, à ÿêùî ìàòðèöi C òàD ïåðåñòàâíi,
òî ∆ = |AD −BC|.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ôîðìóëó

∆ = |A| · |D − CA−1B|.
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2.11. Ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ

Íåõàé A òàD � êâàäðàòíi ìàòðèöim-ãî i n-ãî ïîðÿäêiâ âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó |A| ̸= 0. Óòâîðèìî áëî÷íó

ìàòðèöþ S =

(
Em O

−CA−1 En

)
, äå O � íóëüîâà ìàòðèöÿ ðîçìiðóm×n. Ìàòðèöþ S ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê åëåìåíòàðíó áëî÷íó ìàòðèöþ, îñêiëüêè âîíà îòðèìàíà iç îäèíè÷íî¨ áëî÷íî¨ ìàòðèöi Em+n =(
Em O

O⊤ En

)
â ðåçóëüòàòi äîäàâàííÿ äî ¨¨ äðóãîãî ðÿäêà áëîêiâ ïåðøîãî ðÿäêà áëîêiâ, ïîìíîæåíèõ

íà ìàòðèöþ (−CA−1). Äîìíîæèìî áëî÷íó ìàòðèöþ

(
A B

C D

)
çëiâà íà ìàòðèöþ S:

(
Em O

−CA−1 En

)
·
(
A B

C D

)
=

(
A B

O⊤ D − CA−1B

)
Çíàéäåìî âèçíà÷íèêè ìàòðèöü â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ öi¹¨ ðiâíîñòi. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi S äîðiâíþ¹
îäèíèöi, îñêiëüêè öå íèæíÿ òðèêóòíà ÷èñëîâà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi (òâåðäæåí-
íÿ 2.22). Âèçíà÷íèê ìàòðèöi â ïðàâié ÷àñòèíi äîðiâíþ¹ |A|·|D−CA−1B|, îñêiëüêè öå áëî÷íî-òðèêóòíà
ìàòðèöÿ (çàóâàæåííÿ 2.2). Çà òåîðåìîþ ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

Em O

−CA−1 En
·
A B

C D
=

A B

O⊤ D − CA−1B
⇔ 1 ·∆ = |A| · |D − CA−1B|,

ÿêó é òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.11. Ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

A ·X = B (2.31)

äå A òà B � çàäàíi ìàòðèöi, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ðÿäêiâ, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A êâàäðàòíà.
Òðåáà çíàéòè ìàòðèöþ X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.31).

Òâåðäæåííÿ 2.27. ßêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (2.31) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê X = A−1B.

Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ÷èX = A−1B â ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (2.31), îòðèìó¹ìî A(A−1B) = (AA−1︸ ︷︷ ︸
E

)B =

= B, òîáòî ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi.
Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ AX = E ¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ X = A−1.
Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Y ·A = B, (2.32)

äå A òà B � çàäàíi ìàòðèöi, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ñòîâïöiâ, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A êâàäðàòíà.
Òðåáà çíàéòè ìàòðèöþ Y , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.32).

Òâåðäæåííÿ 2.28. ßêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (2.32) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê Y = BA−1.

Ïðèêëàä 2.28. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

à) AX = B, á) Y B = B, â) Y A = C,

ÿêùî

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 3 5
2 4 6

)
, C =

1 2
3 4
5 6

.
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

Îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
áóëî îá÷èñëåíî ó ïðèêëàäi 2.25.

à) Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ AX = B çíàõîäèìî, äîìíîæèâøè îáèäâi éîãî ÷àñòèíè íà A−1:

X = A−1B =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
·
(
1 3 5
2 4 6

)
=

(
0 −2 −4
1
2

5
2

9
2

)
.

á) Ðiâíÿííÿ Y B = B íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, îñêiëüêè ìàòðèöi A òà B ìàþòü ðiçíó êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ (2 ̸= 3).
â) Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Y A = C çíàõîäèìî, äîìíîæèâøè îáèäâi éîãî ÷àñòèíè ñïðàâà íà A−1:

Y = CA−1 =

1 2
3 4
5 6

·
(
−2 1
3
2 − 1

2

)
=

 1 0
0 1
−1 2

.
Ïðèêëàä 2.29. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ BX + 2X = E, äå B =

(
−1 2
3 2

)
.

Ïåðåòâîðèâøè ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ

B ·X + 2 ·X = B ·X + 2 · E ·X = (B + 2 · E) ·X,

ïðèâåäåìî éîãî äî âèãëÿäó (2.31)

A ·X = E,

äå A = B + 2 · E =

(
−1 2
3 2

)
+ 2 ·

(
1 0
0 1

)
=

(
1 2
3 4

)
. Òîìó X = A−1E = A−1. Îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1 áóëî

çíàéäåíî ó ïðèêëàäi 2.25: A−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
. Îòæå, X = A−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
.

Ïðèêëàä 2.30. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ AXB = C, äå

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

1 2 1
0 1 0
0 2 2

, C =

(
1 3 5
2 4 6

)
.

Îáåðíåíi ìàòðèöi

A−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
, B−1 =

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2


áóëè îá÷èñëåíi ó ïðèêëàäàõ 2.25, 2.26 âiäïîâiäíî. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

X = A−1 · C ·B−1 =

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
·
(
1 3 5
2 4 6

)
·

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2

 =

=

(
0 −2 −4
1
2

5
2

9
2

)
·

1 −1 − 1
2

0 1 0
0 −1 1

2

 =

(
0 2 −2
1
2 − 5

2 2

)
.

Ïðèêëàä 2.31. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ AX = B, ÿêùî

à) A =

(
1 2
2 4

)
, B =

(
1 0
2 0

)
, á) A =

(
1 2
2 4

)
, B =

(
1 3
2 0

)
.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ íóëþ (â îáèäâîõ âèïàäêàõ), òî îáåðíåíà ìàòðèöÿ íå iñíó¹ i, îòîæ,
íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó X = A−1B. Çíàéäåìî iíøi øëÿõè ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ.

à) Íåõàé X =

(
a b
c d

)
. Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

(
1 2
2 4

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
2 0

)
.
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2.11. Ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ

Ïåðåìíîæèìî ìàòðèöi i ïðèðiâíÿ¹ìî âiäïîâiäíi åëåìåíòè ìàòðèöü â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ:(
a+ 2c b+ 2d
2a+ 4c 2b+ 4d

)
=

(
1 0
2 0

)
⇔

{
a+ 2c = 1,

b+ 2d = 0.

Òóò, çâàæàþ÷è íà ïðîïîðöiéíiñòü ðiâíÿíü, â ñèñòåìi çàëèøåíî ëèøå äâà ðiâíÿííÿ iç ÷îòèðüîõ. Âèðàçèìî
íåâiäîìi a òà b: {

a = 1− 2c,

b = −2d.

ßê íàñëiäîê, ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

X =

(
1− 2c −2d
c d

)
,

äå ïàðàìåòðè c òà d ìîæóòü ïðèéìàòè äîâiëüíi çíà÷åííÿ. Îòæå, çàäàíå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåñêií÷åííó
ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ.

á) Îñêiëüêè ìàòðèöi A òà B êâàäðàòíi äðóãîãî ïîðÿäêó, òî øóêàíà ìàòðèöÿ X òàêîæ ïîâèííà áóòè
êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó, i ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü:

det(AX) = detA · detX = 0 · detX = 0.

Îñêiëüêè detB = −6, ðiâíiñòü AX = B íåìîæëèâî ïðè æîäíîìó çíà÷åííi detX. Îòæå, çàäàíå ìàòðè÷íå
ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.
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