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Ðîçäië 1.

Ìàòðèöi

1.1. Îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé m òà n � äîâiëüíi ôiêñîâàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ìàòðèöåþ ðîçìiðó m×n (àáî (m×n)-ìàòðèöåþ) íàçèâàþòü ñèñòåìó åëåìåíòiâ iç
ìíîæèíè áóäü-ÿêèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ðîçòàøîâàíèõ ó âèãëÿäi ïðÿìîêóòíî¨ òàáëèöi, ÿêà ìiñòèòü
m ðÿäêiâ òà n ñòîâï÷èêiâ.

Ìàòðèöi ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè A, B, C, . . . , à ¨õíi åëåìåíòè � ìàëèìè
ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè ç äâîìà iíäåêñàìè (íàïðèêëàä, aij , bij , cij); ïåðøèé iíäåêñ çàâæäè îçíà÷àòèìå
íîìåð ðÿäêà, à äðóãèé � íîìåð ñòîâïöÿ, íà ïåðåòèíi ÿêèõ ðîçìiùåíèé çàäàíèé åëåìåíò (äëÿ ïðè-
êëàäó: åëåìåíò a12 ðîçìiùåíèé íà ïåðåòèíi ïåðøîãî ðÿäêà i äðóãîãî ñòîâïöÿ). Äåòàëüíî ìàòðèöþ A
ðîçìiðó m× n ç åëåìåíòàìè aij çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿäi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 . (1.1)

Iíîäi, çàðàäè ñòèñëîñòi, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñêîðî÷åíèé çàïèñ A = [aij ]m×n àáî ïðîñòî A = [aij ],
ÿêùî ç êîíòåêñòó çðîçóìiëî ÿêîãî ðîçìiðó ìàòðèöÿ.

Ïðèêëàä 1.1. Íàâåäåìî ïðèêëàäè ìàòðèöü ðiçíèõ ðîçìiðiâ ç åëåìåíòàìè ç ðiçíèõ ìíîæèí:

A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
, B =

−3 0
9 11
−2 −1

 , C =

(
cosα sinα
cosβ sinβ

)
, D =

(
2
5

)
.

Ìàòðèöÿ A ìà¹ ðîçìið 2× 3, ìàòðèöÿ B � ðîçìið 3× 2, ìàòðèöÿ C � ðîçìið 2× 2, ìàòðèöÿ D � ðîçìið 2× 1.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, (m × n)-ìàòðèöåþ íàä íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ M äî-
âiëüíî¨ ïðèðîäè íàçèâàþòü ôóíêöiþ A : { 1, 2, . . . , m } × { 1, 2, . . . , n } → M, ÿêà êîæíié âïîðÿäêî-
âàíié ïàði íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (åëåìåíòó äåêàðòîâîãî äîáóòêó) i ∈ { 1, 2, . . . , m }, j ∈ { 1, 2, . . . , n }
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò aij ∈M .

Çäåáiëüøîãî ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ÷èñëîâi ìàòðèöi, òîáòî ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ìíîæèíè äiéñíèõ
÷èñåë R ÷è iíøîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ (ïiä ÷èñëîâèì ïîëåì ìè ðîçóìi¹ìî ìíîæèíó ÷èñåë, ó ÿêié êîðåêòíi
àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ íà íåíóëüîâå ÷èñëî; ïðèêëàäàìè
÷èñëîâèõ ïîëiâ ¹ ìíîæèíè Q, R, C, à îò ìíîæèíè N, Z, R\Q íå ¹ ÷èñëîâèìè ïîëÿìè). Ìíîæèíó âñiõ
(m× n)-ìàòðèöü íàä ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë R ïîçíà÷àòèìåìî Mm×n(R), òîáòî

Mm×n(R) =
{
[aij ]m×n | aij ∈ R, i, j ∈ N, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n

}
.
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Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìàòðèöi A = [aij ] òà B = [bij ] ââàæàòèìåìî ðiâíèìè (çàïèñóâàòèìåìî A = B),
ÿêùî âîíè îäíàêîâîãî ðîçìiðó (m × n) òà ¨õíi åëåìåíòè íà âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ ðiâíi: aij = bij äëÿ
âñiõ i ∈ 1,m, j ∈ 1, n.

Ïðèêëàä 1.2. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

A =

(
2 −1 3
5 1 0

)
, B =

(
2 −1 3
5 1 0

)
, C =

(
11 −1 3
5 1 0

)
, D =

2 −1 3
5 1 0
1 2 5

 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî A = B, àëå A ̸= C (îñêiëüêè íà ïåðåòèíi ïåðøîãî ðÿäêà i ïåðøîãî ñòîâï÷èêà ðîçòàøîâàíi
ðiçíi åëåìåíòè) i A ̸= D (îñêiëüêè ìàòðèöi ðiçíîãî ðîçìiðó).

1.2. Îñíîâíi òèïè ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.3. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàòðèöþ ðîçìiðó m × n íàçèâàþòü ïðÿìîêóòíîþ. Ïðîòå,
ÿêùî (m× n)-ìàòðèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî ðÿäêà (m = 1)

(a11, a12, . . . , a1n) (1.2)

àáî îäíîãî ñòîâï÷èêà (n = 1) 
a11
a21
. . .
am1

 ,

òî ¨¨ âiäïîâiäíî íàçèâàþòü ìàòðèöåþ-ðÿäêîì àáî ìàòðèöåþ-ñòîâï÷èêîì (÷è ïðîñòî ðÿäêîì àáî
ñòîâï÷èêîì). ×àñòî â çàïèñi ìàòðèöi-ðÿäêà ç ìåòîþ ïîêðàùåííÿ âiçóàëüíîãî ñïðèéíÿòòÿ ìiæ åëå-
ìåíòàìè ðiçíèõ ñòîâï÷èêiâ ñòàâëÿòü êîìè (ÿê ìè öå çðîáèëè â çàïèñi (1.2)).

Îçíà÷åííÿ 1.4. ßêùî â (m × n)-ìàòðèöi êiëüêiñòü ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòîâïöiâ (m = n), òî
òàêó ìàòðèöþ 

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 (1.3)

íàçèâàþòü êâàäðàòíîþ. ×èñëî ðÿäêiâ (÷è ñòîâï÷èêiâ) êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi íàçèâàþòü ¨¨ ïîðÿäêîì.
Ìíîæèíó âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç Mn(R).

Ïðèêëàä 1.3. Ìàòðèöi (
a11
)
,

(
x y
z t

)
,

 1 2 3
4 5 −3
31 −2 33


¹ êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè ïåðøîãî, äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ âiäïîâiäíî.

Êîæíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ìà¹ äâi äiàãîíàëi: îäíà ç íèõ éäå ç ëiâîãî âåðõíüîãî êóòà â ïðàâèé
íèæíié (åëåìåíòè a11, a22, . . . , ann) i íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ, àáî ïðîñòî äiàãîíàëëþ, à
iíøà, ÿêà éäå ç ëiâîãî íèæíüîãî êóòà â ïðàâèé âåðõíié, � ái÷íîþ äiàãîíàëëþ.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Êâàäðàòíó ìàòðèöþ 
a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 , (1.4)
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ó ÿêié âñi åëåìåíòè ïîçà ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ äîðiâíþþòü íóëþ, íàçèâàþòü äiàãîíàëüíîþ i ÷àñòî
ïîçíà÷àþòü diag(a11, a22, . . . , ann). ßêùî â äiàãîíàëüíié ìàòðèöi (1.4) âñi åëåìåíòè ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi
ðiâíi ìiæ ñîáîþ (òîáòî a11 = a22 = · · · = ann = a), òî òàêà ìàòðèöÿ

a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . a


íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíîþ. ×àñòêîâèì âèïàäêîì ñêàëÿðíî¨ ìàòðèöi ¹ äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè
íà ãîëîâíié äiàãîíàëi,

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 ;

òàêà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ (n-ãî ïîðÿäêó) i ïîçíà÷à¹òüñÿ E (àáî En äëÿ ïiäêðåñëåííÿ
ðîçìiðó ìàòðèöi). Îäèíè÷íó ìàòðèöþ òàêîæ çðó÷íî çàïèñóâàòè òàê:

E = [δij ],

äå δij =
{ 1, ÿêùî i = j,

0, ÿêùî i ̸= j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðèêëàä 1.4. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíi ìàòðèöi 3-ãî ïîðÿäêó

A =

2 0 0
0 5 0
0 0 −3

 , B =

0 0 0
0 4 0
0 0 1

 , C =

7 0 0
0 7 0
0 0 7

 , E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ìàòðèöi A, B, C, E � äiàãîíàëüíi, C, E � ñêàëÿðíi, E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.6. ßêùî â êâàäðàòíié ìàòðèöi âñi åëåìåíòè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi,
äîðiâíþþòü íóëþ,

A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 , (1.5)

òî òàêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü âåðõíüîþ òðèêóòíîþ. ßêùî ó âåðõíié òðèêóòíié ìàòðèöi âèãëÿäó (1.5)
âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âiäìiííi âiä íóëÿ (aii ̸= 0 äëÿ óñiõ i ∈ 1, n ), òî òàêà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ
âåðõíüîþ ñòðîãî òðèêóòíîþ. Àíàëîãi÷íå îçíà÷åííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè äëÿ íèæíiõ òðèêóòíèõ i
íèæíiõ ñòðîãî òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Òðèêóòíà ìàòðèöÿ � öå âåðõíÿ àáî íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç íóëÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi íàçèâà¹òüñÿ íiëüòðèêóòíîþ
ìàòðèöåþ. Ñòðîãî òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi íàçèâà¹òüñÿ óíiòðèêóòíîþ
ìàòðèöåþ.

Ïðèêëàä 1.5. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

A =

2 −1 4
0 1 −3
0 0 1

 , B =

 0 0 0
−1 3 0
7 2 −8

 , C =

0 −1 4
0 0 −3
0 0 0

 , D =

 1 0 0
−1 1 0
7 2 1

 .

Ìàòðèöÿ A ¹ âåðõíüîþ ñòðîãî òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ, ìàòðèöÿ B � íèæíüîþ (íå ñòðîãî) òðèêóòíîþ, ìàòðèöÿ
C � íiëüòðèêóòíîþ, à ìàòðèöÿ D � óíiòðèêóòíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 1.8. Ìàòðèöÿ, óñi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ òà ïîçíà÷à¹òü-
ñÿ O,

O =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 .

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ìàòðèöÿ Eij , íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ÿêî¨ ðîçòàøîâàíà îäèíèöÿ,
à íà âñiõ ðåøòà ìiñöÿõ íóëi, íàçèâàþòü ìàòðè÷íîþ îäèíèöåþ. Î÷åâèäíî, ùî ó ìíîæèíi Mm×n(R)
iñíó¹ m·n ìàòðè÷íèõ îäèíèöü.

Ïðèêëàä 1.6. Ó ìíîæèíi M2×3(R) iñíó¹ 6 ìàòðè÷íèõ îäèíèöü:

E11 =

(
1 0 0
0 0 0

)
, E12 =

(
0 1 0
0 0 0

)
, E13 =

(
0 0 1
0 0 0

)
,

E21 =

(
0 0 0
1 0 0

)
, E22 =

(
0 0 0
0 1 0

)
, E23 =

(
0 0 0
0 0 1

)
.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Êîæíié êâàäðàòíié ìàòðèöi ìîæíà ñïiâñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ ñëiä , òîáòî ÷èñëî,
ÿêå äîðiâíþ¹ ñóìi åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ìàòðèöi. Ñëiä ìàòðèöi A ïîçíà÷àòèìåìî tr(A).

Ïðèêëàäè 1.7. 1. Ñëiä ìàòðèöi (1.3) äîðiâíþ¹ a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑

i=1

aii.

2. ßêùî A =

(
1 2
3 4

)
, òî tr(A) = 1 + 4 = 5.

1.3. Îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Îçíà÷èìî îñíîâíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè: äîäàâàííÿ ìàòðèöü, ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ÷èñëà,
ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ñóìîþ ìàòðèöü A = [aij ] òà B = [bij ] îäíàêîâîãî ðîçìiðó m × n íàçèâàþòü
ìàòðèöþ C = [cij ] òîãî æ ðîçìiðó, êîæåí åëåìåíò cij ÿêî¨ ¹ ñóìîþ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ aij òà bij
ìàòðèöü A òà B, òîáòî

cij = aij + bij

äëÿ óñiõ i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Ïîçíà÷àòèìåìî: C = A+B.

Çàóâàæåííÿ 1.2. Íàãîëîñèìî, ùî äîäàâàííÿ ìàòðèöü âèêîíó¹òüñÿ ïîåëåìåíòíî,
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
· · · · · · · · · · · ·
bm1 bm2 · · · bmn

 =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 ,

i äîäàâàòè ìîæíà ëèøå ìàòðèöi îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ. Ñõåìàòè÷íî äîäàâàííÿ ìàòðèöü ìîæíà çîáðà-
çèòè òàê:

A︸ ︷︷ ︸
m×n

+ B︸ ︷︷ ︸
m×n

= C︸ ︷︷ ︸
m×n

.

Ïðèêëàäè 1.8. 1. Äîäàìî äâi ìàòðèöi:(
1 2 3
−4 5 6

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

+

(
7 −8 9
10 11 −12

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

=

(
1 + 7 2− 8 3 + 9

−4 + 10 5 + 11 6− 12

)
=

(
8 −6 12
6 16 −6

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

.
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ßê áà÷èìî, ðåçóëüòàòîì äîäàâàííÿ äâîõ ìàòðèöü ðîçìiðó 2×3 ¹ ìàòðèöÿ òàêîæ ðîçìiðó 2×3.

2. Íåìîæëèâî çíàéòè ñóìè âèãëÿäó(
1 2
−4 5

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

+

(
−1 4 8
0 1 −2

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

àáî
(
1 8

)︸ ︷︷ ︸
1×2

+

(
5

−12

)
︸ ︷︷ ︸

2×1

.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Äîáóòêîì ìàòðèöi A = [aij ]m×n íà ñêàëÿð λ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ C = [cij ]m×n ,
åëåìåíòè ÿêî¨ îòðèìóþòü ç âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A äîìíîæåííÿì íà ñêàëÿð λ, òîáòî

cij = λaij

äëÿ óñiõ i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Ïîçíà÷àòèìåìî: C = λ·A àáî C = λA.

Çàóâàæåííÿ 1.3. Îñêiëüêè ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî âiäáóâà¹òüñÿ ïîåëåìåíòíî,

λ


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 =


λa11 λa12 · · · λa1n
λa21 λa22 · · · λa2n
· · · · · · · · · · · ·
λam1 λam2 · · · λamn

 ,

òî ìíîæèòè íà ÷èñëî ìîæíà áóäü-ÿêó ìàòðèöþ.

Ïðèêëàä 1.9. Ïîìíîæèìî ìàòðèöþ íà ñêàëÿð:

3 ·

−7 9
1 −2
3 0

 =

3 · (−7) 3 · 9
3 · 1 3 · (−2)
3 · 3 3 · 0

 =

−21 27
3 −6
9 0

 .

Ìàòðèöÿ (−1) ·A íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹òüñÿ (−A). Ñóìà ìàòðèöü B i
(−A) íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ ìàòðèöü i ïîçíà÷à¹òüñÿ B−A. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiçíèöi ìàòðèöü B−A
òðåáà âiä åëåìåíòiâ ìàòðèöi B âiäíÿòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî, ùî âiäíiìàòè ìîæíà
òiëüêè ìàòðèöi îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, λ, µ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ïðàâèëüíi òàêi ðiâíîñòi:

(1) A+B = B +A;

(2) (A+B) + C = A+ (B + C);

(3) A+O = O +A = A;

(4) A+ (−A) = −A+A = O;

(5) λ(µA) = (λµ)A;

(6) λ(A+B) = λA+ λB;

(7) (λ+ µ)A = λA+ µA;

(8) 1 ·A = A.

Äîâåäåííÿ. Îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì, íàïðèêëàä, øîñòî¨ ðiâíîñòi. Íåõàé A = [aij ], B = [bij ] � ìàò-
ðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Òîäi

λ(A+B) = λ([aij ] + [bij ]) = λ[aij + bij ] = [λ(aij + bij)] =

= [λaij + λbij ] = [λaij ] + [λbij ] = λ[aij ] + λ[bij ] = λA+ λB.

Ðåøòà ðiâíîñòåé äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ñêàëÿðè íàçèâàþòü ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè íàä ìà-
òðèöÿìè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöü ç ìíîæèíè Mm×n(R) íà ñêàëÿðè ç R ¹ óíàðíîþ
îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi Mm×n(R).
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.13. Äîáóòêîì ìàòðèöi A = [aij ] ðîçìiðó m× k íà ìàòðèöþ B = [bij ] ðîçìiðó k × n
íàçèâàþòü ìàòðèöþ C = [cij ] ðîçìiðó m × n, ó ÿêié êîæåí åëåìåíò cij äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ
åëåìåíòiâ i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi B, òîáòî

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aikbkj (1.6)

äëÿ óñiõ i ∈ 1,m, j ∈ 1, n. Ïîçíà÷àòèìåìî: C = A ·B àáî C = AB.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ïðîöåäóðó ìíîæåííÿ ìàòðèöü, íàâåäåíó â îçíà÷åííi 1.13. Ùîá îòðèìàòè
åëåìåíò cij , ðîçìiùåíèé íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi C, òðåáà âèäiëèòè i-é ðÿäîê
ìàòðèöi A òà j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi B. Âîíè ìiñòÿòü îäíàêîâó êiëüêiñòü k åëåìåíòiâ. Ïîòiì çíàéòè
ñóìó ïîïàðíèõ äîáóòêiâ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ: ïåðøèé åëåìåíò i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A ìíîæèòüñÿ íà
ïåðøèé åëåìåíò j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B, äðóãèé åëåìåíò i-ãî ðÿäêà ìíîæèòüñÿ íà äðóãèé åëåìåíò
j-ãî ñòîâïöÿ i ò.ä., à ðåçóëüòàòè ìíîæåííÿ äîäàþòüñÿ.

Ïðèêëàä 1.10. Ïåðåìíîæèìî äâi ìàòðèöi:

(
2 1 4
1 3 0

)
·

−7 9
1 −2
3 0

 =

(
2 · (−7) + 1 · 1 + 4 · 3 2 · 9 + 1 · (−2) + 4 · 0
1 · (−7) + 3 · 1 + 0 · 3 1 · 9 + 3 · (−2) + 0 · 0

)
=

(
−1 16
−4 3

)
.

Â äîáóòêó A·B ìàòðèöþ A íàçèâàþòü ëiâèì ìíîæíèêîì äëÿ ìàòðèöi B i ãîâîðÿòü ïðî ìíîæåííÿ
ìàòðèöi B íà ìàòðèöþ A çëiâà, à ìàòðèöþ B � ïðàâèì ìíîæíèêîì äëÿ ìàòðèöi A i ãîâîðÿòü ïðî
ìíîæåííÿ ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B ñïðàâà.

Çàóâàæåííÿ 1.4. Íå êîæíi äâi ìàòðèöi ìîæíà ïåðåìíîæèòè. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ âèçíà÷åíà òiëüêè
äëÿ óçãîäæåíèõ ìàòðèöü: ìàòðèöþ A ìîæíà ïîìíîæèòè íà ìàòðèöþ B ëèøå òîäi, êîëè êiëüêiñòü
ñòîâïöiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðèöi B (çîêðåìà, ìíîæåííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü
îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ìîæëèâå çàâæäè). Ìàòðèöÿ-äîáóòîê AB ìà¹ ñòiëüêè æ ðÿäêiâ, ñêiëüêè ¨õ ìà¹
ìàòðèöÿ A, i ñòiëüêè æ ñòîâïöiâ, ñêiëüêè ¨õ ìà¹ ìàòðèöÿ B. Ñõåìàòè÷íî öå ìîæíà çîáðàçèòè òàê:

A︸ ︷︷ ︸
m×k

· B︸ ︷︷ ︸
k×n

= C︸ ︷︷ ︸
m×n

.

Ïðèêëàäè 1.11. 1. ßêùî A =

a b
c d
e f

, B =

(
w1 x1 y1 z1
w2 x2 y2 z2

)
, òî

A ·B =

a b
c d
e f


︸ ︷︷ ︸

3×2

·
(
w1 x1 y1 z1
w2 x2 y2 z2

)
︸ ︷︷ ︸

2×4

=

aw1 + bw2 ax1 + bx2 ay1 + by2 az1 + bz2
cw1 + dw2 cx1 + dx2 cy1 + dy2 cz1 + dz2
ew1 + fw2 ex1 + fx2 ey1 + fy2 ez1 + fz2


︸ ︷︷ ︸

3×4

,

à äîáóòîêB·A öèõ ìàòðèöü íåâèçíà÷åíèé, îñêiëüêè êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ìàòðèöiB (÷îòèðè) íå äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
ðÿäêiâ ìàòðèöi A (òðè). Â òàêèõ âèïàäêàõ ãîâîðÿòü, ùî ìàòðèöþ A ìîæíà ïîìíîæèòè íà ìàòðèöþ B ñïðàâà
i íå ìîæíà ïîìíîæèòè ìàòðèöþ B çëiâà.

2. Äîáóòîê A·B ìàòðèöü

A =

(
3 2 1
0 1 2

)
, B =

(
1 3

)
íå ìîæå áóòè çíàéäåíî, îñêiëüêè êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ìàòðèöi A (òðè) íå äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðèöi B
(îäèí). Ó òîé æå ÷àñ ìîæíà ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A íà ìàòðèöþ B çëiâà:

B ·A =
(
1 3

)︸ ︷︷ ︸
1×2

·
(
3 2 1
0 1 2

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

=
(
1 · 3 + 3 · 0 1 · 2 + 2 · 1 1 · 1 + 3 · 2

)
=
(
3 5 7

)︸ ︷︷ ︸
1×3

.
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1.3. Îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

3. Çíàéäåìî äîáóòêè AB i BA ìàòðèöü A =

(
1 2 1
0 1 2

)
, B =

1 0
0 1
1 1

. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü, îòðèìà¹ìî:

A ·B =

(
1 2 1
0 1 2

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

·

1 0
0 1
1 1


︸ ︷︷ ︸

3×2

=

(
1 · 1 + 2 · 0 + 1 · 1 1 · 0 + 2 · 1 + 1 · 1
0 · 1 + 1 · 0 + 2 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 2 · 1

)
=

(
2 3
2 3

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

,

B ·A =

1 0
0 1
1 1


︸ ︷︷ ︸

3×2

·
(
1 2 1
0 1 2

)
︸ ︷︷ ︸

2×3

=

1 · 1 + 0 · 0 1 · 2 + 0 · 1 1 · 1 + 0 · 2
0 · 1 + 1 · 0 0 · 2 + 1 · 1 0 · 1 + 1 · 2
1 · 1 + 1 · 0 1 · 2 + 1 · 1 1 · 1 + 1 · 2

 =

1 2 1
0 1 2
1 3 3


︸ ︷︷ ︸

3×3

.

Îáèäâà äîáóòêè AB i BA âèçíà÷åíi, àëå ¹ ìàòðèöÿìè ðiçíèõ ðîçìiðiâ, i òîìó AB ̸= BA.

4. Ïåðåìíîæèìî ìàòðèöþ-ñòîâï÷èê i ìàòðèöþ-ðÿäîê:
1
2
1
3


︸ ︷︷ ︸
4×1

·
(
2 3 4 5

)︸ ︷︷ ︸
1×4

=


1 · 2 1 · 3 1 · 4 1 · 5
2 · 2 2 · 3 2 · 4 2 · 5
1 · 2 1 · 3 1 · 4 1 · 5
3 · 2 3 · 3 3 · 4 3 · 5

 =


2 3 4 5
4 6 8 10
2 3 4 5
6 9 12 15


︸ ︷︷ ︸

4×4

,

(
2 3 4 5

)︸ ︷︷ ︸
1×4

·


1
2
1
3


︸ ︷︷ ︸
4×1

=
(
2 · 1 + 3 · 2 + 4 · 1 + 5 · 3

)
=
(
27
)︸︷︷︸

1×1

.

ßê óæå áóëî çàóâàæåíî, ìíîæåííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ìîæëèâå çàâæäè.

Ïðèêëàäè 1.12. 1. Çíàéäåìî äîáóòêè AB òà BA ìàòðèöü A =

(
6 1
2 1

)
, B =

(
−4 −1
−2 1

)
. Îñêiëüêè ìàò-

ðèöi A òà B ¹ êâàäðàòíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, òî ¨õíi äîáóòêè òàêîæ áóäóòü êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè äðóãîãî
ïîðÿäêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî ìíîæåííÿ ìàòðèöü, îòðèìó¹ìî:

A ·B =

(
6 1
2 1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

·
(
−4 −1
−2 1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

=

(
6 · (−4) + 1 · (−2) 6 · (−1) + 1 · 1
2 · (−4) + 1 · (−2) 2 · (−1) + 1 · 1

)
=

(
−26 −5
−10 −1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

,

B ·A =

(
−4 −1
−2 1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

·
(
6 1
2 1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

=

(
(−4) · 6 + (−1) · 2 (−4) · 1 + (−1) · 1
(−2) · 6 + 1 · 2 (−2) · 1 + 1 · 1

)
=

(
−26 −5
−10 −1

)
︸ ︷︷ ︸

2×2

.

ßê áà÷èìî, ðåçóëüòàòè ìíîæåííÿ ñïiâïàäàþòü, òîáòî AB = BA.

2. Ïîìíîæèìî ìàòðèöþ A =

(
1 2
3 1

)
ñïðàâà i çëiâà íà ìàòðèöþ B =

(
−1 3
1 1

)
:

A ·B =

(
1 2
3 1

)
·
(
−1 3
1 1

)
=

(
1 · (−1) + 2 · 1 1 · 3 + 2 · 1
3 · (−1) + 1 · 1 3 · 3 + 1 · 1

)
=

(
1 5
−1 10

)
,

B ·A =

(
−1 3
1 1

)
·
(
1 2
3 1

)
=

(
(−1) · 1 + 3 · 3 (−1) · 2 + 3 · 1
1 · 1 + 1 · 3 1 · 2 + 1 · 1

)
=

(
8 1
4 3

)
.

Îáèäâà äîáóòêè � öå êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíîãî i òîãî æ ïîðÿäêó, àëå AB ̸= BA.

3. Çíàéäåìî äîáóòêè AB, BA, AE, EA, BO, OB ìàòðèöü

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 0
1 1

)
, E =

(
1 0
0 1

)
, O =

(
0 0
0 0

)
.
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Îñêiëüêè âñi ìàòðèöi ¹ êâàäðàòíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, òî é óñi äîáóòêè áóäóòü êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè ïî-
ðÿäêó 2. Ìà¹ìî:

A ·B =

(
1 2
3 4

)
·
(
0 0
1 1

)
=

(
1 · 0 + 2 · 1 1 · 0 + 2 · 1
3 · 0 + 4 · 1 3 · 0 + 4 · 1

)
=

(
2 2
4 4

)
,

B ·A =

(
0 0
1 1

)
·
(
1 2
3 4

)
=

(
0 · 1 + 0 · 3 0 · 2 + 0 · 4
1 · 1 + 1 · 3 1 · 2 + 1 · 4

)
=

(
0 0
4 6

)
,

A · E =

(
1 2
3 4

)
·
(
1 0
0 1

)
=

(
1 · 1 + 2 · 0 1 · 0 + 2 · 1
3 · 1 + 4 · 0 3 · 0 + 4 · 1

)
=

(
1 2
3 4

)
,

E ·A =

(
1 0
0 1

)
·
(
1 2
3 4

)
=

(
1 · 1 + 0 · 3 1 · 2 + 0 · 4
0 · 1 + 1 · 3 0 · 2 + 1 · 4

)
=

(
1 2
3 4

)
,

B ·O =

(
0 0
1 1

)
·
(
0 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
;

O ·B =

(
0 0
0 0

)
·
(
0 0
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

ßê áà÷èìî, AB ̸= BA, AE = EA = A, BO = OB = O.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìíîæåííÿ ìàòðèöü íå ¹ êîìóòàòèâíèì. Äîáóòîê ìàòðèöü çàëåæèòü âiä
ðîçìiùåííÿ ìíîæíèêiâ, òîáòî AB íå çàâæäè äîðiâíþ¹ BA. Ïî-ïåðøå, ðîçìiðè ìàòðèöü A òà B ìî-
æóòü áóòè òàêèìè, ùî äîáóòîê AB âèçíà÷åíî, à äîáóòîê BA � íi i íàâïàêè (â ïðèêëàäi 1.11.(1)
çíàéäåíî äîáóòîê AB, à äîáóòîê BA íå âèçíà÷åíèé; â ïðèêëàäi 1.11.(2) çíàéäåíî äîáóòîê BA, à
äîáóòîê AB íåìîæëèâèé). Ïî-äðóãå, íàâiòü ÿêùî îáèäâà äîáóòêè AB i BA âèçíà÷åíi, ðåçóëüòàòè
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ìàòðèöÿìè ðiçíèõ ðîçìiðiâ (ïðèêëàäè 1.11.(3) i 1.11.(4)). ßêùî ìàòðèöi A òà B �
êâàäðàòíi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòêè AB i BA áóäóòü òàêîæ êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè òîãî æ
ïîðÿäêó. Ïðîòå íàâiòü çà öèõ óìîâ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íå êîìóòàòèâíå (ïðèêëàäè 1.12.(2) i 1.12.(3),
äå AB ̸= BA). Ç iíøîãî áîêó, â ïðèêëàäi 1.12.(3) AE = EA = A i BO = OB = O, à â ïðèêëàäi 1.12.(1)
AB = BA, òîáòî iñíóþòü êâàäðàòíi ìàòðèöi, äîáóòêè ÿêèõ íå çàëåæèòü âiä ïåðåñòàíîâêè ìíîæíèêiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Ìàòðèöi A òà B íàçèâàþòüñÿ ïåðåñòàâíèìè, ÿêùî AB = BA.

Çàóâàæåííÿ 1.5. Ïåðåñòàâíèìè ìîæóòü áóòè ëèøå êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíîãî i òîãî æ ïîðÿäêó.
Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî äîáóòîê AB = BA i íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n, B � ìàòðèöÿ ðîçìiðó
p × q. Ç óìîâè iñíóâàííÿ äîáóòêó AB âèïëèâà¹, ùî n = p, à ç óìîâè iñíóâàííÿ äîáóòêó BA � ùî
q = m. Êðiì öüîãî, ç ðiâíîñòi AB = BA âèïëèâà¹, ùî m = p, n = q. Îòæå, m = p = q = n, òîáòî
ìàòðèöi A òà B � êâàäðàòíi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, äiàãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî i òîãî æ ïîðÿäêó ïå-
ðåñòàâíi.

Ïðèêëàä 1.13. 1. Ìàòðèöi A =

(
1 2
−2 0

)
òà B =

(
−3 2
−2 −4

)
ïåðåñòàâíi, îñêiëüêè

AB =

(
−7 −6
6 −4

)
= BA,

à ìàòðèöi C =

(
1 1
2 3

)
, D =

(
2 −1
5 4

)
íåïåðåñòàâíi, îñêiëüêè

CD =

(
7 3
19 10

)
≠ DC =

(
0 −1
13 17

)
.

Òâåðäæåííÿ 1.2. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(AB)C = A(BC), (1.7)

A(B + C) = AB +AC, (1.8)

(B + C)D = BD + CD, (1.9)

(λA)B = A(λB) = λ(AB), λ ∈ R (1.10)
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1.3. Îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

(òóò ïåðåäáà÷åíî, ùî ðîçìiðè ìàòðèöü A, B, C òà D óçãîäæåíi òàê, ùî íàâåäåíi äîáóòêè òà ñóìè

ìàþòü çìiñò).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ðiâíiñòü (1.7). Íåõàé A ∈ Mm×p(R), B ∈ Mp×q(R), C ∈ Mq×n(R). Òîäi

AB ∈ Mm×q(R), BC ∈ Mp×n(R),

à òîìó âñi äîáóòêè, ÿêi âõîäÿòü ó ñïiââiäíîøåííÿ (1.7), âèçíà÷åíi, ïðè÷îìó (AB)C,A(BC) ∈ Mm×n(R)
i

(AB)C = ([aij ] · [bij ])[cij ] =
[ p∑
k=1

aikbkj

]
· [cij ] =

[ q∑
l=1

(( p∑
k=1

aikbkl

)
clj

)]
=

=
[ q∑
l=1

( p∑
k=1

aikbklclj

)]
=
[ p∑
k=1

( q∑
l=1

aikbklclj

)]
=
[ p∑
k=1

aik

( q∑
l=1

bklclj

)]
= A(BC).

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü (1.8). Íåõàé A = [aij ] ∈ Mm×p(R), B = [bij ] ∈ Mp×n(R), C = [cij ] ∈
Mp×n(R). Òîäi

A(B + C) =
[ p∑
k=1

aik(bkj + ckj)
]
=
[ p∑
k=1

(aikbkj + aikckj)
]
=

=
[ p∑
k=1

aikbkj +

p∑
k=1

aikckj

]
=
[ p∑
k=1

aikbkj

]
+
[ p∑
k=1

aikckj

]
= AB +AC.

Âëàñòèâîñòi (1.9) òà (1.10) äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàóâàæåííÿ 1.6. Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàæëèâèé âèïàäîê ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à ñàìå � ìíîæåííÿ
íà äiàãîíàëüíi ìàòðèöi. ßêùî âèêîíóâàòè ìíîæåííÿ íà äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ çëiâà

d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dm

 ·


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 =


d1a11 d1a12 . . . d1a1n
d2a21 d2a22 . . . d2a2n
. . . . . . . . . . . .

dmam1 dmam2 . . . dmamn

 ,

òî, ÿê áà÷èìî, êîæåí ðÿäîê äðóãî¨ ìàòðèöi ìíîæèòüñÿ íà âiäïîâiäíèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ïåðøî¨
ìàòðèöi. ßêùî æ ìíîæèòè íà äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ ñïðàâà

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ·


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dn

 =


a11d1 a12d2 . . . a1ndn
a21d1 a22d2 . . . a2ndn
. . . . . . . . . . . .

am1d1 am2d2 . . . amndn

 ,

òî êîæåí ñòîâï÷èê ïåðøî¨ ìàòðèöi ìíîæèòüñÿ íà âiäïîâiäíèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò äðóãî¨ ìàòðèöi.
Ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ñêàëÿðíó ìàòðèöþ ç, íàïðèêëàä, åëåìåíòîì d íà ãîëîâíié äiàãîíàëi çâî-

äèòüñÿ äî äîìíîæåííÿ åëåìåíòiâ çàäàíî¨ ìàòðèöi íà åëåìåíò d (ïðè÷îìó íåâàæëèâî, ç ÿêîãî áîêó
âiäáóâà¹òüñÿ öå ìíîæåííÿ, âàæëèâî ëèøå, ùîá ðîçìiðè ìàòðèöü áóëè óçãîäæåíi ùîäî ìîæëèâîñòi
ñàìîãî ìíîæåííÿ):

d 0 . . . 0
0 d . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . d

 ·


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 =


da11 da12 . . . da1n
da21 da22 . . . da2n
. . . . . . . . . . . .
dam1 dam2 . . . damn

 =

= d ·


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ·


d 0 . . . 0
0 d . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . d

 .
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ïðèêëàäè 1.14. 1. Ìíîæåííÿ íà äiàãîíàëüíi ìàòðèöi:

(
1 −2 4
2 5 7

)2 0 0
0 3 0
0 0 1

 =

(
1 · 2 −2 · 3 4 · 1
2 · 2 5 · 3 7 · 1

)
=

(
2 −6 4
4 15 7

)
;

(
−2 0
0 3

)(
1 −2 4
2 5 7

)
=

(
−2 · 1 −2 · (−2) −2 · 4
3 · 2 3 · 5 3 · 7

)
=

(
−2 4 −8
6 15 21

)
.

2. Ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðíi ìàòðèöi:

(
2 0
0 2

)(
1 −2 4
2 5 7

)
=

(
1 −2 4
2 5 7

)2 0 0
0 2 0
0 0 2

 =

(
2 −4 8
4 10 14

)
.

Îäíèì iç ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðíi ìàòðèöi ¹ ìíîæåííÿ íà îäèíè÷íó ìàòðèöþ.
Òàêi äîáóòêè ïîâíiñòþ îïèñó¹ îñíîâíà âëàñòèâiñòü îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi.

Òâåðäæåííÿ 1.3 (îñíîâíà âëàñòèâiñòü îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi). ßêùî En òà Em � îäèíè÷íi ìàò-

ðèöi ïîðÿäêiâ n òà m âiäïîâiäíî, A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n, òî

A·En = Em ·A = A. (1.11)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ç ðiâíîñòåé (1.11). Îñêiëüêè A·En =
[ n∑
k=1

aikδkj

]
i δkj = 1 ïðè k = j òà

δkj = 0 ïðè k ̸= j, òî
n∑
k=1

aikδkj = aij . Òîìó A·En = [aij ] = A.

Äðóãà ðiâíiñòü iç ñïiââiäíîøåíü (1.11) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òâåðäæåííÿ 1.4. ßêùî A,B ∈ Mn(R), òî tr(AB) = tr(BA).

Äîâåäåííÿ. tr(AB) =
n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki =
n∑
k=1

n∑
i=1

aikbki =
n∑
k=1

n∑
i=1

bkiaik = tr(BA).

1.4. Ïiäíåñåííÿ ìàòðèöü äî ñòåïåíÿ. Ïîëiíîìè âiä ìàòðèöü

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A âèçíà÷åíî äîáóòîê A·A ìàòðèöi A íà ñåáå.
Òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî öiëèé íåâiä'¹ìíèé ñòåïiíü k ìàòðèöi A, âèçíà÷àþ÷è ïîñëiäîâíî

A0 = E, A1 = A, A2 = A ·A, A3 = A2 ·A, . . . , Ak = Ak−1 ·A, . . .

(òóò âðàõîâàíî, ùî A0 = E ó âèïàäêó, êîëè A ̸= O).
Íàãîëîñèìî, ùî ñòåïåíi Ak òà Am îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìàòðèöi A ïåðåñòàâíi (êîìóòóþòü), îñêiëüêè

Ak ·Am = (A ·A · . . . ·A)︸ ︷︷ ︸
k ðàçiâ

· (A ·A · . . . ·A)︸ ︷︷ ︸
m ðàçiâ

= A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
k+m ðàçiâ

=

= A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
m+k ðàçiâ

= (A ·A · . . . ·A)︸ ︷︷ ︸
m ðàçiâ

· (A ·A · . . . ·A)︸ ︷︷ ︸
k ðàçiâ

= Am ·Ak,

à òîìó ïðàâèëüíi çâè÷àéíi âëàñòèâîñòi ñòåïåíiâ ç íàòóðàëüíèìè ïîêàçíèêàìè:

Ak ·Am = Am ·Ak = Ak+m, (Ak)m = Akm.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi çi ñòåïåíåì ìàòðèöi i õàðàêòåðèçóþòü ïåâíi ¨¨ âëàñòèâîñòi.
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1.4. Ïiäíåñåííÿ ìàòðèöü äî ñòåïåíÿ. Ïîëiíîìè âiä ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.15. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ
� iäåìïîòåíòíîþ, ÿêùî A2 = A;
� iíâîëþòèâíîþ, ÿêùî A2 = E;
� ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî Ak = E ïðè äåÿêîìó íàòóðàëüíîìó k (íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë k íàçèâà¹òüñÿ
ïåðiîäîì ìàòðèöi A);

� íiëüïîòåíòíîþ, ÿêùî Ak = O ïðè äåÿêîìó íàòóðàëüíîìó k; íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë k íàçèâà-
¹òüñÿ ïîêàçíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 1.15. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

A =

−26 −18 −27
21 15 21
12 8 13

 , B =

−53 −36 −54
42 29 42
24 16 25

 , C =

0 1 2
0 0 5
0 0 0

 , D =

 5 −3 2
15 −9 6
10 −6 4

 .

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî A2 = A, B2 = E, C3 = O, D2 = O, à òîìó ìàòðèöÿ A � iäåìïîòåíòíà, B �
iíâîëþòèâíà (ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì 2), C � íiëüïîòåíòíà ç ïîêàçíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi 3, D � íiëüïîòåíòíà
ç ïîêàçíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi 2.

Çà äîïîìîãîþ îïåðàöié ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ, äîäàâàííÿ ìàòðèöü i ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ÷èñëà
ìîæíà îòðèìóâàòè ïîëiíîìè âiä ìàòðèöü (ïîíÿòòÿ ïîëiíîìà ìè äåòàëüíî ðîçãëÿäàòèìåìî ó ðîçäiëi 8
¾Ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨¿, à çàðàç çóïèíèìîñÿ ëèøå íà îäíîìó çàñòîñóâàííi òåîði¨ ïîëiíîìiâ).

Îçíà÷åííÿ 1.16. Íåõàé f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · · + a1x + a0 � ïîëiíîì ñòåïåíÿ k âiä çìiííî¨ x
(äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (8.9)), A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Âèðàç âèãëÿäó

f(A) = akA
k + ak−1A

k−1 + · · ·+ a2A
2 + a1A+ a0 E︸︷︷︸

A0

íàçèâàþòü ïîëiíîìîì k-ãî ñòåïåíÿ âiä ìàòðèöi A.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî ïîëiíîì f(A) òàêîæ ¹ êâàäðàòíîþ
ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n.

Ïðèêëàä 1.16. Çíàéäåìî f(A), ÿêùî f(x) = x2 − 5x+ 4, A =

(
2 −1
−3 3

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïîëiíîìà âiä ìàòðèöi, îòðèìà¹ìî

f(A) = A2 − 5A+ 4E =

(
2 −1
−3 3

)
·
(

2 −1
−3 3

)
− 5 ·

(
2 −1
−3 3

)
+ 4 ·

(
1 0
0 1

)
=

=

(
7 −5

−15 12

)
−
(

10 −5
−15 15

)
+

(
4 0
0 4

)
=

(
1 0
0 1

)
.

ßêùî ïîëiíîì f(A) ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, òîáòî f(A) = O, òî ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì
ïîëiíîìà f(x), à ïîëiíîì f(x) � àíóëþþ÷èì äëÿ ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 1.17. Ïîêàæåìî, ùî ìàòðèöÿ A =

(
1 −4
−3 −2

)
¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x) = x2 + x− 14.

Äiéñíî,

f(A) = A2 +A− 14E =

(
1 −4
−3 −2

)
·
(

1 −4
−3 −2

)
+

(
1 −4
−3 −2

)
− 14 ·

(
1 0
0 1

)
=

=

(
13 4
3 16

)
+

(
1 −4
−3 −2

)
+

(
−14 0
0 −14

)
=

(
0 0
0 0

)
= O,

ùî é òðåáà áóëî ïîêàçàòè.
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Çàóâàæåííÿ 1.7. Îñêiëüêè ñòåïåíi îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìàòðèöi ïåðåñòàâíi, òî ïîëiíîìè âiä îäíi¹¨ i òi¹¨ æ
ìàòðèöi òàêîæ ïåðåñòàâíi. Ñïðàâäi, ÿêùî f(x) = a0+ a1x+ a2x

2+ · · ·+ akx
k, g(x) = b0+ b1x+ b2x

2+
· · ·+ bmx

m i A � äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, òî

f(A) · g(A) =

(
k∑
i=0

aiA
i

) m∑
j=0

bjA
j

 =
k∑
i=0

m∑
j=0

aibjA
iAj =

=

m∑
j=0

k∑
i=0

bjaiA
jAi =

 m∑
j=0

bjA
j

( k∑
i=0

aiA
i

)
= g(A) · f(A),

ùî é òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

1.5. Òðàíñïîíîâàíi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.17. Òðàíñïîíóâàííÿì ìàòðèöi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


íàçèâàþòü ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ ó ìàòðèöþ

A⊤ =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

 ,

ðÿäêàìè ÿêî¨ ¹ ñòîâï÷èêè ìàòðèöi A, à ñòîâï÷èêàìè � ðÿäêè ìàòðèöi A; ïðè öüîìó ìàòðèöÿ A⊤

íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî åëåìåíòè ìàòðèöi A⊤ ïîçíà÷èòè
÷åðåç a⊤ij , òî a⊤ij = aji äëÿ âñiõ i ∈ 1, n, j ∈ 1,m.

Ïðèêëàä 1.18.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

⊤

=

1 4 7
2 5 8
3 6 9

 ,

(
1 9 9 5
1 7 0 1

)⊤

=


1 1
9 7
9 0
5 1

 ,

ab
c

⊤

=
(
a b c

)
.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ
� ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî A⊤ = A;
� êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî A⊤ = −A.

Ó ñèìåòðè÷íié ìàòðèöi åëåìåíòè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà ñèìåòðè÷íèõ ñòîñîâíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi
ìiñöÿõ, ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Ó êîñîñèìåòðè÷íié ìàòðèöi åëåìåíòè, ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî ñòîñîâíî
ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, ïðîòèëåæíi, à íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ðîçòàøîâàíî íóëi.

Ïðèêëàä 1.19. ßêùî

A =

1 9 4
9 7 0
4 0 5

 , B =

 0 2 −5
−2 0 3
5 −3 0

 ,

òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìàòðèöÿ A ¹ ñèìåòðè÷íîþ (A⊤ = A), à ìàòðèöÿ B � êîñîñèìåòðè÷íîþ (B⊤ = −B).
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1.6. Áëî÷íi ìàòðèöi

Òâåðäæåííÿ 1.5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ìàòðèöü A,B ∈ Mm×n(R) i äîâiëüíîãî ÷èñëà λ ∈ R ïðàâèëüíi òàêi

âëàñòèâîñòi: (
A⊤)⊤ = A,

(A+B)⊤ = A⊤ +B⊤,

(λA)⊤ = λA⊤.

�õíÿ ïðàâèëüíiñòü î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 1.17.

Òâåðäæåííÿ 1.6. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ (òîáòî òàêèõ, ùî äîáóòîê AB
ìîæëèâèé) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(AB)⊤ = B⊤A⊤.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî A ∈ Mm×p(R) i B ∈ Mp×n(R). Òîäi AB ∈ Mm×n(R) i

(AB)⊤ ∈ Mn×m(R).

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè B⊤ ∈ Mn×p(R) òà A⊤ ∈ Mp×m(R), òî äîáóòîê B⊤A⊤ âèçíà÷åíèé i

B⊤A⊤ ∈ Mn×m(R).

Îòîæ, ìàòðèöi (AB)⊤ i B⊤A⊤ ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðè.
Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ÷è ¨õíi âiäïîâiäíi åëåìåíòè äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó. Íåõàé (AB)⊤ =

= [cij ]. Çà îçíà÷åííÿì òðàíñïîíóâàííÿ åëåìåíò cij äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ j-ãî ðÿäêà ìàò-
ðèöi A íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B:

cij = aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajpbpi.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî B⊤A⊤ = [dij ], òî åëåìåíò dij äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ i-ãî ñòîâïöÿ
ìàòðèöi B íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A:

dij = b1iaj1 + b2iaj2 + · · ·+ bpiajp = aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajpbpi.

Îòæå, cij = dij , ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ 1.8. Íàãîëîñèìî, ùî, çà òâåðäæåííÿì 1.6, ïðè òðàíñïîíóâàííi äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü
ñïiâìíîæíèêè òðàíñïîíóþòüñÿ i ìiíÿþòüñÿ ìiñöÿìè. Äëÿ äîáóòêó òðüîõ ìàòðèöü ìà¹ìî

(ABC)⊤ = ((AB)C)⊤ = C⊤(AB)⊤ = C⊤(B⊤A⊤) = C⊤B⊤A⊤,

òîáòî
(ABC)⊤ = C⊤B⊤A⊤.

Àíàëîãi÷íî äëÿ n ñïiâìíîæíèêiâ äîáóòêó ìàòðèöü ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü

(A1A2 . . . An−1An)
⊤ = A⊤

nA
⊤
n−1 . . . A

⊤
2 A

⊤
1 .

1.6. Áëî÷íi ìàòðèöi

ßê âiäîìî iç îçíà÷åííÿ 1.1 åëåìåíòàìè ìàòðèöü ìîæóòü áóòè åëåìåíòè iç ìíîæèíè áóäü-ÿêèõ
ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Äî öüîãî ÷àñó ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå ìàòðèöi, åëåìåíòàìè ÿêèõ áóëè ÷èñëà.
Çàðàç æå ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi, åëåìåíòàìè ÿêèõ áóäóòü ìàòðèöi.
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ìàòðèöþ A ðîçìiðó m× n,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Ðîçiá'¹ìî ¨¨ ãîðèçîíòàëüíèìè òà âåðòèêàëüíèìè ëiíiÿìè íà îêðåìi ïðÿìîêóòíi áëîêè-ìàòðèöi (êëi-
òèíêè) Aij ðîçìiðómi×nj , ÿêi çàíóìåðó¹ìî ïðèðîäíèì ÷èíîì (íóìåðàöiÿ ïðèðîäíèì ÷èíîì îçíà÷à¹,
ùî êîæåí áëîê Aij íàäiëÿòèìåìî äâîìà iíäåêñàìè, ïåðøèé ç ÿêèõ âêàçóâàòèìå íîìåð ¾áëî÷íîãî¿ ðÿä-
êà, à äðóãèé � íîìåð ¾áëî÷íîãî¿ ñòîâïöÿ). Òîäi âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäó âèõiäíî¨ ìàòðèöi A
ÿê, òàê çâàíî¨, áëî÷íî¨ ìàòðèöi [Aij ], åëåìåíòàìè ÿêî¨ áóäóòü âêàçàíi áëîêè Aij ,

[Aij ] =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

· · · · · · · · · · · ·
Ap1 Ap2 · · · Apq

 .

Ó òàêîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî áëî÷íà ìàòðèöÿ [Aij ] îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ðîçáèòòÿì íà áëîêè.

Ïðèêëàä 1.20. Ìàòðèöþ

A =


a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56


ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê áëî÷íó ìàòðèöþ

(
A11 A12

A21 A22

)
=


a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56

 ,

åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ òàêi áëîêè:

A11 =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)
, A12 =

(
a15 a16
a25 a26

)
,

A21 =

a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44
a51 a52 a53 a54

 , A22 =

a35 a36
a45 a46
a55 a56

 .

Íåõàé, íàâïàêè, çàäàíî áëî÷íó ìàòðèöþ [Aij ]. Iç åëåìåíòiâ áëîêiâ-ìàòðèöü Aij ìîæíà ïðèðîäíèì
÷èíîì óòâîðèòè ÷èñëîâó ìàòðèöþ A ðîçìiðó

∑
i
mi ×

∑
j
nj , äå mi×nj � ðîçìið áëîêó Aij . Ó òàêîìó

âèïàäêó ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî ìàòðèöÿ A îòðèìàíà iç áëî÷íî¨ ìàòðèöi [Aij ] îá'¹äíàííÿì áëîêiâ.
Iíêîëè äëÿ ïîçíà÷åííÿ áëî÷íî¨ ìàòðèöi âèêîðèñòîâóþòü ñèìâîë � i çàïèñóþòü ¾áëî÷íà ìàòðèöÿ

A� = [Aij ]¿. Ïðîòå ìè ÷àñòî îïóñêàòèìåìî öåé ñèìâîë, îñêiëüêè, çàçâè÷àé, ç êîíòåêñòó çðîçóìiëî,
ïðî ÿêó ñàìå ìàòðèöþ éäå ìîâà, i òîìó áëî÷íó ìàòðèöþ ïîçíà÷àòèìåìî òi¹þ æ áóêâîþ, ùî é ÷èñëîâó.

Îçíà÷åííÿ 1.19. ×èñëîâà ìàòðèöÿ A ðîçìiðó m × n, ðîçäiëåíà ãîðèçîíòàëüíèìè i âåðòèêàëüíèìè
ëiíiÿìè íà áëîêè (êëiòèíè), íàçèâà¹òüñÿ áëî÷íîþ (êëiòèííîþ) ìàòðèöåþ; åëåìåíòàìè áëî÷íî¨ ìàò-
ðèöi A ¹ ìàòðèöi Aij ðîçìiðiâ mi×nj (i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q), ïðè÷îìó m1+m2+ . . .+mp = m
i n1 + n2 + . . .+ nq = n.
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Îïåðàöi¨ ç áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè âèêîíóþòüñÿ çà òèìè æ ïðàâèëàìè, çà ÿêèìè âîíè çäiéñíþþòüñÿ
çi çâè÷àéíèìè ÷èñëîâèìè ìàòðèöÿìè, òiëüêè â ðîëi åëåìåíòiâ âèñòóïàþòü áëîêè.

ßêùî ÷èñëîâi ìàòðèöi A òà B ðiâíèõ ðîçìiðiâ îäíàêîâî ðîçáèòi íà áëîêè A = [Aij ] òà B = [Bij ],
òî ñóìîþ áëî÷íèõ ìàòðèöü A òà B ¹ áëî÷íà ìàòðèöÿ C = [Cij ], àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ðîçáèòà íà áëîêè
Cij , ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî áëîêó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Cij = Aij +Bij

(ñóìè áëî÷íèõ åëåìåíòiâ Aij + Bij îá÷èñëþþòüñÿ çà ïðàâèëîì çâè÷àéíîãî äîäàâàííÿ ÷èñëîâèõ ìàò-
ðèöü).

ßêùî áëî÷íó ìàòðèöþ A = [Aij ] ïîìíîæèòè íà ÷èñëî λ, òî îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi áëî÷íà
ìàòðèöÿ λA = [λAij ] ìàòèìå àíàëîãi÷íå ìàòðèöi A ðîçáèòòÿ íà áëîêè, à áëîêàìè áóäóòü ìàòðèöi
λAij (ïðè öüîìó áëî÷íi åëåìåíòè λAij îá÷èñëþþòüñÿ çà ïðàâèëîì çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ ÷èñëà λ íà
÷èñëîâó ìàòðèöþ Aij).

Ïðè òðàíñïîíóâàííi áëî÷íî¨ ìàòðèöi òðàíñïîíóâàííþ ïiäëÿãàþòü ¨¨ áëîêîâà ñòðóêòóðà i âñi
áëîêè; íàïðèêëàä: (

A11 A12

A21 A22

)⊤
=

(
A⊤

11 A⊤
21

A⊤
12 A⊤

22

)
,


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

· · · · · · · · · · · ·
Ap1 Ap2 · · · Apq


⊤

=


A⊤

11 A⊤
21 · · · A⊤

p1

A⊤
12 A⊤

22 · · · A⊤
p2

· · · · · · · · · · · ·
A⊤

1q A⊤
2q · · · A⊤

pq

 .

Ïðèêëàä 1.21. Çíàéäåìî C = A+B, D = 5B, B⊤ äëÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü

A =

2 3 6
3 4 7
4 5 8

 =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

1 1 0
2 1 2
3 0 1

 =

(
B11 B12

B21 B22

)
.

Îñêiëüêè âiäïîâiäíi áëîêè ìàòðèöüA òàB ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðè (áëîêèA11 èB11 ìàþòü ðîçìiðm1×n1 =
= 1×2; áëîêè A12 i B12 �m1×n2 = 1×1; áëîêè A21 i B21 �m2×n1 = 2×2; áëîêè A22 i B22 �m2×n2 = 2×1),
òî ìàòðèöÿ

C = A+B =

(
C11 C12

C21 C22

)
áóäå ìàòè òàêi æ çà ðîçìiðàìè áëîêè. Äëÿ êîæíîãî áëîêó ìàòðèöi C çíàõîäèìî:

C11 = A11 +B11 =
(
2 3

)
+
(
1 1

)
=
(
3 4

)
, C12 = A12 +B12 =

(
6
)
+
(
0
)
=
(
6
)
,

C21 = A21 +B21 =

(
3 4
4 5

)
+

(
2 1
3 0

)
=

(
5 5
7 5

)
, C22 = A22 +B22 =

(
7
8

)
+

(
2
1

)
=

(
9
9

)
.

ßê íàñëiäîê, øóêàíà ìàòðèöÿ C ìàòèìå âèãëÿä:

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
=

3 4 6
5 5 9
7 5 9

 .

Ìàòðèöÿ D = 5B ìàòèìå áëîêè òèõ æå ðîçìiðiâ, ùî é ìàòðèöÿ B:

D11 = 5B11 = 5 ·
(
1 1

)
=
(
5 5

)
, D12 = 5B12 = 5 ·

(
0
)
=
(
0
)
,

D21 = 5B21 = 5 ·
(
2 1
3 0

)
=

(
10 5
15 0

)
, D22 = 5B22 = 5 ·

(
2
1

)
=

(
10
5

)
.

Òîìó ìàòðèöÿ D áóäå ìàòè âèãëÿä

D =

(
D11 D12

D21 D22

)
=

 5 5 0
10 5 10
15 0 5

 .
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî òðàíñïîíóâàííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü, îòðèìó¹ìî

B⊤ =

(
B⊤

11 B⊤
21

B⊤
12 B⊤

22

)
=

1 2 3
1 1 0
0 2 1

.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð îïåðàöiþ ìíîæåííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü. Áëî÷íi ìàòðèöi A òà B íàçèâàþòü óçãî-

äæåíèìè, ÿêùî ðîçáèòòÿ ìàòðèöi A = [Aik] íà áëîêè çà ñòîâï÷èêàìè çáiãà¹òüñÿ ç ðîçáèòòÿì ìàòðèöi
B = [Bkj ] íà áëîêè çà ðÿäêàìè, òîáòî áëîêè Aik ìàþòü ðîçìiðè mi × pk, à áëîêè Bkj � pk × nj
(k = 1, 2, . . . , s). Â óçãîäæåíèõ áëî÷íèõ ìàòðèöÿõ âiäïîâiäíi áëîêè Aik i Bkj ¹ óçãîäæåíèìè ìàòðèöÿ-
ìè.

Äîáóòêîì C = A ·B óçãîäæåíèõ áëî÷íèõ ìàòðèöü A òà B íàçèâà¹òüñÿ áëî÷íà ìàòðèöÿ C = [Cij ],
áëîêè ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

Cij = Ai1 ·B1j +Ai2 ·B2j + · · ·+Ais ·Bsj .

Öå îçíà÷à¹, ùî áëî÷íi ìàòðèöi, ÿêi ðîçäiëåíi íà áëîêè íàëåæíèì ÷èíîì, ìîæíà ìíîæèòè çâè-
÷àéíèì ñïîñîáîì. Ùîá îòðèìàòè áëîê Cij äîáóòêó, òðåáà âèäiëèòè i-é ðÿäîê áëîêiâ ìàòðèöi A i j-é
ñòîâïåöü áëîêiâ ìàòðèöi B. Ïîòiì çíàéòè ñóìó ïîïàðíèõ äîáóòêiâ âiäïîâiäíèõ áëîêiâ: ïåðøèé áëîê
i-ãî ðÿäêà áëîêiâ ìíîæèòüñÿ íà ïåðøèé áëîê j-ãî ñòîâïöÿ áëîêiâ, äðóãèé áëîê i-ãî ðÿäêà áëîêiâ
ìíîæèòüñÿ íà äðóãèé áëîê j-ãî ñòîâïöÿ áëîêiâ i ò.ä., à ðåçóëüòàòè ìíîæåíü äîäàþòüñÿ.

Ïðèêëàäè 1.22. 1. Çíàéäåìî äîáóòîê C = AB áëî÷íèõ ìàòðèöü

A =

2 3 4
3 4 5
4 5 6

 =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

1 1 0
2 1 2
3 0 1

 =

(
B11 B12

B21 B22

)
.

Ìàòðèöÿ A ðîçáèòà íà áëîêè: A11 ðîçìiðó m1 × p1 = 1× 2, A12 � m1 × p2 = 1× 1, A21 � m2 × p1 = 2× 2,
A22 � m2 × p2 = 2× 1. Ìàòðèöÿ B ðîçáèòà íà áëîêè: B11 ðîçìiðó p1 × n1 = 2× 2, B12 � p1 × n2 = 2× 1, B21

� p2 × n1 = 1 × 2, B22 � p2 × n2 = 1 × 1. ßê áà÷èìî, áëî÷íi ìàòðèöi A òà B óçãîäæåíi. Ìàòðèöÿ A ðîçáèòà
çà ñòîâïöÿìè íà äâà i îäèí (ðàõóþ÷è çëiâà), ìàòðèöÿ B ðîçáèòà çà ðÿäêàìè íà äâà i îäèí (ðàõóþ÷è çâåðõó).
Òîìó äîáóòîê AB âèçíà÷åíèé:

AB = C =

(
C11 C12

C21 C22

)
.

Äëÿ êîæíîãî áëîêó ìàòðèöi C çíàõîäèìî:

C11 = A11 ·B11 +A12 ·B21 =
(
2 3

)
·
(
1 1
2 1

)
+
(
4
)
·
(
3 0

)
=
(
8 5

)
+
(
12 0

)
=
(
20 5

)
,

C12 = A11 ·B12 +A12 ·B22 =
(
2 3

)
·
(
0
2

)
+
(
4
)
·
(
1
)
=
(
6
)
+
(
4
)
=
(
10
)
,

C21 = A21 ·B11 +A22 ·B21 =

(
3 4
4 5

)
·
(
1 1
2 1

)
+

(
5
6

)
·
(
3 0

)
=

(
11 7
14 9

)
+

(
15 0
18 0

)
=

(
26 7
32 9

)
,

C22 = A21 ·B12 +A22 ·B22 =

(
3 4
4 5

)
·
(
0
2

)
+

(
5
6

)
·
(
1
)
=

(
8
10

)
+

(
5
6

)
=

(
13
16

)
.

Îòæå, ìàòðèöÿ C ìàòèìå âèãëÿä

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
=

20 5 10
26 7 13
32 9 16

 .

2. Íåõàé ìàòðèöi A òà B ¹ áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè âèãëÿäó

A =

 1 −1 0
2 0 0
−1 0 3

 , B =

−2 0
4 1
0 0

 ,
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1.6. Áëî÷íi ìàòðèöi

òîáòî

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11

B21

)
,

äå

A11 =

(
1
2

)
, A12 =

(
−1 0
0 0

)
, A21 =

(
−1
)
, A22 =

(
0 3

)
,

B11 =
(
−2 0

)
, B21 =

(
4 1
0 0

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî áëî÷íi ìàòðèöi A òà B óçãîäæåíi, à òîìó ¨õíié äîáóòîê âèçíà÷åíèé:

AB =

(
A11 A12

A21 A22

)
·
(
B11

B21

)
=

(
A11 ·B11 +A12 ·B21

A21 ·B11 +A22 ·B21

)
.

Îñêiëüêè

A11 ·B11 +A12 ·B21 =

(
1
2

)
·
(
−2 0

)
+

(
−1 0
0 0

)
·
(
4 1
0 0

)
=

(
−2 0
−4 0

)
+

(
−4 −1
0 0

)
=

(
−6 −1
−4 0

)
,

A21 ·B11 +A22 ·B21 =
(
−1
)
·
(
−2 0

)
+
(
0 3

)
·
(
4 1
0 0

)
=
(
2 0

)
+
(
0 0

)
=
(
2 0

)
,

òî

AB =

−6 −1
−4 0
2 0

 .

3. ßêùî ðîçãëÿíóòè áëî÷íi ìàòðèöi A òà B âèãëÿäó

A =

 1 −1 0
2 0 0
−1 0 3

 , B =

−2 0
4 1
0 0

 ,

òî áëî÷íó ìàòðèöþ A íå ìîæíà ïåðåìíîæèòè íà áëî÷íó ìàòðèöþ B (îñêiëüêè íåìà¹ âiäïîâiäíîñòi ìiæ ÷èñëîì
ñòîâï÷èêiâ êîæíîãî áëîêó ìàòðèöi A i ÷èñëîì ðÿäêiâ âiäïîâiäíèõ áëîêiâ ìàòðèöi B).

Çàóâàæåííÿ 1.9. 1. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ íà ÷èñëà i äîáóòêè áëî÷íèõ ìàòðèöü âèêîíóþ-
òüñÿ çà òèìè ñàìèìè ïðàâèëàìè, ùî é äëÿ çâè÷àéíèõ ìàòðèöü, òiëüêè çàìiñòü åëåìåíòiâ â ôîðìóëàõ
âèêîðèñòîâóþòüñÿ áëîêè.

2. Âèêîíóþ÷è îïåðàöi¨ íàä áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè, çàâæäè ìîæíà ¨õ ðîçãëÿäàòè ÿê çâè÷àéíi ÷èñëîâi
ìàòðèöi, i çäiéñíþâàòè çàçíà÷åíi îïåðàöi¨ çà çâè÷íèìè ïðàâèëàìè äëÿ ÷èñëîâèõ ìàòðèöü. Ïðè öüîìó
ðåçóëüòàò îïåðàöié (÷èñëîâà ìàòðèöÿ) áóäå îäèí i òîé æå. Äi¨ ç ÷èñëîâèìè ìàòðèöÿìè âàðòî çàìiíÿòè
íà äi¨ ç áëî÷íèìè ó òîìó âèïàäêó, êîëè â ðåçóëüòàòi îá÷èñëåíü ïîòðiáíî øóêàòè íå âñþ ìàòðèöþ, à
òiëüêè ¨¨ ÷àñòèíó � áëîê.

Ìàòðèöÿ, áiëüøiñòü åëåìåíòiâ ÿêî¨ âiäìiííi âiä íóëÿ, íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ ìàòðèöåþ. Ìàòðèöÿ,
áiëüøiñòü åëåìåíòiâ ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, íàçèâà¹òüñÿ ðîçðiäæåíîþ ìàòðèöåþ. Äëÿ ðîçðiäæåíèõ ìàòðèöü,
ïåðåâàæíà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëþ, êîðèñíî âèäiëÿòè íóëüîâi áëîêè ç ìåòîþ çìåí-
øåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ îïåðàöié.

Ïðèêëàä 1.23. Çíàéäåìî äîáóòêè ìàòðèöü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
3 4 0 1

 , B =


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 5 6
0 0 7 8

 .

Äëÿ öüîãî ðîçiá'¹ìî çàäàíi ìàòðèöi íà áëîêè ðîçìiðó 2× 2:

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
3 4 0 1

 =

(
E O

C E

)
, B =


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 5 6
0 0 7 8

 =

(
E E

O D

)
,
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

äå C =
(

1 2
3 4

)
, D =

(
5 6
7 8

)
, E =

(
1 0
0 1

)
, O =

(
0 0
0 0

)
(E � îäèíè÷íà, O � íóëüîâà ìàòðèöi). Çàïèøåìî ñïî÷àòêó

äîáóòêè áëî÷íèõ ìàòðèöü

AB =

(
E O

C E

)
·
(
E E

O D

)
=

(
E · E +O ·O E · E +O ·D
C · E + E ·O C · E + E ·D

)
=

(
E E

C C +D

)
.

ßê áà÷èìî, çàìiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü A òà B äîñòàòíüî îá÷èñëèòè òiëüêè îäèí áëîê, äîäàâøè ìàòðèöi C i
D:

C +D =

(
1 2
3 4

)
+

(
5 6
7 8

)
=

(
6 8
10 12

)
.

Çàëèøèëîñü çàïèñàòè ðåçóëüòàò:

AB =


1 0 1 0
0 1 0 1
1 2 6 8
3 4 10 12

 =


1 0 1 0
0 1 0 1
1 2 6 8
3 4 10 12

 .

Â ðîëi ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü çóïèíèìîñÿ íà ïîíÿòòÿõ êðîíåêåðiâñüêèõ äîáóò-
êó òà ñóìè ìàòðèöü, à òàêîæ ïîíÿòòi ïðÿìî¨ ñóìè ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöi A = [aij ] òà B ðîçìiðiâ m × n i p × q âiäïîâiäíî. ×èñëîâà
ìàòðèöÿ A⊗B ðîçìiðó mp× nq, ñêëàäåíà iç áëîêiâ aijB,

A⊗B =

a11 ·B · · · a1n ·B
...

. . .
...

am1 ·B · · · amn ·B

 ,

íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì êðîíåêåðiâñüêèì äîáóòêîì àáî ïðàâèì äîáóòêîì Êðîíåêåðà ìàòðèöü A òà B
(Leopold Kronecker, 1823-1891). Àíàëîãi÷íî ìîæíà îçíà÷èòè ëiâèé êðîíåêåðiâñüêèé äîáóòîê ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.21. Íåõàé A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi n-ãî i m-ãî ïîðÿäêiâ âiäïîâiäíî. Êðîíåêåðiâ-
ñêîþ ñóìîþ (àáî ñóìîþ Êðîíåêåðà) A⊕B ìàòðèöü A òà B íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó
m·n âèãëÿäó

A⊕B =
(
Em ⊗A

)
+
(
B ⊗ En

)
,

äå Em, En � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ m òà n âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 1.24. Çíàéäåìî ïðàâèé êðîíåêåðiâñüêèé äîáóòîê A⊗B i êðîíåêåðiâñüêó ñóìó A⊕ C ìàòðèöü

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 0 2
0 2 3

)
, C =

(
5 6
7 8

)
.

Çà îçíà÷åííÿì çíàõîäèìî

A⊗B =

1 ·
(
1 0 2
0 2 3

)
2 ·
(
1 0 2
0 2 3

)
3 ·
(
1 0 2
0 2 3

)
4 ·
(
1 0 2
0 2 3

)
 =


1 0 2 2 0 4
0 2 3 0 4 6
3 0 6 4 0 8
0 6 9 0 8 12

 ,

A⊕ C = (E ⊗A) + (C ⊗ E) =

1 ·
(
1 2
3 4

)
0 ·
(
1 2
3 4

)
0 ·
(
1 2
3 4

)
1 ·
(
1 2
3 4

)
+

5 ·
(
1 0
0 1

)
6 ·
(
1 0
0 1

)
7 ·
(
1 0
0 1

)
8 ·
(
1 0
0 1

)
 =

=


1 2 0 0
3 4 0 0
0 0 1 2
0 0 3 4

+


5 0 6 0
0 5 0 6
7 0 8 0
0 7 0 8

 =


6 2 6 0
3 9 0 6
7 0 9 2
0 7 3 12

 .
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1.7. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.22. Ïðÿìîþ ñóìîþ (ïîçíà÷àòèìåìî ⊕) äâîõ ìàòðèöü A = [aij ] ðîçìiðó m × n òà
B = [bij ] ðîçìiðó p× q íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ A⊕B ðîçìiðó (m+ p)× (n+ q), ÿêà äîðiâíþ¹

A⊕B =

(
A O

O B

)
=



a11 · · · a1n 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
am1 · · · amn 0 · · · 0

0 · · · 0 b11 · · · b1q
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 bp1 · · · bpq


.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî êðîíåêåðiâñüêà ñóìà i ïðÿìà ñóìà ìàòðèöü ïîçíà÷àþòüñÿ îäíàêîâî ⊕ (çðîçóìiòè,
ïðî ÿêó îïåðàöiþ éäå ìîâà, çàçâè÷àé ìîæíà ç êîíòåêñòó).

Ïðèêëàä 1.25. Çíàéäåìî ïðÿìó ñóìó ìàòðèöü A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6 7
8 9 10

)
.

Çà îçíà÷åííÿì ïðÿìî¨ ñóìè ìàòðèöü ìà¹ìî:

A⊕B =

(
1 2
3 4

)
⊕
(
5 6 7
8 9 10

)
=


1 2 0 0 0
3 4 0 0 0
0 0 5 6 7
0 0 8 9 10

 .

ßê áà÷èìî, ïðÿìîþ ñóìîþ ìàòðèöü ¹ ñïåöiàëüíèé òèï áëî÷íî¨ ìàòðèöi, çîêðåìà ïðÿìà ñóìà êâàä-
ðàòíèõ ìàòðèöü � áëî÷íà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Çàãàëîì, ïðÿìà ñóìà n êâàäðàòíèõ ìàòðèöü âèç-
íà÷à¹òüñÿ ÿê

n⊕
i=1

Ai = diag(A1, A2, . . . , An) =


A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · An

 .

Iç îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè ìàòðèöü A òà B ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ñóìà, âçàãàëi êàæó÷è, íå âîëîäi¹
êîìóòàòèâíîþ âëàñòèâiñòþ. Ïðîòå åëåìåíòàðíî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ âèêîíàííÿ àñîöiàòèâíî¨ âëàñòèâîñòi:

(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C).

Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé îïåðàöié íàä áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ ôîðìóëè,
ÿêi âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ îïåðàöi¹þ ïðÿìîãî ñóìóâàííÿ òà îïåðàöiÿìè çâè÷àéíîãî äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ ìàòðèöü:

(Am ⊕An) + (Bm ⊕Bn) = (Am +Bm)⊕ (An +Bn),

(Am ⊕An) · (Bm ⊕Bn) = Am ·Bm ⊕An ·Bn

(ó öèõ ôîðìóëàõ Am, Bm � äîâiëüíi êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó m, à An, Bn � äîâiëüíi êâàäðàòíi
ìàòðèöi ïîðÿäêó n). Ïåðåâiðêó ïðàâèëüíîñòi öèõ ôîðìóë ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó âèêîíàòè ñàìîñòiéíî.

1.7. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.23. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöü íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ òàêèõ òðüîõ
òèïiâ:
1) äîäàâàííÿ äî åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ),

ïîìíîæåíèõ íà îäèí i òîé æå ñêàëÿð;
2) ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà îäèí i òîé æå íåíóëüîâèé ñêàëÿð;
3) ïåðåñòàíîâêà ìiñöÿìè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi.
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ïåðåòâîðåííÿ, îáåðíåíi äî åëåìåíòàðíèõ, òàêîæ ¹ åëåìåíòàðíèìè. Ñïðàâäi, ÿêùî äî i-ãî ñòîâïöÿ
ìàòðèöi äîäàëè j-é ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà ÷èñëî λ (ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó), òî äëÿ îòðèìàííÿ
âèõiäíî¨ ìàòðèöi äîñèòü äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi äîäàòè j-é ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà ïðîòèëåæíå
÷èñëî (−λ). ßêùî ñòîâïåöü ìàòðèöi ïîìíîæèëè íà ÷èñëî λ ̸= 0 (ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó), òî
äëÿ îòðèìàííÿ âèõiäíî¨ ìàòðèöi òðåáà öåé æå ñòîâïåöü ïîìíîæèòè íà îáåðíåíå ÷èñëî 1

λ ̸= 0. ßêùî
â ìàòðèöi ïîìiíÿëè ìiñöÿìè äâà ñòîâïöi (ïåðåòâîðåííÿ òðåòüîãî òèïó), òî âèõiäíó ìàòðèöþ ìîæíà
îòðèìàòè, ùå ðàç ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè öi ñòîâïöi.

ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà ç ìàòðèöi A äåÿêèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì, à ç ìàòðèöi B
ïåâíèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì îòðèìàíî ìàòðèöþ C, òî êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ C îòðèìàíà ç
ìàòðèöi A ïîñëiäîâíèì âèêîíàííÿì âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Îçíà÷åííÿ 1.24. ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà ç ìàòðèöi A äåÿêèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì, à
ç ìàòðèöi B ïåâíèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì îòðèìàíî ìàòðèöþ C, òî êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ C
îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ïîñëiäîâíèì âèêîíàííÿì âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Ìàòðèöi A
òà B íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè (ïîçíà÷àþòü A ∼ B), ÿêùî îäíó ç íèõ ìîæíà îòðèìàòè ç iíøî¨ çà
äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ ïîñëiäîâíî âèêîíàíèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Î÷åâèäíî, ùî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñèìåòðè÷íîñòi, òîáòî, ÿêùî
A ∼ B, òî B ∼ A.

Ïðèêëàä 1.26. Ìàòðèöi (
1 2
3 4

)
òà

(
3 4
1 2

)
åêâiâàëåíòíi, îñêiëüêè îäíà ìàòðèöÿ îòðèìó¹òüñÿ ç iíøî¨ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ. Àíàëîãi÷íî,1 2 3

4 5 6
7 8 9

 ∼

15 18 21
4 5 6
7 8 9

 ,

îñêiëüêè äðóãó ìàòðèöþ îòðèìóþòü ç ïåðøî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî ïåðøîãî ðÿäêà òðåòüîãî ðÿäêà, ïîìíîæå-
íîãî íà ÷èñëî 2 (àáî ïåðøó ìàòðèöþ îòðèìóþòü ç äðóãî¨ äîäàâàííÿì äî ïåðøîãî ðÿäêà âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ
òðåòüîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî (−2)).

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ïåâíîãî ñïðîùåííÿ ìàòðèöü, ùî â ïîäàëüøîìó
áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷. Ïîêàæåìî, ÿê çà äîïîìîãîþ åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü äîâiëüíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî, òàê çâàíîãî, ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Îçíà÷åííÿ 1.25. (m× n)-ìàòðèöÿ âèãëÿäó

0 · · · 0 a1j1 · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 · · · 0 a2j2 · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 a3j3 . . . ∗ ∗ . . . ∗
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 arjr . . . ∗
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0


, (1.12)

íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
1) âñi íóëüîâi ðÿäêè (ÿêùî òàêi iñíóþòü) ðîçòàøîâàíi íèæ÷å âñiõ íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ;
2) íîìåðè ñòîâï÷èêiâ, ó ÿêèõ ðîçìiùåíi ïåðøi íåíóëüîâi åëåìåíòè ðÿäêiâ ìàòðèöi, óòâîðþþòü çðî-

ñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî, ÿêùî a1j1 , a2j2 , . . . , arjr � ïåðøi íåíóëüîâi åëåìåíòè ïåðøîãî, äðó-
ãîãî, . . . , r-ãî ðÿäêiâ (r 6 m), òî j1 < j2 < · · · < jr.

Íàãîëîñèìî íà òîìó, ùî â ñõiä÷àñòié ìàòðèöi âèñîòà êîæíî¨ ¾ñõîäèíêè¿ ñòàíîâèòü ëèøå îäèí
ðÿäîê.
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1.7. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

Ïðèêëàä 1.27. Ñõiä÷àñòèìè ìàòðèöÿìè ¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ, îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ìàòðèöÿ-ðÿäîê, ìàòðèöi
âèãëÿäó 

−1 4 3 9 5
0 0 6 −3 2
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

 ,


1 −4 3 −9 5
0 5 −6 3 2
0 0 6 −1 3
0 0 0 0 −8

 ,


0 4 −4 3 −2
0 0 6 −6 2
0 0 0 2 −5
0 0 0 0 4

 ,

à îò ìàòðèöi 
1 1 2 4 −4
0 0 6 9 0
0 8 9 2 −2
0 0 0 5 9

 ,


1 3 −1 7 2
0 3 1 0 −2
0 1 5 −3 5
0 0 0 2 4


íå ¹ ñõiä÷àñòèìè.

Òåîðåìà 1.7 (ïðî çâåäåííÿ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó). Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî ñõiä-

÷àñòîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ¨¨ ðÿäêiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìàòðèöÿ íóëüîâà, òî âîíà âæå ñõiä÷àñòà i äîâîäèòè íi÷îãî. Òîìó íåõàé ìàòðèöÿ A =
[aij ] ¹ íåíóëüîâîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðóm×n i íåõàé a1j1 � ¨¨ ïåðøèé, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ,
íåíóëüîâèé åëåìåíò ïåðøîãî íåíóëüîâîãî ñòîâï÷èêà, òîáòî

A =


0 · · · 0 a1j1 · · · a1j2 · · · a1j3 · · · a1n
0 · · · 0 a2j1 · · · a2j2 · · · a2j3 · · · a2n
0 · · · 0 a3j1 · · · a3j2 · · · a3j3 · · · a3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 amj1 · · · amj2 · · · amj3 · · · amn

 ,

äå a1j1 ̸= 0. Âèêîíà¹ìî íàä öi¹þ ìàòðèöåþ òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: äî äðóãîãî ðÿäêà äîäà-
ìî ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà

(
−a2j1
a1j1

)
; äî òðåòüîãî ðÿäêà òàêîæ äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé

íà
(
−a3j1
a1j1

)
i ò.ä., äî m-ãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà

(
−amj1

a1j1

)
. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

åêâiâàëåíòíó äî A ìàòðèöþ

A′ =


0 · · · 0 a1j1 · · · a1j2 · · · a1j3 · · · a1n
0 · · · 0 0 · · · a′2j2 · · · a′2j3 · · · a′2n
0 · · · 0 0 · · · a′3j2 · · · a′3j3 · · · a′3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · a′mj2 · · · a′mj3 · · · a′mn

 .

Äàëi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê ðÿäêiâ ìàòðèöi A′ ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò a′2j2 ¹ ïåðøèì íåíó-
ëüîâèì åëåìåíòîì íàñòóïíîãî ïiñëÿ j1-ãî ñòîâï÷èêà (íå âðàõîâóþ÷è åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà). Íàä
ìàòðèöåþ A′ âèêîíà¹ìî àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì âèùå åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ç òi¹þ âiäìiííiñòþ,

ùî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íå ïåðøèé, à äðóãèé ðÿäîê: ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà
(
−
a′3j2
a′2j2

)
i äîäàìî

äî òðåòüîãî; äàëi ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà
(
−
a′4j2
a′2j2

)
i äîäàìî äî ÷åòâåðòîãî i ò.ä., äî m-ãî ðÿä-

êà äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà
(
−
a′mj2
a′2j2

)
. Îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó äî A′ (îòæå, i äî ìàòðèöi A)

ìàòðèöþ

A′′ =


0 · · · 0 a1j1 · · · a1j2 · · · a1j3 · · · a1n
0 · · · 0 0 · · · a′2j2 · · · a′2j3 · · · a′2n
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · a′′3j3 · · · a′′3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · a′′mj3 · · · a′′mn

 .

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ äàëi (à öåé ïðîöåñ ñêií÷åííèé, îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ñêií-
÷åííîãî ðîçìiðó m× n), â ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ñõiä÷àñòó ìàòðèöþ âèãëÿäó (1.12).
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Î÷åâèäíèì íàñëiäêîì iç òåîðåìè 1.7 ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.8. Äîâiëüíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñõiä÷àñòié ìàòðèöi.

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.7 âèïëèâà¹ àëãîðèòì çâåäåííÿ ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, ÿêèé, çàçâè-
÷àé, íàçèâàþòü ìåòîäîì Ãàóñà çâåäåííÿ ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (Johann Carolus Fridericus
Gauss, 1777-1855). Îòîæ, ùîá çâåñòè ìàòðèöþ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, òðåáà âèêîíàòè òàêi äi¨.

1. Ó ïåðøîìó ñòîâïöi âèáðàòè åëåìåíò, âiäìiííèé âiä íóëÿ (ïðîâiäíèé åëåìåíò). ßêùî ðÿäîê ç
ïðîâiäíèì åëåìåíòîì (ïðîâiäíèé ðÿäîê) íå ¹ ïåðøèé, òî ïåðåñòàâèòè éîãî íà ìiñöå ïåðøîãî ðÿäêà
(ïåðåòâîðåííÿ òðåòüîãî òèïó). ßêùî â ïåðøîìó ñòîâïöi íåìà¹ ïðîâiäíîãî åëåìåíòà (òîáòî âñi åëå-
ìåíòè ïåðøîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþþòü íóëþ), òî âèêëþ÷à¹ìî öåé ñòîâïåöü ç ðîçãëÿäó i ïðîäîâæó¹ìî
ïîøóê ïðîâiäíîãî åëåìåíòà ïîñëiäîâíî â iíøèõ ñòîâïöÿõ ìàòðèöi. Ïåðåòâîðåííÿ çàêií÷óþòüñÿ, ÿêùî
âèêëþ÷åíî âñi ñòîâïöi àáî â ðåøòi ìàòðèöi âñi åëåìåíòè íóëüîâi.

2. Äî êîæíîãî ðÿäêà, ðîçòàøîâàíîãî íèæ÷å ïðîâiäíîãî, äîäàòè ïðîâiäíèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé
íà òàêå ÷èñëî, ùîá âñi åëåìåíòè, ÿêi ñòîÿòü ïiä ïðîâiäíèì åëåìåíòîì, âèÿâèëèñÿ ðiâíèìè íóëþ (ïå-
ðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó).

3. Âèêëþ÷èâøè ç ðîçãëÿäó ðÿäîê i ñòîâïåöü, íà ïåðåòèíi ÿêèõ ñòî¨òü ïðîâiäíèé åëåìåíò, ïåðåéòè
äî ïóíêòó 1 i çàñòîñóâàòè âñi îïèñàíi äi¨ äî ðåøòè ìàòðèöi.

Ïðèêëàäè 1.28. 1. Çâåäåìî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ìàòðèöþ

A =

 2 0 −1 −2
4 3 3 −3
−2 1 2 5

 .

Ó ïåðøîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi A âèáèðà¹ìî ïðîâiäíèé åëåìåíò a11 = 2 ̸= 0. Íàøà ìåòà íà öüîìó åòàïi: çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïåðåòâîðèòè â íóëi óñi åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà, ÿêi ðîçìiùåíi ïiä
ïðîâiäíèì åëåìåíòîì. Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ (ïåðøîãî òèïó): äî äðóãîãî ðÿäêà
äîäàìî ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà (−2); äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé ðÿäîê. Îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ 2 0 −1 −2

0 3 5 1
0 1 1 3

 .

Ïåðøèé ðÿäîê i ïåðøèé ñòîâï÷èê (íà ïåðåòèíi ÿêèõ ðîçìiùåíî ïåðøèé ïðîâiäíèé åëåìåíò) âèêëþ÷à¹ìî ç
ðîçãëÿäó. Ñåðåä ðåøòè åëåìåíòiâ äðóãîãî ñòîâï÷èêà âèáèðà¹ìî íàñòóïíèé ïðîâiäíèé åëåìåíò a22 = 3 ̸= 0. Ìåòà
öüîãî åòàïó: åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ïåðåòâîðèòè â íóëü åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâï÷èêà, ÿêi ðîçòàøîâàíi
ïiä ïðîâiäíèì (íàñïðàâäi òàì ëèøå îäèí åëåìåíò). Äëÿ öüîãî òðåòié ðÿäîê äîìíîæèìî íà (−3) (åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó) i äîäàìî äî íüîãî äðóãèé ðÿäîê (åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó):2 0 −1 −2

0 3 5 1
0 0 2 −8

 .

Îòæå, çàäàíó ìàòðèöþ A åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ ìè çâåëè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó2 0 −1 −2
0 3 5 1
0 0 2 −8

 .

2. Çâåäåìî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ìàòðèöþ

A =


0 1 1 1 1 1
0 1 1 2 3 2
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 .

Ïåðøèé ñòîâïåöü ìàòðèöi A � íóëüîâèé. Âèêëþ÷à¹ìî éîãî ç ðîçãëÿäó i äîñëiäæó¹ìî ðåøòó (îñòàííi 5
ñòîâïöiâ). Îáèðà¹ìî â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíò a12 = 1. Äîäà¹ìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
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1.7. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

(−1); äî òðåòüîãî ðÿäêà � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2); äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà � ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
(−4). Öi ïåðåòâîðåííÿ ¾îáíóëÿþòü¿ âñi åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâïöÿ, ðîçòàøîâàíi íèæ÷å ïðîâiäíîãî åëåìåíòà:

A ∼


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 −1 0 −1
0 0 0 0 2 0

 .

Îòðèìàíà ìàòðèöÿ íå ìà¹ ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, îñêiëüêè îäíà iç ñõîäèíîê ìà¹ âèñîòó â äâà ðÿäêè, à òîìó ïðî-
äîâæó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ. Ïåðøèé ðÿäîê i äðóãèé ñòîâïåöü (íà ïåðåòèíi ÿêèõ ðîçòàøîâàíî ïåðøèé ïðîâiäíèé
åëåìåíò a12 = 1) âèêëþ÷à¹ìî ç ðîçãëÿäó. Îñêiëüêè ïåðøèé ñòîâïåöü ðåøòè ìàòðèöi íóëüîâèé, âèêëþ÷à¹ìî
i éîãî. Òåïåð ðåøòà ìàòðèöi � öå ìàòðèöÿ (ðîçìiðó 3 × 3), óòâîðåíà åëåìåíòàìè, ðîçòàøîâàíèìè â îñòàííiõ
òðüîõ ðÿäêàõ i òðüîõ ñòîâïöÿõ îòðèìàíî¨ ìàòðèöi. Â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà âèáèðà¹ìî a24 = 1. Äîäàâøè
äî òðåòüîãî ðÿäêà äðóãèé, îòðèìà¹ìî

A ∼


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 2 0

 .

Äðóãèé ðÿäîê i ÷åòâåðòèé ñòîâïåöü ç ïðîâiäíèì åëåìåíòîì a24 = 1 âèêëþ÷à¹ìî ç ðîçãëÿäó. Â ðîëi íîâîãî
ïðîâiäíîãî åëåìåíòà áåðåìî åëåìåíò a35 = 2. Âiä ÷åòâåðòîãî ðÿäêà âiäíiìà¹ìî òðåòié (äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà
äîäà¹ìî òðåòié, ïîìíîæåíèé íà (−1)):

A ∼


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òðåòié ðÿäîê i ï'ÿòèé ñòîâïåöü, íà ïåðåòèíi ÿêèõ ðîçòàøîâàíî ïðîâiäíèé åëåìåíò a35 = 2, âèêëþ÷à¹ìî ç
ðîçãëÿäó. Îñêiëüêè â ðåøòè ìàòðèöi âñi åëåìåíòè (òîáòî îäèí åëåìåíòè a46) íóëüîâi, ïåðåòâîðåííÿ çàâåðøåíî
i, îòæå, çàäàíó ìàòðèöþ A çâåäåíî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

ßêùî ïiä ÷àñ çâåäåííÿ ìàòðèöi äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó âèêîðèñòîâóâàòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
íå ëèøå ðÿäêiâ, à é ñòîâï÷èêiâ (çà ïîòðåáè), òî äîâiëüíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî, òàê çâàíîãî,
ñòðîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Îçíà÷åííÿ 1.26. Ñòðîãî ñõiä÷àñòîþ ìàòðèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòà (m× n)-ìàòðèöÿ âèãëÿäó

a11 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 a22 · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗

0 0
. . . ∗ ∗ ∗ · · · ∗

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 arr ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


, (1.13)

â ÿêié åëåìåíòè a11, a22, . . . , arr � íåíóëüîâi (0 6 r 6 min{m,n}), à åëåìåíòè, ïîçíà÷åíi ∗ , � äîâiëüíi.

Òåîðåìà 1.9 (ïðî çâåäåííÿ äî ñòðîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó). Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïå-

ðåòâîðåíü ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ äîâiëüíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî ñòðîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 1.7 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíó íåíóëüîâó ìàòðèöþ ðîçìiðó m × n çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (1.12). Íàä ñòîâï÷èêàìè öi¹¨
ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: j1-èé ñòîâï÷èê ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ç
ïåðøèì, j2-èé ñòîâï÷èê � ç äðóãèì, i ò.ä., jr-èé ñòîâï÷èê ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ç r-èì ñòîâï÷èêîì.
Î÷åâèäíî, ùî ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî ñòðîãî ñõiä÷àñòó ìàòðèöþ âèãëÿäó (1.13).
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ïðèêëàäè 1.29. 1. ßê ïîêàçàíî ó ïðèêëàäi 1.28.1, ìàòðèöÿ 2 0 −1 −2
4 3 3 −3
−2 1 2 5


åêâiâàëåíòíà ñòðîãî ñõiä÷àñòié ìàòðèöi 2 0 −1 −2

0 3 5 1
0 0 2 −8

 .

2. Ó ïðèêëàäi 1.28.2 äîâåäåíî, ùî

A =


0 1 1 1 1 1
0 1 1 2 3 2
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 ∼


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 = B.

ßê áà÷èìî, ìàòðèöÿ B íå ¹ ñòðîãî ñõiä÷àñòîþ. Äëÿ òîãî, ùîá çâåñòè ¨¨ (à, îòæå, é ìàòðèöþ A) äî ñòðîãî
ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâïöiâ:

0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 2 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 1 1 0 1 1
0 1 2 0 0 1
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(ïåðøå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ � ïîìiíÿëè ìiñöÿ ïåðøi äâà ñòîâï÷èêè, äðóãå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ �
íîâîóòâîðåíèé äðóãèé ñòîâï÷èê ïîìiíÿëè ìiñöÿìè ç ÷åòâåðòèì, òðåò¹ åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ � ïîìiíÿëè
ìiñöÿìè ï'ÿòèé i òðåòié ñòîâï÷èêè).

Ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêàöiþ ïóíêòó 2 ìåòîäó Ãàóñà. Ïðîâiäíèé åëåìåíò, îáðàíèé â ïóíêòi 1 ìåòîäó
Ãàóñà, âèçíà÷à¹ ïðîâiäíèé ðÿäîê i ïðîâiäíèé ñòîâïåöü ìàòðèöi (ïðîâiäíèé åëåìåíò çíàõîäèòüñÿ íà
¨õ ïåðåòèíi). Äîäàþ÷è ïðîâiäíèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà âiäïîâiäíi ÷èñëà, äî iíøèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi
(ïóíêò 2 ìåòîäó Ãàóñà), ðîáèìî ðiâíèìè íóëþ âñi åëåìåíòè ïðîâiäíîãî ñòîâïöÿ, çà âèíÿòêîì ïðîâiä-
íîãî åëåìåíòà. Ïîòiì, äîäàþ÷è îòðèìàíèé ïðîâiäíèé ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà âiäïîâiäíi ÷èñëà, äî
ðåøòè ñòîâïöiâ ìàòðèöi, ðîáèìî ðiâíèìè íóëþ âñi åëåìåíòè ïðîâiäíîãî ðÿäêà, çà âèíÿòêîì ïðîâiäíî-
ãî åëåìåíòà. Ïðè öüîìó îòðèìó¹ìî ïðîâiäíi ðÿäîê i ñòîâïåöü, âñi åëåìåíòè ÿêèõ äîðiâíþþòü íóëþ, çà
âèíÿòêîì ïðîâiäíîãî åëåìåíòà. Âèêëþ÷èâøè ç ðîçãëÿäó öåé ðÿäîê i öåé ñòîâïåöü, íà ïåðåòèíi ÿêèõ
ñòî¨òü ïðîâiäíèé åëåìåíò, âèêîíà¹ìî âñi îïèñàíi âèùå äi¨ äî ðåøòè ìàòðèöi. Ìîäèôiêîâàíèé òàêèì
÷èíîì ìåòîä Ãàóñà íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Ãàóñà-Æîðäàíà (Wilhelm Jordan, 1841-1899). Çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó Ãàóñà-Æîðäàíà äîâiëüíó ìàòðèöþ ðîçìiðó m×n ìîæíà çâåñòè äî ñòðîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó



a11 0 · · · 0 0 · · · 0
0 a22 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · arr 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


m×n

. (1.14)

Áiëüøå öüîãî, îñêiëüêè â ìàòðèöi (1.14) åëåìåíòè a11, a22, . . . , arr � íåíóëüîâi, òî åëåìåíòàðíi ïå-
ðåòâîðåííÿ ìîæíà ïðîäîâæèòè: ïîäiëèìî ïåðøèé ðÿäîê íà åëåìåíò a11, äðóãèé � íà a22, i ò.ä., r-èé
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1.7. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü. Ñõiä÷àñòi ìàòðèöi

ðÿäîê ïîäiëèìî íà arr. Â ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ âèãëÿäó

1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


m×n

=

(
Er O
O O

)
(1.15)

(ëiâèé âåðõíié êóò ìàòðèöi ¹ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó r (0 6 r 6 min{m,n}), à iíøi åëåìåíòè
äîðiâíþþòü íóëþ).

Âèùåíàâåäåíi ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü ïðàâèëüíiñòü òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.10. Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ ìîæ-

íà çâåñòè äî âèãëÿäó (1.15).

Ïðèêëàäè 1.30. 1. Çâåäåìî äî âèãëÿäó (1.15) ìàòðèöþ A =

(
1 2 3
2 4 5

)
.

Â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà âiçüìåìî åëåìåíò a11 = 1. Äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
(−2):

A =

(
1 2 3
2 4 5

)
∼
(
1 2 3
0 0 −1

)
.

Äî äðóãîãî ñòîâïöÿ äîäàìî ïåðøèé ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà (−2), à äî òðåòüîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà
(−3):

A ∼
(
1 0 0
0 0 −1

)
.

Ïîìíîæèìî âñi åëåìåíòè îñòàííüîãî ñòîâïöÿ íà (−1) i ïåðåñòàâèìî éîãî íà ìiñöå äðóãîãî:

A ∼
(
1 0 0
0 1 0

)
.

Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíà ìàòðèöÿ A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ òà ñòîâï÷èêiâ çâåäåíà äî
âèãëÿäó (1.15).

2. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ çâåäåìî äî âèãëÿäó (1.15) ìàòðèöþ

A =


0 1 1 1 1 1
0 1 1 2 3 2
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 .

ßê ïîêàçàíî ó ïðèêëàäàõ 1.28.2 i 1.29.2,

A ∼


1 1 1 0 1 1
0 1 2 0 0 1
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 = C.

Íàä ñòîâïöÿìè ìàòðèöi C âèêîíà¹ìî òàêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ: âiä äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî òà øîñòîãî
ñòîâïöiâ âiäíiìåìî ïåðøèé, 

1 1 1 0 1 1
0 1 2 0 0 1
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 1
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;
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äî òðåòüîãî ñòîâïöÿ äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà (−2), à äî øîñòîãî � äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà (−1),
1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 1
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ;

òðåòié ñòîâï÷èê ïîäiëèìî íà 2,
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Îòæå, ìè çâåëè âèõiäíó ìàòðèöþ A äî âèãëÿäó (1.15),

A ∼
(
E3 O
O O

)
.

Çàóâàæåííÿ 1.10. Íàãîëîñèìî, ùî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (1.12) äîâiëüíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ëèøå ¨¨ ðÿäêiâ (íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ ¨¨ ñòîâïöiâ!),
à ùîá çâåñòè äî ñòðîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (1.13) àáî äî âèãëÿäó (1.15) ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè
ïåðåòâîðåííÿ ÿê ðÿäêiâ, òàê i ñòîâïöiâ ìàòðèöi.

1.8. Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi

ßêùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñóâàòè äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, òî îòðèìà¹ìî òàê çâàíi åëå-
ìåíòàðíi ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.27. Åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè íàçèâàþòü êâàäðàòíi ìàòðèöi òàêèõ òèïiâ:
1) ìàòðèöi, âiäìiííi âiä îäèíè÷íî¨ íàÿâíiñòþ íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ (i ̸= j) äåÿêîãî

íåíóëüîâîãî åëåìåíòà λ;
2) ìàòðèöi, âiäìiííi âiä îäèíè÷íî¨ òèì, ùî çàìiñòü îäèíèöi â i-ìó ðÿäêó ìiñòèòüñÿ íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò λ;
3) ìàòðèöi, ÿêi îòðèìóþòü ç îäèíè÷íî¨ ïåðåñòàíîâêîþ ìiñöÿìè i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ (i ̸= j).

Ìiæ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè òà åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê:
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ïðîöåñ ìíîæåííÿ çàäàíî¨ ìàòðèöi íà åëåìåíòàðíi
ìàòðèöi.

1) Äîäàâàííÿ äî åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâï-
öÿ), ïîìíîæåíèõ íà îäíå i òå æ ÷èñëî. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöþ A ðîçìiðó m × n. Ùîá äîäàòè äî
îäíîãî ðÿäêà (i-ãî) âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà (j-ãî), ïîìíîæåíi íà îäíå i òå æ ÷èñëî λ,
äîñèòü ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A çëiâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ âèãëÿäó

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 · · · λ · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1



1

i

j

m

. (1.16)

Öÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ m-ãî ïîðÿäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ ïåðøîãî òèïó i îòðèìàíà ç îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi m-ãî ïîðÿäêó äîäàâàííÿì äî åëåìåíòiâ i-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ðÿäêà,
ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî λ.
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1.8. Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi

Ùîá äîäàòè äî îäíîãî ñòîâïöÿ (i-ãî) âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ñòîâïöÿ (j-ãî), ïîìíîæåíi íà
îäíå i òå æ ÷èñëî λ, äîñèòü ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A ñïðàâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ âèãëÿäó

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · λ · · · 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


.

1 i j n

(1.17)

Öÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ ïåðøîãî òèïó i îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó â ðåçóëüòàòi äîäàâàííÿ äî i-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ,
ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî λ.

Ïðèêëàä 1.31. Äîäàâàííÿ äî ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi A =
(

1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
¨¨ òðåòüîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî íà ÷èñ-

ëî 2, (åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó) ðiâíîñèëüíå äîìíîæåííþ öi¹¨ ìàòðèöi çëiâà íà åëåìåíòàðíó

ìàòðèöþ ïåðøîãî òèïó P =
(

1 0 2
0 1 0
0 0 1

)
, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó äîäàâàííÿì ¨¨

äî ïåðøãîãî ðÿäêà òåòüîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî íà 2.
Ñïðàâäi,

P ·A =

1 0 2
0 1 0
0 0 1

 ·

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

1 + 7 · 2 2 + 8 · 2 3 + 9 · 2
4 5 6
7 8 9

 =

15 18 21
4 5 6
7 8 9

 .

2) Ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà îäíå i òå æ ÷èñëî, âiäìiííå âiä
íóëÿ.Ùîá ïîìíîæèòè âñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà (m×n)-ìàòðèöi A íà îäíå i òå æ ÷èñëî λ, âiäìiííå
âiä íóëÿ, äîñèòü ïîìíîæèòè çàäàíó ìàòðèöþ A çëiâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ âèãëÿäó

1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · λ · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 1


1

i

m

. (1.18)

Öÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ m-ro ïîðÿäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ äðóãîãî òèïó i îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi m-ãî ïîðÿäêó ìíîæåííÿì i-ãî ðÿäêà íà ÷èñëî λ.

Äëÿ ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ îäíîãî ñòîâïöÿ (i-ãî) çàäàíî¨ ìàòðèöi A íà îäíå i òå æ íåíóëüîâå
÷èñëî λ äîñèòü ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A ñïðàâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ

1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · λ · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 1

 .

1 i n

(1.19)

Öÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ äðóãîãî òèïó i îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó ìíîæåííÿì i-ãî ñòîâïöÿ íà ÷èñëî λ.
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ïðèêëàä 1.32. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöi A =
(

1 2 3
4 5 6

)
çëiâà íà ìàòðèöþ P =

(
2 0
0 1

)
ïðèçâîäèòü äî

ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ 1-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà ÷èñëî 2; ìíîæåííÿ ìàòðèöi A ñïðàâà íà ìàòðèöþ Q =
(

1 0 0
0 1 0
0 0 3

)
ïðèçâîäèòü äî ìíîæåííÿ 3-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ íà ÷èñëî 3.

ßê áà÷èìî, çàäàíà ìàòðèöÿ A ìà¹ ðîçìiðè 2×3; ìàòðèöÿ P îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó
ìíîæåííÿì ïåðøîãî ðÿäêà íà ÷èñëî 2; ìàòðèöÿ Q îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó ìíîæåííÿì
3-ãî ñòîâïöÿ íà ÷èñëî 3. Çíàõîäèìî äîáóòêè:

P ·A =

(
2 0
0 1

)
·
(
1 2 3
4 5 6

)
=

(
2 4 6
4 5 6

)
,

A ·Q =

(
1 2 3
4 5 6

)
·

1 0 0
0 1 0
0 0 3

 =

(
1 2 9
4 5 18

)
.

3) Ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöþ A ðîçìiðó m× n. Ùîá
ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè (i-é òà j-é) çàäàíî¨ ìàòðèöi A, äîñèòü ïîìíîæèòè ¨¨ çëiâà íà åëå-
ìåíòàðíó ìàòðèöþ m-ãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1



1

i

j

m

. (1.20)

Öÿ ìàòðèöÿ ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ òðåòüîãî òèïó i îòðèìàíà iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi m-ãî ïîðÿäêó
çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ.

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâîõ ñòîâïöiâ (i-ão òà j-ãî) çàäàíî¨ ìàòðèöi äîñèòü ïîìíîæèòè ¨¨ ñïðàâà íà
åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ n-ãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


.

1 i j n

(1.21)

Öÿ ìàòðèöÿ ¹ åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ òðåòüîãî òèïó i îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó
çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè i-ãî òà j-ãî ñòîâïöiâ.

Ïðèêëàä 1.33. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöi A =
(

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

)
çëiâà íà ìàòðèöþ P =

(
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)
ïðèçâîäèòü

äî ïåðåñòàíîâêè 2-ãî i 3-ãî ðÿäêiâ ìàòðèöi A, à ìíîæåííÿ çàäàíî¨ ìàòðèöi A ñïðàâà íà ìàòðèöþ Q =

(
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

)
ïðèçâîäèòü äî ïåðåñòàíîâêè 2-ãî i 4-ãî ñòîâïöiâ.

Ìàòðèöÿ P îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè 2-ãî i 3-ãî ðÿäêiâ.
Çíàõîäèìî äîáóòîê ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ P çëiâà:

P ·A =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

·

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 =

1 2 3 4
9 10 11 12
5 6 7 8

 .
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1.8. Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàò ç âèõiäíîþ ìàòðèöåþ A, áà÷èìî, ùî 2-é i 3-é ðÿäêè ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè.
Ìàòðèöÿ Q îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè 2-ãî i 4-ãî

ñòîâïöiâ. Ïîìíîæèìî ìàòðèöþ A ñïðàâà íà Q:

A ·Q =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

·


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =

1 4 3 2
5 8 7 6
9 12 11 10

 .

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàò ç âèõiäíîþ ìàòðèöåþ A, áà÷èìî, ùî 2-é i 4-é ñòîâïöi ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè.

Ç âèùåíàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.11. (1) Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ, âèêîíàíå íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi, ðiâ-

íîñèëüíå äîìíîæåííþ öi¹¨ ìàòðèöi íà âiäïîâiäíó åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ çëiâà.

(2) Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ, âèêîíàíå íàä ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöi, ðiâíîñèëüíå äîìíî-

æåííþ öi¹¨ ìàòðèöi íà âiäïîâiäíó åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ ñïðàâà.

Ç òâåðäæåííÿ 1.11 âèïëèâà¹, ùî çâåäåííÿ ìàòðèöi äî âèãëÿäó (1.12) ìåòîäîì Ãàóñà (òåîðåìà 1.7)
àáî äî âèãëÿäó (1.15) ìåòîäîì Ãàóñà-Æîðäàíà (òåîðåìà 1.10) ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó äîìíîæåííi
çàäàíî¨ ìàòðèöi íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Òàêèì ÷èíîì, âêàçàíi òåîðåìè ìîæíà ïåðåôîð-
ìóëþâàòè òàê.

Òåîðåìà 1.12. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ íàáið òàêèõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü P1, P2, . . . , Ps
âèãëÿäó (1.16), (1.18), (1.20), ùî ìàòðèöÿ Ps · · ·P2P1A ìàòèìå ñõiä÷àñòèé âèãëÿä (1.12). Çîêðåìà,
ÿêùî ìàòðèöÿ A � êâàäðàòíà, òî ìàòðèöÿ Ps · · ·P2P1A áóäå âåðõíüîþ òðèêóòíîþ.

Òåîðåìà 1.13. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A iñíóþòü òàêi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi P1, P2, . . . , Ps, Q1, Q2,

. . . , Qt âèãëÿäó (1.16) - (1.21), ùî ìàòðèöÿ Ps · · ·P2P1AQ1Q2 · · ·Qt ìàòèìå âèãëÿä (1.15).

Ïðèêëàäè 1.34. 1. Çâåäåìî ìàòðèöþ

A =


0 1 1 1 1 1
0 1 1 2 3 2
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4


äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ìíîæåííÿì íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi.

Â ïðèêëàäi 1.30 öÿ ìàòðèöÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áóëà çâåäåíà äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó,
ïðè÷îìó ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóâàëèñÿ òiëüêè íàä ¨¨ ðÿäêàìè. Çàïèøåìî ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü, çîáðàæàþ÷è
¨õ ÿê ìíîæåííÿ ìàòðèöi A çëiâà íà åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ � äîäàâàííÿ äî äðóãîãî ðÿäêà
ïåðøîãî, ïîìíîæåíîãî íà (−1), � âiäïîâiäà¹ ìíîæåííþ ìàòðèöi A çëiâà íà ìàòðèöþ

P1 =


1 0 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ñïðàâäi,

P1A =


1 0 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

·


0 1 1 1 1 1
0 1 1 2 3 2
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 =


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 .

Äðóãå ïåðåòâîðåííÿ � äîäàâàííÿ äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøîãî, ïîìíîæåíîãî íà (−2), � âiäïîâiäà¹ ìíîæåííþ
ìàòðèöi P1A çëiâà íà ìàòðèöþ

P2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
−2 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Âèêîíóþ÷è ìíîæåííÿ, îòðèìà¹ìî

P2P1A =


1 0 0 0
0 1 0 0
−2 0 1 0
0 0 0 1

·


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 2 2 1 2 1
0 4 4 4 6 4

 =


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 −1 0 −1
0 4 4 4 6 4

 .

Òðåò¹ ïåðåòâîðåííÿ � äîäàâàííÿ äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ïåðøîãî, ïîìíîæåíîãî íà (−4), � âiäïîâiäà¹ ìíîæåííþ
ìàòðèöi P2P1A çëiâà íà ìàòðèöþ

P3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−4 0 0 1

 .

Äiéñíî,

P3P2P1A =


1 0 0 0
0 1 0 0
−0 0 1 0
−4 0 0 1

·


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 −1 0 −1
0 4 4 4 6 4

 =


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 −1 0 −1
0 0 0 0 2 0

 .

Äàëi áóëè çäiéñíåííi òàêi ïåðåòâîðåííÿ: äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàâàëè äðóãèé, ïîòiì ïîìíîæèëè òðåòié ðÿäîê
íà 1

2 i, íàñàìêiíåöü, äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà äîäàëè òðåòié, ïîìíîæåíèé íà (−2). Öèì ïåðåòâîðåííÿì âiäïîâiäà¹
ìíîæåííÿ ìàòðèöi P3P2P1A çëiâà íà ìàòðèöi

P4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

 , P5 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0,5 0
0 0 0 1

 , P6 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −2 1

 .

Ñïðàâäi, âèêîíóþ÷è ìíîæåííÿ, îòðèìó¹ìî ñõiä÷àñòèé âèãëÿä

P6P5P4P3P2P1A =


0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

 .

2. Çâåäåìî ìàòðèöþ A =

(
1 2 3
2 4 5

)
äî âèãëÿäó (1.15) ìíîæåííÿì íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi.

Â ïðèêëàäi 1.30.1 öÿ ìàòðèöÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áóëà çâåäåíà äî âèãëÿäó (1.15).
Çàïèøåìî ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü, çîáðàæàþ÷è ¨õ ÿê ìíîæåííÿ íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Íà
ïåðøîìó êðîöi ìè äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàëè ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2). Öüîìó ïåðåòâîðåííþ âiäïîâiäà¹

ìíîæåííÿ ìàòðèöi A çëiâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ ïåðøîãî òèïó P1 =

(
1 0
−2 1

)
:

P1A =

(
1 0
−2 1

)
·
(
1 2 3
2 4 5

)
=

(
1 2 3
0 0 −1

)
.

Ïîòiì äî äðóãîãî ñòîâï÷èêà ìè äîäàëè ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2), à äî òðåòüîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé
íà (−3). Öi ïåðåòâîðåííÿ âiäïîâiäàþòü ïîñëiäîâíîìó ìíîæåííþ çàäàíî¨ ìàòðèöi ñïðàâà íà ìàòðèöi

Q1 =

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

, Q2 =

1 0 −3
0 1 0
0 0 1

.
Ìàòðèöÿ Q1 îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó äîäàâàííÿì äî åëåìåíòiâ 2-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiä-
íèõ åëåìåíòiâ 1-ãî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî (−2). Ìàòðèöÿ Q2 îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî
ïîðÿäêó äîäàâàííÿì äî åëåìåíòiâ 3-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ 1-ãî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíèõ íà ÷èñëî (−3).
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1.8. Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi

Çíàõîäèìî äîáóòêè

P1AQ1 =

(
1 2 3
0 0 −1

)
·

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

 =

(
1 0 3
0 0 −1

)
,

P1AQ1Q2 =

(
1 0 3
0 0 −1

)
·

1 0 −3
0 1 0
0 0 1

 =

(
1 0 0
0 0 −1

)
.

Îñòàííié êðîê � ìíîæåííÿ îñòàííüîãî ñòîâï÷èêà íà (−1) i çàìiíà éîãî ìiñöÿìè iç äðóãèì. Öèì ïåðåòâîðåííÿì
âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíå ìíîæåííÿ ñïðàâà íà ìàòðèöi

Q3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

, Q4 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

.
Ìàòðèöÿ Q3 îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó ìíîæåííÿì åëåìåíòiâ 3-ãî ñòîâïöÿ íà ÷èñëî (−1).
Ìàòðèöÿ Q4 îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó ïåðåñòàíîâêîþ 2-ãî i 3-ãî ñòîâïöiâ. Çíàõîäèìî
äîáóòêè

P1AQ1Q2Q3 =

(
1 0 0
0 0 −1

)
·

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 =

(
1 0 0
0 0 1

)
,

P1AQ1Q2Q3Q4 =

(
1 0 0
0 0 1

)
·

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 =

(
1 0 0
0 1 0

)
.

Îòæå, âèõiäíà ìàòðèöÿ A ìíîæåííÿì íà âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi çâåäåíà äî âèãëÿäó (1.15).

ßêùî ìíîæèíó óñiõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó, ÿêi ðîçêëàäàþòüñÿ â äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü
1-3 òèïó, ïîçíà÷èòè ÷åðåç GEn, òî òåîðåìó 1.13 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê.

Òåîðåìà 1.14. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi A ðîçìiðó m × n iñíóþòü òàêi ìàòðèöi P ∈ GEm i Q ∈ GEn,
ùî ìàòðèöÿ D = PAQ ìà¹ âèãëÿä (1.15), òîáòî

D = PAQ =

(
Er O

O O

)
, (1.22)

äå 0 6 r 6 min{m,n}. Ìàòðèöi P i Q áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðþâàëüíèìè ìàòðè-
öÿìè.

Äëÿ çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî âèãëÿäó (1.22) i çíàõîäæåííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàò-
ðèöü P i Q ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òàêèì àëãîðèòìîì.

1. Ïðèïèñàâøè äî ìàòðèöi A (ðîçìiðó m×n) ïðàâîðó÷ i çíèçó îäèíè÷íi ìàòðèöi Em i En âiäïî-
âiäíî, óòâîðèòè áëî÷íó ìàòðèöþ (

A Em
En

)
. (1.23)

Åëåìåíòè ïðàâîãî íèæíüîãî áëîêó öi¹¨ ìàòðèöi ìîæíà ââàæàòè ðiâíèìè íóëþ àáî íå âêàçóâàòè âçà-
ãàëi, îñêiëüêè âîíè íå áðàòèìóòü ó÷àñòü â ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåííÿõ.

2. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ áëî÷íî¨ ìàòðèöi çâåñòè ¨¨ ëiâèé
âåðõíié áëîê A äî âèãëÿäó (1.22). Ïðè öüîìó áëî÷íà ìàòðèöÿ íàáóäå âèãëÿäó(

D P

Q

)
, (1.24)

äå D � ìàòðèöÿ âèãëÿäó (1.22), à P i Q � øóêàíi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöåþ A
ðiâíiñòþ (1.22).
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Ðîçäië 1. Ìàòðèöi

Ñïðàâäi, åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ (çàçíà÷åíi â ïóíêòi 2 àëãîðèòìó) ñòîñóþòüñÿ ïåðøèõm ðÿäêiâ
i ïåðøèõ n ñòîâï÷èêiâ áëî÷íî¨ ìàòðèöi (1.23). Öèì ïåðåòâîðåííÿì âiäïîâiäà¹ ìíîæåííÿ ìàòðèöi (1.23)

çëiâà íà ìàòðèöþ

(
P O

O En

)
i ñïðàâà íà ìàòðèöþ

(
Q O

O Em

)
, äå ñèìâîëîì O ïîçíà÷åíi íóëüîâi ìàò-

ðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ. Âèêîíóþ÷è ìíîæåííÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü, îòðèìó¹ìî(
P O

O En

)
·
(
A Em
En O

)
·
(
Q O

O Em

)
=

(
P ·A P

En O

)
·
(
Q O

O Em

)
=

(
P ·A·Q P

Q O

)
.

Öÿ ìàòðèöÿ çáiãà¹òüñÿ ç (1.24), ÿêùî D = PAQ. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî â ðåçóëüòàòi ïóíêòó 2 àëãî-
ðèòìó ëiâèé âåðõíié áëîê A ìàòðèöi (1.23) çâåäåíî äî âèãëÿäó D, òî â iíøèõ áëîêàõ ìàòðèöi (1.24)
îòðèìó¹ìî øóêàíi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi P i Q.

Ïðèêëàä 1.35. Çâåäåìî ìàòðèöþ

A =

 1 −1 2 0
−1 2 −3 1
0 1 −1 1


äî âèãëÿäó (1.22) i çíàéäåìî âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi P i Q.

Ïðèïèøåìî äî ìàòðèöi A ïðàâîðó÷ i çíèçó îäèíè÷íi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ

(
A E3

E4

)
=



1 −1 2 0 1 0 0
−1 2 −3 1 0 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Âiçüìåìî â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà a11 = 1 ̸= 0. Äî äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî ïåðøèé:

1 −1 2 0 1 0 0
−1 2 −3 1 0 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


∼



1 −1 2 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Äî äðóãîãî ñòîâïöÿ äîäàìî ïåðøèé, äî òðåòüîãî � ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−2):

1 −1 2 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


∼



1 0 0 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 1 −2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Òåïåð âiçüìåìî â ðîëi ïðîâiäíîãî åëåìåíòà a22 = 1 ̸= 0. Äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà
(−1): 

1 0 0 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 1 −1 1 0 0 1
1 1 −2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


∼



1 0 0 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 0 0 0 −1 −1 1
1 1 −2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.
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1.8. Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi

Äî òðåòüîãî ñòîâïöÿ äîäàìî äðóãèé, à äî ÷åòâåðòîãî � äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà (−1):

1 0 0 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 0 0 0 −1 −1 1
1 1 −2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


∼



1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 −1 −1 1
1 1 −1 −1
0 1 1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1


=

(
D P

Q

)
.

Â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü íà ìiñöi âèõiäíî¨ ìàòðèöi A îòðèìàíî ìàòðèöþ

D =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 =

(
E2 O

O O

)

âèãëÿäó (1.22), à íà ìiñöi îäèíè÷íèõ ìàòðèöü � åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi

P =

 1 0 0
1 1 0
−1 −1 1

 , Q =


1 1 −1 −1
0 1 1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü D = PAQ, îá÷èñëèâøè äîáóòîê

P ·A ·Q =

 1 0 0
1 1 0
−1 −1 1

·

 1 −1 2 0
−1 2 −3 1
0 1 −1 1

·


1 1 −1 −1
0 1 1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

=

1 −1 2 0
0 1 −1 1
0 0 0 0

·


1 1 −1 −1
0 1 1 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 = D.

Çàóâàæåííÿ 1.11. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi P i Q iç òåîðåìè 1.14 çíàõîäÿòüñÿ íåîäíî-
çíà÷íî, òîìó ùî çàëåæàòü âiä îáðàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïåðåòâîðåíü.

Çàóâàæåííÿ 1.12. ßêùî ïîòðiáíî çíàéòè ëèøå îäíó ç åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü,
íàïðèêëàä, P , òî äîñèòü çàñòîñóâàòè ðîçãëÿíóòèé âèùå àëãîðèòì äî ìàòðèöi (A | Em). Âèêîíóþ÷è
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi (A | Em) i íàä ïåðøèìè ¨¨ ñòîâïöÿìè, ÿêi âõîäÿòü
â ëiâèé áëîê, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ (D | P ), äå D � ìàòðèöÿ âèãëÿäó (1.22), à P � øóêàíà ìàòðèöÿ.

ßêùî ïîòðiáíî çíàéòè ëèøå ìàòðèöþ Q, òî âèêîíó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi

(
A

En

)
∼
(
D

Q

)
.

Çàóâàæåííÿ 1.13. Çâàæàþ÷è íà çàóâàæåííÿ 1.12, òåîðåìó 1.12 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ìàòðèöi A ðîçìiðó m × n iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P ∈ GEm, ùî ìàòðèöÿ PA ìà¹ ñõiä÷àñòèé
âèãëÿä.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi P ïîòðiáíî ñêëàñòè áëî÷íó ìàòðèöþ (A | Em), ïîòiì çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi âèêîíóþòüñÿ òiëüêè íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi (A | Em), çâåñòè ¨¨ ëiâèé
áëîê A äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Ïðè öüîìó áëî÷íà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðèòüñÿ äî âèãëÿäó (D | P ), äå D
� ìàòðèöÿ ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (1.12), à P � øóêàíà åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ.

Ïðèêëàä 1.36. Çíàéäåìî åëåìåíòàðíó ïåðåòâîðþâàëüíó ìàòðèöþ P , ÿêà çâîäèòü ìàòðèöþ

A =

 1 −1 2 0
−1 2 −3 1
0 1 −1 1


äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.
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Ïðèïèøåìî äî ìàòðèöi A ñïðàâà îäèíè÷íó ìàòðèöþ 3-ãî ïîðÿäêó

(
A | E3

)
=

 1 −1 2 0 1 0 0
−1 2 −3 1 0 1 0
0 1 −1 1 0 0 1

 .

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ áëî÷íî¨ ìàòðèöi çâîäèìî ¨¨ ëiâèé áëîê äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó äî äðóãîãî ðÿäêà äîäà¹ìî ïåðøèé, à ïîòiì äî òðåòüîãî ðÿäêà äîäà¹ìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà
(−1): (

A | E3

)
∼

1 −1 2 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 1 −1 1 0 0 1

 ∼

1 −1 2 0 1 0 0
0 1 −1 1 1 1 0
0 0 0 0 −1 −1 1

 =
(
D | P

)
.

Ëiâèé áëîêD ìàòðèöi
(
D | P

)
ìà¹ ñõiä÷àñòèé âèãëÿä, à ïðàâèé áëîê � øóêàíà ìàòðèöÿ P . Ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü

D = PA, îá÷èñëèâøè äîáóòîê

PA =

 1 0 0
1 1 0
−1 −1 1

·

 1 −1 2 0
−1 2 −3 1
0 1 −1 1

 =

1 −1 2 0
0 1 −1 1
0 0 0 0

 .

ßê áà÷èìî, ìàòðèöÿ PA ñïðàâäi ìà¹ ñõiä÷àñòèé âèãëÿä.

Çàóâàæåííÿ 1.14. Áiëüøiñòü âèùåíàâåäåíèõ ôàêòiâ òà ìiðêóâàíü ïðî çâåäåííÿ ìàòðèöü äî ñõiä÷àñ-
òîãî âèãëÿäó ñòîñóþòüñÿ ìàòðèöü íàä ïîëÿìè (÷èñëîâèõ ìàòðèöü). Çâåäåííÿ æ ìàòðèöü äî ñõiä÷àñ-
òîãî âèãëÿäó àáî äî âèãëÿäó (1.14) íàä ðiçíèìè êëàñàìè êiëåöü (äèâ. ðîçäië 6.9 ¾Êiëüöÿ¿) ¹ ñêëàäíîþ
íàóêîâîþ çàäà÷åþ, ðîçâ'ÿçàííþ ÿêî¨ ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ðîáiò.
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