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Ïîäiëüíiñòü ïîëiíîìiâ

9.1. Íåõàé F � ïîëå i f(x), g(x), h(x) ∈ F[x]. Äîâåñòè ïðàâèëüíiñòü òàêèõ âëàñòèâîñòåé:
à) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), à g(x) äiëèòüñÿ íà h(x), òî f(x) äiëèòüñÿ íà h(x);
á) ÿêùî f(x) i h(x) äiëÿòüñÿ íà g(x), òî f(x)± h(x) òàêîæ äiëèòüñÿ íà g(x);
â) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òî äëÿ äîâiëüíîãî p(x) ∈ F[x] äîáóòîê p(x)f(x) òàêîæ äiëèòüñÿ íà

g(x);
ã) ÿêùî êîæåí ç ïîëiíîìiâ f1(x), . . . , fk(x) ∈ F[x] äiëèòüñÿ íà g(x), òî íà g(x) áóäå äiëèòèñÿ é

ïîëiíîì p1(x)f1(x) + . . .+ pk(x)fk(x), äå p1(x), . . . , pk(x) � äîâiëüíi ïîëiíîìè F[x];
 ) áóäü-ÿêèé ïîëiíîì f(x) äiëèòüñÿ íà äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ F ;
ä) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òî f(x) òàêîæ äiëèòüñÿ íà c g(x), äå c � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé

åëåìåíò ïîëÿ F ;
å) ïîëiíîìè cf(x), äå c ∈ F\{0}, i ëèøå âîíè áóäóòü äiëüíèêàìè ïîëiíîìà f(x), ÿêi ìàþòü òó æ

ñòåïiíü, ùî é f(x);
¹) f(x) òà g(x) îäíî÷àñíî äiëÿòüñÿ îäèí íà îäíîãî òîäi i ëèøå òîäi, êîëè g(x) = cf(x), äå c �

äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò F ;
æ) äîâiëüíèé äiëüíèê îäíîãî ç äâîõ ïîëiíîìiâ f(x) òà cf(x), äå c ∈ F\{0}, áóäå äiëüíèêîì i äëÿ

äðóãîãî ïîëiíîìà.

9.2. Ïåðåìíîæèòè ïîëiíîìè:

à) (2x4 − x3 + x2 + x+ 1)(x2 − 3x+ 1) ;

á) (x3 + x2 − x− 1)(x2 − 2x− 1) .

9.3. Âèêîíàòè äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:

à) f(x) = 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6 íà g(x) = x2 − 3x+ 1 ;

á) f(x) = x3 − 3x2 − x− 1 íà g(x) = 3x2 − 2x+ 1 .

9.4. Çíàéòè óìîâó, ïðè ÿêié ïîëiíîì x3 + px+ q äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì âèãëÿäó x2 +mx− 1.

9.5. Ïðè ÿêié óìîâi ïîëiíîì x4 + px2 + q äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì âèãëÿäó x2 +mx+ 1?

9.6. Ñïðîñòèòè ïîëiíîì

1− x

1
+
x(x− 1)

1 · 2
− . . .+ (−1)n

x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
.

9.7. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x), ÿêùî:

à) f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, g(x) = x3 + x2 − x− 1 ;

á) f(x) = x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5, g(x) = x5 + x2 − x+ 1 ;

â) f(x) = x5 + 3x2 − 2x+ 2, g(x) = x6 + x5 + x4 − 3x2 + 2x− 6 ;

ã) f(x) = x4 + x3 − 4x+ 5, g(x) = 2x3 − x2 − 2x+ 2 ;

 ) f(x) = x5 + x4 − x3 − 2x− 1, g(x) = 3x4 + 2x3 + x2 + 2x− 2 ;

ä) f(x) = x6 − 7x4 + 8x3 − 7x+ 7, g(x) = 3x5 − 7x3 + 3x2 − 7 ;

å) f(x) = x5 − 2x4 + x3 + 7x2 − 12x+ 10, g(x) = 3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x− 2 ;

¹) f(x) = x5 + 3x4 − 12x3 − 52x2 − 52x− 12, g(x) = x4 + 3x3 − 6x2 − 22x− 12 ;

æ) f(x) = x5 + x4 − x3 − 3x2 − 3x− 1, g(x) = x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1 ;

ç) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1 ;
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è) f(x) = x4 − 10x2 + 1, g(x) = x4 − 4
√
2x3 + 6x2 + 4

√
2x+ 1 ;

i) f(x) = x4 + 7x3 + 19x2 + 23x+ 10, g(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 22x+ 12 ;

¨) f(x) = 2x6 − 5x5 − 14x4 + 36x3 + 86x2 + 12x− 31, g(x) = 2x5 − 9x4 + 2x3 + 37x2 + 10x− 14 ;

é) f(x) = 3x6 − x5 − 9x4 − 14x3 − 11x2 − 3x− 1, g(x) = 3x5 + 8x4 + 9x3 + 15x2 + 10x+ 9 .

9.8. Êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì Åâêëiäà, çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d(x) ïîëiíîìiâ f(x) i
g(x) òà éîãî âèðàæåííÿ ÷åðåç f(x) i g(x), ÿêùî:

à) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2 ;

á) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1 ;

â) f(x) = x5 + 3x4 + x3 + x2 + 3x+ 1, g(x) = x4 + 2x3 + x+ 2 ;

ã) f(x) = x6 − 4x5 + 11x4 − 27x3 + 37x2 − 35x+ 35, g(x) = x5 − 3x4 + 7x3 − 20x2 + 10x− 25 ;

 ) f(x) = 3x7 + 6x6 − 3x5 + 4x4 + 14x3 − 6x2 − 4x+ 4, g(x) = 3x6 − 3x4 + 7x3 − 6x+ 2 ;

ä) f(x) = 3x5 + 5x4 − 16x3 − 6x2 − 5x− 6, g(x) = 3x4 − 4x3 − x2 − x− 2 ;

å) f(x) = 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9, g(x) = 2x3 − x2 − 5x+ 4 .

9.9. Çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà çíàéòè òàêi ïîëiíîìè u(x), v(x), ùîá f(x)u(x)+g(x) v(x) = 1:
à) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1;

á) f(x) = x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1, g(x) = x2 − x− 1;

â) f(x) = x5 − 5x4 − 2x3 + 12x2 − 2x+ 12, g(x) = x3 − 5x2 − 3x+ 17;

ã) f(x) = 2x4 + 3x3 − 3x2 − 5x+ 2, g(x) = 2x3 + x2 − x− 1;

 ) f(x) = 3x4 − 5x3 + 4x2 − 2x+ 1, g(x) = 3x3 − 2x2 + x− 1;

ä) f(x) = x5 + 5x4 + 9x3 + 7x2 + 5x+ 3, g(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 1 .

9.10. Íåõàé d(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x) i g(x). Äîâåñòè:
à) iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè u(x), v(x), ùî deg u(x) < deg g(x)−deg d(x) , ïðè÷îìó d(x) = f(x)u(x)+

+ g(x) v(x) ;
á) ó âèïàäêó à) ìà¹ìî òàêîæ deg v(x) < deg f(x)− deg d(x) ;
â) ïîëiíîìè u(x), v(x) iç à) âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî .

9.11. Ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiäiáðàòè òàêi ïîëiíîìè u(x), v(x), ùî f(x)u(x)+g(x) v(x) =
= 1:

à) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1;

á) f(x) = x3, g(x) = (1− x)2;

â) f(x) = x4, g(x) = (1− x)4 .

9.12. Ïiäiáðàòè ïîëiíîìè u(x) òà v(x) íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ òàê, ùîá

à) (x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1)u(x) + (x3 − 5x− 3) v(x) = x4;

á) (x4 + 2x3 + x+ 1)u(x) + (x4 + x3 − 2x2 + 2x− 1) v(x) = x3 − 2x .

9.13. Âèçíà÷èòè ïîëiíîì íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé â îñòà÷i äà¹:

à) 2x ïðè äiëåííi íà (x− 1)2 i 3x ïðè äiëåííi íà (x− 2)3;

á) x2+x+1 ïðè äiëåííi íà x4−2x3−2x2+10x−7 i 2x2−3 ïðè äiëåííi íà x4−2x3−3x2+13x−10 .

9.14. Çíàéòè òàêi ïîëiíîìè u(x) i v(x), ùî xm u(x) + (1− x)n v(x) = 1.

9.15. Íåõàé f(x)u(x) + g(x) v(x) = d(x), äå d(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê f(x) i g(x). ×îìó
äîðiâíþ¹ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê u(x) i v(x)?

9.16. Âèäiëèâøè êðàòíi íåçâiäíi ìíîæíèêè çàäàíîãî ïîëiíîìà, ðîçêëàñòè éîãî íà íåçâiäíi ìíîæíèêè:
à) x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x+ 27 ;
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á) x5 − 6x4 + 16x3 − 24x2 + 20x− 8 ;

â) x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4 ;

ã) x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4 ;

 ) x6 − 2x5 − x4 − 2x3 + 5x2 + 4x+ 4 ;

ä) x7 − 3x6 + 5x5 − 7x4 + 7x3 − 5x2 + 3x− 1 ;

å) x8 + 2x7 + 5x6 + 6x5 + 8x4 + 6x3 + 5x2 + 2x+ 1 .

Ïðîñòi i êðàòíi êîðåíi

9.17. Âèêîíàòè äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:

à) x4 − 2x3 + 4x2 − 6x+ 8 íà x− 1 ;

á) 2x5 − 5x3 − 8x íà x+ 3 ;

â) 4x3 + x2 íà x+ 1 + i ;

ã) x3 − x2 − x íà x− 1 + 2i .

9.18. Ðîçäiëèòè ïîëiíîì f(x) ç îñòà÷åþ íà x− x0 i çíàéòè çíà÷åííÿ f(x0):

à) f(x) = 3x5 + x4 − 19x2 − 13x− 10, x0 = 2 ;

á) f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x+ 5, x0 = −2 .

9.19. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, îá÷èñëèòè f(x0), ÿêùî:

à) f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 − 10x+ 16 íà x0 = 4 ;

á) f(x) = x5 + (1 + 2i)x4 − (1 + 3i)x2 + 7 íà x0 = −2− i .

9.20. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, ðîçêëàñòè ïîëiíîì f(x) çà ñòåïåíÿìè x−x0 i çíàéòè çíà÷åííÿ
f(x0):

à) f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x+ 1, x0 = −1 ;

á) f(x) = x5, x0 = 1 ;

â) f(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 50x+ 90, x0 = 2 ;

ã) f(x) = x4 + 2ix3 − (1 + i)x2 − 3x+ 7 + i, x0 = −i ;
 ) f(x) = x4 + (3− 8i)x3 − (21 + 18i)x2 − (33− 20i)x+ 7 + 18i, x0 = −1 + 2i .

9.21. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, ðîçêëàñòè íà ïðîñòiøi äðîáè:

à) x3−x+1
(x−2)5

; á) x4−2x2+3
(x+1)5

.

9.22. Çà äîïîìîãîþ ñõåìè Ãîðíåðà ðîçêëàñòè çà ñòåïåíÿìè x:

à) f(x+ 3) , äå f(x) = x4 − x3 + 1 ;

á) (x− 2)4 + 4(x− 2)3 + 6(x− 2)2 + 10(x− 2) + 20 .

9.23. Ðîçêëàñòè ïîëiíîì f(x) çà ñòåïåíÿìè x− x0 i çíàéòè çíà÷åííÿ éîãî ïîõiäíèõ â òî÷öi x0:

à) f(x) = x5 − 4x3 + 6x2 − 8x+ 10, x0 = 2 ;

á) f(x) = x4 − 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1, x0 = 1 + 2i ;

â) f(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 10x+ 20, x0 = −2 .

9.24. Âèçíà÷èòè êðàòíiñòü êîðåíÿ x0 ïîëiíîìà f(x):

à) f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, x0 = 2 ;

á) f(x) = x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 − 16x− 16, x0 = −2 ;

â) f(x) = 3x5 + 2x4 + x3 − 10x− 8, x0 = −1 ;
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ã) f(x) = x5 − 6x4 + 2x3 + 36x2 − 27x− 54, x0 = 3 .

9.25. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi λ ïîëiíîì f(x) = x5 − λx2 − λx + 1 ìà¹ −1 êîðåíåì íå íèæ÷å äðóãî¨
êðàòíîñòi?

9.26. Çíàéòè òàêi λ òà µ, ùîá òðè÷ëåí f(x) = λx4 + µx3 + 1 äiëèâñÿ íà (x− 1)2?

9.27. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ òà µ ïîëiíîì f(x) = λxn+1 + µxn + 1 äiëèòüñÿ íà (x− 1)2?

9.28. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ òà µ ïîëiíîì f(x) = x5 + λx3 + µ ìà¹ ïîäâiéíèé êîðiíü, âiäìiííèé âiä
íóëÿ?

9.29. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ, µ, ξ ïîëiíîì f(x) = x5+10λx3+5µx+ξ ìà¹ ïîòðiéíèé êîðiíü, âiäìiííèé
âiä íóëÿ?

9.30. Äîâåñòè, ùî ïîëiíîìè

à) f(x) = x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1 ,

á) g(x) = x2n+1 − (2n+ 1)xn+1 + (2n+ 1)xn − 1 ,

â) h(x) = (n− 2m)xn − nxn−m + nxm − (n− 2m)
ìàþòü ÷èñëî 1 ïîòðiéíèì êîðåíåì.

9.31. Äîâåñòè, ùî ïîëiíîì

1 +
x

1!
+
x2

3!
+ · · ·+ xn

n!

íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ.

9.32. Äîâåñòè, ùî ïîëiíîì

a1x
n1 + a2x

n2 + · · ·+ akx
nk , n1 < n2 < . . . < nk ,

íå ìà¹ âiäìiííèõ âiä íóëÿ êîðåíiâ êðàòíîñòi, áiëüøî¨ k − 1 .

9.33. Äîâåñòè, ùî ïîëiíîì

x2n+1 − n(n+ 1)(2n+ 1)

6
xn+2 +

(n− 1)(n+ 2)(2n+ 1)

2
xn+1−

− (n− 1)(n+ 2)(2n+ 1)

2
xn +

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
xn−1 − 1

äiëèòüñÿ íà (x− 1)5 i íå äiëèòüñÿ íà (x− 1)6 .

9.34. Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá ïîëiíîì

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an

äiëèòüñÿ íà (x− 1)k+1, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè:

a0 + a1 + a2 + . . .+ an = 0 ,
a1 + 2a2 + . . .+ nan = 0 ,
a1 + 4a2 + . . .+ n2an = 0 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 + 2ka2 + . . .+ nkan = 0 .

9.35. Âèçíà÷èòè ïîêàçíèê êðàòíîñòi êîðåíÿ a ïîëiíîìà

x− a

2

(
f ′(x) + f ′(a)

)
−f(x)− f(a) ,

äå f(x) � ïîëiíîì.
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