
Ðîçäië 8. Êîìïëåêñíi ÷èñëà

8.10. Âïðàâè äî ðîçäiëó 8

Êîìïëåêñíi ÷èñëà ó àëãåáðè÷íié ôîðìi

8.1. Îá÷èñëèòè:

à) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i); á) (2 + i)(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i);

â) (4 + i)(5 + 3i)− (3 + i)(3− i); ã) (5+i)(7−6i)
3+i ;

 ) (5+i)(3+5i)
2i ; ä) (1+3i)(8−i)

(2+i)2
;

å) (2+i)(4+i)
1+i ; ¹) (3−i)(1−4i)

2−i ;

æ) (2 + i)3 + (2− i)3; ç) (3 + i)3 − (3− i)3;

è) (1+i)5

(1−i)3 ; i)
(
−1

2 +
√
3
2 i
)2
;

¨)
(
−1

2 +
√
3
2 i
)3
; é)

(
−1

2 −
√
3
2 i
)3
.

8.2. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣ a c+ di
c− di b

∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣a+ bi b
2a a− bi

∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣cosφ+ i sinφ 1
1 cosφ− i sinφ

∣∣∣∣ ; ã)

∣∣∣∣ a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

∣∣∣∣ .
8.3. Äîâåñòè, ùî ïðè äiéñíèõ a, b, c, d êîðåíi ðiâíÿííÿ

∣∣∣∣a− x c+ di
c− di b− x

∣∣∣∣ = 0 áóäóòü äiéñíèìè.

8.4. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè 3-ãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i −i 1

∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣
x a+ bi c+ di

a− bi y e+ fi
c− di e− fi z

∣∣∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1i a1i− b1 c1
a2 + b2i a2i− b2 c2
a3 + b3i a3i− b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
8.5. Îá÷èñëèòè i77, i98, i−57, in, äå n � öiëå ÷èñëî.

8.6. Ïåðåâiðèòè òîòîæíiñòü x4 + 4 = (x− 1− i)(x− 1 + i)(x+ 1 + i)(x+ 1− i).

8.7. Äîâåñòè ðiâíiñòü (1 + i)8n = 24n, äå n ∈ Z.

8.8. Îá÷èñëèòè (1+i)n

(1−i)n−2 , äå n � öiëå äîäàòíå ÷èñëî.

8.9. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

à)

{
(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i,

(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i;
á)

{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i,

2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i;

â)

{
(1− i)z1 − 3iz2 = −i,
2z1 − (3 + 3i)z2 = 3− i;

ã)

{
2z1 − (2 + i)z2 = −i,
(4− 2i)z1 − 5z2 = −1− 2i;

 )


x+ iy − 2z = 10,

x− y + 2iz = 20,

ix+ 3iy − (1 + i)z = 30.

8.10. Çíàéòè äiéñíi ÷èñëà x òà y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ:
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8.10. Âïðàâè äî ðîçäiëó 8

à) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i; á) (3 + 2i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.

8.11. Äîâåñòè, ùî z = z äëÿ äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C.

8.12. Äîâåñòè, ùî
z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2

äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1, z2.

8.13. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : C → C, äå φ(z) = z äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ C, ¹ àâòîìîðôiçìîì
ïîëÿ C.

8.14. Äîâåñòè, ùî:
à) êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ äiéñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z = z;
á) êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ ÷èñòî óÿâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z = −z.

8.15. Äîâåñòè, ùî:
à) äîáóòîê äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äiéñíèì ÷èñëîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäíå ç íèõ âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä ñïðÿæåíîãî äî äðóãîãî äiéñíèì ìíîæíèêîì;
á) ñóìà i äîáóòîê äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äiéñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äàíi ÷èñëà àáî ñïðÿ-

æåíi, àáî îáèäâà äiéñíi.

8.16. Çíàéòè âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi ñïðÿæåíi:
à) ñâî¹ìó êâàäðàòó; á) ñâî¹ìó êóáó.

8.17. Äîâåñòè: ÿêùî â ðåçóëüòàòi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi îïåðàöié (äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ,
äiëåííÿ) íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè z1, z2, . . . , zn îòðèìó¹òüñÿ ÷èñëî z, òî â ðåçóëüòàòi öèõ æå
îïåðàöié íàä ñïðÿæåíèìè ÷èñëàìè z1, z2, . . . , zn îòðèìó¹òüñÿ ÷èñëî z.

8.18. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣
z1 z1 a
z2 z2 b
z3 z3 c

∣∣∣∣∣∣ ,
äå z1, z2, z3 � êîìïëåêñíi i a, b, c � äiéñíi ÷èñëà, ¹ ÷èñòî óÿâíèì ÷èñëîì.

8.19. Îá÷èñëèòè:

à)
√
2i; á)

√
−8i; â)

√
3− 4i; ã)

√
−15 + 8i;

 )
√
−3− 4i; ä)

√
−11 + 60i; å)

√
−8 + 6i;

¹)
√
−8− 6i; æ)

√
−8− 6i; ç)

√
8 + 6i; è)

√
2− 3i;

i)
√
4 + i+

√
4− i; ¨)

√
1− i

√
3; é) 4

√
−1; ê) 4

√
2− i

√
12.

8.20. Íåõàé
√
a+ bi = ±(α+ βi). ×îìó äîðiâíþ¹

√
−a− bi?

8.21. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) z2 = i; á) z2 = 3− 4i; â) z2 = 5− 12i;

ã) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0;  ) z2 − 5z + 4 + 10i = 0;

ä) z2 + (2i− 7)z + 13− i = 0.

8.22. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ i ¨õíi ëiâi ÷àñòèíè ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè:
à) x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = 0; á) x4 + 2x2 − 24x+ 72 = 0.

8.23. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
à) x4 − 3x2 + 4 = 0; á) x4 − 30x2 + 289 = 0.

8.24. Çíàéòè ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ áiêâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ x4 + px2 + q = 0 ç äiéñíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè, ÿêà ¹ çðó÷íîþ äëÿ âèïàäêó, êîëè p2

4 − q < 0.
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Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíi ÷èñëà ó òðèãîíîìå-

òðè÷íié ôîðìi

8.25. Ïîáóäóâàòè òî÷êè íà ïëîùèíi, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà:

1, −1, −
√
2, i, −i, i

√
2, −1 + i, 2− 3i.

8.26. Çàïèñàòè ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi òàêi ÷èñëà:

à) 1; á) −1; â) i; ã) −i;  ) 2i; ä) −3;

å) 1 + i; ¹) −1 + i; æ) −1− i; ç) 1− i;

è) 1 + i
√
3; i) −1 + i

√
3; ¨) −1− i

√
3; é) 1− i

√
3;

ê)
√
3 + i; ë) −

√
3 + i; ì) −

√
3− i; í)

√
3− i;

î) 1 + i
√
3
3 ; ï) 2 +

√
3 + i; ð) 1− (2 +

√
3)i;

ñ) cosα− i sinα; ò) sinα+ i cosα; ó) cosφ+i sinφ
cosψ+i sinψ .

8.27. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà:
à) ìîäóëü ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1; á) àðãóìåíò ÿêèõ π

6 .

8.28. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-
íîñòÿì:

à) |z| < 2; á) |z − i| 6 1; â) |z − 1− i| < 1; ã) 2 < |z| < 3;

 ) 1 6 |z − 2i| < 2; ä) |Re z| 6 1; å) −1 < Re iz < 0; ¹) |Im z| = 1;

æ) |Re z + Im z| < 1; ç) |z − 1|+ |z + 1| = 3; è) |z + 2| − |z − 2| = 3; i) |z − 2| = Re z + 2.

8.29. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) |z|+ z = 8 + 4i; á) |z| − z = 8 + 12i;

â) |z| − z = 1 + 2i; ã) |z|+ z = 2 + i

8.30. Äîâåñòè òîòîæíiñòü
|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2);

ÿêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öi¹¨ òîòîæíîñòi?

8.31. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî z, âiäìiííå âiä −1 i ìîäóëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, ìîæå
áóòè çîáðàæåíî ó âèãëÿäi z = 1+ir

1−ir , äå r � äiéñíå ÷èñëî.

8.32. Äîâåñòè, ùî |z| > 0 äëÿ äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C, ïðè÷îìó |z| = 0 òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè z = 0.

8.33. Äîâåñòè, ùî |z1 · z2| = |z1| · |z2| äëÿ äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ C.

8.34. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

à) |z1 ± z2| 6 |z1|+ |z2|;
á)

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ 6 |z1 ± z2|;

â) |z1 + z2| = |z1|+ |z2| òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè z1 i z2 ìàþòü îäíàêîâi íàïðÿìêè;
ã) |z1 + z2| =

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè z1 i z2 ìàþòü ïðîòèëåæíi íàïðÿìêè.

8.35. Íåõàé z1, z2 � êîìïëåêñíi ÷èñëà i u =
√
z1z2. Äîâåñòè, ùî

|z1|+ |z2| =
∣∣∣z1 + z2

2
− u
∣∣∣+ ∣∣∣z1 + z2

2
+ u
∣∣∣.
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8.36. Äîâåñòè:

à) ÿêùî |z| < 1, òî |z2 − z + i| < 3;

á) ÿêùî |z| 6 2, òî 1 6 |z2 − 5| 6 9;

â) ÿêùî |z| < 1
2 , òî |(1 + i)z3 + iz| < 3

4 .

8.37. Äîâåñòè, ùî:
à) ïðè ìíîæåííi äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi ¨õíi ìîäóëi ìíîæàòüñÿ, à

àðãóìåíòè äîäàþòüñÿ;
á) ïðè äiëåííi äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 íà z2 (z2 ̸= 0) ó òðèãîíîìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ¨õíi ìîäóëi

äiëÿòüñÿ, à àðãóìåíòè âiäíiìàþòüñÿ.

8.38. Äîâåñòè ôîðìóëó Ìóàâðà(
r(cosφ+ i sinφ)

)n
= rn

(
cos(nφ) + i sin(nφ)

)
äëÿ öiëèõ n ̸= 0.

8.39. Îá÷èñëèòè:

à) (1 + i)1000; á) (1 + i
√
3)150; â) (

√
3 + i)30;

ã)
(
1 +

√
3
2 + i

2

)24
;  ) (2−

√
3 + i)12; ä)

(
1−i

√
3

1+i

)12
;

å)
(√

3+i
1−i

)30
; ¹) (−1+i

√
3)15

(1−i)20 + (−1−i
√
3)15

(1+i)20
.

8.40. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè 3-ãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 1 w
1 1 w2

w2 w 1

∣∣∣∣∣∣, äå w = cos 2
3π + i sin 2

3π ;

á)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 w w2

1 w2 w

∣∣∣∣∣∣, äå w = cos 4
3π + i sin 4

3π ;

â)

∣∣∣∣∣∣
1 w w2

w2 1 w
w w2 1

∣∣∣∣∣∣ , äå w = −1
2 + i

√
3
2 .

8.41. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

à) (1 + i)n = 2
n
2

(
cos nπ4 + i sin nπ

4

)
; á) (

√
3− i)n = 2n

(
cos nπ6 − i sin nπ

6

)
.

8.42. Ñïðîñòèòè âèðàç (1 + z)n, ÿêùî z = cos 2π
3 + i sin 2π

3 .

8.43. Çíàéòè zn1 + zn2 , äå z1 = −1
2 + i

√
3
2 , z2 = −1

2 − i
√
3
2 , n � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî.

8.44. Îá÷èñëèòè (1 + cosφ+ i sinφ)n äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî n.

8.45. Äîâåñòè, ùî ÿêùî z + 1
z = 2 cosφ, òî zm + 1

zm = 2 cosmφ äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî m.

8.46. Ïðè n ∈ Z îá÷èñëèòè âèðàçè:

à)
(
1−i

√
3

2

)n
; á)

(1+i tgφ
1−i tgφ

)n
.

8.47. ×è óòâîðþ¹ ãðóïó:

à) ìíîæèíà C∗ � íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë � ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
á) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ôiêñîâàíèì ìîäóëåì r ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
â) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì, íå áiëüøèì çà ôiêñîâàíå ÷èñëî r, ñòîñîâíî

ìíîæåííÿ;

271
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ã) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ðîçòàøîâàíèõ íà ïðîìåíÿõ, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó
êîîðäèíàò i óòâîðþþòü ç ïðîìåíåì Ox êóòè φ1, φ2, . . . , φn, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

 ) ìíîæèíà ìàòðèöü

{
±
(
1 0
0 1

)
, ±

(
i 0
0 −i

)
, ±

(
0 1
−1 0

)
, ±

(
0 i
i 0

)}
ñòîñîâíî ìíîæåííÿ?

8.48. ßêi ç âiäîáðàæåíü ãðóï φ : C∗ → R∗ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè, ÿêùî:

à) φ(z) = |z|; á) φ(z) = 2|z|;

â) φ(z) = 1
|z| ; ã) φ(z) = 1 + |z|;

 ) φ(z) = |z|2; ä) φ(z) = 1; e) φ(z) = 2 ?

8.49. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à) −
√
3
2 + 1

2 i ∈ C∗; á) 1√
2
− 1√

2
i ∈ C∗;

â)

(
0 i
1 0

)
∈ GL2(C); ã)

(
−1 a
0 1

)
∈ GL2(C);  )

(
0 −1
1 −1

)
∈ GL2(C);

ä)


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗

· · · · · ·
. . . · · ·

0 0 · · · λn

 ∈ GLn(C), äå λ1, . . . , λn � ðiçíi êîðåíi k-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

8.50. Äîâåñòè, ùî:
à) åëåìåíò 3

5 + 4
5 i ãðóïè C∗ ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê;

á) ÷èñëî 1
π arctg

4
3 iððàöiîíàëüíå.

8.51. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 6 iñíó¹ â ãðóïi C∗ ?

8.52. Çíàéòè ñóìiæíi êëàñè:
à) àäèòèâíî¨ ãðóïè C çà ïiäãðóïîþ Z[i] öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë, òîáòî ÷èñåë a+ bi ç öiëèìè a, b;
á) àäèòèâíî¨ ãðóïè C çà ïiäãðóïîþ R;
â) ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè C∗ çà ïiäãðóïîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1;
ã) ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè C∗ çà ïiäãðóïîþ R∗;
 ) ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè C∗ çà ïiäãðóïîþ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë.

8.53. Íåõàé Q � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ iç GLn(C) i H = SLn(C). Äîâåñòè, ùî ñóìiæíèé êëàñ QH
ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ ìàòðèöü A ∈ GLn(C), âèçíà÷íèê ÿêèõ äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó ìàòðèöi Q.

8.54. ×è óòâîðþ¹ êiëüöå ñòîñîâíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ bi, äå a, b ∈ Z;
á) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ bi, äå a, b ∈ Q;
â) ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ ñóì âèãëÿäó a1z1 + a2z2 + . . . + anzn, äå a1, a2, . . . , an � ðàöiîíàëüíi

÷èñëà, z1, z2, . . . , zn � êîìïëåêñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n ç 1 ?

8.55. ×è óòâîðþ¹ êiëüöå ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó

(
z w

−w z

)
∈ M2(C) ñòîñîâíî çâè-

÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü?

8.56. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë óòâîðþ¹ ïîëå ñòîñîâíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíî-
æåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

8.57. Äîâåñòè, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë.

8.58. Äîâåñòè, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë içîìîðôíå ïîëþ ìàòðèöü âèãëÿäó

(
a b
−b a

)
, äå a, b �

äiéñíi ÷èñëà.
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8.59. Âèðàçèòè ÷åðåç sinx i cosx ôóíêöi¨:

à) sin 4x; á) cos 4x; â) sin 5x; ã) cos 5x.

8.60. Âèðàçèòè tg 6φ ÷åðåç tgφ.

8.61. Äîâåñòè ðiâíîñòi:

à) cosnx =
[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(
n
2k

)
cosn−2k x · sin2k x;

á) sinnx =
[n−1

2 ]∑
k=0

(−1)k
(

n
2k+1

)
cosn−2k−1 x · sin2k+1 x.

8.62. Âèðàçèòè ÷åðåç ïåðøi ñòåïåíi ñèíóñà i êîñèíóñà àðãóìåíòiâ, êðàòíèõ x, ôóíêöi¨:

à) sin4 x; á) cos4 x; â) sin5 x; ã) cos5 x.

8.63. Çíàéòè ñóìè:

à) 1−
(
n
2

)
+
(
n
4

)
−
(
n
6

)
+ . . .; á)

(
n
1

)
−
(
n
3

)
+
(
n
5

)
−
(
n
7

)
+ . . ..

8.64. Äîâåñòè, ùî:

à) 1 +
(
n
4

)
+
(
n
8

)
+ . . . = 1

2

(
2n−1 + 2

n
2 cos nπ4

)
;

á)
(
n
1

)
+
(
n
5

)
+
(
n
9

)
+ . . . = 1

2

(
2n−1 + 2

n
2 sin nπ

4

)
.

8.65. Çíàéòè ñóìó
(
n
1

)
− 1

3

(
n
3

)
+ 1

9

(
n
5

)
− 1

27

(
n
7

)
+ . . . .

8.66. Äîâåñòè ðiâíîñòi:

à) cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx =
sin nx

2
cos

(n+1)x
2

sin x
2

, (x ̸= 2kπ, k ∈ Z);

á) sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin nx

2
sin

(n+1)x
2

sin x
2

, (x ̸= 2kπ, k ∈ Z);

â) cos πn + cos 3π
n + cos 5π

n + . . .+ cos (2n−1)π
n = 0;

ã) sin π
n + sin 3π

n + sin 5π
n + . . .+ sin (2n−1)π

n = 0.

8.67. Äîâåñòè, ùî

à) cos π
11 + cos 3π

11 + cos 5π
11 + cos 7π

11 + cos 9π
11 = 1

2 ;

á) cos 2π
11 + cos 4π

11 + cos 6π
11 + cos 8π

11 + cos 10π
11 = −1

2 ;

â) cos π
13 + cos 3π

13 + cos 5π
13 + cos 7π

13 + cos 9π
13 + cos 11π

13 = 1
2 .

8.68. Çíàéòè ñóìó sin2 x+ sin2 3x+ . . .+ sin2 (2n− 1)x .

8.69. Äîâåñòè, ùî

à) cos2 x+ cos2 2x+ . . .+ cos2 nx = n
2 + cos(n+1)x sinnx

2 sinx ;

á) sin2 x+ sin2 2x+ . . .+ sin2 nx = n
2 − cos(n+1)x sinnx

2 sinx .

8.70. Çíàéòè ñóìè:

à) cos3 x+ cos3 2x+ . . .+ cos3 nx;

á) sin3 x+ sin3 2x+ . . .+ sin3 nx.

8.71. Çíàéòè ñóìè:

à) cosx+ 2 cos 2x+ 3 cos 3x+ . . .+ n cosnx;

á) sinx+ 2 sin 2x+ 3 sin 3x+ . . .+ n sinnx.

8.72. Çíàéòè lim
n→∞

(
1 + z

n

)n
ïðè z = a+ bi.
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8.73. Íåõàé ez = lim
n→∞

(
1 + z

n

)n
. Äîâåñòè:

à) e2πi = 1; á) eπi = −1;

â) ez+w = ez · ew; ã) (ez)k = ezk äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z.

Êîðåíi ç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Êîðåíi ç îäèíèöi

8.74. Äîâåñòè, ùî ÿêùî z = |z|(cosφ+ i sinφ) ∈ C i n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

n
√
z =

{
n
√

|z|
(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
| k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

8.75. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ îäíèì ç êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç äiéñíîãî ÷èñëà a, òî é
ñïðÿæåíå ÷èñëî z ¹ îäíèì ç êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç a.

8.76. Äîâåñòè, ùî ÿêùî n
√
z = { z1, z2, . . . , zn}, òî n

√
z = { z1, z2, . . . , zn}.

8.77. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí n
√
z i n

√
−z ¹ ìíîæèíà 2n

√
z2.

8.78. ×è ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
nk
√
zk = n

√
z (k > 1) ?

8.79. Îá÷èñëèòè:

à) 3
√
1 ; á) 4

√
1 ; â) 6

√
1 ; ã) 3

√
i ;  ) 6

√
i ;

ä) 4
√
−4 ; å) 6

√
64 ; ¹) 8

√
16 ; æ) 6

√
−27 ;

ç) 3
√
1 + i ; è) 3

√
2− 2i ; i) 8

√
2
√
2(1− i) ;

¨) 10

√
512(1− i

√
3) ; é) 4

√
8
√
3i− 8 ; ê) 4

√
−72(1− i

√
3) ;

ë) 4

√
− 18

1+i
√
3
; ì) 4

√
7−2i
1+i

√
2
+ 4+14i√

2+2i
− (8− 2i) ;

í) 3

√
1−5i
1+i − 51+2i

2−i + 2 ; î) 4

√
−2+2

√
3i

2+i
√
5

− 5
√
3+i

2
√
5+5i

.

8.80. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü 
x+ y + z = a,

x+ εy + ε2z = b,
x+ ε2y + εz = c,

äå ε � âiäìiííå âiä 1 çíà÷åííÿ 3
√
1.

8.81. Íåõàé ϵk = cos 2πk
n + i sin 2πk

n (0 6 k < n). Äîâåñòè, ùî:

à) n
√
1 = { ϵ0, ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn−1} ;

á) ϵk = ϵk1 (0 6 k < n);

â) ϵkϵm =

{
ϵk+m, ÿêùî k +m < n,

ϵk+m−n, ÿêùî k +m > n
(0 6 k < n, 0 6 m < n);

ã) ìíîæèíà Cn âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó n ùîäî îïåðàöi¨ ìíî-
æåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

 ) áóäü-ÿêà öèêëi÷íà ïiäãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà ãðóïi Cn.

8.82. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:
à) ϵ � ïåðâiñíèé êîðiíü ç 1 ñòåïåíÿ n;
á) ïîðÿäîê ϵ â ãðóïi Cn äîðiâíþ¹ n;
â) ϵ � òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè Cn.
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8.83. Çíàéòè êîðåíi ç îäèíèöi ñòåïåíÿ:

à) 2; á) 3; â) 4; ã) 6;  ) 8; ä) 12; å) 24.

8.84. Çíàéòè ïåðâiñíi êîðåíi ç îäèíèöi ñòåïåíÿ:

à) 2; á) 3; â) 4; ã) 6;  ) 8; ä) 12; å) 24.

8.85. Çíàéòè äâîìà ñïîñîáàìè êîðåíi ñòåïåíÿ 5 ç îäèíèöi i âèðàçèòè â ðàäèêàëàõ:

à) cos 2π
5 ; á) sin 2π

5 ; â) cos 4π
5 ; ã) sin 4π

5 .

8.86. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) (z + 1)m − (z − 1)m = 0; á) (z + i)m − (z − i)m = 0.

8.87. Îá÷èñëèòè ñóìó 1 + ϵ+ ϵ2 + . . .+ ϵn−1, äå ϵ � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n ç 1.

8.88. Çíàéòè ñóìó âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

8.89. Çíàéòè äîáóòîê âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

8.90. Çíàéòè ñóìó k-èõ ñòåïåíiâ âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

8.91. Îá÷èñëèòè ñóìè
à) 1 + 2ϵ+ 3ϵ2 + . . .+ nϵn−1,
á) 1 + 4ϵ+ 9ϵ2 + . . .+ n2ϵn−1,

äå ϵ � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

8.92. Çíàéòè ñóìó ïåðâiñíèõ êîðåíiâ à) 15-ãî, á) 24-ãî, â) 30-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

8.93. Íåõàé ε = cos 2π
n + i sin 2π

n . ×èñëî ε
k = cos 2kπ

n + i sin 2kπ
n ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç 1

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëà k i n âçà¹ìíî ïðîñòi.

8.94. Óñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îòðèìóþòüñÿ øëÿõîì äîìíîæåííÿ îäíîãî ç íèõ
íà âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

8.95. Äîâåñòè, ùî ÿêùî z � ïåðâiñíèé êîðiíü íåïàðíîãî ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi, òî −z � ïåðâiñíèé
êîðiíü ñòåïåíÿ 2n.

8.96. ×è ¹ ÷èñëî 2+i
2−i êîðåíåì ÿêîãîñü ñòåïåíÿ ç îäèíèöi?
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