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Áiíàðíi àëãåáðè÷íi îïåðàöi¨. Íàïiâãðóïè. Ìîíî¨äè

7.1. ×è âèçíà÷à¹ áiíàðíó àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi X ïðàâèëî ~, ÿêå çàäàíå ôîðìóëîþ
x~ y = x2 − 2xy + y2, ÿêùî
à) X = Q; á) X = N ?

7.2. ×è âèçíà÷à¹ ïðàâèëî x ∗ y = x− y áiíàðíó àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi X, ÿêùî
à) X = R; á) X = N ?

7.3. Äîâåñòè, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ àëãåáðè÷íîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi

M =
{(a −b

b a

)
| a, b ∈ R, a2 + b2 ≠ 0

}
.

7.4. ×è ¹ ñêàëÿðíå ìíîæåííÿ âåêòîðiâ àëãåáðè÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi R3? À âåêòîðíå?

7.5. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèçíà÷èòè áiíàðíó îïåðàöiþ íà n-åëåìåíòíié ìíîæèíi? Ñêiëüêè
ñåðåä öèõ îïåðàöié:
à) áóäóòü êîìóòàòèâíèìè; á) ìàòèìóòü íåéòðàëüíèé åëåìåíò?

7.6. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi ðóõiâ ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà.

7.7. Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿ ìíîæèíè ðóõiâ ðiçíîñòîðîííüîãî ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïi-
ïåäà.

7.8. ßê çà òàáëèöåþ Êåëi äëÿ îïåðàöi¨ ∗ íà ìíîæèíi X ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ çàäàíèé åëåìåíò a:
à) ñêîðîòíèì çëiâà (ñïðàâà); á) iäåìïîòåíòîì?

7.9. Ç'ÿñóéòå, ÷è îïåðàöiÿ ∗ ¹ àñîöiàòèâíîþ íà ìíîæèíi R, ÿêùî
à) x ∗ y = 3

√
x3 + y3; á) x ∗ y = exey.

7.10. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ ⋆, ÿêà çàäàíà íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë ïðàâèëîì n ⋆ m = −n − m, ¹
êîìóòàòèâíîþ, àëå íåàñîöiàòèâíîþ.

7.11. Ïåðåâiðèòè íà àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü
à) îïåðàöiþ ïðè¹äíàíîãî ìíîæåííÿ ◦ iç ïðèêëàäó 7.1;
á) îïåðàöiþ ~ iç çàäà÷i 7.1;
â) îïåðàöiþ ìíîæåííÿ iç çàäà÷i 7.3.

7.12. Ïåðåâiðèòè íà àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöiþ }, âèçíà÷åíó íà ìíîæèíiM2 ïðàâèëîì
(x, y)} (z, t) = (x, t), äå x, y, z, t ∈M .

7.13. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî áiíàðíà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi àñîöiàòèâíà, òî ðåçóëüòàò ¨¨ ïîñëiäîâíîãî
çàñòîñóâàííÿ äî n åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè íå çàëåæèòü âiä ðîçìiùåííÿ äóæîê.

7.14. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèçíà÷èòè àñîöiàòèâíó îïåðàöiþ íà äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi?

7.15. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
a) X = N, m ∗ n = mn; á) X = N, m ∗ n = 2mn;

â) X = Z, m ∗ n = m− n; ã) X = N, m ∗ n = ÍÑÊ (m,n) ?

7.16. ßêi ç àëãåáðè÷íèõ îïåðàöié çàäà÷i 7.15 ¹ êîìóòàòèâíèìè?

7.17. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
a) X = N, x ∗ y = ÍÑÄ(x, y); á) X = Z, x ∗ y = x2 + y2;

â) X = R, x ∗ y = sinx · sin y; ã) X = R∗, x ∗ y = x · y
x
|x| ?
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7.18. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
à) X = N, x ∗ y = max(x, y);
á) X = R, x ∗ y = ln(ex + ey) ?

7.19. Íà ìíîæèíi X2 âèçíà÷åíî òàêi îïåðàöi¨:
à) (a, b) ∗1 (c, d) = (a, c); á) (a, b) ∗2 (c, d) = (a, d);

â) (a, b) ∗3 (c, d) = (b, c); ã) (a, b) ∗4 (c, d) = (b, d).
ßêi ç ñòðóêòóð (X2; ∗i), i = 1, 2, 3, 4, ¹ íàïiâãðóïîþ?

7.20. Íà ìíîæèíi X âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ⋄ çà ïðàâèëîì x ⋄ y = x. Äîâåñòè, ùî (X; ⋄) � íàïiâãðóïà.

7.21. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ó ìíîæèíi Q∗ ñòîñîâíî àëãåáðè÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ ïðàâèëîì
a� b = a

b +
b
a?

7.22. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ó ìíîæèíi M2 ñòîñîâíî îïåðàöi¨ }, ðîçãëÿíóòî¨ â çàäà÷i 7.12?
7.23. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò
à) ó ìíîæèíi Q ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ~ iç çàäà÷i 7.1;
á) ó ìíîæèíi M iç çàäà÷i 7.3 ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü?

Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ç'ÿñóâàòè äëÿ ÿêèõ åëåìåíòiâ çàäàíèõ ìíîæèí iñíóþòü
îáåðíåíi åëåìåíòè.

7.24. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà R ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ïðè¹äíàíîãî ìíîæåííÿ (äèâ. ïðèêëàä 7.1) ¹ ìîíî-
¨äîì. ×è óñi åëåìåíòè öüîãî ìîíî¨äà ¹ îáîðîòíèìè?

7.25. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ìiñòèòü íàïiâãðóïà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äîäàòíèõ ñòåïåíiâ ìàòðèöi A =

=
(−1 0 0

0 0 1
0 0 0

)
? ×è ¹ öÿ íàïiâãðóïà ìîíî¨äîì?

7.26. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà óñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîíî¨äà ¹ éîãî ïiäìîíî¨äîì.

7.27. Íåõàé íà ìíîæèíi R âèçíà÷åíî îïåðàöiþ x ∗ y = λx+ βy + η, äå λ, β, η ∈ R. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðiâ λ, β, η ∈ R
à) îïåðàöiÿ ∗ áóäå àñîöiàòèâíîþ;
á) â ìíîæèíi R iñíóâàòèìå íåéòðàëüíèé åëåìåíò;
â) óñi åëåìåíòè ìíîæèíè R áóäóòü îáîðîòíèìè?

Ãðóïè. Ïiäãðóïè

7.28. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå óòâîðþ¹ ãðóïó íi ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, íi
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

7.29. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ ãðóïó êîæíà ç çàäàíèõ ìíîæèí ñòîñîâíî âêàçàíî¨ îïåðàöi¨ íàä åëåìåí-
òàìè:
à) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
á) ïàðíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
â) öiëi ÷èñëà, êðàòíi çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
ã) íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
 ) íåïàðíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
ä) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî âiäíiìàííÿ;
å) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
¹) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äiëåííÿ.

7.30. ×è óòâîðþ¹ ãðóïó êîæíà ç çàäàíèõ ìíîæèí ñòîñîâíî âêàçàíî¨ îïåðàöi¨ íàä åëåìåíòàìè:
à) ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
á) ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
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â) íåíóëüîâi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
ã) äîäàòíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
 ) äîäàòíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî äiëåííÿ;
ä) äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíi ÷èñëà (òîáòî ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, çíàìåííèêè ÿêèõ ¹ ñòåïåíÿìè ÷èñëà 2 ç

öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè) ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
å) âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü äîáóòêàì ïðîñòèõ ÷èñåë iç çàäàíî¨ ìíî-

æèíè M (ñêií÷åííî¨ ÷è íåñêií÷åííî¨) ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè (ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü
ÿêèõ ìîæå áóòè âiäìiííà âiä íóëÿ), ñòîñîâíî äîäàâàííÿ.

7.31. ßêi ç âêàçàíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí ç îïåðàöiÿìè ¹ ãðóïàìè:
à) (R,+); á) (R, · ); â) (R∗, · );
ã) ñòåïåíi çàäàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a, a ̸= 0,±1, ç öiëèìè ïîêàçíèêàìè ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
 ) äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêùî îïåðàöiþ âèçíà÷åíî òàê: x ∗ y = xy;
ä) äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêùî îïåðàöiþ âèçíà÷åíî òàê: x ∗ y = x2y2;
å) ({−1, 1}, · );
¹) âåêòîðè àðèôìåòè÷íîãî ïðîñòîðó Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ;
æ) ÷èñëà âèãëÿäó a+ b

√
5, äå a, b ∈ Q i a2 + b2 ̸= 0, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ.

7.32. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí ìàòðèöü óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨:
à) (Mn(Z),+); á) (Mn(Z), · );
â) n-âèìiðíi öiëî÷èñåëüíi ìàòðèöi ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì îäèíèöi, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
ã) öiëî÷èñåëüíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ±1, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
 ) ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç öiëèìè åëåìåíòàìè i âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ôiêñîâàíîìó íåíóëüîâîìó ÷èñëó

d, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ.

7.33. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà GLn(R) � âñiõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè
� ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü óòâîðþ¹ íåêîìóòàòèâíó ãðóïó (òàê çâàíó, ïîâíó ëiíiéíó ãðóïó
ïîðÿäêó n íàä R).

7.34. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó óòâî-
ðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨:
à) (Mn(R),+); á) (Mn(R), · );
â) ìíîæèíà íåâèðîäæåííèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
ã) ìíîæèíà ìàòðèöü ç ôiêñîâàíèì âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì d, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
 ) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
ä) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
å) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü, óñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ âiäìiííi âiä íóëÿ, ñòîñîâíî ìíî-

æåííÿ;
¹) ìíîæèíà âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
æ) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
ç) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
è) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ A ∗B = A+B −AB;
i) ìíîæèíà âåðõíiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;
¨) ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìîæåííÿ;
é) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ (êîñîñèìåòðè÷íèõ) ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;
ê) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ (êîñîñèìåòðè÷íèõ) ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ë) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(

x y
−y x

)
, äå x, y ∈ R, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ì) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(
x y
λy x

)
∈ M2(R), äå λ � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, ñòî-

ñîâíî ìíîæåííÿ.
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7.35. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà SLn(R) âñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ç äiéñíèìè åëåìåíòà-
ìè i âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì 1, ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ óòâîðþ¹ íåêîìóòàòèâíó ãðóïó (òàê çâàíó,
ñïåöiàëüíó ëiíiéíó ãðóïó).

7.36. ßêi ç âêàçàíèõ íèæ÷å ñóêóïíîñòåé âiäîáðàæåíü ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n} â ñåáå óòâîðþþòü
ãðóïó ñòîñîâíî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü:
à) ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü;
á) ìíîæèíà âñiõ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü;
â) ìíîæèíà âñiõ ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü;
ã) ìíîæèíà âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü.

7.37. Äîâåäiòü, ùî:
à) ìíîæèíà R\{−1} ç îïåðàöi¹þ x ∗ y = x+ y + xy;
á) ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ m ∗ n = m+ n+ 2007;
â) ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ m ∗ n = m+ (−1)mn

óòâîðþþòü ãðóïè.

7.38. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ìíîæèíà R ç îïåðàöi¹þ x ∗ y = n
√
xn + yn áóäå ãðóïîþ?

7.39. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíè:
à) G = {x ∈ R | x > 1 } ç îïåðàöi¹þ a ∗ b = ab− a− b+ 2;
á) G = [ 0, 1) ç îïåðàöi¹þ ∗, äå a ∗ b äîðiâíþ¹ äðîáîâié ÷àñòèíi ÷èñëà a+ b;
â) G = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1 } ç îïåðàöi¹þ (x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)

óòâîðþþòü ãðóïè.

7.40. Äîâåäiòü, ùî â ãðóïi íåéòðàëüíèé åëåìåíò ¹äèíèé.

7.41. Äîâåñòè, ùî â ãðóïi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé.

7.42. Íåõàé (G, · ) � ãðóïà, a, b, c ∈ G. Äîâåäiòü çàêîí ñêîðî÷åííÿ: äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c
ãðóïè (G, · ) iç êîæíî¨ ç ðiâíîñòåé ab = ac i ba = ca âèïëèâà¹ ðiâíiñòü b = c.

7.43. Íåõàé (G, · ) � ãðóïà, a, b ∈ G. Äîâåäiòü, ùî êîæíå ç ðiâíÿíü ax = b i ya = b ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.

7.44. Äîâåäiòü, ùî ìîíî¨ä M , ó ÿêîìó äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ M àáî ðiâíÿííÿ a) ax = b,
àáî b) ya = b ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê, ¹ ãðóïîþ.

7.45. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ìíîæèíà G, â ÿêié âèçíà÷åíà àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ i êîæíå ç
ðiâíÿíü ax = b, ya = b äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ G ìà¹ â G íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó, áóäå ãðóïîþ.

7.46. Íåõàé (G, · ) � ãðóïà, e � ¨¨ íåéòðàëüíèé åëåìåíò. Äîâåñòè, ùî ÿêùî a2 = e äëÿ áóäü-ÿêîãî
åëåìåíòà a ãðóïè G, òî öÿ ãðóïà àáåëåâà.

7.47. Äîâåñòè, ùî ïîâîðîòè êîæíîãî iç ï'ÿòè ïðàâèëüíèõ ìíîãîãðàííèêiâ íàâêîëî öåíòðà, ÿêi ñóìi-
ùàþòü ìíîãîãðàííèê iç ñàìèì ñîáîþ, óòâîðþþòü ãðóïó, ÿêùî çà ìíîæåííÿ äâîõ ïîâîðîòiâ ïðèéíÿòè
¨õ ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ. Çíàéòè ïîðÿäêè öèõ ãðóï.

7.48. ßêi ç ãðóï çàäà÷ 7.29, 7.30 ¹ ïiäãðóïàìè iíøèõ iç öèõ ãðóï?

7.49. Äîâåäiòü, ùî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊆ G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a−1b ∈ H äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ H.

7.50. ×è ìîæå â ïiäãðóïi ãðóïè G iñíóâàòè íåéòðàëüíèé åëåìåíò, âiäìiííèé âiä íåéòðàëüíîãî åëå-
ìåíòà ãðóïè G.

7.51. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî îáåðíåíèé äî äîâiëüíîãî åëåìåíòà h ∈ H â ïiäãðóïi
H ñïiâïàäà¹ ç îáåðíåíèì äî h â ãðóïi G.

7.52. Äîâåñòè, ùî ó äîâiëüíié ãðóïi G :
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à) ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïiäãðóï ¹ ïiäãðóïîþ;
á) îá'¹äíàííÿ äâîõ ïiäãðóï ¹ ïiäãðóïîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè îäíà ç ïiäãðóï ìiñòèòüñÿ â iíøié;
â) ÿêùî ïiäãðóïà H ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi ïiäãðóï V i W , òî àáî H ⊆ V , àáî H ⊆W .

7.53. Äîâåñòè: ÿêùî a � äîâiëüíèé åëåìåíò ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè G, òî ìíîæèíà óñiõ öiëèõ
ñòåïåíiâ åëåìåíòà a óòâîðþ¹ ïiäãðóïó ãðóïè G.

7.54. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ïiäíàïiâãðóïà áóäü-ÿêî¨ ãðóïè ¹ ïiäãðóïîþ. ×è âiðíî öå òâåðäæåííÿ,
ÿêùî ïiäíàïiâãðóïà íåñêií÷åííà?

7.55. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà íåñêií÷åííà ãðóïà ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïiäãðóï.

7.56. Äîâåñòè, ùî ÿêùî H � ñêií÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòiâ ãðóïè G i äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ iç H çíîâó ëåæèòü â H, òî H áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè

7.57. Äîâåñòè, ùî ÿêùî óñi åëåìåíòè ìíîæèíè H ç ãðóïè G ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿäêè i äîáóòîê äâîõ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ iç H çíîâó ëåæèòü â H, òî H áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

7.58. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à) −1 ∈ ({−1, 1}, · ); á) 1 ∈ (Z,+);

â)

(
−1 a
0 1

)
∈ GL2(R); ã)

(
0 −1
1 −1

)
∈ GL2(R);

 )


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 ∈ GL4(R).

7.59. Äîâåñòè: ÿêùî a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè ãðóïè G, òî
à) åëåìåíòè ab i ba ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê;
á) åëåìåíòè a i bab−1 ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê.

7.60. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ãðóïè G
à) åëåìåíòè abc, bca i cab ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê;
á) åëåìåíòè abc i cba ìîæóòü ìàòè ðiçíi ïîðÿäêè.

7.61. Äîâåñòè, ùî ÿêùî åëåìåíò a ãðóïè G ìà¹ íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê, òî ak = am òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè k = m.

7.62. Äîâåñòè, ùî ÿêùî åëåìåíò a ãðóïè G ìà¹ ïîðÿäîê n, òî
à) a−1 = an−1;
á) am = e òîäi i ëèøå òîäi, êîëè m äiëèòüñÿ íàöiëî íà n;
â) am = ak òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (m− k) äiëèòüñÿ íàöiëî íà n;
ã) ord(am) = n

ÍÑÄ(n,m) .

7.63. ßêùî åëåìåíòè a, b ãðóïè G ïåðåñòàâíi (ab = ba), ord(a) = n, ord(b) = m, ïðè÷îìó n, m �
âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ord(ab) = ord(a) · ord(b) = nm.

7.64. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ñêií÷åííèõ ïiäãðóï N i H ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|N | · |H| = |N ∩H| · |NH|.

7.65. Íåõàé p � ïðîñòå íåïàðíå ÷èñëî, X � öiëî÷èñåëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ïðè÷îìó
ìàòðèöÿ E + pX ëåæèòü â SLn(Z) i ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê. Äîâåñòè, ùî X = O.
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7.66. Äîâåäiòü, ùî ïîðÿäîê ãðóïè ïîâîðîòiâ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà äîðiâíþ¹ ïîäâî¹íié êiëü-
êîñòi éîãî ðåáåð.

7.67. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà 2M ¹ ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi △.

Ïiäñòàíîâêè

7.68. Ïåðåìíîæèòè ïiäñòàíîâêè:

à)

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)(
1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)
;

á)

(
1 2 3 4 5 6
3 6 4 5 2 1

)(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 5 6 3

)
;

â)

(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)(
1 2 3 4 5
4 5 3 2 1

)
;

ã)

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)(
1 2 3 4 5 6
6 3 4 2 1 5

)
.

7.69. Çàïèñàòè ïåðåñòàíîâêè ó âèãëÿäi äîáóòêiâ íåçàëåæíèõ öèêëiâ i çà äåêðåìåíòîì âèçíà÷èòè ¨õíþ
ïàðíiñòü:

à)

(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
; á)

(
1 2 3 4 5 6
6 5 1 4 2 3

)
;

â)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
; ã)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)
;

 )

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 1

)
; ä)

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

)
;

å)

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
;

¹)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
3 2 1 6 5 4 . . . 3n 3n− 1 3n− 2

)
;

æ)

(
1 2 3 4 . . . 2n− 3 2n− 2 2n− 1 2n
3 4 5 6 . . . 2n− 1 2n 1 2

)
;

ç)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
;

è)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
4 5 6 7 8 9 . . . 1 2 3

)
;

i)

(
1 2 . . . k . . . nk − k + 1 nk − k + 2 . . . nk

k + 1 k + 2 . . . 2k . . . 1 2 . . . k

)
.

7.70. Çàïèñàòè ïiäñòàíîâêè ó âèãëÿäi òàáëèöü:

à) (1 5)(2 3 4); á) (1 3)(2 5)(4);

â) (7 5 3 1)(2 4 6)(8)(9); ã) (1 2)(3 4) . . . (2n− 1, 2n);

 ) (1 2 3 4 . . . 2n− 1, 2n); ä) (3 2 1)(6 5 4) . . . (3n, 3n− 1, 3n− 2).

7.71. Ïåðåìíîæèòè ïiäñòàíîâêè, çàïèñàíi ó âèãëÿäi öèêëiâ:

à) [(1 3 5)(2 4 6 7)] · [(1 4 7)(2 3 5 6)];

á) [(1 3)(5 7)(2 4 6)] · [(1 3 5)(2 4)(6 7)].
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7.72. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Sn � óñiõ ïiäñòàíîâîê äîâæèíè n � óòâîðþ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó,
ïðè÷îìó íåàáëåâó ïðè n > 3.

7.73. Äîâåñòè, ùî ïîðÿäîê ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn äîðiâíþ¹ n!.

7.74. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïiäñòàíîâêè σ iç ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k,
ùî σk = e, äå e � îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà Sn.

7.75. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à)

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5; á)

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
∈ S6.

7.76. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 6 ìiñòèòüñÿ â ãðóïi:
à) S5; á) A5 ?

7.77. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ, ïðè÷îìó îäíîç-
íà÷íî.

7.78. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê òðàíñïîçèöié.

7.79. Ïàðíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié, à íåïàðíà � â äîáóòîê
íåïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié.

7.80. Äîâåñòè, ùî ÿêùî äåÿêèé ñòåïiíü öèêëó äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ïiäñòàíîâöi, òî ïîêàçíèê ñòåïåíÿ
äiëèòüñÿ íà äîâæèíó öèêëó (êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öèêëó).

7.81. Äîâåñòè, ùî ñåðåä óñiõ ñòåïåíiâ ïiäñòàíîâêè, ðiâíèõ îäèíè÷íié, íàéìåíøèé ïîêàçíèê äîðiâíþ¹
íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó äîâæèí öèêëiâ, ÿêi âõîäÿòü äî ðîçêëàäàííÿ ïiäñòàíîâêè.

7.82. Çíàéòè σ100, ÿêùî σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
.

7.83. Çíàéòè σ150, ÿêùî σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 6 9 7 1 10 8 2

)
.

7.84. Äîâåñòè, ùî â ãðóïi Sn:
à) ïîðÿäîê íåïàðíî¨ ïiäñòàíîâêè ¹ ïàðíèì ÷èñëîì;
á) ïîðÿäîê áóäü-ÿêî¨ ïiäñòàíîâêè ¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì äîâæèí íåçàëåæíèõ öèêëiâ, ÿêi

âõîäÿòü ó ¨¨ ðîçêëàäàííÿ.

7.85. Çíàéòè ïiäñòàíîâêó χ iç ðiâíîñòi σχτ = π, ÿêùî

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 6 5 4

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6

)
, π =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)
.

7.86. Äîâåñòè, ùî â áóäü-ÿêié ãðóïi ïiäñòàíîâîê, ùî ìiñòèòü õî÷à á îäíó íåïàðíó ïiäñòàíîâêó, ÷èñëî
ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàðíèõ.

7.87. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè â ãðóïàõ
à) S3; á) A4.

7.88. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ïiäãðóïà H ãðóïè Sn ìiñòèòü îäíó ç ìíîæèí

{ (1 2), (1 3), . . . , (1 n) }, { (1 2), (1 2 3 . . . n) },

òî H = Sn.

7.89. Äîâåñòè, ùî
à) ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ïðè n > 1 ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ âñiõ òðàíñïîçèöié (i j);
á) ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ïðè n > 1 ïîðîäæó¹òüñÿ òðàíñïîçèöiÿìè: (1 2), (1 3), . . . , (1 n);
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â) çíàêîçìiííà ãðóïà An ïðè n > 2 ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ âñiõ ïîòðiéíèõ öèêëiâ (i j k);
ã) çíàêîçìiííà ãðóïà An ïðè n > 2 ïîðîäæó¹òüñÿ ïîòðiéíèìè öèêëàìè: (1 2 3), (1 2 4), . . . ,

(1 2 n).

7.90. Äîâåñòè, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà A4 íå ìà¹ ïiäãðóïè øîñòîãî ïîðÿäêó (òàêèì ÷èíîì, ãðóïà G
ïîðÿäêó n äëÿ äåÿêèõ k, ÿêi äiëÿòü n, ìîæå íå ìàòè ïiäãðóï ïîðÿäêó k).

Òâiðíi åëåìåíòè. Öèêëi÷íi ãðóïè

7.91. Çíàéòè âñi òâiðíi åëåìåíòè àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë.

7.92. Äîâåäiòü, ùî ãðóïà Q íå ìà¹ ñêií÷åííèõ ñèñòåì òâiðíèõ.

7.93. ßêi ñåðåä ãðóï
à) Z∗

10; á) Z∗
11; â) Z∗

12; ã) Z∗
14

¹ öèêëi÷íèìè?

7.94. ßêi ç ìíîæèí ¹ ñèñòåìàìè òâiðíèõ ãðóïè Sn:
à) { (12), (23), (34), . . . , (n− 1, n) };
á) { (12), (123 . . . n) } ?

7.95. Äîâåäiòü, ùî â ãðóïi Q êîæíà ñêií÷åííîïîðîäæåíà ïiäãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ.

7.96. Ñêiëüêè ðiçíèõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï ìiñòèòü ãðóïà S4 ?

7.97. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, a ∈ G. Äîâåñòè, ùî G = ⟨a⟩ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîðÿäîê a
äîðiâíþ¹ |G|.

7.98. Çíàéòè ÷èñëî åëåìåíòiâ ïîðÿäêó pm ó öèêëi÷íié ãðóïi ïîðÿäêó pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî i 0 <
m 6 n.
7.99. Íåõàé G = ⟨a⟩ � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî:
à) åëåìåíòè ak i am ìàþòü îäíàêîâi ïîðÿäêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÍÑÄ (k, n) = ÍÑÄ (m,n);
á) åëåìåíò ak ¹ òâiðíèì ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k òà n âçà¹ìíî ïðîñòi;
â) ïîðÿäîê åëåìåíòà ak äîðiâíþ¹ n

d , äå d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê n òà k;
ã) ÿêùî n òà k âçà¹ìíî ïðîñòi, òî â G iñíó¹ êîðiíü k

√
a, òîáòî åëåìåíò a ¹ k-òèì ñòåïåíåì äåÿêîãî

åëåìåíòà iç G òà íàâïàêè;
 ) â ãðóïi íåïàðíîãî ïîðÿäêó âñi åëåìåíòè ¹ êâàäðàòíèìè;
ä) äîâiëüíà ïiäãðóïà H ⊆ G ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì âèãëÿäó at, äå t | n;
å) äëÿ äîâiëüíîãî äiëüíèêà t ÷èñëà n iñíó¹ ¹äèíà ïiäãðóïà H ⊆ G ïîðÿäêó t.

7.100. Íåõàé G = ⟨a⟩ � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ:
à) ïîðÿäîê áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïè ãðóïè G äiëèòü ÷èñëî n (ïîðÿäîê öi¹¨ ãðóïè);
á) ïiäãðóïà H ïîðÿäêó m ìiñòèòü â ðîëi òâiðíèõ åëåìåíòiâ âñi åëåìåíòè ïîðÿäêó m ãðóïè G.

Çîêðåìà, H = ⟨a
n
m ⟩.

7.101. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ:
à) ÿêùî åëåìåíòè a òà b ãðóïè G ïåðåñòàâíi, òîáòî

ab = ba, (7.15)

i ìàþòü ñêií÷åííi âçà¹ìíî ïðîñòi ïîðÿäêè r òà s, òî ¨õ äîáóòîê ab ìà¹ ïîðÿäîê rs;
á) ÿêùî åëåìåíòè a òà b ãðóïè G ïåðåñòàâíi, ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿäêè r òà s i ïåðåòèí ¨õ öèêëi÷íèõ

ïiäãðóï ìiñòèòü ëèøå îäèíèöþ e, òîáòî

⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨e⟩, (7.16)
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òî ïîðÿäîê äîáóòêó ab äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó r òà s. Ïîêàçàòè íà ïðèêëàäàõ,
ùî äëÿ ïðàâèëüíîñòi îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ êîæíî¨ ç óìîâ (7.15) òà (7.16) îêðåìî íåäîñòàòíüî i ùî
óìîâà (7.15) íå ¹ íàñëiäêîì óìîâè (7.16), íàâiòü äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ åëåìåíòiâ a òà b;
â) ÿêùî ïîðÿäêè r òà s åëåìåíòiâ a òà b âçà¹ìíî ïðîñòi, òî óìîâà (7.16) âèêîíó¹òüñÿ;
ã) ïîêàçàòè íà ïðèêëàäi, ùî áåç óìîâè (7.16) ïîðÿäîê äîáóòêó ab íå âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî

ïîðÿäêàìè ñïiâìíîæíèêiâ a òà b.

7.102. Ó öèêëi÷íî¨ ãðóïi ⟨a⟩ ïîðÿäêó n çíàéòè âñi åëåìåíòè g, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi gk = e, i âñi
åëåìåíòè ïîðÿäêó k ïðè:
à) n = 24, k = 6; á) n = 24, k = 4;

â) n = 100, k = 20; ã) n = 100, k = 5;

 ) n = 360, k = 30; ä) n = 360, k = 12;

å) n = 360, k = 7.

7.103. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè â öèêëi÷íié ãðóïi ïîðÿäêó
à) 24; á) 100; â) 360; ã) 125.

7.104. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ïðèìàðíî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè, òîáòî öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó pk, äå p �
ïðîñòå ÷èñëî.

7.105. Äîâåñòè, ùî ÿêùî â íåîäèíè÷íié ãðóïi âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê p,
òî p � ïðîñòå ÷èñëî.

7.106. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà i d(G) � íàéìåíøå ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë s òàêèõ, ùî gs = e
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G (ïåðiîä ãðóïè G). Äîâåñòè, ùî:
à) ïåðiîä d(G) äiëèòü ïîðÿäîê óñi¹¨ ãðóïè G i äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíîìó êðàòíîìó ïîðÿäêiâ

åëåìåíòiâ ãðóïè G;
á) ÿêùî ãðóïà G àáåëåâà, òî iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G ïîðÿäêó d(G);
â) ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè d(G) = |G|.

×è ïðàâèëüíi òâåðäæåííÿ á) òà â) äëÿ íåàáåëåâî¨ ãðóïè?

7.107. ×è iñíó¹ íåñêií÷åííà ãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü ñêií÷åííèé ïîðÿäîê?

7.108. Ïåðiîäè÷íîþ ÷àñòèíîþ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ ¨¨ åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.
Äîâåñòè, ùî ïåðiîäè÷íà ÷àñòèíà àáåëåâî¨ ãðóïè ¹ ïiäãðóïîþ, i ç'ÿñóâàòè, ÷è ïðàâèëüíå öå òâåðäæåííÿ
äëÿ íåàáåëåâî¨ ãðóïè? Òàêîæ äîâåñòè, ùî ÿêùî â àáåëåâié ãðóïi G ¹ åëåìåíòè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
i âñi âîíè ìiñòÿòüñÿ â ïiäãðóïi H, òî H ñïiâïàäà¹ ç G.

7.109. Äîâåñòè, ùî â àáåëåâié ãðóïi ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ïîðÿäêè ÿêèõ äiëÿòü ôiêñîâàíå ÷èñëî n, ¹
ïiäãðóïîþ. ×è ïðàâèëüíå öå òâåðäæåííÿ äëÿ íåàáåëåâî¨ ãðóïè?

7.110. Çíàéòè âñi ñêií÷åííi ãðóïè, â ÿêèõ iñíó¹ íàéáiëüøà âëàñíà ïiäãðóïà.

7.111. Ìíîæèíà âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G óòâîðþ¹ ëàíöþã, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ¨¨ ïiäãðóï îäíà
ìiñòèòüñÿ â iíøié. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïè öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó pn, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, óòâîðþþòü
ëàíöþã. Çíàéòè âñi ñêií÷åííi ãðóïè, â ÿêèõ ïiäãðóïè óòâîðþþòü ëàíöþã. Çíàéòè óñi ãðóïè, ó ÿêèõ
ïiäãðóïè óòâîðþþòü ëàíöþã.

7.112. Çîáðàçèòè ãðóïó Q ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷îãî ëàíöþæêà öèêëi÷íèõ ïiäãðóï.

7.113. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíié ãðóïi ïàðíîãî ïîðÿäêó iñíó¹ åëåìåíò ïîðÿäêó 2.

Ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè ãðóï

7.114. Çíàéòè óñi (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) ãðóïè ïîðÿäêó:
à) 3; á) 4; â) 6.

Íàïèñàòè òàáëèöi ìíîæåííÿ öèõ ãðóï i çîáðàçèòè öi ãðóïè ó âèãëÿäi ãðóï ïiäñòàíîâîê.
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7.115. Äîâåñòè, ùî ãðóïè a), á), â) iç çàäà÷i 7.29 içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ òà içîìîðôíi ãðóïi ã) iç
çàäà÷i 7.31.

7.116. Äîâåñòè, ùî:
à) óñi íåñêií÷åííi öèêëi÷íi ãðóïè içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ;
á) óñi ñêií÷åííi öèêëi÷íi ãðóïè äàíîãî ïîðÿäêó n içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

7.117. Äîâåñòè, ùî:
à) ãðóïà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ùîäî ìíîæåííÿ içîìîðôíà ãðóïi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ùîäî äîäà-

âàííÿ;
á) ãðóïà äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ùîäî ìíîæåííÿ íå içîìîðôíà ãðóïi âñiõ ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë ùîäî äîäàâàííÿ.

7.118. Äîâåñòè, ùî:
à) áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà äåÿêié ãðóïi ïiäñòàíîâîê n åëåìåíòiâ;
á) áóäü-ÿêà ãðóïà içîìîðôíà ãðóïi äåÿêèõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè åëåìåíòiâ

öi¹¨ ãðóïè íà ñåáå.

7.119. Çíàéòè âñi (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) ãðóïè, êîæíà ç ÿêèõ içîìîðôíà áóäü-ÿêié ñâî¨é íåî-
äèíè÷íié ïiäãðóïi.

7.120. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè:
à) öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó 6;
á) öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó 24;
â) ÷åòâåðòíî¨ ãðóïè;
ã) ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3;
 ) äîâåñòè, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ A4 íå ìà¹ ïiäãðóïè øîñòîãî ïîðÿäêó. Òàêèì

÷èíîì, ãðóïà G ïîðÿäêó n äëÿ äåÿêèõ k, ÿêi äiëÿòü n, ìîæå íå ìàòè ïiäãðóï ïîðÿäêó k.

7.121. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ãðóïè G ïîðÿäêó 8, óñi åëåìåíòè ÿêî¨, êðiì îäèíèöi e, ìàþòü ïîðÿäîê 2.

Êëàñè ñóìiæíîñòi. Iíäåêñè ïiäãðóï.

7.122. Íåõàé H ≤ G. Äîâåñòè, ùî ÿêùî h ∈ H, òî hH = H.

7.123. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G i a, b ∈ G. Äîâåñòè, ùî
à) ÿêùî b ∈ aH, òî aH = bH;
à) aH = bH òîäi i ëèøå òîäi, êîëè b−1a ∈ H.

7.124. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3 òà âñi (ëiâi i ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè çà öèìè ïiäãðó-
ïàìè. ßêi ç öèõ ïiäãðóï ¹ íîðìàëüíèìè äiëüíèêàìè?

7.125. Îïèøiòü êëàñè ñóìiæíîñòi ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H, ÿêùî:
à) G = R, H = Z;
á) G = C, H = R;
â) G = C∗, H = R∗;
ã) G = GLn(R), H = SLn(R);
 ) G = C∗, H = R+;
ä) G = C∗, H = { z ∈ C | |z| = 1 }.

7.126. Îïèøiòü ëiâi é ïðàâi êëàñè ñóìiæíîñòi öèêëi÷íî¨ ãðóïè ⟨a⟩ ïîðÿäêó 24 çà ïiäãðóïîþ ⟨a4⟩.

7.127. Çíàéòè ñóìiæíi êëàñè:
à) àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z çà ïiäãðóïîþ nZ � ÷èñåë, êðàòíèõ çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó

÷èñëó n;
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á) àäèòèâíî¨ ãðóïè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çà ïiäãðóïîþ öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë, òîáòî ÷èñåë a + bi ç
öiëèìè a òà b;
â) àäèòèâíî¨ ãðóïè âåêòîðiâ ïëîùèíè (ùî âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò) çà ïiäãðóïîþ âåêòîðiâ,

ùî ëåæàòü íà îñi àáñöèñ Ox;
ã) ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn çà ïiäãðóïîþ ïiäñòàíîâîê, ÿêi çàëèøàþòü ÷èñëî n íà ìiñöi.

7.128. Äîâåäiòü òàêå:
à) áóäü-ÿêi äâi ïiäãðóïè ãðóïè G âçà¹ìíî ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ ïåðåòèíàþòüñÿ ïî îäèíè÷íié ïiäãðóïi;
á) ÿêùî ïîðÿäîê ãðóïè G ¹ äîáóòêîì äâîõ ïðîñòèõ ÷èñåë, òî áóäü-ÿêi äâi ðiçíi âëàñíi ïiäãðóïè

ãðóïè G ïåðåòèíàþòüñÿ ïî îäèíè÷íié ïiäãðóïi.

7.129. Íàâåäiòü ïðèêëàä òàêèõ ãðóïè G i ïiäãðóïè H, ùî:
à) |H| = ∞, |G : H| <∞;
á) 1 < |H| <∞, |G : H| = ∞;
â) |H| = ∞, |G : H| = ∞.

7.130. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïèøiòü ó ãðóïi C∗ óñi ïiäãðóïè ïîðÿäêó n.

7.131. Íåõàé p, q � ïðîñòi ÷èñëà i p < q. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ãðóïà ïîðÿäêó pq ìiñòèòü ïiäãðóïó
ïîðÿäêó p.

7.132. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ðîçêëàä íà êëàñè ñóìiæíîñòi, äîâåäiòü, ùî ãðóïà Q íå ìà¹ âëàñíèõ
ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó.

7.133. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäãðóï N , H ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |N : N ∩ H| 6
6 |G : H|.

7.134. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó òåæ ¹ ïiäãðóïîþ ñêií-
÷åííîãî iíäåêñó.

7.135. Íåõàé M � òàêà ïiäìíîæèíà ãðóïè G, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ M åëåìåíò xy−1z òàêîæ
íàëåæèòü M . Äîâåäiòü, ùî M ¹ êëàñîì ñóìiæíîñòi ãðóïè G çà ïåâíîþ ïiäãðóïîþ.

7.136. Íåõàé N i H � ïiäãðóïè ñêií÷åííèõ iíäåêñiâ ãðóïè G. Äîâåäiòü, ùî ãðóïà G ðîçêëàäà¹òüñÿ â
äîáóòîê G = NH ñâî¨õ ïiäãðóï N i H òîäi é ëèøå òîäi, êîëè |N : N ∩H| = |G : H|.

7.137. Äîâåñòè, ùî:
à) ïiäãðóïà H ïîðÿäêó k ñêií÷åííî¨ ãðóïè G ïîðÿäêó 2k ìiñòèòü êâàäðàòè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè

G;
á) ïiäãðóïà iíäåêñó äâà áóäü-ÿêî¨ ãðóïè G ìiñòèòü êâàäðàòè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G.

7.138. Äîâåñòè, ùî ïðè n > 1 çíàêîçìiííà ãðóïà An ¹ ¹äèíîþ ïiäãðóïîþ iíäåêñó äâà (òîáòî ìiñòèòü
ïîëîâèíó âñiõ åëåìåíòiâ) â ñèìåòðè÷íié ãðóïi Sn. Íàâåñòè ïðèêëàä ñêií÷åííî¨ ãðóïè, ùî ìiñòèòü
êiëüêà ïiäãðóï iíäåêñó äâà.

Íîðìàëüíi ïiäãðóïè.

7.139. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3 òà âñi (ëiâi i ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè çà öèìè ïiäãðó-
ïàìè. ßêi ç öèõ ïiäãðóï ¹ íîðìàëüíèìè äiëüíèêàìè?

7.140. Íåõàé H ≤ G. Äîâåñòè, ùî H ▹ G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè g−1hg ∈ H äëÿ êîæíîãî g ∈ G i
êîæíîãî h ∈ H.

7.141. Äîâåñòè, ùî:
à) SLn(R) ▹GLn(R);
á) ÿêùî M = {A ∈ GLn(R) | detA > 0 }, òî M ▹GLn(R).

7.142. ×è áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GLn(R) ïiäãðóïà:

249



Ðîçäië 7. Àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè

à) óñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè;
á) óñiõ ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü;
â) óñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü;
ã) óñiõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü;
 ) óñiõ ìàòðèöü ç äîäàòíèìè âèçíà÷íèêàìè;
ä) óñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü?

7.143. ×è áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GLn(C) ïiäãðóïà:
à) GLn(R);
á) óñiõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè âèçíà÷íèêàìè;
â) óñiõ ìàòðèöü, âèçíà÷íèêè ÿêèõ ¹ êîðåíÿìè 13�ãî ñòåïåíÿ ç 1;
ã) óñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü?

7.144. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê NH íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè N ▹ G íà äîâiëüíó ïiäãðóïó H ≤ G òåæ áóäå
ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

7.145. Íåõàé ïîðÿäîê |N | íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè N ñêií÷åííî¨ ãðóïè G ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì ç ¨¨ iíäåêñîì
|G : N |. Äîâåäiòü, ùî:
à) êîæíà ïiäãðóïà H 6 G, ïîðÿäîê |H| ÿêî¨ ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà |N |, ìiñòèòüñÿ â N ;
á) N ¹ ¹äèíîþ ïiäãðóïîþ â G ïîðÿäêó |N |.

7.146. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ïiäãðóïà iíäåêñó äâà ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì.

7.147. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Z âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, êîæåí ç ÿêèõ êîìóòó¹ ç óñiìà åëåìåíòàìè
öi¹¨ ãðóïè, ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì (öåíòð ãðóïè G).

7.148. Åëåìåíò aba−1b−1 íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòîðîì åëåìåíòiâ a òà b ãðóïè G. Äîâåñòè, ùî âñi êî-
ìóòàòîðè òà ¨õíi äîáóòêè (ç áóäü-ÿêèì ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñïiâìíîæíèêiâ) óòâîðþþòü íîðìàëüíèé
äiëüíèê K ãðóïè G (êîìóòàíò äàíî¨ ãðóïè).

7.149. Äîâåñòè, ùî íîðìàëüíèé äiëüíèê H ãðóïè G, ÿêèé ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ j, ìiñòèòü âñi åëå-
ìåíòè ãðóïè G, ïîðÿäêè ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòi ç j. Ïîêàçàòè íà ïðèêëàäi, ùî äëÿ ïiäãðóïè H, êîòðà
íå ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì, òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè íåïðàâèëüíèì.

Ôàêòîðãðóïè

7.150. Äîâåñòè, ùî:

à) Sn/An ≃ Z2;

á) GLn(R)/SLn(R) ≃ R∗.

7.151. Çíàéòè ôàêòîðãðóïó C∗
/U , äå U = { z ∈ C | |z| = 1 }.

7.152. Íåõàé Hn = { z ∈ C | arg z = 2πk
n , k ∈ Z, n ∈ N }. Äîâåñòè, ùî Hn/Cn ≃ R+.

7.153. Çíàéòè ôàêòîðãðóïè:
à) àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë çà ïiäãðóïîþ ÷èñåë, êðàòíèõ çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n;
á) àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 3, çà ïiäãðóïîþ ÷èñåë, êðàòíèõ 15;
â) àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 4, çà ïiäãðóïîþ ÷èñåë, êðàòíèõ 24.

7.154. Äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ãðóï íåâèðîäæåíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n äîâåñòè òâåðä-
æåííÿ:
à) ôàêòîðãðóïà ãðóïè äiéñíèõ ìàòðèöü çà ïiäãðóïîþ ìàòðèöü ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ±1, içîìîð-

ôíà ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi äîäàòíèõ ÷èñåë;
á) ôàêòîðãðóïà ãðóïè äiéñíèõ ìàòðèöü çà ïiäãðóïîþ ìàòðèöü ç äîäàòíèìè âèçíà÷íèêàìè ¹ öè-

êëi÷íîþ ãðóïîþ äðóãîãî ïîðÿäêó;
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â) ôàêòîðãðóïà ãðóïè êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü çà ïiäãðóïîþ ìàòðèöü ç âèçíà÷íèêàìè, ïî ìîäóëþ
ðiâíèìè îäèíèöi, içîìîðôíà ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi äîäàòíèõ ÷èñåë;
ã) ôàêòîðãðóïà ãðóïè êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü çà ïiäãðóïîþ ìàòðèöü ç äîäàòíèìè âèçíà÷íèêàìè

içîìîðôíà ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çà ìîäóëåì ðiâíèõ îäèíèöi.

7.155. Äîâåñòè, ùî:
à) ÷åòâåðíà ãðóïà V ¹ íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S4;
á) ôàêòîðãðóïà S4/V içîìîðôíà ñèìåòðè÷íié ãðóïi S3.

7.156. Äîâåñòè, ùî ÿêùî H ▹ G, òî |G : H| = |G/H |.

7.157. Äîâåñòè, ùî ôàêòîðãðóïà G/H òîäi i òiëüêè òîäi êîìóòàòèâíà, êîëè H ìiñòèòü êîìóòàíò K
ãðóïè G (çàäà÷à 7.148).

7.158. Äîâåñòè òåîðåìó Êîøi: ÿêùî ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè G äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî p, òî G
ìiñòèòü åëåìåíò ïîðÿäêó p.

Êiëüöÿ. Ïiäêiëüöÿ

7.159. ßêi ç íàñòóïíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí óòâîðþþòü êiëüöå ñòîñîâíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ
òà ìíîæåííÿ:
à) ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë;
á) ìíîæèíà nZ � öiëi ÷èñëà, êðàòíi çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n > 1;
â) ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë
ã) ìíîæèíà Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
 ) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè äiëÿòü ôiêñîâàíå ÷èñëî

n ∈ N;
ä) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè íå äiëÿòüñÿ íà ôiêñîâàíå

÷èñëî ïðîñòå ÷èñëî p;
å) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè ¹ ñòåïåíÿìè ôiêñîâàíîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p;
¹) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b

√
2, äå a, b ∈ Q;

æ) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b 3
√
2, äå a, b ∈ Q;

ç) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b 3
√
2 + c 3

√
4, äå a, b, c ∈ Q;

è) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b i, äå a, b ∈ Z;
i) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b i, äå a, b ∈ Q;
¨) ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ ñóì âèãëÿäó a1z1 + a2z2 + . . . + anzn, äå a1, a2, . . . , an � ðàöiîíàëüíi

÷èñëà, z1, z2, . . . , zn � êîìïëåêñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n iç 1.

7.160. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí ìàòðèöü óòâîðþþòü êiëüöå ñòîñîâíî îïåðàöié ìàòðè÷íîãî äîäàâàííÿ
òà ìíîæåííÿ:
à) ìíîæèíà äiéñíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n;
á) ìíîæèíà äiéñíèõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n;
â) ìíîæèíà âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n > 2;
ã) ìíîæèíà ìàòðèöü ïîðÿäêó n > 2, ó ÿêèõ äâà îñòàííi ðÿäêè íóëüîâi;

 ) ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó

(
a b
kb a

)
, äå a, b ∈ Z, k � ôiêñîâàíå öiëå ÷èñëî;

ä) ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó

(
a b
kb a

)
, äå a, b ∈ R, k � ôiêñîâàíèé åëåìåíò äåÿêîãî êiëüöÿ R;

å) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó

(
z w

−w z

)
;
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