
Ðîçäië 4. Àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið

4.6. Âïðàâè äî ðîçäiëó 4

Àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü òà íåçàëåæíiñòü

4.1. Çíàéòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ 3a⃗1 + 5a⃗2 − a⃗3 âåêòîðiâ a⃗1 = (4, 1, 3,−2), a⃗2 = (1, 2,−3, 2), a⃗3 =
= (16, 9, 1,−3).

4.2. Çíàéòè x⃗ ç ðiâíÿíü:
à) a⃗1 + 2a⃗2 + 3a⃗3 + 4x⃗ = o⃗, äå a⃗1 = (5,−8,−1, 2), a⃗2 = (2,−1, 4,−3), a⃗3 = (−3, 2,−5, 4);
á) 3(⃗a1 − x⃗) + 2(⃗a2 + x⃗) = 5(⃗a3 + x⃗), äå a⃗1 = (2, 5, 1, 3), a⃗2 = (10, 1, 5, 10), a⃗3 = (4, 1,−1, 1).

4.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn òà áóäü-ÿêèõ ÷èñåë λ, µ ∈ R âèêîíóþòüñÿ òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ:
à) a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗; á) a⃗+ o⃗ = o⃗+ a⃗ = a⃗;

â) a⃗+ (−a⃗) = −a⃗+ a⃗ = o⃗; ã) a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;

 ) λ(µa⃗) = (λµ)⃗a; ä) λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b;

å) (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗; ¹) 1 · a⃗ = a⃗, äå 1 ∈ R.

4.4. Äîâåñòè, ùî:
à) ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ìiñòèòü ëiíiéíî çàëåæíó ïiäñèñòåìó, òî âîíà ëiíiéíî çàëåæíà;
á) ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäñèñòåìà òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíà.

4.5. Äîâåñòè, ùî:
à) äîâiëüíi k (k > 1) âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè õî÷à á îäèí ç íèõ ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ iíøèõ;
á) ÿêùî âåêòîðè a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âåêòîðè a0, a1, . . . , ak ëiíiéíî çàëåæíi, òî âåêòîð

a0 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, . . . , ak;
â) ÿêùî âåêòîðè a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíi i âåêòîð a0 íå ìîæíà ÷åðåç íèõ âèðàçèòè, òî ñèñòåìà

a0, a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíà;
ã) ÿêùî êîæåí ç âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗s ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗r i âåêòîðè a⃗1,

a⃗2, . . . , a⃗s ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî s 6 r;
 ) áóäü-ÿêi k > n âåêòîðiâ ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî çàëåæíi.

4.6. Äîâåñòè, ùî:
à) ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà, ëiíiéíî íåçàëåæíà;
á) áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð, ëiíiéíî çàëåæíà;
â) áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á äâà ïðîïîðöiéíi (àáî ðiâíi) âåêòîðè, ëiíiéíî

çàëåæíà.

4.7. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæåí âåêòîð ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
iíøi âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè?

4.8. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ òàêi ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíi:
à) a⃗1 = (1, 2, 3), a⃗2 = (3, 6, 7);
á) a⃗1 = (4,−2, 6), a⃗2 = (6,−3, 9);
â) a⃗1 = (2,−3, 1), a⃗2 = (3,−1, 5), a⃗3 = (1,−4, 3);
ã) a⃗1 = (5, 4, 3), a⃗2 = (3, 3, 2), a⃗3 = (8, 1, 3);
 ) a⃗1 = (4,−5, 2, 6), a⃗2 = (2,−2, 1, 3), a⃗3 = (6,−3, 3, 9), a⃗4 = (4,−1, 5, 6);
ä) a⃗1 = (1, 0, 0, 2, 5), a⃗2 = (0, 1, 0, 3, 4), a⃗3 = (0, 0, 1, 4, 7), a⃗4 = (2,−3, 4, 11, 12).

4.9. Ç êîîðäèíàò êîæíîãî âåêòîðà çàäàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ îäíi¹¨ i òi¹¨ æ âèìiðíîñòi âèáåðåìî êî-
îðäèíàòè, ùî ñòîÿòü íà ïåâíèõ (îäíèõ i òèõ æå äëÿ âñiõ âåêòîðiâ) ìiñöÿõ, i çáåðåæåìî ¨õíié ïîðÿäîê;
îòðèìàíó ñèñòåìó âåêòîðiâ áóäåìî íàçèâàòè âêîðî÷åíîþ äëÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè, à ïåðøó ñèñòåìó áóäåìî
íàçèâàòè ïîäîâæåíîþ äëÿ äðóãî¨.
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Äîâåñòè, ùî :
à) âêîðî÷åíà ñèñòåìà áóäü-ÿêî¨ ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà;
á) ïîäîâæåíà ñèñòåìà áóäü-ÿêî¨ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà.

4.10. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, a⃗3 ëiíiéíî çàëåæíi i âåêòîð a⃗3 íå âèðàæà¹òüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç
a⃗1 òà a⃗2, òî âåêòîðè a⃗1 òà a⃗2 ðiçíÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ ëèøå ÷èñëîâèì ìíîæíèêîì.

4.11. Íåõàé çàäàíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ëiíiéíî çàëå-
æíèìè ñèñòåìè âåêòîðiâ :
à) b⃗1 = 3a⃗1 + 2a⃗2 + a⃗3 + a⃗4, b⃗2 = 2a⃗1 + 5a⃗2 + 3a⃗3 + 2a⃗4, b⃗3 = 3a⃗1 + 4a⃗2 + 2a⃗3 + 3a⃗4;
á) b⃗1 = 3a⃗1+4a⃗2−5a⃗3−2a⃗4+4a⃗5, b⃗2 = 8a⃗1+7a⃗2−2a⃗3+5a⃗4−10a⃗5, b⃗3 = 2a⃗1− a⃗2+8a⃗3− a⃗4+2a⃗5;
â) b⃗1 = a⃗1, b⃗2 = a⃗1 + a⃗2, b⃗3 = a⃗1 + a⃗2 + a⃗3, . . . , b⃗k = a⃗1 + a⃗2 + · · ·+ a⃗k;
ã) b⃗1 = a⃗1, b⃗2 = a⃗1 + 2a⃗2, b⃗3 = a⃗1 + 2a⃗2 + 3a⃗3, . . . , b⃗k = a⃗1 + 2a⃗2 + 3a⃗3 + · · ·+ ka⃗k;
 ) b⃗1 = a⃗1 + a⃗2, b⃗2 = a⃗2 + a⃗3, b⃗3 = a⃗3 + a⃗4, . . . , b⃗k−1 = a⃗k−1 + a⃗k, b⃗k = a⃗k + a⃗1;
ä) b⃗1 = a⃗1 − a⃗2, b⃗2 = a⃗2 − a⃗3, b⃗3 = a⃗3 − a⃗4, . . . , b⃗k−1 = a⃗k−1 − a⃗k, b⃗k = a⃗k − a⃗1.

4.12. Çàäàíî âåêòîðè a⃗1 = (0, 1, 0, 2, 0), a⃗2 = (7, 4, 1, 8, 3), a⃗3 = (0, 3, 0, 4, 0), a⃗4 = (1, 9, 5, 7, 1), a⃗5 =
= (0, 1, 0, 5, 0). ×è iñíóþòü òàêi ÷èñëà λij , ùî âåêòîðè

b⃗i =

5∑
j=1

λij a⃗j , i = 1, 2, 3, 4, 5,

ëiíiéíî íåçàëåæíi?

4.13. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ λ, ïðè ÿêèõ âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, a⃗3, ÿêùî:
à) a⃗1 = (2, 3, 5), a⃗2 = (3, 7, 8), a⃗3 = (1,−6, 1), b⃗ = (7,−2, λ);
á) a⃗1 = (4, 4, 3), a⃗2 = (7, 2, 1), a⃗3 = (4, 1, 6), b⃗ = (5, 9, λ);
â) a⃗1 = (3, 4, 2), a⃗2 = (6, 8, 7), a⃗3 = (15, 20, 11), b⃗ = (9, 12, λ);
ã) a⃗1 = (3, 2, 5), a⃗2 = (2, 4, 7), a⃗3 = (5, 6, λ), b⃗ = (1, 3, 5);
 ) a⃗1 = (3, 2, 6), a⃗2 = (5, 1, 3), a⃗3 = (7, 3, 9), b⃗ = (λ, 2, 5).

4.14. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó âåêòîðiâ a⃗i = (ai1, ai2, . . . , ain), äå i = 1, 2, . . . , s; s 6 n. Äîâåñòè, ùî
ÿêùî

|ajj | >
s∑
i=1
j ̸=j

|aij |

äëÿ äîâiëüíîãî j = 1, . . . , s, òî çàäàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà.

4.15. Äîâåñòè, ùî ÿêùî öiëî÷èñåëüíi âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ∈ Zn ëiíiéíî çàëåæíi íàä ïîëåì Q, òî
iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, âçà¹ìíî ïðîñòi â ñóêóïíîñòi, ùî

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + · · ·+ λka⃗k = o⃗.

Ïiäïðîñòîðè. Áàçè. Âèìiðíiñòü

4.16. ×è ¹ ïiäïðîñòîðîì âiäïîâiäíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó êîæíà ç òàêèõ ñóêóïíîñòåé âåêòîðiâ:
à) âñi âåêòîðè ïðîñòîðó Rn, êîîðäèíàòè ÿêèõ öiëi ÷èñëà;
á) âñi âåêòîðè ãåîìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè, êîæåí ç ÿêèõ ëåæèòü íà îäíié ç îñåé êîîðäèíàò Ox i Oy;
â) âñi âåêòîðè ãåîìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè, êiíöi ÿêèõ ëåæàòü íà çàäàíié ïðÿìié (ïî÷àòîê áóäü-ÿêîãî

âåêòîðà, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ïðîòèëåæíå, ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò);
ã) âñi âåêòîðè ãåîìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè, ïî÷àòêè i êiíöi ÿêèõ ëåæàòü íà çàäàíié ïðÿìié;
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 ) âñi âåêòîðè òðèâèìiðíîãî ãåîìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, êiíöi ÿêèõ íå ëåæàòü íà çàäàíié ïðÿìié;
ä) âñi âåêòîðè ãåîìåòðè÷íî¨ ïëîùèíè, êiíöi ÿêèõ ëåæàòü â ïåðøié ÷âåðòi ñèñòåìè êîîðäèíàò;
å) âñi âåêòîðè ç Rn, êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ x1+x2+ · · ·+xn = 0;
¹) âñi âåêòîðè ç Rn, êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ x1+x2+ · · ·+xn = 1;
æ) âñi âåêòîðè, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè çàäàíèõ âåêòîðiâ: a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n iç Rn?

4.17. Ïåðåëi÷èòè âñi ïiäïðîñòîðè òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

4.18. Çíàéòè âñi áàçè ñèñòåìè âåêòîðiâ:
à) a⃗1 = (1, 2, 0, 0), a⃗2 = (1, 2, 3, 4), a⃗3 = (3, 6, 0, 0);
á) a⃗1 = (4,−1, 3,−2), a⃗2 = (8,−2, 6,−4), a⃗3 = (3,−1, 4,−2), a⃗4 = (6,−2, 8,−4);
â) a⃗1 = (1, 2, 3, 4), a⃗2 = (2, 3, 4, 5), a⃗3 = (3, 4, 5, 6), a⃗4 = (4, 5, 6, 7);
ã) a⃗1 = (2, 1,−3, 1), a⃗2 = (2, 2,−6, 2), a⃗3 = (6, 3,−9, 3), a⃗4 = (1, 1, 1, 1);
 ) a⃗1 = (3, 2, 3), a⃗2 = (2, 3, 4), a⃗3 = (3, 2, 3), a⃗4 = (4, 3, 4), a⃗5 = (1, 1, 1).

4.19. Ó ÿêîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ âîëîäi¹ ¹äèíîþ áàçîþ?

4.20. Çíàéòè ÿêó-íåáóäü áàçó ñèñòåìè âåêòîðiâ i âèðàçèòè ÷åðåç öþ áàçó iíøi âåêòîðè ñèñòåìè:
à) a⃗1 = (5, 2,−3, 1), a⃗2 = (4, 1,−2, 3), a⃗3 = (1, 1,−1,−2), a⃗4 = (3, 4,−1, 2), a⃗5 = (7,−6,−7, 0);
á) a⃗1 = (2,−1, 3, 5), a⃗2 = (4,−3, 1, 3), a⃗3 = (3,−2, 3, 4), a⃗4 = (4,−1,−15, 17);
â) a⃗1 = (1, 2, 3,−4), a⃗2 = (2, 3,−4, 1), a⃗3 = (2,−5, 8,−3), a⃗4 = (5, 26,−9,−12), a⃗5 = (3,−4, 1, 2);
ã) a⃗1 = (2, 3,−4,−1), a⃗2 = (1,−2, 1, 3), a⃗3 = (5,−3,−1, 8), a⃗4 = (3, 8,−9,−5);
 ) a⃗1 = (2, 2, 7,−1), a⃗2 = (3,−1, 2, 4), a⃗3 = (1, 1, 3, 1);
ä) a⃗1 = (3, 2,−5, 4), a⃗2 = (3,−1, 3,−3), a⃗3 = (3, 5,−13, 11);
å) a⃗1 = (2, 1), a⃗2 = (3, 2), a⃗3 = (1, 1), a⃗4 = (2, 3);
¹) a⃗1 = (2, 1,−3), a⃗2 = (3, 1,−5), a⃗3 = (4, 2,−1), a⃗4 = (1, 0,−7);
æ) a⃗1 = (2, 3, 5,−4, 1), a⃗2 = (1,−1, 2, 3, 5), a⃗3 = (3, 7, 8,−11,−3), a⃗4 = (1,−1, 1,−2, 3);
ç) a⃗1 = (2,−1, 3, 4,−1), a⃗2 = (1, 2,−3, 1, 2), a⃗3 = (5,−5, 12, 11,−5), a⃗4 = (1,−3, 6, 3,−3);
è) a⃗1 = (4, 3,−1, 1,−1), a⃗2 = (2, 1,−3, 2,−5), a⃗3 = (1,−3, 0, 1,−2), a⃗4 = (1, 5, 2,−2, 6).

4.21. Íåõàé âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ëiíiéíî íåçàëåæíi. Çíàéòè âñi áàçè ñèñòåìè âåêòîðiâ

b⃗1 = a⃗1 − a⃗2, b⃗2 = a⃗2 − a⃗3, b⃗3 = a⃗3 − a⃗4, . . . , b⃗k−1 = a⃗k−1 − a⃗k, b⃗k = a⃗k − a⃗1.

4.22. Äîâåñòè, ùî êîæåí âåêòîð ïiäïðîñòîðó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ
áàçè öüîãî ïiäïðîñòîðó îäíîçíà÷íî.

4.23. Äîâåñòè, ùî êîæåí ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn ìà¹ ñêií÷åííó áàçó.

4.24. Ñêiëüêè áàç ìîæå ìàòè íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn ?

4.25. Äîâåñòè, ùî óñi áàçè îäíîãî é òîãî æ ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðó Rn ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâî¨ êiëü-
êîñòi âåêòîðiâ.

4.26. Íåõàé U1, U2 � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó Rn, ïðè÷îìó ïiäïðîñòið U1 ìiñòèòüñÿ â ïiäïðîñòîði U2.
Äîâåñòè, ùî âèìiðíiñòü U1 íå âèùà âèìiðíîñòi U2, ïðè÷îìó âèìiðíîñòi ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
U1 = U2.

4.27. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñóìà âèìiðíîñòåé ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Rn áiëüøå n, òî öi ïiäïðîñòîðè
ìàþòü ñïiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð.

4.28. Äîâåñòè, ùî òàêi ñèñòåìè âåêòîðiâ óòâîðþþòü ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó Rn i çíàéòè ¨õíþ áàçó òà
âèìiðíiñòü:
à) âñi n-âèìiðíi âåêòîðè, ó ÿêèõ ïåðøà i îñòàííÿ êîîðäèíàòè ðiâíi ìiæ ñîáîþ;
á) âñi n-âèìiðíi âåêòîðè, ó ÿêèõ êîîðäèíàòè ç ïàðíèìè íîìåðàìè äîðiâíþþòü íóëþ;
â) âñi n-âèìiðíi âåêòîðè, ó ÿêèõ êîîðäèíàòè ç ïàðíèìè íîìåðàìè ðiâíi ìiæ ñîáîþ;
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4.6. Âïðàâè äî ðîçäiëó 4

ã) âñi n-âèìiðíi âåêòîðè âèãëÿäó (x, y, x, y, x, y, . . . ), äå x, y � äîâiëüíi ÷èñëà.

4.29. Çíàéòè ÿêó-íåáóäü áàçó i âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó U ïðîñòîðó Rn, ÿêùî ïiäïðîñòið U çàäàíî
ðiâíÿííÿì x1 + x2 + · · ·+ xn = 0.

4.30. Çíàéòè âèìiðíiñòü òà áàçó ëiíiéíèõ îáîëîíîê òàêèõ ñèñòåì âåêòîðiâ:
à) a⃗1 = (1, 0, 0,−1), a⃗2 = (2, 1, 1, 0), a⃗3 = (1, 1, 1, 1), a⃗4 = (1, 2, 3, 4), a⃗5 = (0, 1, 2, 3);
á) a⃗1 = (1, 1, 1, 1, 0), a⃗2 = (1, 1,−1,−1,−1), a⃗3 = (2, 2, 0, 0,−1), a⃗4 = (1, 1, 5, 5, 2),
a⃗5 = (1,−1,−1, 0, 0) .
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