
ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 3

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç âèçíà÷íèêîì, âiäìiííèì âiä íóëÿ

3.1. Âèïèñàòè ðîçøèðåíó ìàòðèöþ çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà ðîçâ'ÿçàòè ¨¨:

à)

{
2x1 + x2 = 10,

x1 + x2 = 17;
á)

{
3x+ 5y = 2,

5x+ 9y = 4;

â)


2x1 + x2 − x3 = 2,

3x1 + x2 − 2x3 = 3,

x1 + x3 = 3;

ã)


y + 3z = −1,

2x+ 3y + 5z = 3,

3x+ 5y + 7z = 6;

 )


3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = 16,

x1 + 7x2 + x3 + x4 = 23,

2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 = 10,

4x1 − 3x2 + 4x3 + 6x4 = 1;

ä)


2x+ 3y + 4z + 5t = 30,

3x+ 3y + 4z + 5t = 34,

4x+ 4y + 4z + 5t = 41,

x+ y + z + t = 10;

å)



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,

x1 + x3 + x4 + x5 = −3,

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + x2 + x3 + x5 = 3,

x1 + x2 + x4 + x5 = −2;

¹)



x1 + x2 = 3,

x1 + x3 = 4,

x1 + x4 = −2,

x1 + x5 = −1,

x1 + x6 = 0,

x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = −1.

3.2. Âèïèñàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà âiäïîâiäà¹ çàäàíié ðîçøèðåíié ìàòðèöi. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñ-
òåìó, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì Êðàìåðà:

à)

(
4 −2 4
−3 1 −2

)
; á)

(
3 4 6
5 7 8

)
;

â)

 1 2 2 9
2 1 −2 0
2 −2 1 0

; ã)

 1 −3 −1 −4
−2 7 2 10
3 2 −4 9

;
 )

 −2 3 1 2
3 6 2 11
1 2 1 4

; ä)

 2 2 −1 7
2 −1 2 1
−1 2 2 1

;
å)

 2 2 −1 0
2 −1 2 0
−1 2 2 0

.
3.3. ⋆ Äîâåñòè òâåðäæåííÿ:
à) Ïðè¹äíàííÿ äî ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ¨¨ ðiâíÿíü çàìiíþ¹ ñèñ-

òåìó íà åêâiâàëåíòíó.
á) Ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

çàìiíþ¹òüñÿ íà åêâiâàëåíòíó.

3.4. ßê çìiíþþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ñòîâïöiâ
îñíîâíî¨ ìàòðèöi?

3.5. ⋆ ßêó ñèñòåìó ðiâíÿíü íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì Ãàóñà
äî ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi çàäàíî¨ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè, ÿêùî îñíîâíà
ìàòðèöÿ íåâèðîäæåíà?

128



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

3.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 3

3.6. ⋆ Ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç çàäàíî¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó (íèæ-
÷åíàâåäåíi ìàòðèöi ðîçáèòî íà 4 ãðóïè çà ïîðÿäêîì îñíîâíî¨ ìàòðèöi):

n = 2

à)

(
1 2 −4
3 4 6

)
; á)

(
13547 13647 1
28423 28523 1

)
; â)

(
2 5 1
1 3 1

)
;

n = 3

ã)

 1 2 −1 3
2 3 1 10
4 7 −2 14

;  )

 2 5 7 0
6 3 4 5
5 −2 −3 6

; ä)

 4 2 0 8
1 3 5 −3
1 −2 3 −9

;
å)

 2 3 4 1
4 3 8 2
3 2 1 4

; ¹)

 1 5 3 1
3 9 4 2
−2 −7 −3 −2

;
n = 4

æ)


2 3 4 1 6
4 3 8 6 1
3 2 1 5 5
2 2 −3 1 −2

; ç)


−1 2 0 1 3
1 −1 2 0 0
0 1 −1 2 0
2 0 1 −1 −1

;

è)


1 −1 3 4 1
−1 4 0 −1 1
3 0 0 −3 0
4 −1 −3 1 0

; i)


−1 2 −4 −2 6
−2 −2 −9 −7 1
4 −9 0 −5 10
−2 7 5 8 −7

;

¨)


3 3 −4 −3 9
0 6 1 1 19
5 4 2 1 18
2 3 3 2 13

; é)


3 3 −4 −3 8
0 6 1 1 3
5 4 2 1 −11
2 3 3 2 −9

;

ê)


0 1 1 1 4
−1 0 1 1 5
−1 −1 0 1 3
−1 −1 −1 0 0

;
n = 5

ë)


3 5 5 5 5 2
5 3 5 5 5 2
5 5 3 5 5 0
5 5 5 3 5 −2
5 5 5 5 3 −2

; ì)


6 1 4 1 8 4
7 −7 7 2 2 −1
14 5 10 3 18 6
4 −11 2 1 −8 −12
9 −7 8 2 5 1

;

í)


1 −1 0 0 0 4
0 1 −1 0 0 −1
0 0 1 −1 0 −5
0 0 0 1 −1 3
1 1 1 1 1 −1

; î)


4 1 −1 4 9 10
17 2 −2 17 82 84
3 0 −2 −1 4 6
4 1 0 12 27 27
2 2 −1 10 0 1

;

ï)


4 3 −4 2 2 −2
2 −1 −3 −4 2 8
3 1 1 2 −1 3
1 2 3 4 −1 −1
−1 1 −1 −2 3 3

; ð)


1 2 2 2 2 −2
2 1 2 2 2 −1
2 2 1 2 2 0
2 2 2 1 2 1
2 2 2 2 1 2

;
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ñ)


1 2 2 2 2 2
2 1 2 2 2 1
2 2 1 2 2 0
2 2 2 1 2 −1
2 2 2 2 1 −2

; ò)


2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 4
0 1 2 1 0 6
0 0 1 2 1 4
0 0 0 1 2 0

;

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

3.7. ⋆ Âèïèñàòè ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìó:

à) x− y = 0; á) x1 − x2 + 2x3 = 0; â) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0;

ã)

{
x+ 3y + 2z = 0,

2x+ 4y + 3z = 0;
 )

{
5x− 8y + 3z = 0,

2x− 3y + z = 0;
ä)


x+ 2y + 3z = 0,

2x+ 3y + 4z = 0,

x+ y + z = 0;

å)

{
5x1 − 8x2 + 3x3 + 3x4 = 0,

4x1 − 6x2 + 2x3 + x4 = 0;
¹)


x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 0,

2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0,

3x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 0;

æ)


2x1 + 4x2 + 6x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0,

3x1 + 6x2 + 9x3 − x4 = 0,

x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 0;

ç)

{
x1 + x2 + x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 − x5 = 0;

è)


x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + 6x5 = 0,

x1 − x2 − 2x3 − 3x5 = 0,

x1 + 11x2 + 7x3 + 6x4 + 18x5 = 0;

i)


x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 + 5x5 = 0,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + 5x5 = 0,

3x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 = 0,

x1 + x2 − x3 + x4 = 0.

3.8. ⋆ Äîâåñòè, ùî:

à) ñóìà äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì;

á) äîáóòîê äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íà ÷èñëî òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
öi¹¨ æ ñèñòåìè.

3.9. ⋆ Íåõàé k � ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü. Çîáðàçèòè k ÷åðåç ðîçìiðè i ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè. Ó ÿêîìó âèïàäêó k = 0?

3.10. ⋆ Ñêiëüêè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêùî ¨¨
ìàòðèöÿ íåâèðîäæåíà?

3.11. ⋆ ×è ìîæå îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèÿâèòèñÿ íåñóìiñíîþ?

3.12. ⋆ Ñôîðìóëþâàòè óìîâè (i ïåðåâiðèòè ¨õ íåîáõiäíiñòü òà äîñòàòíiñòü), ïðè ÿêèõ îäíîðiäíà
ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹:à) ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê; á) íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ.

3.13. ⋆ Ñêëàñòè i ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàäàíó ñâî¹þ îñíîâíîþ ìàòðèöåþ
(ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ):

à)
(
1 2

)
; á)

(
1 1 1

)
; â)

(
1 3 0 1

)
; ã)

(
6 9 8
0 1 6

)
;
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 )


1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

; ä)

(
5 24 −7 −1
−1 −2 7 3

)
; å)

2 −3 5 7
4 −6 2 3
2 −3 −11 −15

;

¹)


1 2 3 1
3 2 1 1
2 3 1 −1
2 2 2 1
5 5 2 0

; æ)

(
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1

)
; ç)

3 3 −3 −3 4
1 −1 1 1 −2
2 1 −1 −1 1

;

è)

−2 1 1 1 −1
1 −1 2 −1 1
7 −5 1 −5 5

.
3.14. ⋆ Ñêëàñòè îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà çàäàíîþ ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ, ùî ìiñòèòü
ïàðàìåòð. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà:

à)

4− λ 1 −1
2 5− λ −2
4 4 −1− λ

; á)

4− λ −1 −1
2 1− λ −2
4 −4 −1− λ

;
â)

1− λ 1 1
2 2− λ 2
−3 −3 −3− λ

; ã)

1 1 1
1 α α
1 α2 α2

;
 )

1− λ 1 1
2 2− λ 2
3 3 3− λ

; ä)

1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

.
3.15. ⋆ Ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàäàíó ñâî¹þ ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ. Ñêëà-
ñòè i ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó ñïðÿæåíó ñèñòåìó:

à)

3 5
5 9
4 7

; á)

4 4
3 3
1 1

; â)

3 4
5 7
2 3

; ã)

1 2 3
2 3 4
3 4 5

;

 )

 1 −3 −1
−2 7 2
3 2 −4

; ä)

1 + i
√
2 i−

√
2 1

1 + i
√
3 i−

√
3 1

1 + i
√
4 i−

√
4 1

; å)


2 4 2
−1 −2 −1
1 5 3
8 1 −2
2 7 4

;

¹)


1 2
3 4
2 3
4 5

; æ)


4 0
−5 −1
1 0
0 1

; ç)


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

;

è)


1 2 2 5 3
2 3 −5 26 −4
3 −4 8 −9 1
−4 1 −3 −12 2

; i)


0 7 0 1 0
1 4 3 9 1
0 1 0 5 0
2 8 4 7 5
0 3 0 1 0

.
3.16. ⋆ ×è ìîæóòü çàäàíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ¨¨ ñïðÿæåíà ñèñòåìà ìàòè îäíàêîâó
êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ?

131



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.17. ⋆ ×è ìîæóòü çáiãàòèñÿ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà ¨¨
ñïðÿæåíî¨?

3.18. ⋆ Äîâåñòè, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ðÿäêè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíî çàëåæíi.

3.19. ⋆ Çíàþ÷è îäíó ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ Φ, çíàéòè çàãàëüíèé âèãëÿä äîâiëüíî¨ ôóíäàìåí-
òàëüíî¨ ìàòðèöi òi¹¨ æ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

3.20. ⋆ Çàäàíà ìàòðèöÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ìàòðèöåþ äåÿêî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Çíàéòè õî÷à á îäíó íîðìàëüíó ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ:

à)

1 2
2 3
3 4

; á)

3 4
5 7
2 3

; â)


0 1 3
2 3 5
3 5 7
3 4 0

.
3.21. ⋆ Çàäàíà ìàòðèöÿ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ìàòðèöåþ äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Çíàéòè âñi
íîðìàëüíi ôóíäàìåíòàëüíi ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

à)

 5 −4
−8 6
3 −2

; á)


1
1
2
2

; â)

0 0
1 −1
1 0

; ã)


−1 −1 −1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
3.22. ⋆ Â ñèñòåìi ðiâíÿíü Ax = o (X � ñòîâïåöü), ÿêà ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ Φ, âèêîíàíî
çàìiíó íåâiäîìèõ x = Sy (detS ̸= 0). ßêà ñèñòåìà ðiâíÿíü îòðèìà¹òüñÿ äëÿ y? Âêàæiòü ôóíäàìåí-
òàëüíó ìàòðèöþ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè .

3.23. ⋆ Çíàéòè õî÷à á îäíó îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêî¨ äàíà ìàòðèöÿ ¹ ôóíäà-
ìåíòàëüíîþ:

à)

3 1
2 1
1 0

; á)


1 0
1 −1
0 1
−4 −1

; â)


1
1
2
2

; ã)


1 1
1 2
1 1
1 3

;  )


1 0 0
2 13 1
0 5 −1
0 1 0
0 0 1

.
3.24. ⋆ Çíàéòè âñi îäíîðiäíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, åêâiâàëåíòíi çàäàíié ñèñòåìi Ax = o.

3.25. ⋆ Çíàéòè âñi îäíîðiäíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ çàäàíà ìàòðèöÿ Φ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

3.26. ⋆ Çàäàíà ìàòðèöÿ A, ðÿäêè ÿêî¨ ëiíiéíî íåçàëåæíi. Çíèçó äî íå¨ ïðèïèñàëè òðàíñïîíîâàíó
ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ ñèñòåìè Ax = o. Äîâåñòè, ùî äåòåðìiíàíò îòðèìàíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé
âiä íóëÿ.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

3.27. ⋆ Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

à) 2x− 3y = 4; á) x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1; â)

{
2x+ y + z = 4,

3x+ z = 4;

ã)

{
(
√
2 + 1)x+ (

√
2− 1)y +

√
2z = 1 +

√
2,

x+ (3− 2
√
2)y + (

√
2− 2)z = 1;

 )


x+ 2y + 3z = −4,

2x+ 3y + 4z = 1,

3x+ 4y + 5z = 6;
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ä)

{
x1 + 2x2 + x3 = 2,

2x1 + 3x2 + x4 = 1;
å)


5x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = −5,

2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 2,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 = −3,

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = −4;

¹)


3x1 + x2 + x3 + 2x4 = −2,

5x1 + 2x3 + 5x4 = −2,

6x1 + x2 + 5x3 + 7x4 = −4,

2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = −2;

æ)

{
x1 + x3 + x4 + x5 = 6,

x2 + x3 + x4 + x5 = 8;

ç)



6x1 + 3x2 + 14x3 − 2x4 + x5 = 2,

20x1 + 5x2 + 10x3 + 4x4 + 11x5 = 20,

13x1 + 4x2 + 12x3 + x4 + 6x5 = 11,

4x1 + 7x2 + 46x3 − 12x4 − 7x5 = −12,

x1 − 2x2 − 16x3 + 5x4 + 4x5 = 7.

3.28. ⋆ Äîâåñòè, ùî :
à) ðiçíèöÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíî¨ îäíî-

ðiäíî¨ ñèñòåìè;
á) ñóìà áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïî-

âiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

3.29. ⋆ Íà ñêiëüêè îäèíèöü ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä ðàíãó ðîçøèðåíî¨?

3.30. ⋆ Íåõàé ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íåñóìiñíà, à ¨¨ îñíîâíà ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã
n. Äî ÿêîãî íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìîæíà ïðèâåñòè öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü, çàñòîñîâóþ÷è äî ðÿäêiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi àëãîðèòì Ãàóñà?

3.31. ⋆ Ñôîðìóëþâàòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâi-
äîìèìè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

3.32. ⋆ Ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà çàäàíîþ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó àáî
âñòàíîâèòè ¨¨ íåñóìiñíiñòü. (Íàâåäåíi íèæ÷å ìàòðèöi ðîçáèòi íà 4 ãðóïè çà ÷èñëîì ñòîâïöiâ îñíîâíî¨
ìàòðèöi. Âñåðåäèíi êîæíî¨ ãðóïè ìàòðèöi âïîðÿäêîâàíi çà êiëüêiñòþ ðÿäêiâ.)

n = 3

à)

 1 2 3 −1
2 3 4 1
1 1 1 2

; á)

 1 2 3 −4
2 3 4 1
1 1 1 5

; â)

 −3 10 −10 1
−7 4 −4 1
−2 −3 3 1

;
ã)

 0 1 2 0
−1 0 −2 1
−2 2 0 2

;  )

 6 −1 1 −1
5 −5 5 0
4 −9 9 1

; ä)

 1 −1 2 3
3 −3 6 9
2 −2 4 6

;
å)

 −1 1 1 −4
−5 21 17 10
6 −26 −21 9

; ¹)

 −1 1 1 1
−5 21 17 1
6 −26 −21 −1

;

æ)

 −1 −5 6 3
1 21 −26 9
1 17 −21 6

; ç)


2 2 −1 9
1 1 −5 0
2 −1 2 3
−1 2 2 6

; è)


2 4 2 2
−1 −2 −1 −1
1 5 3 2
8 1 −2 3
2 7 4 3

;
n = 4
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i)

(
1 3 2 4 7
2 4 3 5 −1

)
; ¨)

(
3 −4 7 1 1
2 −3 5 2 2

)
; é)

(
−2 1 0 0 −2
0 0 −4 3 3

)
;

ê)

(
1 8 7 −15 17
1 −5 −6 11 −9

)
; ë)

(
1 1 7 −3 2
1 −1 −1 1 0

)
;

ì)

 1 −5 −6 11 −9
5 1 −4 3 7
1 8 7 −15 17

; í)

 1 2 −7 −3 −3
−5 4 63 29 71
5 24 −7 −1 41

;
î)

 2 −1 2 0 1
1 1 7 −3 2
−1 1 1 −1 0

; ï)

 −1 −5 −4 −3 −5
2 −1 2 −1 −2
5 3 8 1 1

;

ð)

 3 1 −2 4 1
2 −3 6 −5 2
8 −1 2 3 −2

; ñ)


1 0 0 2 −2
0 1 0 −3 10
0 0 1 4 −10
2 3 4 11 −14
5 4 7 12 30

;
n = 5

ò)

(
2 −1 3 −2 4 3
4 −2 5 1 7 1

)
; ó)

(
1 −1 1 1 −2 2
2 1 −1 −1 1 −4

)
;

ô)

(
1 2 −1 1 1 2
1 −2 1 3 −1 1

)
; õ)

 1 3 5 7 9 0
1 −2 3 −4 5 −1
2 11 12 25 22 1

;
ö)

 1 3 5 7 9 1
1 −2 3 −4 5 1
2 11 12 25 22 −3

; ÷)

 4 2 9 −20 −3 −5
1 −11 2 13 4 1
9 −15 8 5 2 3

;

ø)


2 1 −1 −1 1 1
1 −1 1 1 −2 1
3 3 −3 −3 4 1
4 5 −5 −5 7 1

; ù)


1 0 0 2 5 −1
0 1 0 3 4 8
0 0 1 4 7 17
2 −3 4 11 12 14

;

ü)


1 2 3 0 0 0
2 3 4 0 0 1
1 1 1 0 0 1
0 0 0 1 2 0
0 0 0 3 4 2

; þ)


1 10 100 103 104 30000
0, 1 2 30 400 5000 3000
0 0, 1 3 60 800 100
0 0 0, 1 4 90 40
0 0 0 0, 1 5 3

;
n = 6

ÿ)


1 0 −1 0 1 0 1
0 1 0 −1 0 1 −1
1 −1 0 0 1 −1 2
0 1 −1 0 0 1 −1
1 0 0 −1 1 0 1

.
3.33. ⋆ Ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà çàäàíîþ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ, ÿêà ìiñòèòü ïàðàìåòð.
Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ñóìiñíà, i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨:

à)

 2 3 1 7
3 7 −6 −2
5 8 1 λ

; á)

 −2 4 −3 λ
4 4 7 5
1 4 2 7

; â)

 2 −1 1 2
1 −4 3 λ
−1 −3 2 5

;
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3.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 3

ã)

 3 2 2 5
2 4 4 6
5 7 7 λ

.
3.34. ⋆ Îïèñàòè âñi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi
¹ ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ æ ñèñòåìè.

3.35. ⋆ Îïèñàòè âñi òàêi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü,
ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

3.36. ⋆ Íåõàé ñòîâï÷èê ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ñóìi ñòîâï÷èêiâ ¨¨ îñíîâ-
íî¨ ìàòðèöi. Âêàçàòè ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.

3.37. ⋆ Íåõàé ñòîâïåöü ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çáiãà¹òüñÿ ç îñòàííiì ñòîâïöåì ¨¨
îñíîâíî¨ ìàòðèöi. Âêàçàòè ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.

3.38. ⋆ Íåõàé x, y � ñòîâï÷èêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâíÿíü Ax = a, Ay = b âiäïîâiäíî i α, β � äåÿêi
÷èñëà. ßêié ñèñòåìi ðiâíÿíü çàäîâîëüíÿ¹:

à) z = αx; á) z = x+ y; â) z = αx+ βy.

Óìîâè ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.39. ⋆ Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñòîâïöi îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ìà¹ íå áiëüøå, íiä îäèí ðîçâ'ÿçîê.

3.40. ⋆ Äîâåñòè, ùî ÿêùî ðÿäêè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü ñóìiñíà
ïðè áóäü-ÿêîìó ñòîâïöi âiëüíèõ ÷ëåíiâ.

3.41. ⋆ Äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà ïðè áóäü-ÿêîìó ñòîâïöi
âiëüíèõ ÷ëåíiâ, òî ðÿäêè ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi.

3.42. ⋆ Äîâåñòè, ùî çàâæäè ìà¹ ìiñöå îäèí ç äâîõ âèïàäêiâ: àáî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà
ïðè áóäü-ÿêîìó ñòîâïöi âiëüíèõ ÷ëåíiâ, àáî ¨¨ ñïðÿæåíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà).

3.43. ⋆ Ñôîðìóëþâàòè óìîâè (i äîâåñòè ¨õ íåîáõiäíiñòü òà äîñòàòíiñòü), ÿêèì ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè
îñíîâíà ìàòðèöÿ äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàëåæíî âiä ñòîâïöÿ b
âiëüíèõ ÷ëåíiâ, äîðiâíþâàëî:

à) 0 àáî 1; á) 1 àáî ∞; â) 0 àáî ∞; ã) 1 ïðè âñiõ b.

3.44. ⋆ Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàäàíà ñâî¹þ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ. Ïåðåâiðèòè ñóìiñíiñòü öi¹¨
ñèñòåìè, êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ôðåäãîëüìà (çàäà÷à 4.4) i ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 4.9 äëÿ âiäïîâiäíî¨
ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

à)

 3 5 1
5 9 2
4 7 −1

; á)

 3 4 2
5 7 3
2 3 1

; â)


1 2 2 5 3 −1
2 3 −5 26 −4 1
3 −4 8 −9 1 1
−4 1 −3 −12 2 0

.
3.45. ⋆ Ñèñòåìà ðiâíÿíü çàäàíà ñâî¹þ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ, ÿêà ìiñòèòü ïàðàìåòð. Çàñòîñîâóþ÷è
òåîðåìó Ôðåäãîëüìà, çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ñóìiñíà, i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨:

à)

 1 2 3 α
2 3 4 α2

3 4 5 α3

; á)

 3 −2 5 4 α
6 −4 4 3 α2

9 −6 3 2 α3

; â)

 1 3 4 1 α
2 2 3 1 α2

4 0 1 1 α3

.
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.46. ⋆ Ñèñòåìà ðiâíÿíü çàäàíà ñâî¹þ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ
1 1 1 . . . 1 1
λ1 λ2 λ3 . . . λn µ
λ21 λ22 λ23 . . . λ2n µ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn−1
1 λn−1

2 λn−1
3 . . . λn−1

n µn−1

 ,

ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ λ1, . . . , αn, µ. Îïèñàòè ìíîæèíó çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà
ñóìiñíà, i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨.

Åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü

3.47. ⋆ Äîâåñòè, ùî ÿêùî åêâiâàëåíòíi ñóìiñíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, òî åêâiâà-
ëåíòíi i âiäïîâiäíi îäíîðiäíi ñèñòåìè.

3.48. ⋆à) Äîâåñòè, ùî íåòðèâiàëüíi5 ðiâíÿííÿ a1x1+· · ·+anxn = 0 i b1x1+· · ·+bnxn = 0 åêâiâàëåíòíi
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè rang

( a1 ... an
b1 ... bn

)
= 1.

á) Äîâåñòè, ùî íåòðèâiàëüíi ðiâíÿííÿ a1x1 + · · · + anxn = a i b1x1 + · · · + bnxn = b åêâiâàëåíòíi
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè rang

( a1 ... an a
b1 ... bn b

)
= 1.

â) Ñôîðìóëþâàòè îçíàêó ïîïàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi k ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

3.49. ⋆à) Äîâåñòè, ùî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax = o, Bx = o åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè

rang

(
A
B

)�
= rangA = rangB.

á) Äîâåñòè, ùî ñóìiñíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax = a, Bx = b åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè

rang

(
A a
B b

)�
= rangA = rangB.

3.50. ⋆ Ïåðåâiðèòè åêâiâàëåíòíiñòü ñèñòåì ðiâíÿíü
x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + 6x5 = 0,

x1 − x2 − 2x3 − 3x5 = 0,

x1 + 11x2 + 7x3 + 6x4 + 18x5 = 0,


x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 + 5x5 = 0,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + 5x5 = 0,

3x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 = 0,

x1 + x2 − x3 + x4 = 0.

3.51. ⋆ Ïåðåâiðèòè, ÷è åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêi çàäàíi ðîçøèðåíèìè ìàòðèöÿìè:

à)

(
1 1 7 −3 2
1 −1 −1 1 0

)
i

(
3 −2 1 1 1
2 −1 2 0 1

)
;

á)

 0 1 2 0
−1 0 −2 1
−2 2 0 2

 i

 −5 4 −2 5
2 1 6 −2
1 −2 −2 −1

;
â)

 1 3 5 7 9 −26
1 −2 3 −4 5 −11
2 11 12 25 22 −67

 i

 4 2 9 −20 −3 −5
1 −11 2 13 4 1
9 −15 8 5 2 3

.
3.52. ⋆ Ïåðåâiðèòè åêâiâàëåíòíiñòü âñiõ ñèñòåì çàäàíî¨ ñóêóïíîñòi (êîæíà ñèñòåìà ðiâíÿíü çàäàíà
ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ):

5Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ íåòðèâiàëüíå, ÿêùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ áiëÿ íåâiäîìèõ âiäìiííèé âiä 0.
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3.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 3

(
1 8 7 −15 17
1 −5 −6 11 −9

)
,

 2 −1 −3 4 0
−3 2 5 −7 1
0 1 1 −2 2

,
 1 −5 −6 11 −9

5 1 −4 3 7
1 8 7 −15 17

.
3.53. ⋆à) Ïðèïóñòèìî, ùî äîäàâàííÿ äî çàäàíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ùå äåÿêîãî
÷èñëà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü íå çìiíþ¹ ìíîæèíè ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ. Äîâåñòè, ùî äîäàâàííÿ ðiâíÿííÿ
¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ðiâíÿíü çàäàíî¨ ñèñòåìè.
á) Äîâåñòè öå æ òâåðäæåííÿ äëÿ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

3.54. ⋆à) Äîâåñòè, ùî äâi îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ðiâíÿííÿ êîæíî¨ ç íèõ ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ðiâíÿíü iíøî¨ ñèñòåìè.
á) Äîâåñòè öå æ òâåðäæåííÿ äëÿ ñóìiñíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ

3.55. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü:

à) X + Y =

(
1 1
0 1

)
, 2X + 3Y =

(
1 0
0 1

)
;

á) 2X − Y =

(
0 1
−1 0

)
, −4X + 2Y =

(
0 −2
2 0

)
.

3.56. Íåõàé ìàòðèöi A òà C íåâèðîäæåíi. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ:
à) AX = O; á) AX = B; â) XA = B; ã) AXC = B;  ) A(X + C) = B.

3.57. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ:

à)

(
2 5
1 3

)
X =

(
2 1
1 1

)
; á) X

(
2 5
1 3

)
=

(
2 1
1 1

)
;

â)

(
2 1
1 1

)
X =

(
10
17

)
; ã)

(
3 1
2 1

)
X

(
1 3
1 2

)
=

(
3 3
2 2

)
;

 ) X

(
1 1
1 1

)
=

(
1 −1
1 −1

)
; ä)

(
1 1
0 1

)
X = X

(
1 1
0 1

)
;

å)

(
1 1
1 1

)
X =

(
1 −1
1 −1

)
; ¹) X

(
1 1
1 1

)
=

(
1 1
1 1

)
;

æ) X−1

(
1 1
1 1

)
X =

(
0 0
0 2

)
; ç)

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

X =

1 0 0
0 1 1
0 1 0

;
è) X

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

 =

(
5 5 2
5 8 −1

)
; i)

1 1
1 1
2 2

X =

1 2 4
1 2 4
2 4 8

;
¨)

 2 −1 0
0 2 −1
−1 −1 1

X =

 1 0
0 1
−1 −1

; é)

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

X =

7
1
1

;
ê)

 3 2
3 1
−2 0

X =

−1 4 3
−2 5 3
2 −4 −2

; ë)

0 1
0 1
1 0

X =

1 1 1
2 2 2
3 3 3

;
ì) X

1 1 1
1 2 2
2 3 4

 =

 2 −1 0
0 2 −1
−1 −1 1

;
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Ðîçäië 3. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

í)


1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

X =


1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

.
3.58. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ AX = B ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöÿ À íåâèðîäæåíà.

3.59. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m×n, ïðè÷îìó m ̸= n. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ B ðîçìiðó m × k, ùî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ AX = B íå ìà¹ îäíîçíà÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó.

3.60. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

n∑
j=1

aijXj = Bi, i = 1, 2, . . . , n,

äå Xj òà Bi � ìàòðèöi ïîðÿäêó p× q, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè det [aij ] ̸= 0.
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