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ЛНУ
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

2.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 2

Âèçíà÷íèêè 2-ãî òà 3-ãî ïîðÿäêiâ

2.1. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè äðóãîãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣5 2
7 3

∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣0 0
8 5

∣∣∣∣;  )

∣∣∣∣6 9
8 1

2

∣∣∣∣; ä)

∣∣∣∣ab ac
bd cd

∣∣∣∣;
å)

∣∣∣∣a2 ab
ab b2

∣∣∣∣; ¹)

∣∣∣∣n+ 1 n
n n− 1

∣∣∣∣; æ)

∣∣∣∣a+ b a− b
a− b a+ b

∣∣∣∣; ç)

∣∣∣∣a2 + ab+ b2 a2 − ab+ b2

a+ b a− b

∣∣∣∣;
è)

∣∣∣∣cosφ − sinφ
sinφ cosφ

∣∣∣∣; i)

∣∣∣∣sinφ cosφ
sinψ cosψ

∣∣∣∣; ¨)

∣∣∣∣∣1−t
2

1+t2
2t

1+t2
−2t
1+t2

1−t2
1+t2

∣∣∣∣∣; é)

∣∣∣∣ 1 logb a
loga b 1

∣∣∣∣.
2.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ ðiâíîñòi íóëþ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá éîãî
ðÿäêè (ñòîâï÷èêè) áóëè ïðîïîðöiéíi.

2.3. Äîâåñòè, ùî ïðè äiéñíèõ a, b, c êîðåíi ðiâíÿííÿ

∣∣∣∣a− x b
b c− x

∣∣∣∣ = 0 áóäóòü äiéñíèìè.

2.4. Äîâåñòè, ùî çíà÷åííÿ äðîáó ax+b
cx+d , äå õî÷à á îäíå iç ÷èñåë c, d âiäìiííå âiä íóëÿ, òîäi i ëèøå òîäi

íå çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ x, êîëè

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = 0.

2.5. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ X äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

X2 − (trX)X + detX = O.

2.6. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè òðåòüîãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
5 3 2
1 4 3

∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣
4 −3 5
3 −2 8
1 −7 −5

∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣;  )

∣∣∣∣∣∣
1 211 −3

0 5 −
√
6

0 0 9

∣∣∣∣∣∣;
ä)

∣∣∣∣∣∣
0 a 0
b c d
0 e 0

∣∣∣∣∣∣; å)

∣∣∣∣∣∣
a x x
x b x
x x c

∣∣∣∣∣∣; ¹)

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣; æ)

∣∣∣∣∣∣
sinα cosα 1
sinβ cosβ 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣.
2.7. Ïðè ÿêié óìîâi ïðàâèëüíà ðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣

1 cosα cosβ
cosα 1 cos γ
cosβ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

0 cosα cosβ
cosα 0 cos γ
cosβ cos γ 0

∣∣∣∣∣∣ ?
2.8. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, óòâîðåíèé iç ÷èñåë 1 òà −1, ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

2.9. ßêîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ìîæå íàáóòè âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, óòâîðåíèé
à) iç ÷èñåë 1 òà −1;
á) iç ÷èñåë 1 òà 0.

2.10. Çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî îá÷èñëåííÿ çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà (àáî çà ïðàâèëîì Ñàððþñà) äîâåñòè
òàêi âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ 3-ãî ïîðÿäêó:
à) ÿêùî ó âèçíà÷íèêó 3-ãî ïîðÿäêó ïîìiíÿòè ðîëÿìè âiäïîâiäíi ðÿäêè òà ñòîâïöi (òîáòî òðàíñïî-

íóâàòè éîãî ìàòðèöþ), òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ;
á) ÿêùî âñi åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþþòü íóëþ, òî é ñàì âèçíà÷íèê äîðiâ-

íþ¹ íóëþ;
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â) ÿêùî âñi åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà ïîìíîæèòè íà îäíå é òå æ ÷èñëî,
òî é âåñü âèçíà÷íèê ïîìíîæèòüñÿ íà öå ÷èñëî;
ã) ÿêùî ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè (ñòîâïöi) âèçíà÷íèêà, òî âií çìiíèòü çíàê;
 ) ÿêùî äâà ðÿäêè (ñòîâïöi) âèçíà÷íèêà îäíàêîâi, òî âií äîðiâíþ¹ íóëþ;
ä) ÿêùî óñi åëåìåíòè îäíîãî ðÿäêà ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíèì åëåìåíòàì iíøîãî ðÿäêà, òî âèçíà÷íèê

äîðiâíþ¹ íóëþ (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ ñòîâïöiâ);
å) ÿêùî êîæåí åëåìåíò äåÿêîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ äâîõ ñêëàäîâèõ, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹

ñóìi äâîõ âèçíà÷íèêiâ, ó ÿêèõ âñi ðÿäêè, êðiì çàäàíîãî, çàëèøèëèñü íåçìiííèìè, à ó çàäàíîìó ðÿäêó
â ïåðøîìó âèçíà÷íèêó çíàõîäÿòüñÿ ïåðøi, à â äðóãîìó � äðóãi ñêëàäîâi (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ
ñòîâïöiâ);
¹) ÿêùî äî åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà äîäàòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà, ïîìíî-

æåíi íà îäíå i òåæ ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ ñòîâïöiâ);
æ) äîâåñòè, ùî ÿêùî îäèí ðÿäîê (ñòîâï÷èê) âèçíà÷íèêà 3-ãî ïîðÿäêó ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

ðåøòè ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ), òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ;
ç) êîðèñòóþ÷èñü ïîïåðåäíüîþ çàäà÷åþ, ïîêàçàòè íà ïðèêëàäi, ùî íà âiäìiíó âiä âèçíà÷íèêiâ 2-ãî

ïîðÿäêó (äèâ. çàäà÷ó 2.2) äëÿ ðiâíîñòi íóëþ âèçíà÷íèêà 3-ãî ïîðÿäêó ïðîïîðöiéíiñòü äâîõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ) óæå íå ¹ íåîáõiäíîþ.

2.11. Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèêiâ 3-ãî ïîðÿäêó, âêàçàíèìè â çàäà÷i 2.10, îá÷èñëèòè
òàêi âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣
sin2 α 1 cos2 α
sin2 β 1 cos2 β
sin2 γ 1 cos2 γ

∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣
sin2 α cos 2α cos2 α
sin2 β cos 2β cos2 β
sin2 γ cos 2γ cos2 γ

∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣
x x′ ax+ bx′

y y′ ay + by′

z z′ az + bz′

∣∣∣∣∣∣;
ã)

∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)

2 a21 + b21 a1b1
(a2 + b2)

2 a22 + b22 a2b2
(a3 + b3)

2 a23 + b23 a3b3

∣∣∣∣∣∣;  )

∣∣∣∣∣∣
a+ b c 1
b+ c a 1
c+ a b 1

∣∣∣∣∣∣; ä)

∣∣∣∣∣∣
sinα cosα sin(α+ δ)
sinβ cosβ sin(β + δ)
sin γ cos γ sin(γ + δ)

∣∣∣∣∣∣;
å)

∣∣∣∣∣∣
α β γ
β γ α
γ α β

∣∣∣∣∣∣, äå α, β, γ � êîðåíi ðiâíÿííÿ x3 + px+ q = 0.

2.12. Íå ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèêè, äîâåñòè òàêi òîòîæíîñòi:

à)

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1 − b1x c1
a2 + b2x a2 − b2x c2
a3 + b3x a3 − b3x c3

∣∣∣∣∣∣ = −2x ·

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣;
â)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1x+ b1 c1
a2 + b2x a2x+ b2 c2
a3 + b3x a3x+ b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = (1− x2) ·

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b);

 )

∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣; ä)

∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = (ab+ bc+ ca) ·

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣.
Ïåðåñòàíîâêè

2.13. Ñêiëüêè iíâåðñié ó òàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ:
à) (2, 3, 5, 4, 1); á) (6, 3, 1, 2, 5, 4);

â) (1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8); ã) (7, 5, 6, 4, 1, 3, 2);

 ) (1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1, 2, 4, 6, 8, . . . , 2n);
ä) (2, 4, 6, . . . , 2n, 1, 3, 5, . . . , 2n− 1).
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2.14. Âèçíà÷èòè ÷èñëî iíâåðñié i âêàçàòè çàãàëüíó îçíàêó òèõ ÷èñåë n, äëÿ ÿêèé ïåðåñòàíîâêè ïàðíi,
i òèõ, äëÿ ÿêèõ âîíè íåïàðíi:
à) (1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n);
á) (3, 6, 9, . . . , 3n, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2);
â) (2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2);
ã) (2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 3, 6, 9, . . . , 3n);
 ) (1, 5, . . . , 4n− 3, 2, 6, . . . , 4n− 2, 3, 7, . . . , 4n− 1, 4, 8, . . . , 4n);
ä) (1, 5, . . . , 4n− 3, 3, 7, . . . , 4n− 1, 2, 6, . . . , 4n− 2, 4, 8, . . . , 4n);
å) (4n, 4n−4, . . . , 8, 4, 4n−1, 4n−5, . . . , 7, 3, 4n−2, 4n−6, . . . , 6, 2, 4n−3, 4n−7, . . . , 5, 1).

2.15. Ñêiëüêè ðiçíèõ iíâåðñié ìîæíà óòâîðèòè ç ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

2.16. Â ÿêié ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, . . . , n êiëüêiñòü iíâåðñié íàéáiëüøà i ÷îìó âîíà äîðiâíþ¹?

2.17. Ñêiëüêè iíâåðñié óòâîðþ¹
à) ÷èñëî 1, ðîçòàøîâàíå íà k-îìó ìiñöi ïåðåñòàíîâêè;
á) ÷èñëî n, ðîçòàøîâàíå íà k-îìó ìiñöi â ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n?

2.18. ×îìó äîðiâíþ¹ ñóìà ÷èñëà iíâåðñié i ÷èñëà ïîðÿäêiâ â äîâiëüíié ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, 3, . . . ,
n?

2.19. Äëÿ ÿêèõ ÷èñåë n ïàðíiñòü ÷èñëà iíâåðñié i ÷èñëà ïîðÿäêiâ ó âñiõ ïåðåñòàíîâêàõ ÷èñåë 1, 2, 3,
. . . , n îäíàêîâà i äëÿ ÿêèõ ïðîòèëåæíà?

2.20. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî iíâåðñié â ïåðåñòàíîâöi a1, a2, . . . , an äîðiâíþ¹ ÷èñëó iíâåðñié â òié ïåðåñòà-
íîâöi iíäåêñiâ 1, 2, . . . , n, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ, ÿêùî äàíó ïåðåñòàíîâêó çàìiíèòè âèõiäíèì ðîçòàøóâàí-
íÿì.

2.21. Äîâåñòè, ùî âiä îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè a1, a2, . . . , an äî iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè b1, b2, . . . , bn òèõ æå
åëåìåíòiâ ìîæíà ïåðåéòè øëÿõîì íå áiëüøå, íiæ n− 1 òðàíñïîçèöié.

2.22. Íàâåñòè ïðèêëàä ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n, ÿêó íå ìîæíà ïðèâåñòè â íîðìàëüíå ðîç-
òàøóâàííÿ øëÿõîì ìåíøå, íiæ n− 1 òðàíñïîçèöi¨, i äîâåñòè öå.

2.23. Äîâåñòè, ùî âiä îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè a1, a2, . . . , an äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè b1, b2, . . . ,
bn òèõ æå åëåìåíòiâ ìîæíà ïåðåéòè øëÿõîì íå áiëüøå, íiæ n(n−1)

2 ñóìiæíèõ òðàíñïîçèöié (òîáòî
òðàíñïîçèöié ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ).

2.24. Íåõàé â ïåðåñòàíîâöi a1, a2, . . . , an−1, an êiëüêiñòü iíâåðñié äîðiâíþ¹ k. Ñêiëüêè iíâåðñié áóäå
â ïåðåñòàíîâöi an, an−1, . . . , a2, a1.

2.25. Ñêiëüêè iíâåðñié ó âñiõ ïåðåñòàíîâêàõ n åëåìåíòiâ ðàçîì?

2.26. Äîâåñòè, ùî òðàíñïîçèöiÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ ïåðåñòàíîâêè çìiíþ¹ ¨¨ ïàðíiñòü.

2.27. Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ ïàðíèõ (íåïàðíèõ) ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . , n?

2.28. Äîâåñòè, ùî âiä áóäü-ÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n, ÿêà ìiñòèòü k iíâåðñié, ìîæíà
ïåðåéòè äî âèõiäíîãî ðîçòàøóâàííÿ øëÿõîì k ñóìiæíèõ òðàíñïîçèöié, àëå íå ìîæíà ïåðåéòè øëÿõîì
ìåíøî¨ êiëüêîñòi òàêèõ òðàíñïîçèöié.

2.29. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà k (0 6 k 6 C2
n) iñíó¹ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, 3, . . . ,

n, ÷èñëî iíâåðñié ÿêî¨ äîðiâíþ¹ k.

2.30. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (n, k) ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . , n, êîæíà iç ÿêèõ ìiñòèòü k iíâåðñié.
Âèâåñòè äëÿ ÷èñëà (n, k) ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

(n+ 1, k) = (n, k) + (n, k − 1) + (n, k − 2) + · · ·+ (n, k − n),

äå òðåáà ïîêëàñòè (n, j) = 0 ïðè j > C2
n i ïðè j < 0.

94



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

2.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 2

2.31. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ÿêi ìiñòÿòü k iíâåðñié, äîðiâíþ¹ ÷èñëó
ïåðåñòàíîâîê òèõ æå ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòü C2

n − k iíâåðñié.

Îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó

2.32. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ íèæ÷å äîáóòêiâ âõîäÿòü ó âèçíà÷íèêè âiäïîâiäíèõ ïîðÿäêiâ i ç ÿêèì
çíàêàìè:

à) a13 a22 a31 a46 a55 a64; á) a43 a21 a35 a12 a54; â) a61 a23 a45 a36 a12 a54;

ã) a27 a36 a51 a74 a25 a43 a62;  ) a33 a16 a72 a27 a55 a61 a44;

ä) a12 a23 a34 · · · an−1,n akk, 1 6 k 6 n;
å) a12 a23 a34 · · · an−1,n an1; ¹) a12 a21 a34 a43 · · · a2n−1,2n a2n,2n−1;

æ) a11 a2,n a3,n−1 · · · an2; ç) a13 a22 a31 a46 a55 a64 · · · a3n−2,3n a3n−1,3n−1 a3n,3n−2.

2.33. Âèáðàòè çíà÷åííÿ i òà k òàê, ùîá äîáóòîê

à) a62 ai5 a33 ak4 a46 a21 âõîäèâ ó âèçíà÷íèê 6-ãî ïîðÿäêó çi çíàêîì ìiíóñ;

á) a47 a63 a1i a55 a7k a24 a31 âõîäèâ ó âèçíà÷íèê 7-ãî ïîðÿäêó çi çíàêîì ïëþñ.

2.34. Âèáðàòè çíà÷åííÿ i, j, k òàê, ùîá äîáóòîê a51 ai6 a1j a35 a44 a6k âõîäèâ ó âèçíà÷íèê 6-ãî ïîðÿäêó
çi çíàêîì ìiíóñ.

2.35. Çíàéòè ÷ëåíè âèçíà÷íèêà 4-ãî ïîðÿäêó, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíò a32 i âõîäÿòü ó âèçíà÷íèê çi çíàêîì
ïëþñ.

2.36. Çíàéòè ÷ëåíè âèçíà÷íèêà ∣∣∣∣∣∣∣∣
5x 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3
x 1 2 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ÿêi ìiñòÿòü x4 i x3.

2.37. Ç ÿêèì çíàêîì âõîäèòü ó âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó äîáóòîê åëåìåíòiâ

à) ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi;

á) ái÷íî¨ äiàãîíàëi?

2.38. Êîðèñòóþ÷èñü ëèøå îçíà÷åííÿì, îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
a31 a32 a33 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 0 a1n
0 · · · 0 a2,n−1 a2n
0 · · · a3,n−2 a3,n−1 a3n
· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 · · · an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.39. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ó âèçíà÷íèêó ïîðÿäêó n íà ïåðåòèíi äåÿêèõ r ðÿäêiâ òà s ñòîâïöiâ (r+s > n)
ñòîÿòü íóëi, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ.
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2.40. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 · · · xn

1 a1 a21 · · · an1
1 a2 a22 · · · an2
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 an a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

äå a1, a2, . . . , an � ðiçíi ÷èñëà.

2.41. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 1− x 1 · · · 1
1 1 2− x · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

2.42. Çíàéòè åëåìåíò âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé ñèìåòðè÷íèé åëåìåíòó aik (1 6 i, k 6 n)
ñòîñîâíî

à) ái÷íî¨ äiàãîíàëi;

á) ¾öåíòðà¿ âèçíà÷íèêà.

2.43. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî

à) éîãî ïåðøèé ñòîâï÷èê ïåðåñòàâèòè íà îñòàíí¹ ìiñöå, à ðåøòà ñòîâï÷èêiâ ïåðåñóíóòè âëiâî,
çáåðiãàþ÷è ¨õ ðîçòàøóâàííÿ;

á) çàïèñàòè éîãî ðÿäêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó;

â) çìiíèòè çíàê âñiõ éîãî åëåìåíòiâ íà ïðîòèëåæíèé;

ã) ïîâåðíóòè éîãî ìàòðèöþ íà 900 íàâêîëî ¾öåíòðà¿ (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè)?

2.44. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêùî

à) êîæåí éîãî åëåìåíò çàìiíèòè åëåìåíòîì, ñèìåòðè÷íèì ç çàäàíèì ñòîñîâíî ¾öåíòðà¿ âèçíà÷íè-
êà;

á) êîæåí éîãî åëåìåíò çàìiíèòè åëåìåíòîì, ñèìåòðè÷íèì ç çàäàíèì ñòîñîâíî ái÷íî¨ äiàãîíàëi;

â) êîæåí éîãî åëåìåíò aik ïîìíîæèòè íà ci−k (c ̸= 0)?

2.45. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî

à) äî êîæíîãî éîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, äîäàòè íàñòóïíèé ðÿäîê;

á) äî êîæíîãî éîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïåðåäíié ñòîâï÷èê;

â) âiä êîæíîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, âiäíÿòè óñi íàñòóïíi ðÿäêè;

ã) äî êîæíîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè óñi ïîïåðåäíi ñòîâï÷èêè.

2.46. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêùî

à) âiä êîæíîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, âiäíÿòè íàñòóïíèé ðÿäîê, à âiä îñòàííüîãî ðÿäêà âiäíÿòè
ïî÷àòêîâèé ïåðøèé ðÿäîê;

á) äî êîæíîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïåðåäíié ñòîâï÷èê i â òîé æå ÷àñ äî
ïåðøîãî äîäàòè îñòàííié?

2.47. Äîâåñòè, ùî êîñîñèìåòðè÷íèé âèçíà÷íèê (òîáòî âèçíà÷íèê êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi) íåïàð-
íîãî ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹ íóëþ.

2.48. Íàçâåìî ìiñöå åëåìåíòà aij âèçíà÷íèêà ïàðíèì àáî íåïàðíèì çàëåæíî âiä òîãî ÷è áóäå ñóìà
i+j ïàðíîþ ÷è íåïàðíîþ. Çíàéòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó n, ÿêi ðîçìiùåíi íà ïàðíèõ
i íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ.
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2.49. Äîâåñòè, ùî â êîæíèé ÷ëåí âèçíà÷íèêà âõîäèòü ïàðíå ÷èñëî åëåìåíòiâ, ÿêi çàéìàþòü íåïàðíå
ìiñöå; åëåìåíòiâ æ, ÿêi çàéìàþòü ïàðíå ìiñöå, âõîäèòü ïàðíå ÷èñëî, ÿêùî âèçíà÷íèê ïàðíîãî ïîðÿäêó,
i íåïàðíå ÷èñëî, ÿêùî âèçíà÷íèê íåïàðíîãî ïîðÿäêó.

2.50. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî çìiíèòè çíàê âñiõ åëåìåíòiâ íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ;
ÿêùî æ çìiíèòè çíàê âñiõ åëåìåíòiâ íà ïàðíèõ ìiñöÿõ, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî âií ïàðíîãî
ïîðÿäêó, i çìiíèòü çíàê, ÿêùî íåïàðíîãî ïîðÿäêó.

2.51. ×îìó äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèê, ó ÿêîãî ñóìà ðÿäêiâ ç ïàðíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ ñóìi ðÿäêiâ ç
íåïàðíèìè íîìåðàìè?

2.52. Çíàéòè ñóìó âñiõ âèçíà÷íèêiâ ïîðÿäêó n > 2, ó êîæíîìó ç ÿêèõ â êîæíîìó ðÿäêó i êîæíîìó
ñòîâï÷èêó îäèí åëåìåíò äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à ðåøòà äîðiâíþþòü íóëþ. Ñêiëüêè òàêèõ âèçíà÷íèêiâ?

2.53. Çíàéòè ñóìó âèçíà÷íèêiâ ïîðÿäêó n > 2

n∑
k1,k2,...,kn=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1k1 a1k2 · · · a1kn
a2k1 a2k2 · · · a2kn
· · · · · · · · · · · ·
ank1 ank2 · · · ankn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå ñóìà áåðåòüñÿ çà âñiìà çíà÷åííÿìè k1, k2, . . . , kn, ÿêi íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî çìiíþþòüñÿ âiä 1
äî n.

2.54. ×èñëà 1081, 1403, 2093 i 1541 äiëÿòüñÿ íà 23. Ïîÿñíèòè áåç îá÷èñëåíü, ÷îìó ÷èñëî∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 8 1
1 4 0 3
2 0 9 3
1 5 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
òàêîæ äiëèòüñÿ íà 23.

2.55. ×èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 i 289 äiëÿòüñÿ íà 17. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
òàêîæ äiëèòüñÿ íà 17.

2.56. Îá÷èñëèòè çàäàíèé âèçíà÷íèê, íå ðîçãîðòàþ÷è éîãî:∣∣∣∣∣∣∣∣
r s t 1
s t r 1
t r s 1
s+t
2

t+r
2

r+s
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2.57. Íå ðîçãîðòàþ÷è âèçíà÷íèêè, äîâåñòè òîòîæíîñòi:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
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á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−2

1 an1
1 a2 a22 · · · an−2

2 an2
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 an a2n · · · an−2

n ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a1 + a2 + . . .+ an) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−2

1 an−1
1

1 a2 a22 · · · an−2
2 an−1

2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 an a2n · · · an−2

n an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2.58. ×è ïðàâèëüíi òîòîæíîñòi:
à) det(A+B) = detA+ detB;
á) det(λA) = λdetA;
â) det(λA) = λn detA (n � ïîðÿäîê ìàòðèöi);
ã) det(λAk) = (detA)k?

2.59. Íåõàé A = [aij ] � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, Mij � äîïîâíÿëüíèé ìiíîð ¨¨ åëåìåíòà aij ,
Aij � àëãåáðè÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà aij ; iç íèõ óòâîðåíî ìàòðèöi B = [Mij ], C = [Aij ]. Äîâåñòè,
ùî detB = detC = (detA)n−1.

2.60. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü det

(
AA⊤)> 0.

Ðîçêëàäàííÿ âèçíà÷íèêiâ çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ

2.61. Ðîçêëàâøè çà òðåòiì ðÿäêîì, îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d
3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2.62. Ðîçêëàâøè çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì, îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣∣∣
5 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

2.63. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 a
2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e z 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.64. Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèêiâ, âêëþ÷àþ÷è ðîçêëàä çà ðÿäêîì àáî ñòîâï÷èêîì,
äîâåñòè òîòîæíîñòi:

à)

∣∣∣∣∣∣
cos α−β2 sin α+β

2 cos α+β2
cos β−γ2 sin β+γ

2 cos β+γ2
cos γ−α2 sin γ+α

2 cos γ+α2

∣∣∣∣∣∣ = 1
2

(
sin(β − α) + sin(γ − β) + sin(α− γ)

)
;

á)

∣∣∣∣∣∣
sin2 φ sinφ cosφ cos2 φ
sin2 ψ sinψ cosψ cos2 ψ
sin2 θ sin θ cos θ cos2 θ

∣∣∣∣∣∣ = sin(φ−ψ) cosφ cosψ+sin(ψ−θ) cosψ cos θ+sin(θ−φ) cos θ cosφ;

â)

∣∣∣∣∣∣
(a+ b)2 c2 c2

a2 (b+ c)2 a2

b2 b2 (c+ a)2

∣∣∣∣∣∣ = 2abc(a+ b+ c)3;
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ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 + b2 + c2 + d2)2;

 )

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 a
1 0 1 b
1 1 0 c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2bc− 2ac+ 2d;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1 1 x
1 −1 1 1 y
1 1 −1 1 z
1 1 1 −1 u
x y z u 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4

(
x2 + y2 + z2 + u2 − 2(xy + xz + xu+ yz + yu+ zu)

)
.

Âèçíà÷íèêè òà åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ

2.65. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣;

 )

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5 8
−3 2 4 −6
2 −5 −7 5
−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5
−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; å)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −2 −5
2 5 4 6
5 5 8 7
4 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣;

¹)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 −2 2
−4 7 4 4
4 −9 −3 7
2 −6 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 2 −4
−3 4 −5 3
−5 7 −7 5
8 −8 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣; ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 2
9 −8 5 10
5 −8 5 8
6 −5 4 7

∣∣∣∣∣∣∣∣; è)

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣;

i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣; ¨)

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 3 2 6
8 −9 4 9
7 −2 7 3
5 −3 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣; é)

∣∣∣∣∣∣∣∣
35 59 71 52
42 70 77 54
43 68 72 52
29 49 65 50

∣∣∣∣∣∣∣∣; ê)

∣∣∣∣∣∣∣∣
27 44 40 55
20 64 21 40
13 −20 −13 24
46 45 −55 84

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ë)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ì)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; í)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
24 11 13 17 19
51 13 32 40 46
61 11 14 50 56
62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

î)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3
2 −9

2 −3
2 −3

5
3 −8

3 −2
3 −7

3
4
3 −5

3 −1 −2
3

7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣; ï)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3 −5

2
2
5

3
2

3 −12 21
5 15

2
3 −9

2
4
5

5
2

−1
7

2
7 −1

7
3
7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ð)

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
2

√
3

√
5

√
3√

6
√
21

√
10 −2

√
3√

10 2
√
15 5

√
6

2 2
√
6

√
10

√
15

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ñ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1001 1002 1003 1004
1002 1003 1001 1002
1001 1001 1001 999
1001 1000 998 999

∣∣∣∣∣∣∣∣; ò)

∣∣∣∣∣∣∣∣
30 20 15 12
20 15 12 15
15 12 15 20
12 15 20 30

∣∣∣∣∣∣∣∣; ó)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 3 5
3 4 3 2
3 2 5 4
2 4 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣;
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ô)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 100 1000 10000 100000
0, 1 2 30 400 5000 60000
0 0, 1 3 60 1000 15000
0 0 0, 1 4 100 2000
0 0 0 0, 1 5 150
0 0 0 0 0, 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.66. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ìåòîäîì çâåäåííÿ äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó (âñþäè, äå ç âèãëÿäó âèçíà÷-
íèêà íåçðîçóìiëî, ÿêîãî âií ïîðÿäêó, ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî éîãî ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ n):

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x x · · · x
x a2 x · · · x
x x a3 · · · x
· · · · · · · · · · · · · · ·
x x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 · · · n
· · · · · · · · · · · · · · ·
−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
2 3 4 · · · n− 1 n n
3 4 5 · · · n n n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
n n n · · · n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;  )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 a13 · · · a1n
x1 x2 a23 · · · a2n
x1 x2 x3 · · · a3n
· · · · · · · · · · · · · · ·
x1 x2 x3 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1 1 1
a1 · · · a1 a1 − b1 a1
a1 · · · a2 − b2 a2 a2
· · · · · · · · · · · · · · ·

an − bn · · · an an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 · · · 2
2 3 2 · · · 2
2 2 3 · · · 2
· · · · · · · · · · · · · · ·
2 2 2 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

¹)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 · · · an
−x x 0 · · · 0
0 −x x · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 · · · an
−x1 x2 0 · · · 0
0 −x2 x3 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b · · · b b
b a · · · b b
· · · · · · · · · · · · · · ·
b b · · · a b
b b · · · b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ìiíîðè, àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ, òåîðåìà Ëàïëàñà

2.67. Ñêiëüêè ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó ìiñòèòü âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n?

2.68. Ïîêàçàòè, ùî ðîçêëàäàííÿ Ëàïëàñà âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó n çà áóäü-ÿêèìè k ðÿäêàìè (ñòîâïöÿ-
ìè) çáiãà¹òüñÿ ç éîãî ðîçêëàäàííÿì çà iíøèìè n− k ðÿäêàìè (ñòîâïöÿìè).

2.69. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëàïëàñà, îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 2 7
3 0 0 2
1 3 4 5
2 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3 4
2 0 0 8
3 0 0 2
4 4 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 2 0
8 3 5 4
7 2 4 1
0 4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 1 3 2
4 0 7 0 0
2 3 7 5 3
2 3 6 4 5
3 0 4 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;  )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 2 1 3 4
1 0 2 0 3
3 0 4 0 7
6 3 2 4 5
5 1 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
0 6 0 4 1
2 4 1 3 5
1 3 5 2 4
0 5 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ¹)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0
7 6 5 4 0 0
2 3 4 5 0 0
5 1 2 6 7 3
2 7 5 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 3
6 5 7 8 4 2
9 8 6 7 0 0
3 2 4 5 0 0
3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 6 5 4 3 2
9 7 8 9 4 3
7 4 9 7 0 0
5 3 6 1 0 0
0 0 5 6 0 0
0 0 6 8 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
1 0 8 0 27 0
9 1 5 4 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

¨)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
x1 x2 cosα sinα
y1 y2 cosβ sinβ
z1 z2 cos γ sin γ

∣∣∣∣∣∣∣∣; é)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a b c
0 0 a′ b′ c′

a a′ x1 y3 y2
b b′ y3 x2 y1
c c′ y2 y1 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ê)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1 x 0 0
1 0 y 0
1 0 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ë)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a′ 1 0 0
b′ 0 1 0
c′ 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣; ì)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x x
1 a 0 0
1 0 b 0
1 0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣; í)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0
1 2 3 0 0
0 1 1 1 1
0 x1 x2 x3 x4

0 x21 x22 x23 x24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

î)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 1 a12 1 · · · a1n 1
1 0 1 0 · · · 1 0
a21 x1 a22 x2 · · · a2n xn
x1 0 x2 0 · · · xn 0
a31 x21 a32 x22 · · · a3n x2n
x21 0 x22 0 · · · x2n 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 xn−1

1 an2 xn−1
2 · · · ann xn−1

n

xn−1
1 0 xn−1

2 0 · · · xn−1
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.70. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëàïëàñà, îá÷èñëèòè íàñòóïíi âèçíà÷íèêè, ïîïåðåäíüî ¨õ ïåðåòâîðèâ-
øè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3 4 −5
4 −2 7 8 −7
−6 4 −9 −2 3
3 −2 4 1 −2
−2 6 5 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −5 −3 4 2
−4 4 3 6 3
3 −1 5 −9 −5
−7 7 6 8 4
5 −3 2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2 3 2
3 −2 7 5 −1
3 −1 −5 −3 −2
5 −6 4 2 −4
2 −3 3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 5 −2 1
3 2 5 −4 −3
−2 3 −4 2 −3
6 4 7 −8 −1
2 −1 7 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;  )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 9 −2 −4 5
2 −3 4 −3 3
−5 −7 2 4 −2
4 −5 8 −6 8
6 −5 3 −3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −3 −1 2
−5 6 5 2 3
4 −9 −3 7 −5
−1 −4 1 1 −2
−3 7 5 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x x · · · x x · · · x 1 + x
x 1 + x · · · x x · · · 1 + x x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x x · · · 1 + x 1 + x · · · x x
x x · · · 1 + 2x 1 + x · · · x x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x 1 + 2x · · · x x · · · 1 + x x

1 + 2x x · · · x x · · · x 1 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ïîðÿäîê âèçíà÷íèêà 2n).

Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

2.71. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n, ÿêùî:
à) éîãî åëåìåíòè çàäàíî óìîâàìè aij = min{i, j};
á) éîãî åëåìåíòè çàäàíî óìîâàìè aij = max{i, j};
â) éîãî åëåìåíòè çàäàíî óìîâàìè aij = |i− j|.

2.72. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ìåòîäîì âèäiëåííÿ ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ (âñþäè, äå ç âèãëÿäó âèçíà÷-
íèêà íåçðîçóìiëî, ÿêîãî âií ïîðÿäêó, ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî éîãî ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ n):

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 x+ 1 3 . . . n
1 2 x+ 1 . . . n
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 2 3 . . . x+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 2− x 1 . . . 1
1 1 3− x . . . 1
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 . . . n+ 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an
a0 x a2 . . . an
a0 a1 x . . . an
· · · · · · · · · · · · · · ·
a0 a1 a2 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;  )

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x a b c
a −x c b
b c −x a
c b a −x

∣∣∣∣∣∣∣∣;

ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
1 2− x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣; å)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1
1 1− x 1 1
1 1 1 + z 1
1 1 1 1− z

∣∣∣∣∣∣∣∣.
2.73. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ìåòîäîì ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3 0 0 · · · 0 0
2 5 3 0 · · · 0 0
0 2 5 3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1b1 a1b2 a1b3 · · · a1bn
a1b2 a2b2 a2b3 · · · a2bn
a1b3 a2b3 a3b3 · · · a3bn
· · · · · · · · · · · · · · ·
a1bn a2bn a3bn · · · anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 · · · an
−y1 x1 0 · · · 0
0 −y2 x2 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 · · · 1
1 a1 0 · · · 0
1 0 a2 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0 1
1 a1 0 0 · · · 0 0
1 1 a2 0 · · · 0 0
1 0 1 a3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 0 0 0 · · · 1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 · · · 0
1 2 1 · · · 0
0 1 2 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 5 0 · · · 0
2 7 5 · · · 0
0 2 7 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ¹)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b ab 0 0 · · · 0
1 a+ b ab 0 · · · 0
0 1 a+ b ab · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.74. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ìåòîäîì çîáðàæåííÿ ¨õ ó âèãëÿäi ñóìè âèçíà÷íèêiâ:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a1 a2 a3 · · · an
a1 x+ a2 a3 · · · an
a1 a2 x+ a3 · · · an
· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a2 a3 · · · an
a1 x2 a3 · · · an
a1 a2 x3 · · · an
· · · · · · · · · · · · · · ·
a1 a2 a3 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 · · · 1 1
x1 a1 0 0 · · · 0 0
x2 x2 a2 0 · · · 0 0
x3 x3 x3 a3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn xn xn xn · · · xn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a1b2 a1b3 · · · a1bn
a2b1 x2 a2b3 · · · a2bn
a3b1 a3b2 x3 · · · a3bn
· · · · · · · · · · · · · · ·
anb1 anb2 anb3 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.75. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè (âñþäè, äå ç âèãëÿäó âèçíà÷íèêà íåçðîçóìiëî, ÿêîãî âií ïîðÿäêó, ïå-
ðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî éîãî ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ n):

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
1 3 3 . . . n− 1 n
1 2 5 . . . n− 1 n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . 2n− 3 n
1 2 3 . . . n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 . . . an
1 a1 + b1 a2 . . . an
1 a1 a2 + b2 . . . an
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 a1 a2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 . . . 2 2 1
2 2 . . . 2 2 2
2 2 . . . 3 2 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 n− 1 . . . 2 2 2
n 2 . . . 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
· · · · · · · · · · · · · · ·
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 0 . . . 0 0
0 x y 0 . . . 0 0
0 0 x y . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . x y
y 0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ä)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− n 1 1 . . . 1
1 1− n 1 . . . 1
1 1 1− n . . . 1
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 . . . 1− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

å)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 −n
1 1 . . . −n 1
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 −n . . . 1 1
−n 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ¹)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0 . . . 0
1 3 2 0 . . . 0
0 1 3 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1 1
1 0 x . . . x x
1 x 0 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 x x . . . 0 x
1 x x . . . x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 n+ 1 (n+ 1)2 . . . (n+ 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

è)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sinφ1 sin2 φ1 . . . sinn−1 φ1

1 sinφ2 sin2 φ2 . . . sinn−1 φ2

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 sinφn sin2 φn . . . sinn−1 φn

∣∣∣∣∣∣∣∣; i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 23 33 . . . n3

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 22n−1 32n−1 . . . n2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣;

¨)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x21 x31 . . . xn1
1 x22 x32 . . . xn2
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 x2n x3n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣; é)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
b a d c
c d a b
d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣.
2.76. Ðÿäîì Ôiáîíà÷÷i (Leonardo Fibonacci (Pisano), áëèçüêî 1170 - áëèçüêî 1250) íàçèâà¹òüñÿ ÷è-
ñëîâèé ðÿä, ÿêèé ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ÷èñëàìè 1, 2 i â ÿêîìó êîæíå íàñòóïíå ÷èñëî äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ
ïîïåðåäíiõ, òîáòî ðÿä 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . .

Äîâåñòè, ùî n-èé ÷ëåí ðÿäó Ôiáîíà÷÷i äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó n-ãî ïîðÿäêó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 · · · 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0
0 −1 1 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.77. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0 · · · 0 0
1 0 1 0 · · · 0 0
0 1 0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0 · · · 0 0
−1 0 1 0 · · · 0 0
0 −1 0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2.78. Íåõàé B1,. . . , Bk � êâàäðàòíi ìàòðèöi,

H =

 B1 O
.. .

O Bk


� áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî detH = detB1 · . . . · detBk.

2.79. Íåõàé A, D � êâàäðàòíi ìàòðèöi, H =

(
A O
B D

)
� áëî÷íî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî

detH = detA · detD.

2.80. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, detA = a, H =

(
A 2A
3A 4A

)
. Îá÷èñëèòè detH.

2.81. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, A2, A3, A4 � ¨¨ ñòåïåíi, H =

(
A A2

A3 A4

)
. Îá÷èñëèòè detH.

2.82. à) Íåõàé H =

(
A B
C E

)
, äå A, B, C, E � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n, E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Äîâåñòè, ùî detH = det(A−BC).
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á) ×è çàâæäè ïðàâèëüíà ðiâíiñòü detH = det(AD −BC) äëÿ áëî÷íî¨ ìàòðèöi H =

(
A B
C D

)
?

2.83. Âèðàçèòè âèçíà÷íèê êðîíåêåðîâîãî äîáóòêó A⊗B ÷åðåç âèçíà÷íèêè ìàòðèöü A òà B.

Îáåðíåíi ìàòðèöi

2.84. Íàâåñòè ïðèêëàäè âèðîäæåíèõ òà íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü.

2.85. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ïðàâèëüíi òîòîæíîñòi:
à) (A⊤)−1 = (A−1)⊤; á) (λA)−1 = λ−1A−1; â) (AB)−1 = B−1A−1;

ã) (ABC)−1 = C−1B−1A−1;  ) (A−1)k = (Ak)−1; ä) (A+B)−1 = A−1 +B−1.

2.86. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ E +AB îáîðîòíà, òî ìàòðèöÿ E +BA òàêîæ îáîðîòíà.

2.87. Íåõàé A � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, k � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî iñíó¹
òàêå ÷èñëî λ, ùî Ak = λk−1 ·A äëÿ âñiõ k.

2.88. ×è ìîæå áóòè îáîðîòíîþ ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ?

2.89. à) Äîâåñòè, ùî ÿêùî A, B, C � êâàäðàòíi ìàòðèöi òà AB = E, AC = E, òî B = C.
á) ×è ìîæëèâà ðiâíiñòü AB = E äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü? ×è ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ à) äëÿ

ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü?

2.90. Çàäàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A = [aij ]. Âèïèñàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêié çàäîâîëüíÿþòü åëåìåíòè
j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A−1.

2.91. Íåõàé X+ � ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi X. Äîâåñòè, ùî

(AB)+ = B+A+, (A−1)+ = (A+)−1, (A⊤)+ = (A+)⊤.

2.92. Çà äîïîìîãîþ ïðè¹äíàíèõ ìàòðèöü çíàéòè îáåðíåíi äî ìàòðèöü:

à)

(
3 5
5 9

)
; á)

(
2 1
1 1

)
; â)

(
3 4
5 7

)
; ã)

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
;

 )

6 0 0
0 1 2
0 3 5

; ä)

1 3 0
2 7 0
0 0 7

; å)

1 1 0
0 1 0
0 3 3

;

¹)

 2 −1 0
0 2 −1
−1 −1 1

; æ)

 0 λ1

. .
.

λn 0

; ç)

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

;

è)

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

; i)

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; ¨)

1 1 1
1 2 2
2 3 4

.
2.93. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî åëåìåíòàðíî¨, òàêîæ åëåìåíòàðíà.

2.94. Îá÷èñëèòè îáåðíåíi äî òàêèõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü:

à)

(
−2 0
0 1

)
; á)

(
0 1
1 0

)
; â)

(
1 0
3 1

)
; ã)

(
1 1
0 1

)
;  )

(
1 n
0 1

)
;

ä)

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

; å)

3 0 0
0 1 0
0 0 1

; ¹)

1 0 0
0 1 0
2 0 1

; æ)

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

;
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ç)

1 0 0
0 0 1
0 1 0

; è)

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.
2.95. à) Äîâåñòè, ùî êâàäðàòíó ìàòðèöþ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìîæíà
çâåñòè äî îäèíè÷íî¨ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íåâèðîäæåíà.

á) Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ñòîâï÷èêiâ
ìàòðèöi.

2.96. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ¹ äîáóòêîì åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü.

2.97. Ðîçêëàñòè çàäàíi ìàòðèöi ó äîáóòîê åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü:

à)

(
1 1
0 −2

)
; á)

(
1 −1
1 1

)
; â)

(
0 −2
1 3

)
; ã)

1 0 0
1 1 2
1 1 3

.
2.98. à) Íåõàé A òà B � ìàòðèöi îäíîãî é òîãî æ ïîðÿäêó i ìàòðèöÿ A çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ïåðåâåäåíà â îäèíè÷íó ìàòðèöþ E. Â ÿêó ìàòðèöþ çâåäå
öÿ æ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìàòðèöþ E? Ìàòðèöþ B?

á) Âiäïîâiñòè íà öi æ ïèòàííÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi
A, ÿêi ïåðåâîäÿòü A â E.

2.99. à) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi A−1, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåíòàðíi
ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàòðèöü A, E.

á) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi A−1, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåíòàðíi
ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü A, E.

2.100. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îá÷èñëèòè îáåðíåíi äî ìàòðèöü:

à)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

; á)


0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0

; â)


2 0 0 0
0 0 0 1
0 2 0 0
0 0 1 0

;

ã)


0 0 0 −1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 3 0 0

;  )


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

; ä)


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

;

å)


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

; ¹)


1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

; æ)


1 1 1 0
−1 2 1 0
1 4 1 0
0 0 0 3

;

ç)


1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1

; è)


0 1 1 1
−1 0 1 1
−1 −1 0 1
−1 −1 −1 0

; i)


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

;

¨)


1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

; é)


1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1

;
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ê)


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
1 0 0 . . . 0

; ë)


1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1

;

ì)


1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

; í)

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

; î)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

;

ï)

2 7 3
3 9 4
1 5 3

; ð)

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; ñ)


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

 .

2.101. à) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá îá÷èñëåííÿ äîáóòêó A−1B, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåí-
òàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàòðèöü A, B.
á) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá çíàõîäæåííÿ äîáóòêó AB−1, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåíòàðíi

ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü A, B.

2.102. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìàòðèöü:

à)

(
1 1
0 1

)−1

·
(
2 5
1 3

)
; á)

1 2 3
2 3 4
3 4 5

 ·

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

−1

;

â)

 2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2

−1

·

1 2 3
2 3 4
3 4 5

; ã)

0 1 3
2 3 5
3 5 7

−1

·

1 2 3
2 3 4
3 4 5

;

 )


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1


−1

·


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

;

ä)


1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ·


1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


−1

.

2.103. ßê çìiíèòüñÿ ìàòðèöÿ A−1, ÿêùî â ìàòðèöi A:
à) ïåðåñòàâèòè i-é òà j-é ðÿäêè;
á) äî i-ãî ðÿäêà äîäàòè j-é, ïîìíîæåíèé íà λ;
â) ïîìíîæèòè i-é ðÿäîê íà ÷èñëî λ ≠ 0;
ã) ïåðåòâîðåííÿ à)-â) çäiéñíèòè çi ñòîâïöÿìè?

2.104. Çíàéòè îáåðíåíó äî áëî÷íî¨ ìàòðèöi

(
E A
O E

)
.

2.105. Çíàéòè îáåðíåíi äî êâàäðàòíèõ ìàòðèöü:

à)

(
A O
B C

)
, á)

(
A B
O C

)
,

äå ìàòðèöi A, C � íåâèðîäæåíi.

2.106. Çíàéòè îáåðíåíi äî ìàòðèöü:
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à)


1 2 0 0
2 3 0 0
1 −1 1 3
0 1 0 2

, á)


2 3 1 2
1 1 2 0
0 0 1 −1
0 0 1 −2

 .

2.107. Íåõàé A, B, C, D � íåâèðîäæåíi ìàòðèöi. Äîâåñòè, ùî(
A B
C D

)−1

=

(
(A−BD−1C)−1 (C −DB−1A)−1

(B −AC−1D)−1 (D − CA−1B)−1

)
.

2.108. Íåõàé A2 + A+ E = O. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, i âêàçàòè íàéïðîñòiøèé ñïîñiá
îá÷èñëåííÿ A−1.

2.109. Íåõàé Ak = O. Äîâåñòè, ùî (E −A)−1 = E +A+ · · ·+Ak−1.

2.110. Íåõàé ìàòðèöÿ A êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ B. Äîâåñòè, ùî òîäi ìàòðèöÿ A−1 êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ
B−1 (ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ìàòðèöi îáîðîòíi).

2.111. Äîâåñòè, ùî ÿêùî AB = BA, òî A−1B = BA−1.

2.112. Ïåðåâiðèòè ôîðìóëó (S−1AS)k = S−1AkS.

2.113. Íåõàé A, S � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó (ïðè÷îìó ìàòðèöÿ S � íåâèðîäæåíà) i
f(x) � ïîëiíîì. Äîâåñòè, ùî f(SAS−1) = Sf(A)S−1.

2.114. Äîâåñòè, ùî ÿêùî B � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A òîãî ñàìîãî ïîðÿäêó
tr(BAB−1) = trA.

2.115. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ A äiàãîíàëüíà i âñi ¨¨ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âiäìiííi âiä 0, òî A−1

iñíó¹ i ¹ äiàãîíàëüíîþ.

2.116. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ A âåðõíÿ òðèêóòíà i âñi ¨¨ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âiäìiííi âiä 0, òî
A−1 iñíó¹ i ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ.

2.117. Äîâåñòè, ùî

à) ÿêùî A � íåâèðîäæåíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ;

á) ÿêùî A � íåâèðîäæåíà êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, òî A−1 � òàêîæ êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ.

2.118. ×îìó äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèê öiëî÷èñåëüíî¨ ìàòðèöi A, ÿêùî ìàòðèöÿ A−1 òàêîæ öiëî÷èñåëüíà?

2.119. Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî AA⊤ = A⊤A = E.

à) ßêi çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âèçíà÷íèê îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi?

á) Äîâåñòè, ùî ÿêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 iñíó¹ i òàêîæ ¹ îðòîãîíàëüíîþ.

2.120. Äîâåñòè, ùî çàäàíi ìàòðèöi îðòîãîíàëüíi i çíàéòè îáåðíåíi äî íèõ:

à)

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
; á)


2
3

1√
2

− 1
3
√
2

1
3 0 4

3
√
2

−2
3

1√
2

1
3
√
2

; â)


1√
10

1√
2

2√
10

1√
10

− 1√
2

2√
10

− 2√
5

0 1√
5

.
2.121. Íåõàé S � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ i S⊤AS = B. Äîâåñòè, ùî êîæíà ç âëàñòèâîñòåé: ñèìåòðè-
÷íiñòü, êîñîñèìåòðè÷íiñòü � âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàòðèöü A òà B îäíî÷àñíî (òîáòî ÿêùî âîíà âèêîíó¹-
òüñÿ äëÿ ìàòðèöi A, òî âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ B, òà íàâïàêè).

2.122. Äîâåñòè, ùî íiëüïîòåíòíà ìàòðèöÿ çàâæäè âèðîäæåíà, à ïåðiîäè÷íà � íåâèðîæäåíà.

2.123. Íåõàé A� ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó i k � íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå äâîõ. Äîâåñòè, ùî Ak = O
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A2 = O.
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2.12. Âïðàâè äî ðîçäiëó 2

2.124. Íåõàé S � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ i S−1AS = B. Äîâåñòè, ùî êîæíà ç âëàñòèâîñòåé: ïåðiîäè-
÷íiñòü, íiëüïîòåíòíiñòü � âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàòðèöü A òà B îäíî÷àñíî (òîáòî ÿêùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ ìàòðèöi A, òî âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ B, òà íàâïàêè).

2.125. Íåõàé ìàòðèöÿ A ñòîõàñòè÷íà. ×è iñíó¹ A−1? ×è áóäå A−1 ñòîõàñòè÷íîþ, ÿêùî âîíà iñíó¹?

2.126. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòi

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1,

äå ÷åðåç ⊗ � ïîçíà÷åíî êðîíåêåðîâèé äîáóòîê ìàòðèöü.
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