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ЛНУ
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1.9. Âïðàâè äî ðîçäiëó 1

1.9. Âïðàâè äî ðîçäiëó 1

Îñíîâíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

1.1. Ñôîðìóëþéòå óìîâè, ïðè ÿêèõ ìîæíà äîäàâàòè äâi ìàòðèöi.

1.2. Îá÷èñëèòè:

à) 3 ·
(
1 2
1 2

)
−
(
3 2
3 2

)
− 4 ·

(
0 1
0 1

)
; á) 2 ·

2
2
1

− 3 ·

0
5
6

;
â) 2 ·

(
1 8 7 −15
1 −5 −6 11

)
−
(

5 24 −7 −1
−1 −2 7 3

)
;

ã)

(
1 2
3 4

)
+

(
4 −2
−3 1

)
;  )

(
1 3
3 1

)
−
(
1 1
1 1

)
;

ä) 2 ·
(
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1

)
−
(
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1

)
; å) 1

2 ·
( 1

1
−1

+

 1
−1
1

).
1.3. Îïèñàòè óìîâè, ïðè ÿêèõ ïðàâèëüíi íèæ÷å íàâåäåíi òîòîæíîñòi, òà äîâåñòè öi òîòîæíîñòi (A,
B, C � ìàòðèöi, λ, µ � ÷èñëà):

à) A+B = B +A; á) A+ (B + C) = (A+B) + C; â) λ(µA) = (λµ)A;

ã) (λ+ µ)A = λA+ µA;  ) λ(A+B) = λA+ λB.

1.4. à) ×è ìîæíà ïåðåìíîæèòè ðÿäîê äîâæèíè m íà ñòîâï÷èê âèñîòè n?

á) ×è ìîæíà ïåðåìíîæèòè ñòîâï÷èê âèñîòè n íà ðÿäîê äîâæèíè m?

1.5. Ïåðåâiðèòè, ÷è iñíóþòü äîáóòêè, i ÿêùî òàê, òî îá÷èñëèòè ¨õ:

à)
(
1 2

)
·
(
3
4

)
; á)

(
3
4

)
·
(
1 2

)
; â)

(
1 2

)
·
(
3 4

)
;

ã)

(
2
4

)
·
(
1 2

)
·
(
2
1

)
;  )

(
1 2

)
·
(
2
1

)
·
(
2 4

)
; ä)

(
1 2
3 4

)
·
(
1 2

)
·
(
2
1

)
.

1.6. ßêèì óìîâàì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ìàòðèöi A òà B, ùîá:

à) iñíóâàâ äîáóòîê AB; á) iñíóâàâ äîáóòîê BA; â) iñíóâàëè äîáóòêè AB òà BA?

1.7. Âèðàçèòè ðîçìiðè ìàòðèöi AB ÷åðåç ðîçìiðè ìàòðèöü A òà B.

1.8. Îá÷èñëèòè äîáóòêè:

à)
(
1 0

)
·
(
1 1
1 1

)
; á)

(
2 −3 0

)
·

4
3
1

; â)

4
3
1

 ·
(
2 −3 0

)
;

ã)
(
0 1 0 0

)
·


1 4 3
0 3 2
0 1 0
0 2 1

;  )
(
1 1 1

)
·

1 2 3
2 3 4
3 4 5

;

ä)


1 1 1 1
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 1 1

 ·


1
1
1
1

; å)


3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2

 ·


0
1
0
0

.
1.9. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìàòðèöü:
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à)

3 1
2 1
1 0

 ·
(
1 1
1 1

)
; á)

(
1 5 3
2 −3 1

)
·

 2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1

;
â)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 ·

3 29
2 18
0 −3

; ã)


3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2

 ·


0 0
1 1
0 0
0 0

.
1.10. Ïåðåìíîæèòè êâàäðàòíi ìàòðèöi:

à)

(
2 1
3 2

)
·
(
1 −1
1 1

)
; á)

(
3 5
6 −1

)
·
(

2 1
−3 2

)
;

â)

(
−1 3
10 5

)
·
(
1 0
0 1

)
; ã)

(
4 −5
2 −3

)
·
(
0 0
0 0

)
;  )

(
1 1
1 1

)
·
(
3 5
5 9

)
;

ä)

(
1 x
0 1

)
·
(
1 y
0 1

)
; å)

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
·
(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
;

¹)

1 2 1
3 1 3
1 2 1

 ·

1 3 1
2 1 2
1 3 1

; æ)

 1 −1 3
−1 1 −3
2 −2 6

 ·

1 5 2
0 3 −1
2 1 −1

;

ç)


1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 3 1
0 0 1 1

 ·


1 1 0 0
1 3 0 0
0 0 1 2
0 0 −3 1

; è)


1 2 0 0
2 1 0 0
0 0 1 3
0 0 3 1

 ·


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

.
1.11. Ìàòðèöþ A ïîìíîæèòè çëiâà òà ñïðàâà íà äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ D, ÿêùî

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , D =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîðiâíÿòè.

1.12. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìàòðèöü:

à)

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 ·

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

; á)

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 ·

 1
λ1

0 0

0 1
λ2

0

0 0 1
λ3

;

â)


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

 ·


0 0 0 λ1
0 0 λ2 0
0 λ3 0 0
λ4 0 0 0

; ã)


0 0 0 λ1
0 0 λ2 0
0 λ3 0 0
λ4 0 0 0

 ·


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

.
1.13. Ìàòðèöi A òà C ìàþòü ðîçìiðè âiäïîâiäíî m× n òà p× q òà iñíó¹ äîáóòîê ABC. ßêi ðîçìiðè
ìàòðèöü B òà ABC?

1.14. Ïåðåìíîæèòè ìàòðèöi:

à)
(
1 2

)
·
(
3 4
5 6

)
·
(
7
8

)
; á)

(
4 3
7 5

)
·
(
−28 93
38 −126

)
·
(
7 3
2 1

)
;

â)

 0 2 −1
−2 −1 2
3 −2 −1

 ·

 70 34 −107
52 26 −68
101 50 −140

 ·

 27 −18 10
−46 31 −17
3 2 1

;
ã)

(
−12 13

)
·
(
83574 83674
98423 98523

)
·
(
−1
1

)
·
(
−12 13

)
.
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1.15. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (A, B, C, D � ìàòðèöi, λ � ÷èñëî):
à) λ(AB) = (λA)B = A(λB); á) (AB)C = A(BC); â) A(B + C) = AB +AC;

ã) (A+B)C = AC +BC;  ) A(B + C +D) = AB +AC +AD.

1.16. Âèêîíàòè äi¨:

à)

3 0 2 0
0 1 2 1
2 3 0 0

 ·


1 −2 2
2 −1 1
−1 1 −2
2 2 −1

+

−2 0 −3
0 6 −3
5 −2 8

;

á)


3 0 2
0 1 3
2 2 0
0 1 0

 ·

 1 2 −1 2
−2 −1 1 2
2 1 1 2

+


0 −4 6 1
2 2 −5 −2
2 −2 6 4
1 3 0 1

.
1.17. Îá÷èñëèòè:

à)

(
1 2
3 4

)2

; á)

−1 1 1
−5 21 17
6 −26 −21

2

; â)

0 0 1
0 1 0
1 0 0

2

; ã)

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

2

;

 )


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


2

; ä)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


2

; å)


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0


2

;

¹)


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1



2

.

1.18. Îá÷èñëèòè:

à)

(
1 −2
3 −4

)3

; á)

(
1 2
2 3

)3

; â)

1 1 −1
3 −1 2
2 −1 0

3

; ã)

(
4 −1
5 −2

)5

.

1.19. Îá÷èñëèòè

(
17 −6
35 −12

)5

, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

(
17 −6
35 −12

)
=

(
2 3
5 7

)
·
(
2 0
0 3

)
·
(
−7 3
5 −2

)
.

1.20. Îá÷èñëèòè

4 3 −3
2 3 −2
4 4 −3

6

, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

4 3 −3
2 3 −2
4 4 −3

 =

1 3 1
2 2 1
3 4 2

 ·

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 ·

 0 2 −1
1 1 −1
−2 −5 4

 .

1.21. Îá÷èñëèòè:

à)

(
2 −1
3 −2

)n
; á)

(
1 1
0 1

)n
; â)

(
λ1 0
0 λ2

)n
; ã)

(
λ λ
0 λ

)n
;
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 )

(
λ 1
0 λ

)n
; ä)

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)n
; å)

((
2 1
5 3

)
·
(
1 0
1 1

)
·
(

3 −1
−5 2

))n
.

1.22. Îá÷èñëèòè 
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


k

.

1.23. Ïiäíåñòè äî âiäïîâiäíîãî ñòåïåíÿ ìàòðèöi ïîðÿäêó n:

à)


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1



3

; á)



1 1 0 0 · · · 0 0
0 1 1 0 · · · 0 0
0 0 1 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · 1 1
0 0 0 0 · · · 0 1



n−1

.

1.24. Îá÷èñëèòè ñòåïåíi êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi

H =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0

 .

1.25. Íåõàé çàäàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþ

J =


λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî ÿêùî f(x) � ïîëiíîì, òî

f(J) =


f(λ) f ′(λ)

1!
f ′′(λ)
2! · · · f (n−2)(λ)

(n−2)!
f (n−1)(λ)
(n−1)!

0 f(λ) f ′(λ)
1! · · · f (n−3)(λ)

(n−3)!
f (n−2)(λ)
(n−2)!

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · f(λ) f ′(λ)

1!
0 0 0 · · · 0 f(λ)

 .

1.26. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïîëiíîìà f(x) âiä ìàòðèöi A, ÿêùî:

à) f(x) = 3x2 − 2x+ 5, A =

1 −2 3
2 −4 1
3 −5 2

;
á) f(x) = x3 − 2x2 + 1, A =

2 1 0
0 2 0
1 1 1

;
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â) f(x) = x3 − 3x+ 2, A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

;
ã) f(x) = x3 − 7x2 + 13x− 5, A =

5 2 −3
1 3 −1
2 2 −1

.
1.27. Îá÷èñëèòè eA, ÿêùî:

à) A =

(
2 0
0 −1

)
; á) A =

(
2 1
−4 −2

)
; â) A =

0 1 2
0 0 6
0 0 0

; ã) A =

0 a b
0 0 c
0 0 0

.
1.28. Îá÷èñëèòè lnA, ÿêùî:

à) A =

(
3 1
−4 −1

)
; á) A =


1 1 0 . . . 0
0 1 1 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 . . . 1

.
1.29. Îá÷èñëèòè AB −BA, ÿêùî:

à) A =

1 2 1
2 1 2
1 2 3

, B =

 4 1 1
−4 2 0
1 2 1

;
á) A =

 2 1 0
1 1 2
−1 2 1

, B =

 3 1 −2
3 −2 4
−3 5 −1

.
1.30. ×è çàâæäè ïðàâèëüíà ìàòðè÷íà ðiâíiñòü AB = BA? Íàâåñòè ïðèêëàäè ïåðåñòàâíèõ i íåïåðå-
ñòàâíèõ ìàòðèöü.

1.31. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ðîçìiðè ìàòðèöü A òà B, ÿêùî AB = BA?

1.32. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ÿêi ïåðåñòàâíi ç ìàòðèöåþ

à)

(
1 2
3 4

)
; á)

(
1 2
−1 −1

)
; â)

(
1 1
0 1

)
; ã)

(
7 −3
5 −2

)
;

 )

1 0 0
0 1 0
3 1 2

; ä)

3 1 0
0 3 1
0 0 3

; å)


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

.
1.33. Íåõàé A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó. Ïåðåâiðèòè ÷è ïðàâèëüíi òàêi ìàòðè÷íi
òîòîæíîñòi:
à) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; á) (A+B)(A−B) = (A−B)(A+B);

â) A2 −B2 = (A+B)(A−B); ã) (A+ E)3 = A3 + 3A2 + 3A+ E.

1.34. Äîâåñòè, ùî ÿêùî A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó i AB = BA, òî

(A+B)n = An + nAn−1B +
n(n− 1)

2
An−2B2 + · · ·+Bn.

Íàâåñòè ïðèêëàä ìàòðèöü, äëÿ ÿêèõ öÿ ôîðìóëà íå âèêîíó¹òüñÿ.

1.35. Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ [A,B] = AB −BA (êîìóòàòîð ìàòðèöü A òà B), ÿêùî

à) A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 −1
1 −1

)
; á) A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

(
1 −1
1 1

)
.
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1.36. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (äèâ. çàäà÷ó 1.35):
à) [A,B] = −[B,A]; á) [A,A] = O;

â) [A,E] = [E,A] = O; ã) [A,B + C] = [A,B] + [A,C].

1.37. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A, B, C âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:
à) [A,BC] = [A,B]C +B[A,C];
á) [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = O.

1.38. Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ A ∗B = 1
2(AB +BA) (äîáóòîê Éîðäàíà ìàòðèöü A òà B), ÿêùî

à) A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 −1
1 −1

)
; á) A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

(
1 −1
1 1

)
.

1.39. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (äèâ. çàäà÷ó 1.38):
à) A ∗B = B ∗A; á) A ∗A = A2;

â) A ∗ E = A; ã) A ∗ (B + C) = A ∗B +A ∗ C.

1.40. Òðàíñïîíóâàòè ìàòðèöi:

a)

(
7 −4
−5 3

)
; á)

λ1 0
. . .

0 λn

; â)
(
1 2 3

)
; ã)


1
2
3
4

;

 )

1 2 3
4 5 6
7 8 9

; ä)

(
−1 −2 −3
0 2 9

)
.

1.41. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (A, B, C � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ïîðÿäêiâ, λ � ÷èñëî):
a) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤; á) (AB)⊤ = B⊤A⊤; â) (ABC)⊤ = C⊤B⊤A⊤;

ã) (λA)⊤ = λA⊤;  ) (A⊤)⊤ = A; ä) (A−1)⊤ = (A⊤)−1.

1.42. Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ P = E − (ei − ek)
⊤(ei − ek), äå ÷åðåç ei ïîçíà÷åíî i-èé ðÿäîê îäèíè÷íî¨

ìàòðèöi E.

1.43. Íåõàé A, B � ñòîâï÷èêè îäíàêîâî¨ âèñîòè i H = AB⊤. Äîâåñòè, ùî H2 = λH äëÿ äåÿêîãî
÷èñëà λ.

Çâ'ÿçîê ìíîæåííÿ ìàòðèöü i åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü

1.44. Äîâåñòè, ùî k-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi AB äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöi A íà k-èé ñòîâï÷èê ìàòðè-
öi B. Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ðÿäêiâ.

1.45. Äîâåñòè, ùî k-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi AB äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ç
êîåôiöi¹íòàìè iç åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B. Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ
äëÿ ðÿäêiâ.

1.46. Íåõàé çàäàíî äîáóòîê AB ìàòðèöü A òà B. Äîâåñòè, ùî:
à) ÿêùî äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîäàòè ¨¨ j-é ðÿäîê, òî ç ìàòðèöåþ AB âiäáóäåòüñÿ òå æ åëåìåí-

òàðíå ïåðåòâîðåííÿ;
á) ÿêùî i-é ðÿäîê ìàòðèöi A ïîìíîæèòè íà ÷èñëî λ, òî i-é ðÿäîê AB òàêîæ äîìíîæèòüñÿ íà λ;
â) ïðè ïåðåñòàíîâöi ìiñöÿìè äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A âiäïîâiäíi ðÿäêè AB òàêîæ ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

1.47. ßê çìiíèòüñÿ äîáóòîê AB ìàòðèöü A òà B, ÿêùî:
à) äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B äîäàòè ¨¨ j-é ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà ÷èñëî λ;
á) i-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi B ïîìíîæèòè íà ÷èñëî λ;
â) ïåðåñòàâèòè i-é òà j-é ñòîâïöi ìàòðèöi B.

48



ЛІНІЙНА
АЛГЕБРА
1 семестр

ЛНУ
Для підготовки
до колоквіуму,

а не для
списування
на ньому

1.9. Âïðàâè äî ðîçäiëó 1

1.48. à) Äîâåñòè, ùî äîäàâàííÿ äî ðÿäêà ìàòðèöi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ðåøòè ¨¨ ðÿäêiâ ìîæå áóòè
çäiéñíåíî çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî çàñòîñóâàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ.
á) Äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïîëÿãà¹ ó ïåðåñòàíîâöi äâîõ ðÿäêiâ

ìàòðèöi.

1.49. Îá÷èñëèòè äîáóòîê eiAe⊤k äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A (÷åðåç ei ïîçíà÷åíî i-èé ðÿäîê îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó).

1.50. Íåõàé A = [aij ] � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m × n. Äîâåñòè, ùî A =
∑
i,j
aijEij , äå Eij � ìàòðè÷íi

îäèíèöi âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó.

1.51. Äîâåñòè, ùî EijEpq = δjpEiq.

1.52. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A i ìàòðè÷íî¨ îäèíèöi Eij âiäïîâiäíîãî ðîçìiðó îá÷èñëèòè äîáóòêè:
à) EijA; á) AEij .

1.53. Íåõàé A� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ïðè÷îìó EijA = AEij äëÿ óñiõ ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Eij . Äîâåñòè,
ùî A = λE äëÿ äåÿêîãî ñêàëÿðà λ.

1.54. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ïðè÷îìó EiiA = AEii äëÿ óñiõ i. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A
äiàãîíàëüíà.

1.55. Íåõàé ìàòðèöi A òà B òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ñòîâï÷èêiâX òà Y âiäïîâiäíî¨ âèñîòè âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü X⊤AY = X⊤BY . Äîâåñòè, ùî A = B.

1.56. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n, Em òà En � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó m òà n âiäïîâiäíî.
Äîâåñòè, ùî EmA = AEn = A.

1.57. Íà ÿêó ìàòðèöþ òðåáà äîìíîæèòè ìàòðèöþ A, ùîá â ðåçóëüòàòi îòðèìàòè:
à) ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi A; á) ïåðøèé ðÿäîê A?

1.58. Ïiäiáðàòè åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ P òàê, ùîá ìàòðèöÿ PA îòðèìóâàëàñü iç A:
à) ïåðåñòàíîâêîþ äâîõ ïåðøèõ ðÿäêiâ A;
á) äîäàâàííÿì ïåðøîãî ðÿäêà äî äðóãîãî;
â) ìíîæåííÿì ïåðøîãî ðÿäêà íà ÷èñëî λ ̸= 0.

1.59. Ïiäiáðàòè åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ Q òàê, ùîá äîáóòîê AQ îòðèìóâàâñÿ iç A çà äîïîìîãîþ çàäà-
íîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ.

Iíøi îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè. Ìàòðèöi ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

1.60. Íåõàé A òà B � äiàãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó, λ � ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî ìàòèöi λA,
A+B, AB, BA òàêîæ äiàãîíàëüíi i AB = BA.

1.61. Íåõàé D = diag(λ1, . . . , λn). Äîâåñòè, ùî:
à) ñòîâï÷èêè ìàòðèöi AD îòðèìóþòüñÿ ìíîæåííÿì ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A íà ÷èñëà λ1, . . . , λn;
á) ðÿäêè ìàòðèöi DA îòðèìóþòüñÿ ìíîæåííÿì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íà ÷èñëà λ1, . . . , λn.

1.62. Íåõàé A � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, f(x) � ïîëiíîì. Äîâåñòè, ùî òîäi ìàòðèöÿ f(A) òàêîæ äiàãî-
íàëüíà.

1.63. Íåõàé ìàòðèöÿ A � äiàãîíàëüíà, âñi ¨¨ åëåìåíòè ðiçíi i AB = BA. Äîâåñòè, ùî òîäi ìàòðèöÿ
B òàêîæ äiàãîíàëüíà.

1.64. Íåõàé ìàòðèöÿ A ïåðåñòàâíà ç áóäü-ÿêîþ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî A
� äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1.65. Íåõàé ìàòðèöÿ A ïåðåñòàâíà ç óñiìà ìàòðè÷íèìè îäèíèöÿìè ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî A �
ñêàëÿðíà ìàòðèöÿ.
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1.66. Íåõàé ìàòðèöÿ A ïåðåñòàâíà ç áóäü-ÿêîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n. Äîâåñòè, ùî A � ñêàëÿðíà
ìàòðèöÿ.

1.67. Íåõàé êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïåðåñòàâíà ç óñiìà íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè. Äîâåñòè, ùî A =
= λE.

1.68. Íåõàé ìàòðèöi A òà B � âåðõíi òðèêóòíi. Âèðàçèòè åëåìåíòè ìàòðèöi AB ÷åðåç åëåìåíòè
ìàòðèöü A òà B.

1.69. Íåõàé ìàòðèöi A òà B � âåðõíi òðèêóòíi. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöi A + B i AB � òàêîæ âåðõíi
òðèêóòíi.

1.70. Íåõàé ìàòðèöi A òà B ñèìåòðè÷íi. Äîâåñòè, ùî:
à) A+B � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ;
á) Ak � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó k;
â) ìàòðèöÿ AB ¹ ñèìåòðè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi A òà B ïåðåñòàâíi.

1.71. Íåõàé ìàòðèöi A òà B êîñîñèìåòðè÷íi. Äîâåñòè, ùî:
à) A+B � êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ;
á) Ak � êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïðè íåïàðíîìó k i ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïðè ïàðíîìó k;
â) ìàòðèöÿ AB ¹ ñèìåòðè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi A òà B ïåðåñòàâíi.
ã) Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó êîñîñèìåòðè÷íîñòi äîáóòêó ìàòðèöü A

òà B.

1.72. Íåõàé A � äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöi A + A⊤ i AA⊤ ñèìåòðè÷íi, à
ìàòðèöÿ A−A⊤ êîñîñèìåòðè÷íà.

1.73. Äîâåñòè, ùî ÿêùî A i B � ñèìåòðè÷íi êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó, òî ìàòðèöÿ
C = ABAB · · ·ABA ¹ ñèìåòðè÷íîþ.

1.74. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó ñèìåòðè÷íî¨ òà êîñîñèìå-
òðè÷íî¨ ìàòðèöü. ×è ¹ öå ðîçêëàäàííÿ îäíîçíà÷íå?

1.75. Ðîçêëàñòè çàäàíi ìàòðèöi â ñóìó ñèìåòðè÷íî¨ i êîñîñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöü:

à)

(
1 1
3 −2

)
; á)

(
1 −1
1 1

)
; â)

0 2 2
0 −1 −2
0 0 −2

.
1.76. Äîâåñòè, ùî òðèêóòíà ìàòðèöÿ íiëüïîòåíòíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi ¨¨ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè
íóëüîâi.

1.77. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöi A, B íiëüïîòåíòíi i ïåðåñòàâíi, òî A+B i AB íiëüïîòåíòíi.

1.78. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöi A òà B ïåðiîäè÷íi i ïåðåñòàâíi, òî AB � ïåðiîäè÷íà ìàòðèöÿ.
Çîáðàçèòè ÿêèé-íåáóäü ¨¨ ïåðiîä ÷åðåç ïåðiîäè ìàòðèöü A, B.

1.79. Íåõàé Ak +Ak−1 + · · ·+ E = O. Äîâåñòè, ùî A � ïåðiîäè÷íà ìàòðèöÿ.

1.80. Ìàòðèöÿ A = [aij ] íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíîþ, ÿêùî aij > 0 äëÿ óñiõ i, j. Íåõàé ìàòðèöi A òà B
íåâiä'¹ìíi. Äîâåñòè, ùî òîäi A+B, AB � òàêîæ íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi.

1.81. Ìàòðèöÿ A = [aij ] ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íîþ (ìàðêîâñüêîþ), ÿêùî aij > 0 äëÿ óñiõ

i, j i
n∑
k=1

aik = 1 ïðè i = 1, . . . , n. Íåõàé I � ñòîâïåöü ç îäèíèöü i ìàòðèöÿ A íåâiä'¹ìíà. Äîâåñòè, ùî

óìîâà AI = I � íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà ñòîõàñòè÷íîñòi A.

1.82. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöi A òà B ñòîõàñòè÷íi, òî ìàòðèöÿ AB òàêîæ ñòîõàñòè÷íà.

1.83. Äîâåñòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé:
à) tr(A+B) = trA+ trB; á) trAB = trBA.
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1.84. Íåõàé A � òðèêóòíà ìàòðèöÿ, m � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Îá÷èñëèòè ñëiä ìàòðèöi Am.

1.85. Íåõàé A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ. Îá÷èñëèòè tr(A⊤A).

1.86. Äîâåñòè, ùî ÿêùî A � íiëüïîòåíòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, òî trA = 0.

1.87. Çíàéòè óñi ìàòðèöi A ïîðÿäêó n òàêi, ùî trAX = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi X ïîðÿäêó n.

1.88. Äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü AB − BA = E íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ æîäíèõ ìàòðèöü A i B ç ÷èñëîâèìè
åëåìåíòàìè.

1.89. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ ðiâíÿííÿ [X,Y ] = λE ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ([X,Y ] � êîìóòàòîð ìàòðèöü X òà
Y )?

1.90. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü [[A,B]2, C] = O.

1.91. Çíàéòè âñi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, êâàäðàò ÿêèõ äîðiâíþ¹
à) íóëüîâié ìàòðèöi; á) îäèíè÷íié ìàòðèöi.

1.92. Çíàéòè âñi äiéñíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, ÷åòâåðòèé ñòåïiíü ÿêèõ äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðè-
öi.

Áëî÷íi ìàòðèöi

1.93. Äîâåñòè, ùî ïðè òðàíñïîíóâàííi áëî÷íî¨ ìàòðèöi òðàíñïîíóâàííþ ïiäëÿãà¹ áëî÷íà ñòðóêòóðà
òà âñi ¨¨ áëîêè, íàïðèêëàä

A⊤ =

(
A11 A12

A21 A22

)⊤
=

(
A⊤

11 A⊤
21

A⊤
12 A⊤

22

)
.

1.94. Çíàéòè ìàòðèöi C = A+B, D = 5B, B⊤, ÿêùî A òà B áëî÷íi ìàòðèöi âèãëÿäó

A =

2 3 6
3 4 7
4 5 8

 , B =

1 1 0
2 1 2
3 0 1

 .

1.95. Íåõàé A, B, C, D, A1, B1, C1, D1 � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó. Âèðàçèòè äîáóòîê
ìàòðèöü (

A B
C D

)
·
(
A1 B1

C1 D1

)
÷åðåç çàäàíi ìàòðèöi.

1.96. Íåõàé A òà B � áëî÷íi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó. Ñôîðìóëþâàòè óìîâè, ïðè ÿêèõ öi ìàòðèöi
ìîæíà ïåðåìíîæèòè. Äîâåñòè, ùî ÿêùî iñíó¹ äîáóòîê A·B, òî (A·B)� = A� ·B�.

1.97. Íåõàé A òà B � âåðõíi áëî÷íî-òðèêóòíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó i äîáóòîê A·B iñíó¹. Îòðèìàòè
ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi A� ·B�.

1.98. Íåõàé A � áëî÷íà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, B � áëî÷íà ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê ç äâîõ áëîêiâ.
à) Ñôîðìóëþâàòè óìîâè, çà ÿêèõ âèçíà÷åíî äîáóòîê A·B.
á) Äîâåñòè, ùî ÿêùî A·B iñíó¹, òî (A·B)� = A� ·B�.
â) Îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ A�B�.

1.99. Íåõàé A òà B � áëî÷íî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi. Ñôîðìóëþâàòè óìîâè, çà ÿêèõ:
à) âèçíà÷åíî äîáóòîê A·B;
á) (A·B)� = A� ·B�;
â) âèçíà÷åíî äîáóòêè A·B òà B ·A;
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ã) A·B = B ·A.
1.100. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (A+B)� = A� +B�, (A·B)� = A� ·B� äëÿ äîâiëüíèõ
áëî÷íèõ ìàòðèöü.

1.101. Çíàéòè ìàòðèöþ C = A·B, ÿêùî A òà B áëî÷íi ìàòðèöi âèãëÿäó

A =

2 3 4
3 4 5
4 5 6

 , B =

1 1 0
2 1 2
3 0 1

 .

1.102. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi áëî÷íèõ ìàòðèöü, çíàéòè äîáóòîê A·B, ÿêùî

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 0
3 4 0 1

 , B =


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 5 6
0 0 7 8

 .

1.103. Ðîçáèâàþ÷è ìàòðèöi íà áëîêè, îá÷èñëèòè äîáóòêè:

à)


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ·


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

; á)


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ·


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

;

â)


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 ·


1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

; ã)


2 −3 1 0
−2 0 2 0
6 3 −3 0
0 0 0 2

 ·


0 0 0 1
0 0 0 2
0 0 0 3
1 2 3 4

;

 )


1 1 1 1
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 1 1

 ·


1 0 −1 −2
−2 −1 0 1
1 2 0 0
0 −1 0 0

; ä)


1 2 5 5 5
3 4 6 6 6
0 0 1 1 1
0 0 1 2 2
0 0 1 2 3

 ·


1 2 0 0 0
3 4 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 2 2
0 0 1 2 3

.
1.104. Íåõàé E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m; D � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n; O, B, X �
ñòîâïöi. Ðîçâ'ÿçàòè áëî÷íî-ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ:

à)
(
E D

)�
X = O; á)

(
E D

)�
X = B.

1.105. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöi A = [aij ] òà B ðîçìiðiâ m × n òà p × q âiäïîâiäíî. ×èñëîâà ìàòðèöÿ
ðîçìiðó mp× nq, ñêëàäåíà iç áëîêiâ aijB

A⊗B =

a11 ·B . . . a1n ·B
...

. . .
...

am1 ·B . . . amn ·B


íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì êðîíåêåðîâèì äîáóòêîì ìàòðèöü A òà B (àáî ïðàâèì ïðÿìèì äîáóòêîì ìàò-
ðèöü). Çíàéòè ïðàâèé êðîíåêåðîâèé äîáóòîê A⊗B ìàòðèöü A òà B, ÿêùî

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 0 2
0 2 3

)
.

1.106. Îá÷èñëèòè êðîíåêåðîâi äîáóòêè ìàòðèöü:
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1.9. Âïðàâè äî ðîçäiëó 1

à)

(
3 5
5 9

)
⊗
(

4
−2

)
; á)

(
4
−2

)
⊗
(
3 5
5 9

)
;

â)

(
1 2
3 4

)
⊗
(
−1
1

)
; ã)

(
−1
1

)
⊗
(
1 2
3 4

)
;

 )

(
3 5
5 9

)
⊗
(
1 2
3 4

)
; ä)

(
1 2
3 4

)
⊗
(
3 5
5 9

)
;

å)

(
1 1
0 1

)
⊗
(
1 1
1 2

)
.

1.107. Íåõàé A = (a1, . . . , an), B = (b1, . . . , bm)
⊤. Îá÷èñëèòè A⊗B, B ⊗A i ïîðiâíÿòè ç BA.

1.108. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé:
à) (αA)⊗B = α(A⊗B) ;
á) (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C ;
â) A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C ;
ã) A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C ;
 ) AB ⊗ CD = (A⊗ C)(B ⊗D).

1.109. Íåõàé A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ m òà n âiäïîâiäíî. Êðîíåêåðîâîþ ñóìîþ ìàòðèöü
A òà B íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó mn

A⊕B = (Em ⊗A) + (B ⊗ En),

äå Em, En � îäèíè÷íi ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ïîðÿäêiâ. Çíàéòè êðîíåêåðîâó ñóìó A⊕B ìàòðèöü A òà
B, ÿêùî

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 6
7 8

)
.
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