
Ðîçäië 8.

Àëãåáðè÷íi ñòðóêòóðè

Áiíàðíi àëãåáðè÷íi îïåðàöi¨. Íàïiâãðóïè. Ìîíî¨äè

8.1. ×è âèçíà÷à¹ áiíàðíó àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi X ïðàâèëî ~, ÿêå çàäàíå ôîðìóëîþ

x~ y = x2 − 2xy + y2, ÿêùî

à) X = Q; á) X = N ?

8.2. ×è âèçíà÷à¹ ïðàâèëî x ∗ y = x− y áiíàðíó àëãåáðè÷íó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi X, ÿêùî

à) X = R; á) X = N ?

8.3. Äîâåñòè, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ àëãåáðè÷íîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi

M =
{(a −b

b a

)
| a, b ∈ R, a2 + b2 ̸= 0

}
.

8.4. ×è ¹ ñêàëÿðíå ìíîæåííÿ âåêòîðiâ àëãåáðè÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi R3? À âåêòîðíå?

8.5. Ç'ÿñóéòå, ÷è îïåðàöiÿ ∗ ¹ àñîöiàòèâíîþ íà ìíîæèíi R, ÿêùî
à) x ∗ y = 3

√
x3 + y3; á) x ∗ y = exey.

8.6. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ ⋆, ÿêà çàäàíà íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë ïðàâèëîì n ⋆ m = −n − m, ¹

êîìóòàòèâíîþ, àëå íåàñîöiàòèâíîþ.

8.7. Ïåðåâiðèòè íà àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöiþ }, âèçíà÷åíó íà ìíîæèíiM2 ïðàâèëîì

(x, y)} (z, t) = (x, t), äå x, y, z, t ∈M .

8.8. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
a) X = N, m ∗ n = mn; á) X = N, m ∗ n = 2mn;

â) X = Z, m ∗ n = m− n; ã) X = N, m ∗ n = ÍÑÊ (m,n) ?

8.9. ßêi ç àëãåáðè÷íèõ îïåðàöié çàäà÷i 8.8 ¹ êîìóòàòèâíèìè?

8.10. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
a) X = N, x ∗ y = ÍÑÄ(x, y); á) X = Z, x ∗ y = x2 + y2;

â) X = R, x ∗ y = sinx · sin y; ã) X = R∗, x ∗ y = x · y
x
|x| ?

8.11. ×è óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ìíîæèíà X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
à) X = N, x ∗ y = max(x, y);

á) X = R, x ∗ y = ln(ex + ey) ?

8.12. Íà ìíîæèíi X2 âèçíà÷åíî òàêi îïåðàöi¨:

à) (a, b) ∗1 (c, d) = (a, c); á) (a, b) ∗2 (c, d) = (a, d);

â) (a, b) ∗3 (c, d) = (b, c); ã) (a, b) ∗4 (c, d) = (b, d).

ßêi ç ñòðóêòóð (X2; ∗i), i = 1, 2, 3, 4, ¹ íàïiâãðóïîþ?

8.13. Íà ìíîæèíi X âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ⋄ çà ïðàâèëîì x ⋄ y = x. Äîâåñòè, ùî (X; ⋄) � íàïiâãðóïà.
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8.14. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ó ìíîæèíi Q∗ ñòîñîâíî àëãåáðè÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ ïðàâèëîì
a� b = a

b +
b
a?

8.15. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ó ìíîæèíi M2 ñòîñîâíî îïåðàöi¨ }, ðîçãëÿíóòî¨ â çàäà÷i 8.7?
8.16. ×è iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò

à) ó ìíîæèíi Q ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ~ iç çàäà÷i 8.1;

á) ó ìíîæèíi M iç çàäà÷i 8.3 ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü?

Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ç'ÿñóâàòè äëÿ ÿêèõ åëåìåíòiâ çàäàíèõ ìíîæèí iñíóþòü

îáåðíåíi åëåìåíòè.

8.17. Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ìiñòèòü íàïiâãðóïà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äîäàòíèõ ñòåïåíiâ ìàòðèöi A =

=
(−1 0 0

0 0 1
0 0 0

)
? ×è ¹ öÿ íàïiâãðóïà ìîíî¨äîì?

8.18. Íåõàé íà ìíîæèíi R âèçíà÷åíî îïåðàöiþ x ∗ y = λx+ βy+ η, äå λ, β, η ∈ R. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ λ, β, η ∈ R
à) îïåðàöiÿ ∗ áóäå àñîöiàòèâíîþ;
á) â ìíîæèíi R iñíóâàòèìå íåéòðàëüíèé åëåìåíò;

â) óñi åëåìåíòè ìíîæèíè R áóäóòü îáîðîòíèìè?

8.19. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå óòâîðþ¹ ãðóïó íi ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,

íi ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

8.20. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþ¹ ãðóïó êîæíà ç çàäàíèõ ìíîæèí ñòîñîâíî âêàçàíî¨ îïåðàöi¨ íàä åëåìåí-

òàìè:

à) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

á) ïàðíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

â) öiëi ÷èñëà, êðàòíi çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

ã) íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

 ) íåïàðíi öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

ä) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî âiäíiìàííÿ;

å) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

¹) öiëi ÷èñëà ñòîñîâíî äiëåííÿ.

8.21. ×è óòâîðþ¹ ãðóïó êîæíà ç çàäàíèõ ìíîæèí ñòîñîâíî âêàçàíî¨ îïåðàöi¨ íàä åëåìåíòàìè:

à) ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

á) ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

â) íåíóëüîâi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ã) äîäàòíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

 ) äîäàòíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ñòîñîâíî äiëåííÿ;

ä) äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíi ÷èñëà (òîáòî ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, çíàìåííèêè ÿêèõ ¹ ñòåïåíÿìè ÷èñëà 2

ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè) ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

å) âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, çíàìåííèêè ÿêèõ äîðiâíþþòü äîáóòêàì ïðîñòèõ ÷èñåë iç çàäàíî¨ ìíî-

æèíèM (ñêií÷åííî¨ ÷è íåñêií÷åííî¨) ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè (ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü

ÿêèõ ìîæå áóòè âiäìiííà âiä íóëÿ), ñòîñîâíî äîäàâàííÿ.

8.22. ßêi ç âêàçàíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí ç îïåðàöiÿìè ¹ ãðóïàìè:

à) (R,+); á) (R, · ); â) (R∗, · );
ã) ñòåïåíi çàäàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a, a ̸= 0,±1, ç öiëèìè ïîêàçíèêàìè ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

 ) äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêùî îïåðàöiþ âèçíà÷åíî òàê: x ∗ y = xy;

ä) äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêùî îïåðàöiþ âèçíà÷åíî òàê: x ∗ y = x2y2;

å) ({−1, 1}, · );
¹) âåêòîðè àðèôìåòè÷íîãî ïðîñòîðó Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ;

æ) ÷èñëà âèãëÿäó a+ b
√
5, äå a, b ∈ Q i a2 + b2 ̸= 0, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ.
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8.23. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí ìàòðèöü óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨:

à) (Mn(Z),+); á) (Mn(Z), · );
â) n-âèìiðíi öiëî÷èñåëüíi ìàòðèöi ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì îäèíèöi, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ã) öiëî÷èñåëüíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ±1, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

 ) ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç öiëèìè åëåìåíòàìè i âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì ôiêñîâàíîìó íåíóëüîâîìó ÷è-

ñëó d, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ.

8.24. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó

óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨:

à) (Mn(R),+); á) (Mn(R), · );
â) ìíîæèíà íåâèðîäæåííèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ã) ìíîæèíà ìàòðèöü ç ôiêñîâàíèì âèçíà÷íèêîì, ðiâíèì d, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

 ) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

ä) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

å) ìíîæèíà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü, óñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ âiäìiííi âiä íóëÿ, ñòîñîâíî

ìíîæåííÿ;

¹) ìíîæèíà âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

æ) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ç) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

è) ìíîæèíà âåðõíiõ íiëüòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðàöi¨ A ∗B = A+B −AB;

i) ìíîæèíà âåðõíiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

¨) ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî ìîæåííÿ;

é) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ (êîñîñèìåòðè÷íèõ) ìàòðèöü ñòîñîâíî äîäàâàííÿ;

ê) ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ (êîñîñèìåòðè÷íèõ) ìàòðèöü ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ë) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(

x y
−y x

)
, äå x, y ∈ R, ñòîñîâíî ìíîæåííÿ;

ì) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(
x y
λy x

)
∈ M2(R), äå λ � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, ñòî-

ñîâíî ìíîæåííÿ.

8.25. Äîâåäiòü, ùî:

à) ìíîæèíà R\{−1} ç îïåðàöi¹þ x ∗ y = x+ y + xy;

á) ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ m ∗ n = m+ n+ 2007;

â) ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ m ∗ n = m+ (−1)mn
óòâîðþþòü ãðóïè.

8.26. Äëÿ ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ìíîæèíà R ç îïåðàöi¹þ x ∗ y = n
√
xn + yn áóäå ãðóïîþ?

8.27. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíè:

à) G = {x ∈ R | x > 1 } ç îïåðàöi¹þ a ∗ b = ab− a− b+ 2;

á) G = [ 0, 1) ç îïåðàöi¹þ ∗, äå a ∗ b äîðiâíþ¹ äðîáîâié ÷àñòèíi ÷èñëà a+ b;

â) G = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1 } ç îïåðàöi¹þ (x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)
óòâîðþþòü ãðóïè.

8.28. ßêi ç ãðóï çàäà÷ 8.20, 8.21 ¹ ïiäãðóïàìè iíøèõ iç öèõ ãðóï?

8.29. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à) −1 ∈ ({−1, 1}, · ); á) 1 ∈ (Z,+);

â)

(
−1 a
0 1

)
∈ GL2(R); ã)

(
0 −1
1 −1

)
∈ GL2(R);
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 )


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 ∈ GL4(R).

8.30. Ïåðåìíîæèòè ïiäñòàíîâêè:

à)

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)(
1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)
;

á)

(
1 2 3 4 5 6
3 6 4 5 2 1

)(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 5 6 3

)
;

â)

(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)(
1 2 3 4 5
4 5 3 2 1

)
;

ã)

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 2 4

)(
1 2 3 4 5 6
6 3 4 2 1 5

)
.

8.31. Çàïèñàòè ïåðåñòàíîâêè ó âèãëÿäi äîáóòêiâ íåçàëåæíèõ öèêëiâ i çà äåêðåìåíòîì âèçíà÷èòè

¨õíþ ïàðíiñòü:

à)

(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
; á)

(
1 2 3 4 5 6
6 5 1 4 2 3

)
;

â)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
; ã)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)
;

 )

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 1

)
; ä)

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

)
;

å)

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
;

¹)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
3 2 1 6 5 4 . . . 3n 3n− 1 3n− 2

)
;

æ)

(
1 2 3 4 . . . 2n− 3 2n− 2 2n− 1 2n
3 4 5 6 . . . 2n− 1 2n 1 2

)
;

ç)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
;

è)

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
4 5 6 7 8 9 . . . 1 2 3

)
;

i)

(
1 2 . . . k . . . nk − k + 1 nk − k + 2 . . . nk

k + 1 k + 2 . . . 2k . . . 1 2 . . . k

)
.

8.32. Çàïèñàòè ïiäñòàíîâêè ó âèãëÿäi òàáëèöü:

à) (1 5)(2 3 4); á) (1 3)(2 5)(4);

â) (7 5 3 1)(2 4 6)(8)(9); ã) (1 2)(3 4) . . . (2n− 1, 2n);

 ) (1 2 3 4 . . . 2n− 1, 2n); ä) (3 2 1)(6 5 4) . . . (3n, 3n− 1, 3n− 2).

8.33. Ïåðåìíîæèòè ïiäñòàíîâêè, çàïèñàíi ó âèãëÿäi öèêëiâ:

à) [(1 3 5)(2 4 6 7)] · [(1 4 7)(2 3 5 6)];

á) [(1 3)(5 7)(2 4 6)] · [(1 3 5)(2 4)(6 7)].

8.34. Çíàéòè ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè:

à)

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
∈ S5; á)

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
∈ S6.
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8.35. Çíàéòè σ100, ÿêùî σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
.

8.36. Çíàéòè σ150, ÿêùî σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 6 9 7 1 10 8 2

)
.

8.37. Çíàéòè ïiäñòàíîâêó χ iç ðiâíîñòi σχτ = π, ÿêùî

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 6 5 4

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6

)
, π =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)
.

8.38. Çíàéòè âñi òâiðíi åëåìåíòè àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë.

8.39. ßêi ñåðåä ãðóï

à) Z∗
10; á) Z∗

11; â) Z∗
12; ã) Z∗

14

¹ öèêëi÷íèìè?

8.40. ßêi ç íàñòóïíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí óòâîðþþòü êiëüöå ñòîñîâíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ

òà ìíîæåííÿ:

à) ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë;

á) ìíîæèíà nZ � öiëi ÷èñëà, êðàòíi çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n > 1;

â) ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë

ã) ìíîæèíà Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;

 ) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè äiëÿòü ôiêñîâàíå ÷èñëî

n ∈ N;
ä) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè íå äiëÿòüñÿ íà ôiêñî-

âàíå ÷èñëî ïðîñòå ÷èñëî p;

å) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â íåñêîðîòíîìó çàïèñi ÿêèõ çíàìåííèêè ¹ ñòåïåíÿìè ôiêñîâà-

íîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p;

¹) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b
√
2, äå a, b ∈ Q;

æ) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b 3
√
2, äå a, b ∈ Q;

ç) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b 3
√
2 + c 3

√
4, äå a, b, c ∈ Q;

è) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b i, äå a, b ∈ Z;
i) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b i, äå a, b ∈ Q;
¨) ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ ñóì âèãëÿäó a1z1 + a2z2 + . . . + anzn, äå a1, a2, . . . , an � ðàöiîíàëüíi

÷èñëà, z1, z2, . . . , zn � êîìïëåêñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n iç 1.

8.41. ßêi ç âêàçàíèõ ìíîæèí ìàòðèöü óòâîðþþòü êiëüöå ñòîñîâíî îïåðàöié ìàòðè÷íîãî äîäàâàííÿ

òà ìíîæåííÿ:

à) ìíîæèíà äiéñíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n;

á) ìíîæèíà äiéñíèõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n;

â) ìíîæèíà âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n > 2;

ã) ìíîæèíà ìàòðèöü ïîðÿäêó n > 2, ó ÿêèõ äâà îñòàííi ðÿäêè íóëüîâi;

 ) ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó

(
a b
kb a

)
, äå a, b ∈ Z, k � ôiêñîâàíå öiëå ÷èñëî;

ä) ìíîæèíà ìàòðèöü âèãëÿäó

(
a b
kb a

)
, äå a, b ∈ R, k � ôiêñîâàíèé åëåìåíò äåÿêîãî êiëüöÿ R;

å) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó

(
z w

−w z

)
;

86



¹) ìíîæèíà äiéñíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó
a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

?
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Ðîçäië 9.

Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

9.1. Îá÷èñëèòè:

à) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i); á) (2 + i)(3 + 7i)− (1 + 2i)(5 + 3i);

â) (4 + i)(5 + 3i)− (3 + i)(3− i); ã) (5+i)(7−6i)
3+i ;  ) (5+i)(3+5i)

2i ;

ä) (1+3i)(8−i)
(2+i)2

;å) (2+i)(4+i)
1+i ; ¹) (3−i)(1−4i)

2−i ;

æ) (2 + i)3 + (2− i)3; ç) (3 + i)3 − (3− i)3;

è) (1+i)5

(1−i)3 ; i)
(
−1

2 +
√
3
2 i
)2
;

¨)
(
−1

2 +
√
3
2 i
)3
; é)

(
−1

2 −
√
3
2 i
)3
.

9.2. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè:

à)

∣∣∣∣ a c+ di
c− di b

∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣a+ bi b
2a a− bi

∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣cosφ+ i sinφ 1
1 cosφ− i sinφ

∣∣∣∣ ; ã)

∣∣∣∣ a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

∣∣∣∣ .
9.3. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè 3-ãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i −i 1

∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣
x a+ bi c+ di

a− bi y e+ fi
c− di e− fi z

∣∣∣∣∣∣ ;
â)

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1i a1i− b1 c1
a2 + b2i a2i− b2 c2
a3 + b3i a3i− b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
9.4. Îá÷èñëèòè i77, i98, i−57, in, äå n � öiëå ÷èñëî.

9.5. Ïåðåâiðèòè òîòîæíiñòü x4 + 4 = (x− 1− i)(x− 1 + i)(x+ 1 + i)(x+ 1− i).

9.6. Îá÷èñëèòè (1+i)n

(1−i)n−2 , äå n � öiëå äîäàòíå ÷èñëî.

9.7. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

à)

{
(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i,

(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i;
á)

{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i,

2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i;

â)

{
(1− i)z1 − 3iz2 = −i,
2z1 − (3 + 3i)z2 = 3− i;

ã)

{
2z1 − (2 + i)z2 = −i,
(4− 2i)z1 − 5z2 = −1− 2i;

 )


x+ iy − 2z = 10,

x− y + 2iz = 20,

ix+ 3iy − (1 + i)z = 30.
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9.8. Çíàéòè äiéñíi ÷èñëà x òà y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ:

à) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i; á) (3 + 2i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.

9.9. Îá÷èñëèòè:

à)
√
2i; á)

√
−8i; â)

√
3− 4i; ã)

√
−15 + 8i;

 )
√
−3− 4i; ä)

√
−11 + 60i; å)

√
−8 + 6i;

¹)
√
−8− 6i; æ)

√
−8− 6i; ç)

√
8 + 6i; è)

√
2− 3i;

i)
√
4 + i+

√
4− i; ¨)

√
1− i

√
3; é) 4

√
−1; ê)

4
√
2− i

√
12.

9.10. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) z2 = i; á) z2 = 3− 4i; â) z2 = 5− 12i;

ã) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0;  ) z2 − 5z + 4 + 10i = 0;

ä) z2 + (2i− 7)z + 13− i = 0.

9.11. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ i ¨õíi ëiâi ÷àñòèíè ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè:

à) x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = 0; á) x4 + 2x2 − 24x+ 72 = 0.

9.12. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) x4 − 3x2 + 4 = 0; á) x4 − 30x2 + 289 = 0.

9.13. Ïîáóäóâàòè òî÷êè íà ïëîùèíi, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà: 1, −1, −
√
2, i, −i,

i
√
2, −1 + i, 2− 3i.

9.14. Çàïèñàòè ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi òàêi ÷èñëà:

à) 1; á) −1; â) i; ã) −i;  ) 2i; ä) −3;

å) 1 + i; ¹) −1 + i; æ) −1− i; ç) 1− i;

è) 1 + i
√
3; i) −1 + i

√
3; ¨) −1− i

√
3; é) 1− i

√
3;

ê)
√
3 + i; ë) −

√
3 + i; ì) −

√
3− i; í)

√
3− i;

î) 1 + i
√
3
3 ; ï) 2 +

√
3 + i; ð) 1− (2 +

√
3)i;

ñ) cosα− i sinα; ò) sinα+ i cosα; ó) cosφ+i sinφ
cosψ+i sinψ .

9.15. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà:

à) ìîäóëü ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1; á) àðãóìåíò ÿêèõ π
6 .

9.16. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íîñòÿì:

à) |z| < 2; á) |z − i| 6 1; â) |z − 1− i| < 1; ã) 2 < |z| < 3;

 ) 1 6 |z − 2i| < 2; ä) |Re z| 6 1; å) −1 < Re iz < 0; ¹) |Im z| = 1;

æ) |Re z+Im z| < 1; ç) |z− 1|+ |z+1| = 3; è) |z+2| − |z− 2| = 3; i) |z− 2| = Re z+2.

9.17. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) |z|+ z = 8 + 4i; á) |z| − z = 8 + 12i;

â) |z| − z = 1 + 2i; ã) |z|+ z = 2 + i

9.18. Îá÷èñëèòè:

à) (1 + i)1000; á) (1 + i
√
3)150; â) (

√
3 + i)30;

ã)
(
1 +

√
3
2 + i

2

)24
;  ) (2−

√
3 + i)12; ä)

(
1−i

√
3

1+i

)12
;
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Ðîçäië 9. Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

å)
(√

3+i
1−i

)30
; ¹) (−1+i

√
3)15

(1−i)20 + (−1−i
√
3)15

(1+i)20
.

9.19. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè 3-ãî ïîðÿäêó:

à)

∣∣∣∣∣∣
1 1 w
1 1 w2

w2 w 1

∣∣∣∣∣∣, äå w = cos 2
3π + i sin 2

3π ;

á)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 w w2

1 w2 w

∣∣∣∣∣∣, äå w = cos 4
3π + i sin 4

3π ;

â)

∣∣∣∣∣∣
1 w w2

w2 1 w
w w2 1

∣∣∣∣∣∣ , äå w = −1
2 + i

√
3
2 .

9.20. Ïðè n ∈ Z îá÷èñëèòè âèðàçè:

à)
(
1−i

√
3

2

)n
; á)

(1+i tgφ
1−i tgφ

)n
.

9.21. ßêi ç âiäîáðàæåíü ãðóï φ : C∗ → R∗ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè, ÿêùî:

à) φ(z) = |z|; á) φ(z) = 2|z|;

â) φ(z) = 1
|z| ; ã) φ(z) = 1 + |z|;

 ) φ(z) = |z|2; ä) φ(z) = 1; e) φ(z) = 2 ?

9.22. Âèðàçèòè ÷åðåç sinx i cosx ôóíêöi¨:

à) sin 4x; á) cos 4x; â) sin 5x; ã) cos 5x.

9.23. Âèðàçèòè tg 6φ ÷åðåç tgφ.

9.24. Âèðàçèòè ÷åðåç ïåðøi ñòåïåíi ñèíóñà i êîñèíóñà àðãóìåíòiâ, êðàòíèõ x, ôóíêöi¨:

à) sin4 x; á) cos4 x; â) sin5 x; ã) cos5 x.

9.25. Îá÷èñëèòè:

à) 3
√
1 ; á) 4

√
1 ; â) 6

√
1 ; ã) 3

√
i ;  ) 6

√
i ;

ä) 4
√
−4 ; å) 6

√
64 ; ¹) 8

√
16 ; æ) 6

√
−27 ;

ç) 3
√
1 + i ; è) 3

√
2− 2i ; i) 8

√
2
√
2(1− i) ;

¨) 10

√
512(1− i

√
3) ; é)

4
√
8
√
3i− 8 ; ê) 4

√
−72(1− i

√
3) ;

ë) 4

√
− 18

1+i
√
3
; ì) 4

√
7−2i
1+i

√
2
+ 4+14i√

2+2i
− (8− 2i) ;

í) 3

√
1−5i
1+i − 51+2i

2−i + 2 ; î) 4

√
−2+2

√
3i

2+i
√
5

− 5
√
3+i

2
√
5+5i

.

9.26. Çíàéòè êîðåíi ç îäèíèöi ñòåïåíÿ:

à) 2; á) 3; â) 4; ã) 6;  ) 8; ä) 12; å) 24.

9.27. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) (z + 1)m − (z − 1)m = 0; á) (z + i)m − (z − i)m = 0.

9.28. Îá÷èñëèòè ñóìè

à) 1 + 2ϵ+ 3ϵ2 + . . .+ nϵn−1,

á) 1 + 4ϵ+ 9ϵ2 + . . .+ n2ϵn−1,

äå ϵ � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
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9.29. Çíàéòè ñóìó ïåðâiñíèõ êîðåíiâ à) 15-ãî, á) 24-ãî, â) 30-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

9.30. ×è ¹ ÷èñëî 2+i
2−i êîðåíåì ÿêîãîñü ñòåïåíÿ ç îäèíèöi?
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Ðîçäië 10.

Êiëüöå ïîëiíîìiâ

10.1. Ïåðåìíîæèòè ïîëiíîìè:

à) (2x4 − x3 + x2 + x+ 1)(x2 − 3x+ 1) ;

á) (x3 + x2 − x− 1)(x2 − 2x− 1) .

10.2. Âèêîíàòè äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:

à) f(x) = 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6 íà g(x) = x2 − 3x+ 1 ;

á) f(x) = x3 − 3x2 − x− 1 íà g(x) = 3x2 − 2x+ 1 .

10.3. Çíàéòè óìîâó, ïðè ÿêié ïîëiíîì x3 + px+ q äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì âèãëÿäó x2 +mx− 1.

10.4. Ïðè ÿêié óìîâi ïîëiíîì x4 + px2 + q äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì âèãëÿäó x2 +mx+ 1?

10.5. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x) òà g(x), ÿêùî:

à) f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, g(x) = x3 + x2 − x− 1 ;

á) f(x) = x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5, g(x) = x5 + x2 − x+ 1 ;

â) f(x) = x5 + 3x2 − 2x+ 2, g(x) = x6 + x5 + x4 − 3x2 + 2x− 6 ;

ã) f(x) = x4 + x3 − 4x+ 5, g(x) = 2x3 − x2 − 2x+ 2 ;

 ) f(x) = x5 + x4 − x3 − 2x− 1, g(x) = 3x4 + 2x3 + x2 + 2x− 2 ;

ä) f(x) = x6 − 7x4 + 8x3 − 7x+ 7, g(x) = 3x5 − 7x3 + 3x2 − 7 ;

å) f(x) = x5 − 2x4 + x3 + 7x2 − 12x+ 10, g(x) = 3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x− 2 ;

¹) f(x) = x5 + 3x4 − 12x3 − 52x2 − 52x− 12, g(x) = x4 + 3x3 − 6x2 − 22x− 12 ;

æ) f(x) = x5 + x4 − x3 − 3x2 − 3x− 1, g(x) = x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1 ;

ç) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1 ;

è) f(x) = x4 − 10x2 + 1, g(x) = x4 − 4
√
2x3 + 6x2 + 4

√
2x+ 1 ;

i) f(x) = x4 + 7x3 + 19x2 + 23x+ 10, g(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 22x+ 12 ;

¨) f(x) = 2x6 − 5x5 − 14x4 + 36x3 + 86x2 + 12x− 31, g(x) = 2x5 − 9x4 + 2x3 + 37x2 + 10x− 14 ;

é) f(x) = 3x6 − x5 − 9x4 − 14x3 − 11x2 − 3x− 1, g(x) = 3x5 + 8x4 + 9x3 + 15x2 + 10x+ 9 .

10.6. Êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì Åâêëiäà, çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d(x) ïîëiíîìiâ f(x)
i g(x) òà éîãî âèðàæåííÿ ÷åðåç f(x) i g(x), ÿêùî:

à) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2 ;

á) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1 ;

â) f(x) = x5 + 3x4 + x3 + x2 + 3x+ 1, g(x) = x4 + 2x3 + x+ 2 ;

ã) f(x) = x6 − 4x5 + 11x4 − 27x3 + 37x2 − 35x+ 35, g(x) = x5 − 3x4 + 7x3 − 20x2 + 10x− 25 ;

 ) f(x) = 3x7 + 6x6 − 3x5 + 4x4 + 14x3 − 6x2 − 4x+ 4, g(x) = 3x6 − 3x4 + 7x3 − 6x+ 2 ;

ä) f(x) = 3x5 + 5x4 − 16x3 − 6x2 − 5x− 6, g(x) = 3x4 − 4x3 − x2 − x− 2 ;
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å) f(x) = 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9, g(x) = 2x3 − x2 − 5x+ 4 .

10.7. Çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà çíàéòè òàêi ïîëiíîìè u(x), v(x), ùîá f(x)u(x)+g(x) v(x) =
= 1:

à) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1;

á) f(x) = x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1, g(x) = x2 − x− 1;

â) f(x) = x5 − 5x4 − 2x3 + 12x2 − 2x+ 12, g(x) = x3 − 5x2 − 3x+ 17;

ã) f(x) = 2x4 + 3x3 − 3x2 − 5x+ 2, g(x) = 2x3 + x2 − x− 1;

 ) f(x) = 3x4 − 5x3 + 4x2 − 2x+ 1, g(x) = 3x3 − 2x2 + x− 1;

ä) f(x) = x5 + 5x4 + 9x3 + 7x2 + 5x+ 3, g(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 1 .

10.8. Ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiäiáðàòè òàêi ïîëiíîìè u(x), v(x), ùî f(x)u(x)+g(x) v(x) =
= 1:

à) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1;

á) f(x) = x3, g(x) = (1− x)2;

â) f(x) = x4, g(x) = (1− x)4 .

10.9. Ïiäiáðàòè ïîëiíîìè u(x) òà v(x) íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ òàê, ùîá

à) (x4 − 2x3 − 4x2 + 6x+ 1)u(x) + (x3 − 5x− 3) v(x) = x4;

á) (x4 + 2x3 + x+ 1)u(x) + (x4 + x3 − 2x2 + 2x− 1) v(x) = x3 − 2x .

10.10. Âèçíà÷èòè ïîëiíîì íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé â îñòà÷i äà¹:

à) 2x ïðè äiëåííi íà (x− 1)2 i 3x ïðè äiëåííi íà (x− 2)3;

á) x2+x+1 ïðè äiëåííi íà x4−2x3−2x2+10x−7 i 2x2−3 ïðè äiëåííi íà x4−2x3−3x2+13x−10 .

10.11. Âèäiëèâøè êðàòíi íåçâiäíi ìíîæíèêè çàäàíîãî ïîëiíîìà, ðîçêëàñòè éîãî íà íåçâiäíi ìíîæ-

íèêè:

à) x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x+ 27 ;

á) x5 − 6x4 + 16x3 − 24x2 + 20x− 8 ;

â) x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4 ;

ã) x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4 ;

 ) x6 − 2x5 − x4 − 2x3 + 5x2 + 4x+ 4 ;

ä) x7 − 3x6 + 5x5 − 7x4 + 7x3 − 5x2 + 3x− 1 ;

å) x8 + 2x7 + 5x6 + 6x5 + 8x4 + 6x3 + 5x2 + 2x+ 1 .

10.12. Âèêîíàòè äiëåííÿ ç îñòà÷åþ:

à) x4 − 2x3 + 4x2 − 6x+ 8 íà x− 1 ;

á) 2x5 − 5x3 − 8x íà x+ 3 ;

â) 4x3 + x2 íà x+ 1 + i ;

ã) x3 − x2 − x íà x− 1 + 2i .

10.13. Ðîçäiëèòè ïîëiíîì f(x) ç îñòà÷åþ íà x− x0 i çíàéòè çíà÷åííÿ f(x0):

à) f(x) = 3x5 + x4 − 19x2 − 13x− 10, x0 = 2 ;

á) f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x+ 5, x0 = −2 .

10.14. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, îá÷èñëèòè f(x0), ÿêùî:

à) f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 − 10x+ 16 íà x0 = 4 ;

á) f(x) = x5 + (1 + 2i)x4 − (1 + 3i)x2 + 7 íà x0 = −2− i .
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Ðîçäië 10. Êiëüöå ïîëiíîìiâ

10.15. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, ðîçêëàñòè ïîëiíîì f(x) çà ñòåïåíÿìè x − x0 i çíàéòè çíà-

÷åííÿ f(x0):

à) f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x+ 1, x0 = −1 ;

á) f(x) = x5, x0 = 1 ;

â) f(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 50x+ 90, x0 = 2 ;

ã) f(x) = x4 + 2ix3 − (1 + i)x2 − 3x+ 7 + i, x0 = −i ;
 ) f(x) = x4 + (3− 8i)x3 − (21 + 18i)x2 − (33− 20i)x+ 7 + 18i, x0 = −1 + 2i .

10.16. Êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà, ðîçêëàñòè íà ïðîñòiøi äðîáè:

à) x3−x+1
(x−2)5

; á) x4−2x2+3
(x+1)5

.

10.17. Çà äîïîìîãîþ ñõåìè Ãîðíåðà ðîçêëàñòè çà ñòåïåíÿìè x:

à) f(x+ 3) , äå f(x) = x4 − x3 + 1 ;

á) (x− 2)4 + 4(x− 2)3 + 6(x− 2)2 + 10(x− 2) + 20 .

10.18. Ðîçêëàñòè ïîëiíîì f(x) çà ñòåïåíÿìè x− x0 i çíàéòè çíà÷åííÿ éîãî ïîõiäíèõ â òî÷öi x0:

à) f(x) = x5 − 4x3 + 6x2 − 8x+ 10, x0 = 2 ;

á) f(x) = x4 − 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1, x0 = 1 + 2i ;

â) f(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 10x+ 20, x0 = −2 .

10.19. Âèçíà÷èòè êðàòíiñòü êîðåíÿ x0 ïîëiíîìà f(x):

à) f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, x0 = 2 ;

á) f(x) = x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 − 16x− 16, x0 = −2 ;

â) f(x) = 3x5 + 2x4 + x3 − 10x− 8, x0 = −1 ;

ã) f(x) = x5 − 6x4 + 2x3 + 36x2 − 27x− 54, x0 = 3 .

10.20. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi λ ïîëiíîì f(x) = x5 − λx2 − λx + 1 ìà¹ −1 êîðåíåì íå íèæ÷å äðóãî¨

êðàòíîñòi?

10.21. Çíàéòè òàêi λ òà µ, ùîá òðè÷ëåí f(x) = λx4 + µx3 + 1 äiëèâñÿ íà (x− 1)2?

10.22. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ òà µ ïîëiíîì f(x) = λxn+1 + µxn + 1 äiëèòüñÿ íà (x− 1)2?

10.23. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ òà µ ïîëiíîì f(x) = x5 + λx3 + µ ìà¹ ïîäâiéíèé êîðiíü, âiäìiííèé

âiä íóëÿ?
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