
Ðîçäië 1.

Ìàòðèöi

1.1. Îïèñàòè óìîâè, ïðè ÿêèõ ïðàâèëüíi íèæ÷å íàâåäåíi òîòîæíîñòi, òà äîâåñòè öi òîòîæíîñòi (A,
B, C � ìàòðèöi, λ, µ � ÷èñëà):

à) A+B = B +A; á) A+ (B + C) = (A+B) + C; â) λ(µA) = (λµ)A;

ã) (λ+ µ)A = λA+ µA;  ) λ(A+B) = λA+ λB.

1.2. à) ×è ìîæíà ïåðåìíîæèòè ðÿäîê äîâæèíè m íà ñòîâï÷èê âèñîòè n?

á) ×è ìîæíà ïåðåìíîæèòè ñòîâï÷èê âèñîòè n íà ðÿäîê äîâæèíè m?

1.3. ßêèì óìîâàì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ìàòðèöi A òà B, ùîá:

à) iñíóâàâ äîáóòîê AB; á) iñíóâàâ äîáóòîê BA; â) iñíóâàëè äîáóòêè AB òà BA?

1.4. Âèðàçèòè ðîçìiðè ìàòðèöi AB ÷åðåç ðîçìiðè ìàòðèöü A òà B.

1.5. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (A, B, C, D � ìàòðèöi, λ � ÷èñëî):

à) λ(AB) = (λA)B = A(λB); á) (AB)C = A(BC); â) A(B + C) = AB +AC;

ã) (A+B)C = AC +BC;  ) A(B + C +D) = AB +AC +AD.

1.6. ×è çàâæäè ïðàâèëüíà ìàòðè÷íà ðiâíiñòü AB = BA? Íàâåñòè ïðèêëàäè ïåðåñòàâíèõ i íåïåðå-

ñòàâíèõ ìàòðèöü.

1.7. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ðîçìiðè ìàòðèöü A òà B, ÿêùî AB = BA?

1.8. Íåõàé A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó. Ïåðåâiðèòè ÷è ïðàâèëüíi òàêi ìàòðè÷íi

òîòîæíîñòi:

à) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; á) (A+B)(A−B) = (A−B)(A+B);

â) A2 −B2 = (A+B)(A−B); ã) (A+ E)3 = A3 + 3A2 + 3A+ E.

1.9. Äîâåñòè, ùî ÿêùî A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó i AB = BA, òî

(A+B)n = An + nAn−1B +
n(n− 1)

2
An−2B2 + · · ·+Bn.

Íàâåñòè ïðèêëàä ìàòðèöü, äëÿ ÿêèõ öÿ ôîðìóëà íå âèêîíó¹òüñÿ.

1.10. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé (A, B, C � ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ïîðÿäêiâ, λ � ÷èñëî):

a) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤; á) (AB)⊤ = B⊤A⊤; â) (ABC)⊤ = C⊤B⊤A⊤;

ã) (λA)⊤ = λA⊤;  ) (A⊤)⊤ = A; ä) (A−1)⊤ = (A⊤)−1.

1.11. Äîâåñòè, ùî k-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi AB äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöi A íà k-èé ñòîâï÷èê ìàòðè-

öi B. Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ðÿäêiâ.

1.12. Íåõàé çàäàíî äîáóòîê AB ìàòðèöü A òà B. Äîâåñòè, ùî:

à) ÿêùî äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîäàòè ¨¨ j-é ðÿäîê, òî ç ìàòðèöåþ AB âiäáóäåòüñÿ òå æ åëåìåí-

òàðíå ïåðåòâîðåííÿ;

á) ÿêùî i-é ðÿäîê ìàòðèöi A ïîìíîæèòè íà ÷èñëî λ, òî i-é ðÿäîê AB òàêîæ äîìíîæèòüñÿ íà λ;

4



â) ïðè ïåðåñòàíîâöi ìiñöÿìè äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A âiäïîâiäíi ðÿäêè AB òàêîæ ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

1.13. ßê çìiíèòüñÿ äîáóòîê AB ìàòðèöü A òà B, ÿêùî:

à) äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B äîäàòè ¨¨ j-é ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà ÷èñëî λ;

á) i-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi B ïîìíîæèòè íà ÷èñëî λ;

â) ïåðåñòàâèòè i-é òà j-é ñòîâïöi ìàòðèöi B.

1.14. Íåõàé A� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ïðè÷îìó EijA = AEij äëÿ óñiõ ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Eij . Äîâåñòè,

ùî A = λE äëÿ äåÿêîãî ñêàëÿðà λ.

1.15. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ïðè÷îìó EiiA = AEii äëÿ óñiõ i. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A
äiàãîíàëüíà.

1.16. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n, Em òà En � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó m òà n âiäïîâiäíî.

Äîâåñòè, ùî EmA = AEn = A.

1.17. Íà ÿêó ìàòðèöþ òðåáà äîìíîæèòè ìàòðèöþ A, ùîá â ðåçóëüòàòi îòðèìàòè:

à) ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi A; á) ïåðøèé ðÿäîê A?

1.18. Ïiäiáðàòè åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ P òàê, ùîá ìàòðèöÿ PA îòðèìóâàëàñü iç A:

à) ïåðåñòàíîâêîþ äâîõ ïåðøèõ ðÿäêiâ A;

á) äîäàâàííÿì ïåðøîãî ðÿäêà äî äðóãîãî;

â) ìíîæåííÿì ïåðøîãî ðÿäêà íà ÷èñëî λ ̸= 0.

1.19. Íåõàé A òà B � äiàãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó, λ � ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî ìàòèöi λA,
A+B, AB, BA òàêîæ äiàãîíàëüíi i AB = BA.

1.20. Íåõàé ìàòðèöÿ A � äiàãîíàëüíà, âñi ¨¨ åëåìåíòè ðiçíi i AB = BA. Äîâåñòè, ùî òîäi ìàòðèöÿ

B òàêîæ äiàãîíàëüíà.

1.21. Íåõàé ìàòðèöi A òà B � âåðõíi òðèêóòíi. Âèðàçèòè åëåìåíòè ìàòðèöi AB ÷åðåç åëåìåíòè

ìàòðèöü A òà B.

1.22. Íåõàé A � äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A+A⊤ ñèìåòðè÷íà, à ìàòðèöÿ

A−A⊤ êîñîñèìåòðè÷íà.

1.23. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó ñèìåòðè÷íî¨ òà êîñîñèìå-

òðè÷íî¨ ìàòðèöü. ×è ¹ öå ðîçêëàäàííÿ îäíîçíà÷íå?

1.24. Äîâåñòè ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòåé:

à) tr(A+B) = trA+ trB; á) trAB = trBA.

1.25. Äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü AB − BA = E íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ æîäíèõ ìàòðèöü A i B ç ÷èñëîâèìè

åëåìåíòàìè.
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Ðîçäië 2.

Âèçíà÷íèêè

2.1. Äîâåñòè, ùî ïðè äiéñíèõ a, b, c êîðåíi ðiâíÿííÿ

∣∣∣∣a− x b
b c− x

∣∣∣∣ = 0 áóäóòü äiéñíèìè.

2.2. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ X äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

X2 − (trX)X + detX = O.

2.3. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, óòâîðåíèé iç ÷èñåë 1 òà −1, ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

2.4. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ:

à) òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ âèçíà÷íèêà;

á) ÿêùî âñi åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþþòü íóëþ, òî é ñàì âèçíà÷íèê äîðiâ-

íþ¹ íóëþ;

â) ÿêùî âñi åëåìåíòè ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà ïîìíîæèòè íà îäíå é òå æ ÷èñëî,

òî é âåñü âèçíà÷íèê ïîìíîæèòüñÿ íà öå ÷èñëî;

ã) ÿêùî ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè (ñòîâïöi) âèçíà÷íèêà, òî âií çìiíèòü çíàê;

 ) ÿêùî äâà ðÿäêè (ñòîâïöi) âèçíà÷íèêà îäíàêîâi, òî âií äîðiâíþ¹ íóëþ;

ä) ÿêùî óñi åëåìåíòè îäíîãî ðÿäêà ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíèì åëåìåíòàì iíøîãî ðÿäêà, òî âèçíà÷íèê

äîðiâíþ¹ íóëþ (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ ñòîâïöiâ);

å) ÿêùî êîæåí åëåìåíò äåÿêîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ äâîõ ñêëàäîâèõ, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹

ñóìi äâîõ âèçíà÷íèêiâ, ó ÿêèõ âñi ðÿäêè, êðiì çàäàíîãî, çàëèøèëèñü íåçìiííèìè, à ó çàäàíîìó ðÿäêó

â ïåðøîìó âèçíà÷íèêó çíàõîäÿòüñÿ ïåðøi, à â äðóãîìó � äðóãi ñêëàäîâi (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ

ñòîâïöiâ);

¹) ÿêùî äî åëåìåíòiâ îäíîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà äîäàòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà, ïîìíî-

æåíi íà îäíå i òåæ ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ (öå æ ïðàâèëüíî i äëÿ ñòîâïöiâ).

2.5. Ñêiëüêè ðiçíèõ iíâåðñié ìîæíà óòâîðèòè ç ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

2.6. Â ÿêié ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, . . . , n êiëüêiñòü iíâåðñié íàéáiëüøà i ÷îìó âîíà äîðiâíþ¹?

2.7. ×îìó äîðiâíþ¹ ñóìà ÷èñëà iíâåðñié i ÷èñëà ïîðÿäêiâ â äîâiëüíié ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, 3, . . . ,
n?

2.8. Äîâåñòè, ùî âiä îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè a1, a2, . . . , an äî iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè b1, b2, . . . , bn òèõ æå

åëåìåíòiâ ìîæíà ïåðåéòè øëÿõîì íå áiëüøå, íiæ n− 1 òðàíñïîçèöié.

2.9. Äîâåñòè, ùî âiä îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè a1, a2, . . . , an äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè b1, b2, . . . ,
bn òèõ æå åëåìåíòiâ ìîæíà ïåðåéòè øëÿõîì íå áiëüøå, íiæ n(n−1)

2 ñóìiæíèõ òðàíñïîçèöié (òîáòî

òðàíñïîçèöié ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ).

2.10. Íåõàé â ïåðåñòàíîâöi a1, a2, . . . , an−1, an êiëüêiñòü iíâåðñié äîðiâíþ¹ k. Ñêiëüêè iíâåðñié áóäå

â ïåðåñòàíîâöi an, an−1, . . . , a2, a1.

2.11. Ñêiëüêè iíâåðñié ó âñiõ ïåðåñòàíîâêàõ n åëåìåíòiâ ðàçîì?
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2.12. Äîâåñòè, ùî òðàíñïîçèöiÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ ïåðåñòàíîâêè çìiíþ¹ ¨¨ ïàðíiñòü.

2.13. Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ ïàðíèõ (íåïàðíèõ) ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, . . . , n?

2.14. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ó âèçíà÷íèêó ïîðÿäêó n íà ïåðåòèíi äåÿêèõ r ðÿäêiâ òà s ñòîâïöiâ (r+s > n)
ñòîÿòü íóëi, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ.

2.15. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî

à) éîãî ïåðøèé ñòîâï÷èê ïåðåñòàâèòè íà îñòàíí¹ ìiñöå, à ðåøòà ñòîâï÷èêiâ ïåðåñóíóòè âëiâî,

çáåðiãàþ÷è ¨õ ðîçòàøóâàííÿ;

á) çàïèñàòè éîãî ðÿäêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó;

â) çìiíèòè çíàê âñiõ éîãî åëåìåíòiâ íà ïðîòèëåæíèé;

ã) ïîâåðíóòè éîãî ìàòðèöþ íà 900 íàâêîëî ¾öåíòðà¿ (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè)?

2.16. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêùî

à) êîæåí éîãî åëåìåíò çàìiíèòè åëåìåíòîì, ñèìåòðè÷íèì ç çàäàíèì ñòîñîâíî ¾öåíòðà¿ âèçíà÷íè-

êà;

á) êîæåí éîãî åëåìåíò çàìiíèòè åëåìåíòîì, ñèìåòðè÷íèì ç çàäàíèì ñòîñîâíî ái÷íî¨ äiàãîíàëi;

â) êîæåí éîãî åëåìåíò aik ïîìíîæèòè íà ci−k (c ̸= 0)?

2.17. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî

à) äî êîæíîãî éîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, äîäàòè íàñòóïíèé ðÿäîê;

á) äî êîæíîãî éîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïåðåäíié ñòîâï÷èê;

â) âiä êîæíîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, âiäíÿòè óñi íàñòóïíi ðÿäêè;

ã) äî êîæíîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè óñi ïîïåðåäíi ñòîâï÷èêè.

2.18. ßê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêùî

à) âiä êîæíîãî ðÿäêà, êðiì îñòàííüîãî, âiäíÿòè íàñòóïíèé ðÿäîê, à âiä îñòàííüîãî ðÿäêà âiäíÿòè

ïî÷àòêîâèé ïåðøèé ðÿäîê;

á) äî êîæíîãî ñòîâï÷èêà, ðîçïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïåðåäíié ñòîâï÷èê i â òîé æå ÷àñ äî

ïåðøîãî äîäàòè îñòàííié?

2.19. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî çìiíèòè çíàê âñiõ åëåìåíòiâ íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ;

ÿêùî æ çìiíèòè çíàê âñiõ åëåìåíòiâ íà ïàðíèõ ìiñöÿõ, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî âií ïàðíîãî

ïîðÿäêó, i çìiíèòü çíàê, ÿêùî íåïàðíîãî ïîðÿäêó.

2.20. ×îìó äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèê, ó ÿêîãî ñóìà ðÿäêiâ ç ïàðíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ ñóìi ðÿäêiâ ç

íåïàðíèìè íîìåðàìè?

2.21. ×è ïðàâèëüíi òîòîæíîñòi:

à) det(A+B) = detA+ detB;

á) det(λA) = λ detA;

â) det(λA) = λn detA (n � ïîðÿäîê ìàòðèöi);

ã) det(λAk) = (detA)k?

2.22. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü det
(
AA⊤)> 0.

2.23. Ñêiëüêè ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó ìiñòèòü âèçíà÷íèê ïîðÿäêó n?

2.24. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ïðàâèëüíi òîòîæíîñòi:

à) (A⊤)−1 = (A−1)⊤; á) (λA)−1 = λ−1A−1; â) (AB)−1 = B−1A−1;

ã) (ABC)−1 = C−1B−1A−1;  ) (A−1)k = (Ak)−1; ä) (A+B)−1 = A−1 +B−1.

2.25. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ E +AB îáîðîòíà, òî ìàòðèöÿ E +BA òàêîæ îáîðîòíà.

2.26. ×è ìîæå áóòè îáîðîòíîþ ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ?
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Ðîçäië 2. Âèçíà÷íèêè

2.27. à) Äîâåñòè, ùî ÿêùî A, B, C � êâàäðàòíi ìàòðèöi òà AB = E, AC = E, òî B = C.

á) ×è ìîæëèâà ðiâíiñòü AB = E äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü? ×è ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ à) äëÿ

ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü?

2.28. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî åëåìåíòàðíî¨, òàêîæ åëåìåíòàðíà.

2.29. à) Äîâåñòè, ùî êâàäðàòíó ìàòðèöþ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìîæíà

çâåñòè äî îäèíè÷íî¨ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íåâèðîäæåíà.

á) Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ñòîâï÷èêiâ

ìàòðèöi.

2.30. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ¹ äîáóòêîì åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü.

2.31. à) Íåõàé A òà B � ìàòðèöi îäíîãî é òîãî æ ïîðÿäêó i ìàòðèöÿ A çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ïåðåâåäåíà â îäèíè÷íó ìàòðèöþ E. Â ÿêó ìàòðèöþ çâåäå

öÿ æ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìàòðèöþ E? Ìàòðèöþ B?

á) Âiäïîâiñòè íà öi æ ïèòàííÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi

A, ÿêi ïåðåâîäÿòü A â E.

2.32. à) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi A−1, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåíòàðíi

ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàòðèöü A, E.

á) Îïèñàòè òà îá ðóíòóâàòè ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi A−1, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ åëåìåíòàðíi

ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü A, E.

2.33. ßê çìiíèòüñÿ ìàòðèöÿ A−1, ÿêùî â ìàòðèöi A:

à) ïåðåñòàâèòè i-é òà j-é ðÿäêè;

á) äî i-ãî ðÿäêà äîäàòè j-é, ïîìíîæåíèé íà λ;

â) ïîìíîæèòè i-é ðÿäîê íà ÷èñëî λ ̸= 0;

ã) ïåðåòâîðåííÿ à)-â) çäiéñíèòè çi ñòîâïöÿìè?

2.34. Íåõàé A2 + A + E = O. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, i âêàçàòè íàéïðîñòiøèé ñïîñiá

îá÷èñëåííÿ A−1.

2.35. Íåõàé Ak = O. Äîâåñòè, ùî (E −A)−1 = E +A+ · · ·+Ak−1.

2.36. Äîâåñòè, ùî ÿêùî AB = BA, òî A−1B = BA−1.

2.37. Ïåðåâiðèòè ôîðìóëó (S−1AS)k = S−1AkS.

2.38. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ A äiàãîíàëüíà i âñi ¨¨ äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âiäìiííi âiä 0, òî A−1

iñíó¹ i ¹ äiàãîíàëüíîþ.

2.39. ×îìó äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèê öiëî÷èñåëüíî¨ ìàòðèöi A, ÿêùî ìàòðèöÿ A−1 òàêîæ öiëî÷èñåëüíà?

2.40. Íåõàé A � ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó i k � íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå äâîõ. Äîâåñòè, ùî Ak = O
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A2 = O.
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Ðîçäië 3.

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

3.1. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ AX = B ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöÿ À íåâèðîäæåíà.

3.2. ßê çìiíþþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ñòîâïöiâ

îñíîâíî¨ ìàòðèöi?

3.3. ßêó ñèñòåìó ðiâíÿíü íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì Ãàóñà äî

ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi çàäàíî¨ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè, ÿêùî îñíîâíà ìàòðèöÿ

íåâèðîäæåíà?

3.4. Äîâåñòè, ùî:

à) ñóìà äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì;

á) äîáóòîê äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íà ÷èñëî òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

öi¹¨ æ ñèñòåìè.

3.5. ×è ìîæå îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèÿâèòèñÿ íåñóìiñíîþ?
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Ðîçäië 4.

Àðèôìåòè÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið

4.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ ∈ Rn òà áóäü-ÿêèõ ÷èñåë λ, µ ∈ R âèêîíóþòüñÿ òàêi

ñïiââiäíîøåííÿ:

à) a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗; á) a⃗+ o⃗ = o⃗+ a⃗ = a⃗;

â) a⃗+ (−a⃗) = −a⃗+ a⃗ = o⃗; ã) a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;

 ) λ(µa⃗) = (λµ)⃗a; ä) λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b;

å) (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗; ¹) 1 · a⃗ = a⃗, äå 1 ∈ R.

4.2. Äîâåñòè, ùî:

à) ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ìiñòèòü ëiíiéíî çàëåæíó ïiäñèñòåìó, òî âîíà ëiíiéíî çàëåæíà;

á) ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäñèñòåìà òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíà.

4.3. Äîâåñòè, ùî:

à) äîâiëüíi k (k > 1) âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè õî÷à á îäèí ç íèõ ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ iíøèõ;

á) ÿêùî âåêòîðè a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âåêòîðè a0, a1, . . . , ak ëiíiéíî çàëåæíi, òî âåêòîð
a0 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, . . . , ak;

â) ÿêùî âåêòîðè a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíi i âåêòîð a0 íå ìîæíà ÷åðåç íèõ âèðàçèòè, òî ñèñòåìà
a0, a1, . . . , ak ëiíiéíî íåçàëåæíà;

ã) ÿêùî êîæåí ç âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗s ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç b⃗1, b⃗2, . . . , b⃗r i âåêòîðè a⃗1,
a⃗2, . . . , a⃗s ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî s 6 r;

 ) áóäü-ÿêi k > n âåêòîðiâ ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî çàëåæíi.

4.4. Äîâåñòè, ùî:

à) ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà, ëiíiéíî íåçàëåæíà;

á) áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð, ëiíiéíî çàëåæíà;

â) áóäü-ÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á äâà ïðîïîðöiéíi (àáî ðiâíi) âåêòîðè, ëiíiéíî

çàëåæíà.

4.5. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæåí âåêòîð ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

iíøi âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè?

4.6. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, a⃗3 ëiíiéíî çàëåæíi i âåêòîð a⃗3 íå âèðàæà¹òüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç

a⃗1 òà a⃗2, òî âåêòîðè a⃗1 òà a⃗2 ðiçíÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ ëèøå ÷èñëîâèì ìíîæíèêîì.

4.7. Ïåðåëi÷èòè âñi ïiäïðîñòîðè òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

4.8. Ó ÿêîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ âîëîäi¹ ¹äèíîþ áàçîþ?

4.9. Äîâåñòè, ùî êîæåí âåêòîð ïiäïðîñòîðó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ

áàçè öüîãî ïiäïðîñòîðó îäíîçíà÷íî.

4.10. Äîâåñòè, ùî êîæåí ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn ìà¹ ñêií÷åííó áàçó.
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4.11. Ñêiëüêè áàç ìîæå ìàòè íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn ?

4.12. Äîâåñòè, ùî óñi áàçè îäíîãî é òîãî æ ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðó Rn ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâî¨ êiëü-

êîñòi âåêòîðiâ.

4.13. Íåõàé U1, U2 � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó Rn, ïðè÷îìó ïiäïðîñòið U1 ìiñòèòüñÿ â ïiäïðîñòîði U2.

Äîâåñòè, ùî âèìiðíiñòü U1 íå âèùà âèìiðíîñòi U2, ïðè÷îìó âèìiðíîñòi ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

U1 = U2.

4.14. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñóìà âèìiðíîñòåé ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Rn áiëüøå n, òî öi ïiäïðîñòîðè

ìàþòü ñïiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð.
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Ðîçäië 5.

Ðàíã ìàòðèöi òà éîãî çàñòîñóâàííÿ

5.1. Îïèñàòè âñi êâàäðàòíi ìàòðèöi

à) ðàíãó 0; á) ðàíãó 1.

5.2. Äîâåñòè, ùî ðàíã äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ÷èñëó ¨¨ åëåìåíòiâ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

5.3. Äîâåñòè, ùî, ÿêùî â ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ âñi ìiíîðè ïîðÿäêó k, òî i âñi ìiíîðè ïîðÿäêó

k + 1 äîðiâíþþòü íóëþ.

5.4. Äîâåñòè, ùî

à) ïðèïèñóâàííÿ äî ìàòðèöi íóëüîâîãî ñòîâïöÿ íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó;

á) ïðèïèñóâàííÿ äî ìàòðèöi ñòîâïöÿ, ðiâíîãî ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ ¨¨ ñòîâïöiâ, íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

5.5. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi ðàíãó ìàòðèöi:

à) ìíîæåííÿ äîâiëüíîãî ðÿäêà ìàòðèöi íà âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó;

á) ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ ìàòðèöi íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó;

â) äîäàâàííÿ äî ÿêîãî-íåáóäü ðÿäêà ìàòðèöi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ iíøèõ ðÿäêiâ íå çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó;

ã) ðàíã ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ¨¨ ñòîâïöiâ.

5.6. Äîâåñòè, ùî ÿêùî detA = 0, òî ðÿäêè ìàòðèöi A, òàê ñàìî ÿê i ¨¨ ñòîâïöi, ëiíiéíî çàëåæíi.

5.7. à) Îöiíèòè ðàíã äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ÷åðåç ðàíãè ñïiâìíîæíèêiâ.

á) Íàâåñòè ïðèêëàäè, êîëè âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ: rangAB < rangA, rangAB < rangB,
rangAB < min{rangA, rangB}, rangAB = rangA, rangAB = rangB.

5.8. à) Íåõàé A � ìàòðèöÿ-ðÿäîê, B � ìàòðèöÿ-ñòîâïåöü. Îá÷èñëèòè ðàíã ìàòðèöi BA.

á) Íåõàé rangC = 1. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ C äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåÿêîãî ñòîâïöÿ íà äåÿêèé ðÿäîê.

5.9. Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi, detA ̸= 0 i âèçíà÷åíî äîáóòêè AB, CA. Äîâåñòè, ùî rangAB = rangB,
rangCA = rangC. ×è ìîæå áóòè âèêîíàíà áóäü-ÿêà ç öèõ ðiâíîñòåé, ÿêùî detA = 0?

5.10. Äîâåñòè, ùî ÿêùî rangA = r, òî ìiíîð, ÿêèé ðîçìiùåíî íà ïåðåòèíi r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

ðÿäêiâ i r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, âiäìiííèé âiä 0.

5.11. Íåõàé ìàòðèöÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ, à ìàòðèöÿ B � ç r ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ. ×îìó äîðiâíþ¹ ðàíã AB?

5.12. Ìàòðèöi A òà B ìàþòü ðîçìiðè âiäïîâiäíî m× r òà r×n, i rangAB = r. Çíàéòè ðàíãè ìàòðèöü
A òà B.

5.13. Âêàçàòè, ÿêi ç íèæ÷å íàâåäåíèõ ñïiââiäíîøåíü ìîæëèâi. ßêi ç íèõ ïðàâèëüíi äëÿ äîâiëüíî¨

ïàðè ìàòðèöü îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ?

à) rang(A+B) = rangA;

á) rang(A+B) = max{rangA, rangB};
â) rang(A+B) = rangA+ rangB;

ã) rang(A+B) < min{rangA, rangB};
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 ) rang(A+B) < rangA+ rangB;

ä) rang(A+B) 6 rangA+ rangB.

5.14. Íåõàé ìàòðèöi A òà B ìàþòü ðîçìiðè âiäïîâiäíî m× n òà n× p, i íåõàé AB = O. Äîâåñòè, ùî
rangA+ rangB 6 n.

5.15. Ñêiëüêè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêùî ¨¨ ìàò-

ðèöÿ íåâèðîäæåíà?

5.16. Ñôîðìóëþâàòè óìîâè (i ïåðåâiðèòè ¨õ íåîáõiäíiñòü òà äîñòàòíiñòü), ïðè ÿêèõ îäíîðiäíà ñèñòåìà

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹:

à) ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê;

á) íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ.

5.17. Íà ñêiëüêè îäèíèöü ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä ðàíãó ðîçøèðåíî¨?

5.18. Íåõàé ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè íåñóìiñíà, à ¨¨ îñíîâíà ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã

n. Äî ÿêîãî íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìîæíà ïðèâåñòè öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü, çàñòîñîâóþ÷è äî ðÿäêiâ

ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi àëãîðèòì Ãàóñà?

5.19. Ñôîðìóëþâàòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ñèñòåìàm ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

5.20. Íåõàé ñòîâï÷èê ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ñóìi ñòîâï÷èêiâ ¨¨ îñíîâíî¨

ìàòðèöi. Âêàçàòè ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.

5.21. Íåõàé ñòîâïåöü ç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çáiãà¹òüñÿ ç îñòàííiì ñòîâïöåì ¨¨

îñíîâíî¨ ìàòðèöi. Âêàçàòè ÿêèé-íåáóäü ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè.

5.22. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñòîâïöi îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹

íå áiëüøå, íiä îäèí ðîçâ'ÿçîê.

5.23. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ðÿäêè îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü ñóìiñíà ïðè

áóäü-ÿêîìó ñòîâïöi âiëüíèõ ÷ëåíiâ.

5.24. Äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà ïðè áóäü-ÿêîìó ñòîâïöi âiëü-

íèõ ÷ëåíiâ, òî ðÿäêè ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi.

5.25. Ñôîðìóëþâàòè óìîâè (i äîâåñòè ¨õ íåîáõiäíiñòü òà äîñòàòíiñòü), ÿêèì ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè

îñíîâíà ìàòðèöÿ äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàëåæíî âiä ñòîâïöÿ b
âiëüíèõ ÷ëåíiâ, äîðiâíþâàëî:

à) 0 àáî 1; á) 1 àáî ∞; â) 0 àáî ∞; ã) 1 ïðè âñiõ b.

5.26. Äîâåñòè, ùî ÿêùî åêâiâàëåíòíi ñóìiñíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, òî åêâiâàëåíòíi

i âiäïîâiäíi îäíîðiäíi ñèñòåìè.
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