
Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка

Н.С.Головащук, Є.А.Кочубiнська, С.А.Овсiєнко

ЗБIРНИК ЗАДАЧ З ТЕОРIЇ КIЛЕЦЬ
(БАЗОВИЙ КУРС)

Навчальний посiбник
для студентiв механiко – математичного факультету

Київ
Видавничо–полiграфiчний центр

“Київський унiверситет“
2013



Н.С.Головащук, Є.А.Кочубiнська, С.А.Овсiєнко. Збiрник
задач з теорiї кiлець (базовий курс). – Навчальний посi-
бник для студентiв механiко – математичного факультету.
– К.: Видавничо–полiграфiчний центр “Київський унiверси-
тет”, 2013. – 86 с.

Рецензенти: д-р фiз.-мат. наук, проф.Ю.В.Боднарчук
д-р фiз.-мат. наук, проф. В.В.Кириченко

Наведено завдання для практичних занять з курсу теорiї
кiлець в обсязi, передбаченому навчальними планами меха-
нiко – математичного факультету.

Рекомендовано до друку вченою радою механiко – мате-
матичного факультету Київського нацiонального унiверси-
тету iменi Тараса Шевченка (протокол № 7 вiд 18 лютого
2013 року)



Змiст

Передмова 3

Позначення 4

1 Поняття кiльця та пiдкiльця 5

2 Дiльники нуля та одиницi. Нiльпотентнi еле-
менти. Iдемпотенти 14

3 Iдеали 20

4 Гомоморфiзми та факторкiльця 29

5 Теорiя подiльностi. Факторiальнi кiльця 36

6 Евклiдовi кiльця 42

7 Китайська теорема про остачi 48

8 Мала теорема Ферма. Теорема Ейлера 54

9 Символи Лежандра та Якобi 56

10 Локалiзацiя 59

Вiдповiдi i вказiвки 62

Лiтература 83

Змiст



Передмова

Посiбник укладено на основi матерiалiв практичних за-
нять з нормативного курсу алгебри та теорiї чисел, якi авто-
ри ведуть на механiко–математичному факультетi Київсько-
го нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Посiбник складається з 10 роздiлiв. У кожному з них на-
ведено теоретичнi вiдомостi, означення та поняття, необхiднi
для розв’язування задач з даного роздiлу. До задач даються
вiдповiдi, а до бiльш складних з них — вказiвки для розв’я-
зування. Серед задач є приклади, якi iлюструють загальнi
твердження. В кiнцi посiбника дано посилання на джерела,
якi дозволять поглибити свої знання з курсу теорiї кiлець.

Посiбник є доступним для студента–математика, який во-
лодiє базовими знаннями з курсу алгебри. Вiн створить не-
обхiдну загальноматематичну базу для подальшого погли-
бленого опанування сучасними алгебраїчними методами.
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Позначення

(A, ∗1, . . . , ∗k) множина A, на якiй визначено бiнарнi дiї
∗1, . . . , ∗k

a|b a дiлить b
(a, b) найбiльший спiльний дiльник чисел a i b
C поле комплексних чисел
D область цiлiсностi
eij матрична одиниця
Fq скiнченне поле з q елементiв
H кiльце дiйсних кватернiонiв
k абстрактне поле
k∗ мультиплiкативна група поля k
K4 четверна група Клейна
N адитивна напiвгрупа натуральних чисел
N0 адитивна напiвгрупа всiх невiд’ємних цi-

лих чисел
Mn(R) кiльце матриць порядку n з коефiцiєнтами

з кiльця R
Q поле рацiональних чисел
Q8 група кватернiонiв
R поле дiйсних чисел
R абстрактне кiльце
R∗ мультиплiкативна група кiльця R
R[G] групове кiльце групи G над кiльцем R
Tn(R) кiльце верхнiх трикутних матриць
Z кiльце цiлих чисел
Z[i] кiльце цiлих гаусових чисел
Z(R) центр кiльця R
Zn кiльце лишкiв за модулем n
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1 Поняття кiльця та пiдкiльця

Означення 1.1. Кiльцем називається множина R , на якiй
задано двi бiнарнi операцiї, +, · : R × R → R, якi називаю-
ться додаванням та множенням вiдповiдно, i якi задоволь-
няють наступнi умови:

(i) (R,+) є абелевою групою (яка називається адитивною
групою кiльця);

(ii) (R, ·) є моноїдом з одиницею 1;

(iii) додавання та множення пов’язанi дистрибутивними
законами:

• a · (b+ c) = a · b+ a · c для довiльних a, b, c ∈ R;
• (a+ b) · c = a · c+ b · c для довiльних a, b, c ∈ R.

Якщо потрiбно пiдкреслити, що одиниця є одиницею саме
кiльця R, то писатимемо 1R. Для елемента r ∈ R та n ∈
N позначатимемо nr = r + . . .+ r︸ ︷︷ ︸

n

, для елементiв a, b ∈ R

писатимемо a− b = a+ (−b).
Кiльце R називається

• комутативним, якщо (R, ·) — комутативна напiвгрупа.

• кiльцем з дiленням, якщо 1 6= 0 i (R \ {0}, ·) — група;

• полем, якщо (R \ {0} , ·) — комутативна група.

Приклад 1.2. 1. R = {0} — тривiальне, або нульове, кiльце.
Зауважимо, що 1 = 0 тодi i лише тодi, коли R = {0}. Надалi
ми будемо розглядати лише тi кiльця, в яких 1 6= 0.

2. Множина Z цiлих чисел є комутативним кiльцем вiд-
носно стандартних операцiй додавання i множення.

3. Нехай p — фiксоване просте число. Множина Z
[
1
p

]
всiх

таких рацiональних чисел, у нескоротному записi яких зна-
менники є степенями числа p, є комутативним кiльцем вiд-
носно стандартних операцiй додавання i множення.
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4. Нехай d ∈ Z — вiльне вiд квадратiв число. Множина
Z[
√
d] =

{
a+ b

√
d | a, b ∈ Z

}
є комутативним кiльцем вiдно-

сно стандартних операцiй додавання i множення. Кiльця та-
кого вигляду називаються квадратичними кiльцями.

5. Множина Zn лишкiв за модулем n є комутативним кiль-
цем вiдносно додавання i множення за модулем натурально-
го числа n.

6. Множина Mn(R) квадратних матриць порядку n над
кiльцем R є некомутативним кiльцем вiдносно операцiй ма-
тричних додавання та множення.

7. Нехай A ⊂ R. Множина всiх функцiй f : A→ R є кiль-
цем вiдносно операцiй поточкового додавання i множення,
визначених рiвностями (f + g)(x) = f(x) + g(x) та (fg)(x) =
f(x)g(x) для всiх x ∈ A, f, g : A→ R.

8. Нехай k[x] — множина многочленiв вiд змiнної x з ко-
ефiцiєнтами з поля k. Сума i добуток многочленiв f(x) =∑n

i=0 aix
i та g(x) =

∑m
i=0 bix

i (n > m) визначаються як

f(x) + g(x) =
n∑
i=0

(ai + bi)x
i,

f(x)g(x) =
n+m∑
k=0

(∑
i+j=k

aibj

)
xk.

Вiдносно так введених операцiй множина k[x] є кiльцем.

Множина S ⊂ A називається замкненою вiдносно бiнар-
ної операцiї ∗, заданої на A, якщо для довiльних s1, s2 ∈ S
виконується s1 ∗ s2 ∈ S.
Означення 1.3. Пiдмножина S кiльця R називається пiд-
кiльцем, якщо

(i) S є пiдгрупою адитивної групи кiльця;

(ii) S замкнена вiдносно множення;

(iii) 1 ∈ S.
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Iншими словами, пiдмножина S ⊂ R є пiдкiльцем кiльця
R, якщо S є кiльцем вiдносно бiнарних операцiй, що зада-
ють структуру кiльця на R. Зокрема, кiльце є своїм пiдкiль-
цем. Пiдкiльця поля комплексних чисел називають числови-
ми кiльцями.

Централiзатром пiдмножини X кiльця R називається
множина

C(X) = {r ∈ R | rx = xr для всiх x ∈ X} .

Центром кiльця R називається множина

Z(R) = {r ∈ R |xr = rx для всiх x ∈ R} ,

тобто центр кiльця R — це централiзатор множини X = R.
Прямим добутком кiлець R та S називається множина

R× S = {(r, s) | r ∈ R, s ∈ S}

з покомпонентними операцiями додавання i множення:

(r1, s1) + (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2),

(r1, s1)(r2, s2) = (r1r2, s1s2),

де r1, r2 ∈ R, s1, s2 ∈ S. Легко перевiрити, що прямий добу-
ток кiлець є кiльцем з одиницею (1R, 1S).

Означення 1.4. Нехай R та S — кiльця. Iзоморфiзмом кi-
лець називається бiєктивне вiдображення ϕ : R → S, яке
зберiгає операцiї додавання та множення, тобто для до-
вiльних r1, r2 ∈ R виконується:

(i) ϕ(r1 + r2) = ϕ(r1) + ϕ(r2);

(ii) ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2).
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Задачi

1.1. Користуючись лише означенням кiльця, доведiть, що

a) a · 0 = 0 · a = 0 для довiльного a ∈ R;

b) a · (−b) = (−a)b = −ab для довiльних a, b ∈ R;

c) a(b− c) = ab− ac для довiльних елементiв a, b, c ∈ R.

1.2. Покажiть, що для довiльного кiльця R умова кому-
тативностi додавання є надлишковою в тому сенсi, що вона
випливає з iнших аксiом кiльця.

1.3. Перевiрте, що множина Z цiлих чисел вiдносно зви-
чайних операцiй додавання та множення є комутативним
кiльцем. Вкажiть пiдкiльця кiльця Z.

1.4. Нехай R — кiльце, адитивна група якого циклiчна.
Доведiть, що кiльце R є комутативним.

1.5. Покажiть, що перетин R1 ∩ R2 пiдкiлець R1 та R2

кiльця R є пiдкiльцем кiльця R. За яких умов об’єднання
R1 ∪R2 пiдкiлець R1 та R2 є пiдкiльцем кiльця R?

1.6. Якi з наступних множин утворюють кiльце вiдносно
стандартних операцiй додавання та множення:

a)
{
a+ b

√
6 |, a, b ∈ Z

}
;

b)
{
a+ b

√
2 + c

√
6 | a, b, c ∈ Q

}
;

c)
{
a+ b

√
2 + c

√
3 + d

√
6 | a, b, c, d ∈ Q

}
;

d)
{
a+ b 3

√
6 |, a, b ∈ Q

}
;

e)
{
a+ b 3

√
6 + c 3

√
36 | a, b ∈ Z

}
?

1.7. Якi з наступних кiлець є полями: Z, Q, R, C, Z9, Z7,
M2(Q), M2(R)?

1.8. Якi з наступних множин утворюють поле вiдносно
стандартних операцiй додавання та множення:

a)
{
a+ bi

√
3 | a, b ∈ Q

}
;
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b)
{
a+ bi

√
3 | a, b ∈ Z

}
;

c)
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Q

}
;

d)
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ R

}
?

1.9. Перевiрте, що Zn є кiльцем вiдносно операцiй додава-
ння i множення за модулем натурального числа n. Для яких
n ∈ N кiльце Zn є полем?

1.10. Покажiть, що множина Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} є
числовим кiльцем. Це кiльце називають кiльцем цiлих гау-
сових чисел.

1.11. Доведiть, що множина Q[i] = {a+ bi | a, b ∈ Q} є по-
лем. Це поле називають полем рацiональних гаусових чи-
сел.

1.12. Нехай ω = −1
2

+ i
√
3
2
. Покажiть, що 1 + ω + ω2 = 0.

Доведiть, що множина Z[ω] = {a+ bω | a, b ∈ Z} є числовим
кiльцем. Числа вигляду a+ bω, a, b ∈ Z, називаються цiлими
числами Ейзенштейна.

1.13. З’ясуйте, чи є множина Z[η] = {a+ bη | a, b ∈ Z}, де
η =

√
2
2

+ i
√
2
2
, числовим кiльцем.

1.14. Покажiть, що множина Mn(R) матриць порядку n,
n > 1, над кiльцем R вiдносно операцiй додавання i множе-
ння матриць є некомутативним кiльцем.

1.15. Якi з наступних пiдмножин кiльця матриць Mn(R),
n > 1, є його пiдкiльцями:

a) множина всiх симетричних матриць;

b) множина всiх кососиметричних матриць;

c) множина всiх вироджених матриць;

d) множина всiх невироджених матриць;

e) множина всiх скалярних матриць;

f) множина всiх дiагональних матриць;

g) множина всiх матриць з рацiональним визначником?
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1.16. Нехай R — довiльне кiльце. Покажiть, що множина

A =

{(
a b
c d

) ∣∣∣ a+ c = b+ d ∈ R
}

є пiдкiльцем кiльця M2(R). Покажiть, що це кiльце iзомор-
фне кiльцю верхнiх трикутних матриць порядку 2 над R.

1.17. Доведiть, що кiльця верхнiх та нижнiх трикутних
матриць порядку n над полем k iзоморфнi.

1.18. Нехай

S =

{(
a b
db a

) ∣∣∣a, b ∈ Z} ,
де d — цiле число, яке не є квадратом в Z.

1) Перевiрте, що S є пiдкiльцем кiльця M2(Z).

2) Покажiть, що вiдображення ϕ : Z[
√
d]→ S, визначене як

ϕ(a+ b
√
d) =

(
a b
db a

)
, є iзоморфiзмом кiлець.

1.19. Покажiть, що при d ≡ 1 (mod 4) множина

A =

{(
a b

(d−1) b
4

a+ b

) ∣∣∣a, b ∈ Z}
є пiдкiльцем кiльця M2(Z). Покажiть, що кiльце A iзомор-
фне квадратичному кiльцю Z[1+

√
d

2
].

1.20. Покажiть, що множина{(
a b
−b a

) ∣∣∣a, b ∈ R}
є пiдкiльцем кiльця M2(R), яке iзоморфне полю C.

1.21. Нехай A ⊂ R. Чи утворюють кiльце наступнi мно-
жини функцiй:

a) F1 = {f : A→ R};
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b) F2 = {f : A→ R | f — неперервна};

c) F3 = {f : A→ R | f(x) = a, a ∈ R — фiксоване};

d) F4 = {f : R→ Z};

e) F5 = {f : A→ R | f(x) = 0 для всiх x ∈ B ⊂ A};

f) F6 = {
∑n

k=1 ak sin kx | a1, . . . , an ∈ R, n ∈ N};

g) F7 = {a0 +
∑n

k=1 ak cos kx | a1, . . . , an ∈ R, n ∈ N};

h) F8 =
{
a0 +

∑n
k=1(ak cos kx+ bk sin kx) | ak, bk ∈ R, k = 1, n

}
(многочлени такого вигляду називаються многочленами
Фур’є, або тригонометричними многочленами).

1.22. КiльцеR називається булiвським кiльцем, якщо a2 =
a для довiльного a ∈ R. Доведiть, що довiльне булiвське
кiльце є комутативним.

1.23. Нехай B(X) – множина всiх пiдмножин множини X
з дiями додавання та множення, визначеними за правилами

A+B = (A \B) ∪ (B \ A) (симетрична рiзниця)

та
A ·B = A ∩B.

Покажiть, що B(X) — комутативне кiльце. Переконайтеся,
що кiльце B(X) є булiвським.

1.24. Покажiть, що кiльце Z2 × Z2 є булiвським.
1.25. Нехай R, S — кiльця. Покажiть, що кiльце R× S —

булiвське тодi i лише тодi, коли кiльця R та S — булiвськi.
1.26. Покажiть, що для довiльного кiльця R множина дi-

агональних елементiв {(a, a) | a ∈ R} утворює пiдкiльце кiль-
ця R×R, яке iзоморфне кiльцю R.

1.27. Покажiть, що для довiльного простого числа p

a) кiльце, яке складається з p2 елементiв, є комутативним;

b) iснує некомутативне кiльце, яке складається з p3 елемен-
тiв.
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1.28. Нехай для символiв i, j, k виконуються рiвностi:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i ki = −ik = j.

Покажiть, що множина H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R}
є асоцiативним некомутативним кiльцем. Кiльце H називає-
ться кiльцем дiйсних кватернiонiв.

1.29. Для кватернiона q = a+ bi+ cj + dk ∈ H визначимо
операцiю спряження

q = a− bi− cj − dk

та норму
|q| = a2 + b2 + c2 + d2.

Через Re q = a позначимо дiйсну частину кватернiона. По-
кажiть, що

a) pq = q · p для довiльних кватернiонiв p та q (антикомута-
тивнiсть спряження);

b) для кватернiона q ∈ H справедлива тотожнiсть:

q = −1

2

(
q + iqi+ jqj + kqk

)
;

c) норма в H мультиплiкативна: |pq| = |p| · |q|, p, q ∈ H (то-
тожнiсть Ейлера чотирьох квадратiв);

d) H є кiльцем з дiленням;

e) мультиплiкативна група пiдкiльця

{a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ Z} ⊂ H

є групою кватернiонiв Q8;

f) рiвняння q2+1 = 0 має нескiнченно багато розв’язкiв в H.
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1.30. Нехай G = {g1, . . . , gn} – деяка скiнченна група, R –
кiльце. Покажiть, що множина усiх скiнченних сум вигляду
a1g1 + . . .+ angn, ai ∈ R, утворює кiльце вiдносно операцiй( n∑

i=1

aigi

)
+
( n∑
i=1

bigi

)
=

n∑
i=1

(ai + bi)gi

та ( n∑
i=1

aigi

)
·
( n∑
i=1

bigi

)
=
∑
g∈G

∑
gigj=g

(ai · bj)g.

Воно називається груповим кiльцем групи G над кiльцем R
i позначається R[G].

1.31. Покажiть, що множина усiх можливих сум вигляду
α1ξ1 + . . .+αnξn, де α1, . . . , αn — дiйснi числа, ξ1, . . . , ξn — всi
комплекснi коренi степеня n з 1, є груповим кiльцем над R.

1.32. Нехай X — деяка пiдмножина кiльця R. Покажiть,
що пiдмножина

C(X) = {r ∈ R | rx = xr для всiх x ∈ X}

є пiдкiльцем R. Множина C(X) називається централiзато-
ром множини X.

1.33. Нехай R — кiльце з дiленням. Покажiть, що центра-
лiзатор C(a) = {r ∈ R | ra = ar} довiльного елемента a ∈ R
є кiльцем з дiленням.

1.34. Покажiть, що кiльце R є комутативним тодi i лише
тодi, коли x2 − x ∈ Z(R) для довiльного x ∈ R, де Z(R) —
центр кiльця R.

1.35. Нехай на множинi

T = {f : R→ R | f(x) = a cosx+ b sinx | a, b ∈ R}

визначенi стандартне додавання та множення

f ∗ g =
1

π

∫ 2π

0

f(t)g(x− t)dt.

(Ця операцiя називається згорткою.) Покажiть, що
(
T,+, ∗

)
є полем.
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2 Дiльники нуля та одиницi. Нiльпотентнi
елементи. Iдемпотенти

Елемент a ∈ R, a 6= 0, називається лiвим (правим) дiль-
ником нуля, якщо iснує такий елемент b ∈ R, b 6= 0, що
ab = 0 (вiдповiдно, ba = 0). Елемент a ∈ R, a 6= 0, називає-
ться дiльником нуля, якщо вiн одночасно є i правим, i лiвим
дiльником нуля.

Елемент a ∈ R називається лiвим (правим) дiльником
одиницi, якщо iснує такий елемент b ∈ R, що ab = 1 (вiдпо-
вiдно, ba = 1).

Лема 2.1. Правий (лiвий) дiльник одиницi не може бути
лiвим (правим) дiльником нуля.
Правий (лiвий) дiльник нуля не може бути лiвим (правим)
дiльником одиницi.

Лема 2.2. Кожний ненульовий елемент скiнченного кiльця
є або дiльником нуля, або дiльником одиницi.

Елемент a ∈ R називається оборотним елементом кiльця
R, якщо вiн є i правим, i лiвим дiльником одиницi.

Множина всiх оборотних елементiв кiльця R позначається
через R∗.

Лема 2.3. Множина R∗ є групою вiдносно множення.

Ця група називається мультиплiкативною групою кiль-
ця.

Елемент e ∈ R називається iдемпотентом, якщо e2 = e.
Елемент a ∈ R називається нiльпотентним, якщо an = 0
для деякого n ∈ N. Найменше таке n називається ступе-
нем, або класом, нiльпотентностi. Ясно, що кожний нiль-
потентний елемент є дiльником нуля. Зворотне твердження
в загальному випадку не є вiрним.

Комутативне кiльце без дiльникiв нуля називається обла-
стю цiлiсностi.
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Лема 2.4. Комутативне кiльце R є областю цiлiсностi
тодi i лише тодi, коли для довiльних ненульового елемен-
та a ∈ R i b, c ∈ R з рiвностi ab = ac випливає рiвнiсть
b = c.

Задачi

2.1. Знайдiть дiльники нуля в кiльцi цiлих чисел. Опишiть
мультиплiкативну групу Z∗.

2.2. Знайдiть дiльники нуля в кiльцi цiлих гаусових чисел.
Опишiть мультиплiкативну групу цього кiльця.

2.3. Знайдiть дiльники нуля в кiльцi цiлих чисел Ейзен-
штейна (див. задачу 1.12). Опишiть мультиплiкативну групу
цього кiльця.

2.4. Доведiть, що ненульовий iдемпотент областi цiлiсно-
стi D є одиницею в D.

2.5. Доведiть, що

a) кожний елемент кiльця Zn є або дiльником нуля, або дiль-
ником одиницi;

b) в кiльцi Zn ненульовий елемент a є дiльником нуля тодi i
лише тодi, коли (a, n) 6= 1;

c) в кiльцi Zn ненульовий елемент a є дiльником одиницi тодi
i лише тодi, коли (a, n) = 1;

d) елемент a ∈ Zn є нiльпотентним тодi i лише тодi, коли a
дiлиться на кожний простий дiльник числа n.

2.6. Якi з елементiв кiльця Z12 є дiльниками нуля? дiль-
никами одиницi? нiльпотентними? iдемпотентами?

2.7. Знайдiть оберненi до елементiв 7, 8, 11 в кiльцi Z15.
2.8. Знайдiть усi дiльники одиницi квадратичного кiльця

Z[i
√
d] =

{
a+ bi

√
d | a, b ∈ Z

}
,

де d — вiльне вiд квадратiв натуральне число.
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2.9. Покажiть, що в квадратичному кiльцi

Z[
√

3] =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Z

}
iснує нескiнченно багато дiльникiв одиницi.

2.10. Покажiть, що в квадратичному кiльцi

Z[
√

6] =
{
a+ b

√
6 | a, b ∈ Z

}
iснує нескiнченно багато дiльникiв одиницi.

2.11. Знайдiть усi дiльники нуля, оборотнi та нiльпотентнi
елементи в кiльцях:

a) верхнiх трикутних матриць над полем k;

b) усiх функцiй, якi визначенi на деякiй множинi X i при-
ймають значення в полi k;

c) M2(R);

d) B(X) (див. задачу 1.23).

2.12. Знайдiть нiльпотентнi елементи кiльця

R =

{(
a b
0 c

) ∣∣∣ a ∈ Z2k , b, c ∈ Z2

}
.

2.13. Яка з матриць

A =

1 0 1
1 −1 0
0 1 1

 , B =

1 0 1
1 −1 0
0 1 0

 чи C =

1 1 1
1 −1 0
0 1 0


є дiльником нуля в кiльцi M3(Q)? Опишiть дiльники нуля та
одиницi в кiльцi Mn(Q), n > 1.

2.14. З’ясуйте, якi з наступних многочленiв

a) x2 + x+ 1;

b) x2 + 2x+ 2;
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c) 2x2 + 2;

d) 2x2 + 4x+ 2;

e) 3x2 + 2x+ 3;

f) 3x2 + 3x+ 3

є дiльниками нуля в кiльцi Z6[x].
2.15. З’ясуйте, якi з наступних многочленiв

a) x3 + x2 + x+ 1;

b) 2x3 + 2x2 + 2x+ 2;

c) 2x2 + 2x+ 2;

d) 2x2 + 2x+ 1;

e) 2x2 + 2x;

f) x2 + x+ 1

є дiльниками нуля в кiльцi Z4[x].
2.16. Доведiть, що кiльце многочленiв R[x] над R має

дiльники нуля тодi i лише тодi, коли їх має кiльце R.
2.17. Опишiть дiльники одиницi, дiльники нуля та нiль-

потентнi елементи у кiльцях

a) Zp × Zp, де p — просте число;

b) Z4 × Z4;

c) Z4 × Z6.

2.18. Нехай k — довiльне поле. Опишiть дiльники нуля
та одиницi в кiльцi k× . . .× k︸ ︷︷ ︸

n

. Чи є прямий добуток полiв

полем?
2.19. Нехай R та S — кiльця. Доведiть, що ненульовий

елемент (r, s) ∈ R× S є правим (лiвим) дiльником нуля тодi
i лише тодi, коли хоча б один з елементiв r або s є правим
(лiвим) дiльником нуля або нулем.
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2.20. Нехай R та S — кiльця. Доведiть, що елемент (r, s) ∈
R × S є нiльпотентним тодi i лише тодi, коли r та s є нiль-
потентними.

2.21. Нехай R та S — кiльця. Доведiть, що елемент (r, s) ∈
R×S є оборотним тодi i лише тодi, коли r та s є оборотними.

2.22. Нехай R та S — кiльця. Доведiть, що елемент (r, s) ∈
R× S є iдемпотентом тодi i лише тодi, коли r та s є iдемпо-
тентами.

2.23. Нехай R — кiльце без дiльникiв нуля, a, b ∈ R. Чи
справедливi наступнi твердження:

a) якщо ab — оборотний елемент кiльця R, то a i b теж є
оборотними елементами кiльця R;

b) якщо an — оборотний елемент кiльця R, то a — оборотний
елемент кiльця R?

2.24. Нехай x — нiльпотентний елемент комутативного
кiльця R. Перевiрте, що

a) x є або нулем, або дiльником нуля;

b) rx є нiльпотентним елементом для довiльного r ∈ R;

c) елементи 1 + x та 1− x є дiльниками одиницi в R.

2.25. Нехай R — кiльце, a, b ∈ R. Покажiть, що елемент
1− ab є оборотним тодi i лише тодi, коли 1− ba є оборотним.
Знаючи обернений до 1− ab, знайдiть (1− ba)−1.

2.26. Опишiть дiльники нуля та одиницi групового кiльця
C[C3].

2.27. Покажiть, що елементи a+ b+ c+ 1 та a+ b+ c− 3
групового кiльця Z[K4], де K4 = {1, a, b, c} — четверна група
Клейна, є дiльниками нуля. Чи є дiльником нуля елемент
1 + a+ b− 3c?

2.28. Нехай R[G] — групове кiльце над скiнченною гру-
пою G. Покажiть, що

a) довiльний елемент g ∈ G є оборотним в кiльцi R[G];

18



b) елемент g = g1 + . . .+ gn належить центру кiльця R[G];

c) елемент (1− g) є дiльником нуля в кiльцi R[G].

2.29. Нехай k — поле, G — група, яка мiстить елементи
скiнченного порядку. Покажiть, що групове кiльце k[G] має
дiльник нуля.

2.30. Група називається групою без скруту, якщо всi її
неодиничнi елементи мають нескiнченний порядок. Нехай
k — поле, G — група без скруту. Доведiть, що групове кiльце
k[G] не має дiльникiв нуля.

2.31. Нехай a— фiксований ненульовий елемент кiльця R.
Визначимо вiдображення la, ra : R → R наступним чином
la(x) = ax, ra(x) = xa.

1) Доведiть, що вiдображення la є iн’єктивним тодi i лише
тодi, коли a не є лiвим дiльником нуля.

2) Доведiть, що вiдображення la є сюр’єктивним тодi i лише
тодi, коли a є лiвим дiльником одиницi.

Сформулюйте аналогiчнi твердження для вiдображення ra.
2.32. Нехай R — скiнченне кiльце. Доведiть, що коли вiд-

ображення la (ra) є iн’єкцiєю або сюр’єкцiєю, то воно є бiє-
кцiєю.

2.33. Нехай R — скiнченне кiльце. Доведiть, що

a) якщо R не має дiльникiв нуля, то всi його ненульовi еле-
менти оборотнi;

b) кожний елемент кiльця R, для якого iснує одностороннiй
обернений, є оборотним;

c) кожний лiвий дiльник нуля є правим дiльником нуля.

2.34. Доведiть, що в скiнченному кiльцi кожний ненульо-
вий елемент є або дiльником нуля, або дiльником одиницi.

2.35. Доведiть, що в кiльцi без дiльникiв нуля кожен еле-
мент, який має одностороннiй обернений, є оборотним.
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2.36. Доведiть, що скiнченна область цiлiсностi є полем.
Зауваження. Насправдi, має мiсце значно сильнiше твер-
дження, а саме: кожне скiнченне кiльце з дiленням є полем.
Це вiдома теорема Веддерберна.

2.37. Назвемо кiльце R “хорошим”, якщо деякий додатний
степiнь довiльного елемента є iдемпотентом.

Доведiть, що

a) довiльне скiнченне кiльце є хорошим;

b) якщо R — хороше кiльце, то довiльний елемент з R є або
оборотним, або дiльником нуля;

c) якщо R — хороше кiльце, u, v ∈ R, то умови uv = 1 та
vu = 1 еквiвалентнi.

3 Iдеали

Теоретичнi вiдомостi

Якщо A, B — двi пiдмножини кiльця R, то позначатимемо

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

добуток множин A i B.

Означення 3.1. Нехай R — кiльце. Множина I ⊂ R, яка є
адитивною пiдгрупою групи (R,+), називається

• правим iдеалом кiльця R, якщо IR ⊂ I;

• лiвим iдеалом кiльця R, якщо RI ⊂ I;

• iдеалом (або двостороннiм iдеалом), якщо RI ⊂ I та
IR ⊂ I.

Для будь-якого кiльця R iдеалами завжди є саме кiльце R
та нульовий iдеал {0}. Вони називаються тривiальними iдеа-
лами. Iдеали, якi є власними пiдмножинами кiльця, назива-
ються власними. Ненульове кiльце, яке має лише тривiальнi
двостороннi iдеали, називається простим.
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Нехай R — кiльце, X – деяка пiдмножина кiльця R. Iде-
алом, породженим X, називається найменший iдеал, що мi-
стить X. Позначатимемо його через (X).

Розглянемо деяку пiдмножину X кiльця R. Нехай
(
X
)
—

iдеал, породжений X. Через RX позначимо множину

RX = {r1x1 + . . .+ rnxn | ri ∈ R, xi ∈ X, n ∈ N}

(за домовленiстю, RX = {0}, якщо X = ∅). Аналогiчно ви-
значається множина XR. Покладемо

RXR = {r1x1r′1 + . . .+ rnxnr
′
n | ri, r′i ∈ R, xi ∈ X, n ∈ N}.

Тодi RX є лiвим, XR — правим, а RXR — двостороннiм iде-
алом, породженим X, та має мiсце рiвнiсть

(X) =
⋂

I−iдеал,X⊆I

I = RXR.

Iдеал, який породжений одним елементом a ∈ R, називає-
ться головним iдеалом, i позначається через (a). Iдеал, поро-
джений скiнченною множиною елементiв, називається скiн-
ченно породженим. Скiнченно породжений iдеал, який по-
роджений елементами a1, . . . , an, позначається (a1, ..., an).

Зауваження 3.2. Якщо кiльце R не є комутативним, то
правий iдеал aR, a ∈ R, у загальному випадку, не є дво-
стороннiм iдеалом. Бiльше того, множина {ras | r, s ∈ R}
не обов’язково є iдеалом, бо вона не замкнена вiдносно дода-
вання.

Приклад 3.3. Множина

{(x+ 1)p(x) | p(x) ∈ Z[x]} = (x+ 1)Z[x]

всiх многочленiв, коренем яких є −1, є головним iдеалом
кiльця Z[x], породженим многочленом x+ 1.
Iдеал (3, x) = {3p(x) + xq(x) | p(x), q(x) ∈ Z[x]} не є головним
iдеалом кiльця Z[x].
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Зауваження 3.4. Множина усiх головних iдеалiв довiль-
ного кiльця є частково впорядкованою вiдносно включення,
нульовий iдеал є найменшим елементом, а саме кiльце най-
бiльшим елементом.

Власний iдеал I називається мiнiмальним, якщо з того,
що iснує iдеал J , для якого {0} ⊂ J ⊂ I, випливає J = I або
J = {0}. Власний iдеал I називається максимальним, якщо
з того, що iснує iдеал J , для якого I ⊂ J ⊂ R, випливає
J = I або J = R.

Область цiлiсностi, в якiй кожен iдеал є головним, нази-
вається кiльцем головних iдеалiв. Наприклад, кiльця Z, Z[i]
та k[x], k — поле, є кiльцями головних iдеалiв.

Зауваження 3.5. Кiльце Z[x] не є кiльцем головних iдеалiв.

Дiї над iдеалами. Нехай I, J — iдеали кiльця R.
Перетин iдеалiв I ∩ J iдеалiв I та J визначається як зви-

чайний теоретико-множинний перетин.
Сума iдеалiв визначається як множина

I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J} .

Це найменший iдеал в R, який мiстить I i J .
Добуток iдеалiв IJ визначається як множина

{a1b1 + . . .+ akbk | ai ∈ I, bi ∈ J} ,

що мiстить усi скiнченнi суми елементiв вигляду ab, a ∈ I,
b ∈ J . Множина IJ є iдеалом, який мiститься в I ∩ J . За-
уважимо, що множина {ab | a ∈ I, b ∈ J} як правило не є за-
мкненою вiдносно додавання, а отже, не обов’язково має бу-
ти iдеалом.

Неважко бачити, що сума I + J iдеалiв I та J є наймен-
шим iдеалом в R, який мiстить одночасно I та J , добуток
IJ є найбiльшим iдеалом, який мiститься в I ∩ J . Дiаграма
включень має наступний вигляд:
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I + J

I J

I ∩ J

IJ

Для натурального числа n можна iндуктивно визначити
n-й степiнь In iдеалу I:

I1 = I, I2 = II, . . . , In = IIn−1,

тобто це множина, що складається з усiх скiнчених сум еле-
ментiв вигляду a1a2 . . . an, де ai ∈ I для i = 1, 2, . . . , n. Iдеал
I називається нiльпотентним, якщо для деякого n ∈ N ви-
конується In = {0}, тобто добуток довiльних n елементiв
iдеала I дорiвнює 0. Радикал iдеала I кiльця R визначається
як множина

√
I = {a ∈ R | an ∈ I для деякого n ∈ N} .

Приклад 3.6. В Z240 iдеал (30) є нiльпотентним. Iдеал (30)
є радикалом iдеалу (60).

Задачi

3.1. Нехай R — кiльце, S ⊂ R — пiдкiльце, I ⊂ R —
iдеал. Доведiть, що множина S + I = {s+ i | s ∈ S, i ∈ I} —
пiдкiльце кiльця R.

3.2. Наведiть приклад кiльця R та елемента a ∈ R, для
яких множина {ras | r, s ∈ R} не є iдеалом.

3.3. Доведiть, що множина всiх оборотних елементiв кiль-
ця iдеал не утворює.

3.4. Нехай R — кiльце, I ⊂ R — iдеал. Доведiть, що I = R
тодi i лише тодi, коли I ∩R∗ 6= ∅.
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3.5. Покажiть, що комутативне кiльце є полем тодi i лише
тодi, коли воно не має нетривiальних iдеалiв.

3.6. Наведiть приклади такого кiльця R i таких його пiд-
кiльця та iдеалу, щоб

a) пiдкiльце не було iдеалом;

b) iдеал не був пiдкiльцем.

3.7. Покажiть, що в кiльцi лишкiв Zn:

a) множина kZn є iдеалом для довiльного k ∈ N;

b) для k ∈ N має мiсце рiвнiсть: kZn = dZn, де d = (n, k) —
найбiльший спiльний дiльник чисел n i k;

c) довiльний нетривiальний iдеал Zn має вигляд dZn, де d —
дiльник n.

3.8. Вкажiть усi iдеали кiлець Z та Q. Чи є Z кiльцем
головних iдеалiв?

3.9. З’ясуйте, для яких n кiльце Zn має точно один не-
тривiальний iдеал? точно два нетривiальних iдеали?

3.10. Чи вiрно, що множина усiх дiльникiв нуля комута-
тивного кiльця утворює iдеал? Для яких n усi дiльники нуля
кiльця лишкiв Zn утворюють iдеал?

3.11. Опишiть мiнiмальнi, максимальнi та нiльпотентнi
iдеали кiлець Z60; Z; Q.

3.12. Доведiть, що iдеали (3, x2) та (p, xk), де p — просте,
k ∈ N, не є головними iдеалами кiльця Z[x].

3.13. В кiльцi многочленiв Z[x] перевiрте, що множини,
якi визначенi наступними умовами, є iдеалами:

a) множина многочленiв, коефiцiєнти яких кратнi 3;

b) множина многочленiв, у яких вiльний член та коефiцiєнти
при x i x2 дорiвнюють 0;

c) множина многочленiв, у яких сума коефiцiєнтiв дорiвнює
нулю;
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d) множина многочленiв, у яких вiльний член є парним чи-
слом.

Вкажiть для них системи твiрних. Якi з цих iдеалiв є голов-
ними?

3.14. Покажiть, що множина

I = {a1x+ . . .+ anx
n | ai ∈ Z, n > 0}

є головним iдеалом в кiльцi Z[x]. Опишiть iдеал In.
3.15. Якi з наступних множин є iдеалами в кiльцi Z[x]:

a) множина всiх цiлочисельних многочленiв степеня n;

b) множина всiх цiлочисельних многочленiв степеня не бiль-
шого за n;

c) множина всiх цiлочисельних многочленiв степеня не мен-
шого n;

d) множина всiх цiлочисельних многочленiв, у яких коефi-
цiєнт при xk дорiвнює 0.

3.16. Чи є iдеали (x, y) та (x2, y3) кiльця k[x, y] головни-
ми? Чи є кiльце k[x, y] кiльцем головних iдеалiв?

3.17. Нехай I — iдеал комутативного кiльця R, I[x] —
множина многочленiв з коефiцiєнтами з iдеалу I.

1) Покажiть, що I[x] — iдеал кiльця R[x].

2) Покажiть, що для довiльного f(x) ∈ R[x] множина J =
f(x)I[x] є iдеалом кiльця R[x], причому J ⊂ I[x].

3.18. Нехай R — нетривiальне кiльце, A ∈ Mn(R), eij —
матрична одиниця, тобто квадратна матриця, у якої елемент
i-го рядка j-го стовпчика дорiвнює 1, а решта елементiв 0.

a) Покажiть, що eijA є матрицею, в якiй i-й рядок збiгається
з j-м рядком матрицi A, а решта рядкiв мають нульовi
елементи. Сформулюйте подiбне правило для Aeij.
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b) Нехай B = epqAers. Покажiть, що bps = aqr для довiльних
1 6 p, q, s, r 6 n, а решта елементiв матрицi B дорiвнюють
нулю.

3.19. Нехай R — нетривiальне кiльце, Lj — пiдмножина
всiх таких матриць кiльця Mn(R), у яких j-й стовпчик до-
вiльний, а решта стовпчикiв — нульовi. Покажiть, що Lj =
Mn(R) eij для довiльного i, тобто, що Lj є лiвим iдеалом кiль-
ця Mn(R).

3.20. Покажiть, що лiвi (правi) iдеали кiльця матриць
Mn(k), n > 1, над полем k знаходяться у бiєктивнiй вiдпо-
вiдностi з пiдпросторами векторного простору kn.

3.21. Покажiть, що Mn(k) — просте кiльце.
3.22. Нехай R — комутативне нетривiальне кiльце, I —

iдеал кiльця матриць Mn(R).

a) Покажiть, що множина IR усiх коефiцiєнтiв усiх матриць
з I утворює iдеал в R.

b) Покажiть, що кожний двостороннiй iдеал в Mn(R) збiга-
ється з Mn(J) для деякого iдеалу J кiльця R.

c) Опишiть iдеали кiлець Mn(Q), Mn(Z).

3.23. Верхня трикутна матриця називається строго верх-
ньою трикутною, якщо елементами головної дiагоналi є нулi.
Покажiть, що строго верхня трикутна матриця A ∈ Mn(R)
є нiльпотентною. Чи вiрно це для строго нижнiх трикутних
матриць?

3.24. В кiльцi верхнiх трикутних матриць T3(R) опишiть
лiвi, правi, двостороннi та нiльпотентнi iдеали.

3.25. Нехай R1 i R2 — кiльця, R = R1 × R2 — прямий
добуток цих кiлець. Доведiть, що кожний iдеал кiльця R має
вигляд I1×I2, де I1 та I2 — iдеали кiлець R1 та R2 вiдповiдно.
Знайдiть усi iдеали прямого добутку R = R1 × R2 простих
кiлець R1 та R2.

3.26. Визначте, якi з наступних множин є iдеалами в пря-
мому добутку Z× Z:
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a) {(a, a) | a ∈ Z};

b) {(2a, 2b) | a, b ∈ Z};

c) {(2a, 0) | a ∈ Z};

d) {(a,−a) | a ∈ Z}.
3.27. Опишiть максимальнi, мiнiмальнi та нiльпотентнi

iдеали кiлець Z6 × Z8; Z× Z; Q×Q.
3.28. Покажiть, що в кiльцi Z мають мiсце тотожностi:

a) (nZ) ∩ (mZ) = cZ, де c = НСК(n,m);

b) nZ+mZ = dZ, де d = НСД(n,m);

c) (nZ)(mZ) = nmZ ⊂ (nZ) ∩ (mZ).

Проiлюструйте цi твердження на прикладi n = 24, m = 27.
3.29. Нехай I, J та K — iдеали кiльця R. Покажiть, що

I(J +K) = IJ + IK та (I + J)K = IK + JK.
3.30. Нехай I — iдеал кiльця R i S — пiдкiльце кiльця R.

Перевiрте, що I ∩S є iдеалом в S. Покажiть на прикладi, що
не кожен iдеал пiдкiльця S можна зобразити у виглядi I∩S,
де I — деякий iдеал кiльця R.

3.31. Нехай I та J — iдеали кiльця R.

a) Доведiть, що I + J є найменшим iдеалом кiльця R, який
мiстить I та J .

b) Доведiть, що I ∩ J є найбiльшим iдеалом кiльця R, який
мiститься i в I, i в J .

c) Доведiть, що IJ — iдеал кiльця R, який мiститься в I ∩J .

d) Наведiть приклад, коли IJ 6= I ∩ J .

e) Нехай R— комутативне кiльце. Покажiть, що коли I+J =
R, то IJ = I ∩ J .

f) Знайдiть необхiдну та достатню умову того, щоб об’єдна-
ння iдеалiв I ∪ J було iдеалом. Знайдiть приклад, коли
об’єднання iдеалiв I ∪ J не є iдеалом.

27



Проiлюструйте задачу для випадкiв, коли a) R = Z, I = 6Z,
J = 8Z; b) R = Z, I = 3Z, J = 5Z.

3.32. Нехай D — область цiлiсностi, в якiй для довiльних
iдеалiв I, J ∈ D виконується IJ = I ∩ J . Доведiть, що D —
поле.

3.33. Покажiть, що якщо I1 ⊆ I2 ⊆ . . . є iдеалами кiль-
ця R, то I =

⋃∞
n=1In також є iдеалом R.

3.34. Нехай a — елемент кiльця R. Перевiрте, що множи-
на {x ∈ R | ax = 0} є правим, а множина {x ∈ R |xa = 0} —
лiвим iдеалами кiльця R (вони називаються, вiдповiдно, пра-
вим та лiвим ануляторами елемента a ∈ R). Якщо правий
та лiвий анулятори збiгаються, то говорять про анулятор
елемента a i позначають цю множину Ann(a).

3.35. Знайдiть правi та лiвi анулятори елементiв A1 =(
0 1
0 0

)
, A2 =

(
1 2
0 0

)
в кiльцi M2(Z).

3.36. Знайдiть анулятор елемента a = (4, 6) кiльця A =
Z18 × Z8. Скiльки елементiв має Ann(a)?

3.37. Доведiть, що у скiнченному кiльцi iдеал є нiльпотен-
тним тодi i лише тодi, коли вiн складається з нiльпотентних
елементiв.

3.38. Покажiть на прикладi M2(Z), що в некомутативному
кiльцi множина усiх нiльпотентних елементiв не обов’язково
утворює iдеал.

3.39. Нехай R — комутативне кiльце. Перевiрте, що мно-
жина усiх нiльпотентних елементiв утворює iдеал. Цей iдеал
називається нiльрадикалом R i позначається N(R).

3.40. Знайдiть нiльрадикал N кiльця Zpm i перевiрте, що
N є нiльпотентним iдеалом в Zpm .
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4 Гомоморфiзми та факторкiльця

Теоретичнi вiдомостi

Гомоморфiзмом кiлець R та S називається вiдображення
ϕ : R→ S, для якого виконується

(i) ϕ : (R,+) → (S,+) – гомоморфiзм адитивних абелевих
груп;

(ii) ϕ : (R\{0},×)→ (S\{0},×) — гомоморфiзм напiвгруп;

(iii) ϕ(1R) = 1S.

Ядром гомоморфiзму кiлець є ядро гомоморфiзму адитив-
них абелевих груп:

Kerϕ = {a ∈ R |ϕ(a) = 0} .

Образом гомоморфiзму кiлець називається множина

Imϕ = {ϕ(r) | r ∈ R} .

Очевидно, що коли ϕ : R → S, то Kerϕ ⊂ R, Imϕ ⊂ S.
Бiльше того, ядро гомоморфiзму ϕ : R→ S є iдеалом кiльця
R, а образ — пiдкiльцем кiльця S.

Гомоморфiзм кiльця в себе називається ендоморфiзмом.
Бiєктивний гомоморфiзм кiлець називається iзоморфiзмом.
Сюр’єктивний гомоморфiзм називається епiморфiзмом. Iн’єк-
тивний гомоморфiзм називається мономорфiзмом.

Приклад 4.1. 1) Для n ∈ Z гомоморфiзм абелевих груп
ϕn : Z→ Z, який заданий ϕn(x) = nx, не є гомоморфiзмом
кiлець, бо nxy = ϕn(xy) 6= ϕn(x)ϕn(y) = n2xy.

2) Вiдображення ϕ : Z→ Zn, x 7→ x (mod n) — гомоморфiзм
кiлець, який називається редукцiєю за модулем n, його
ядром є головний iдеал nZ = (n).
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Нехай I — двостороннiй iдеал кiльця. На факторгрупiR/I
операцiї додавання та множення визначаються за правилами

(r + I) + (s+ I) = r + s+ I,

(r + I)(s+ I) = rs+ I.

Очевидно, що операцiї додавання та множення пов’язанi ди-
стрибутивними законами. Множина R/I разом з щойно вве-
деними операцiями додавання i множення буде кiльцем, яке
називається факторкiльцем кiльця R за iдеалом I.

Зауваження 4.2. Поняття факторкiльця визначається ли-
ше для двостороннiх iдеалiв!

Теореми про гомоморфiзми

Теорема 4.3 (Перша теорема про гомоморфiзм). Нехай R
та S — кiльця.

a) Якщо I — iдеал R, то вiдображення ϕI : R → R/I, r 7→
r + I є епiморфiзмом кiлець, а KerϕI = I.

b) Якщо ϕ : R → S є гомоморфiзмом кiлець, то Kerϕ є
iдеалом R, Imϕ є пiдкiльцем S i

R/Kerϕ ' Imϕ.

Наприклад, для кiльця Z[x] для довiльного n ∈ N можна
задати епiморфiзм πn : Z[x] → Zn[x], h(x)

πn7−→ h(x) (mod n),
його ядром буде множина nZ[x].

Теорема 4.4 (Друга теорема про гомоморфiзм). Нехай A —
пiдкiльце кiльця R, I — iдеал кiльця R. Тодi A+ I є пiдкiль-
цем R, A ∩ I є iдеалом A i

(A+ I)/I ' A/(A ∩ I).

Теорема 4.5 (Третя теорема про гомоморфiзм). Нехай I
та J — iдеали кiльця R i I ⊆ J . Тодi J/I є iдеалом кiльця
R/I i

(R/I)/(J/I) ' R/J.
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Теорема 4.6 (Теорема про вiдповiднiсть). Нехай I — iдеал
R. Вiдповiднiсть A ↔ A/I є бiєкцiєю мiж множиною пiд-
кiлець A з R, якi мiстять I, i множиною пiдкiлець в R/I.
Причому, A є iдеалом кiльця R тодi i тiльки тодi, коли A/I
є iдеалом факторкiльця R/I.

Приклад 4.7. Розглянемо кiльце Z та його iдеали 3Z та
12Z. За теоремою 4.6 iснує бiєкцiя мiж iдеалами кiльця Z,
якi мiстять 12Z, та iдеалами факторкiльця Z/12Z, при якiй
iдеалам Z/12Z, 3Z/12Z, 12Z/12Z факторкiльця Z/12Z став-
ляться у вiдповiднiсть iдеали Z, 3Z, 12Z кiльця Z.

Нехай A — комутативне кiльце. Власний iдеал I кiльця
A називається простим, якщо з умови ab ∈ I для деяких
a, b ∈ A випливає a ∈ I або b ∈ I. Спектром кiльця нази-
вається множина всiх простих iдеалiв.

Лема 4.8. (i) Iдеал I кiльця A є простим тодi i лише то-
дi, коли A/I є областю цiлiсностi.

(ii) Iдеал m комутативного кiльця A є максимальним iдеа-
лом тодi i лише тодi, коли факторкiльце A/m є полем.
Зокрема, кожний максимальний iдеал є простим.

(iii) Нульовий iдеал є максимальним iдеалом кiльця A тодi
i лише тодi, коли A — поле.

Приклад 4.9. В кiльцi Z кожен простий iдеал є максималь-
ним i породжується простим числом.

Задачi

4.1. Доведiть, що гомоморфний образ комутативного кiль-
ця є комутативним кiльцем.

4.2. Нехай ϕ : R → S — iзоморфiзм кiлець R та S. Дове-
дiть, що якщо a ∈ R — дiльник нуля в кiльцi R, то ϕ(a) —
дiльник нуля в кiльцi S.
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4.3. Доведiть, що довiльний гомоморфiзм кiлець зберiгає
властивiсть елемента бути оборотним, нiльпотентним, iдем-
потентом.

4.4. Нехай ϕ : R → S — гомоморфiзм кiлець. Доведiть,
що прообраз ϕ−1(J) iдеалу J кiльця S є iдеалом кiльця R.

4.5. Доведiть, що якщо ϕ : R → S — епiморфiзм кiлець,
I — iдеал R, то ϕ(I) — iдеал S. Чи залишиться це твердже-
нням вiрним, якщо ϕ не епiморфiзм?

4.6. Покажiть, що

a) якщо ϕ : Z → Q — довiльний гомоморфiзм кiлець, то
ϕ(n) = n, n ∈ Z;

b) єдиним автоморфiзмом кiльця Q є тотожний;

c) єдиним автоморфiзмом кiльця R є тотожний;

d) автоморфiзмами кiльця C є лише тотожне вiдображення
та спряження.

4.7. Покажiть, що епiморфним образом кiльця Z є або Z,
або Zn для деякого n ∈ N. Вкажiть ядро гомоморфiзму в
кожному з випадкiв.

4.8. Нехай R — кiльце дiйсних функцiй. Доведiть, що вiд-
ображення ϕ : R→ R, f(x)

ϕ7−→ f(a), де a ∈ R — фiксований
елемент, є гоморфiзмом.

4.9. Покажiть, що вiдображення ϕ : Q[x]→ Q, яке дiє за
правилом p(x)

ϕ7−→ p(0), є епiморфiзмом кiлець, ядром якого
є Kerϕ = {p(x) | a0 = p(0) = 0} =

(
x
)
.

4.10. Нехай F — пiдполе поля E. Для деякого елемента
u ∈ E визначимо вiдображення ϕu : F [x] → E за правилом
g(x)

ϕu7−→ g(u). Покажiть, що це вiдображення є гомоморфi-
змом кiлець, який називається пiдстановочним. Покажiть,
що його образ Imϕu = F [u] ⊂ E є областю цiлiсностi, а його
ядро Kerϕu є простим iдеалом.

Знайдiть ядро та образ гомоморфiзмiв ϕ√3 : Q → R, ϕi :
R→ C та ϕ√3+i : R→ C.
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4.11. Опишiть факторкiльце кiльця Z12 за iдеалами I =
(4) та J = (8). Вкажiть усi простi iдеали кiльця Z12.

4.12. Опишiть факторкiльця

a) кiльця Z6 × Z4 за головним iдеалом I =
(
(4, 2)

)
;

b) кiльця Z9 × Z15 за iдеалом I =
(
(3, 6)

)
.

Чи буде який-небудь з цих iдеалiв простим?
4.13. Знайдiть усi гомоморфiзми кiлець з Z в Z18. Пере-

лiчiть усi iдеали кiльця Z18 та вiдповiднi факторкiльця.
4.14. З’ясуйте, зi скiлькох елементiв складається фактор-

кiльце Z3[x]/
(
2x3 + x2 + 1

)
? Чи мiстить воно дiльники 0?

Якщо так, то вкажiть їх. З яким з кiлець Z3[x]/(x3 + 2x+ 2)
чи Z3[x]/(x3 + x+ 2) воно збiгається?

4.15. Позначимо через E факторкiльце Z2[x]/(x2 +x+ 1).

1) Перевiрте, що E складається з чотирьох елементiв, а саме:
0, 1, x, x+ 1.

2) Запишiть адитивну таблицю для кiльця E i визначте його
адитивну групу.

3) Запишiть мультиплiкативну таблицю для E i перевiрте,
що мультиплiкативна група E∗ iзоморфна циклiчнiй групi
третього порядку. Покажiть, що E є полем.

4.16. Покажiть, що кiльце A = Z2[x]/
(
x2 + 1

)
з чотирьох

елементiв не iзоморфне жодному з кiлець Z4 та Z2 × Z2 i не
є полем.

4.17. Доведiть, що факторкiльце Zp[x]/(f(x)) є областю
цiлiсностi тодi i лише тодi, коли f(x) незвiдний над Zp.

4.18. З’ясуйте, якi з факторкiлець є областями цiлiсностi:
a) Z7[x]/(x2 + 3); b) Z7[x]/(x2 + 4); c) Z7[x]/(x2 + 5).
4.19. Нехай f1(x) = x2 + 1, f2(x) = x3 +x+ 1, f3(x) = x3 +

4x+ 4 — многочлени над полем Z5. Для якого з многочленiв
факторкiльце Z5[x]/(fi(x)), i = 1, 2, 3, буде полем.

4.20. Перевiрте, що в кiльцi Z[x] головнi iдеали I =
(
2
)

та J = (x) є простими, але не максимальними.
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4.21. Вкажiть усi простi та максимальнi iдеали кiльця
Z30. Доведiть, що факторкiльце Z30/(5) = Z30/5Z30 iзомор-
фне кiльцю Z5. Якому кiльцю iзоморфне кiльце Z30/(15)?

4.22. Доведiть, що

a) R[x]/(x− 3) ' R;

b) R[x]/(x2 − 1) ' R2;

c) R[x]/(x2 + 1) ' C;

d) R[x]/(x2 − x− 6) ' R2;

e) Q[x]/(x2 − 2) ' Q[
√

2].

4.23. Доведiть, що R[x, y]/(x2 − y) ' R[x].
4.24. Доведiть, що кiльця R[x]/(x2− 2) та R[x]/(x2− 3)

iзоморфнi. Чи будуть iзоморфними кiльця Q[x]/(x2−2) та
Q[x]/(x2−3)?

4.25. Покажiть, що Q[a+
√
d] ∼= Q[

√
d], a, d ∈ Q.

4.26. Якому кiльцю —Q[
√

3] чиQ[
√

5] — iзоморфне кiльце
Q[x]/(x2−4x−1)? Вкажiть вiдповiдний iзоморфiзм кiлець.

4.27. Якi з кiлець Z[x]/(x2 − 2x + 5), Z[x]/(x2 + 1) та
Z[x]/(x2 + 2x+ 2) є iзоморфними?

4.28. Покажiть, що

a) Z[x]/
(
3
)
' Z3[x];

b) Z[x]/
(
2, x
)
' Z/2Z = Z2;

c) Z[x]/(n, f(x)) ∼= Zn[x]/(f(x)).

4.29. Покажiть, що iдеал (2, x) є максимальним в Z[x], а
iдеали (6, x), (2, x3) не є максимальними.

4.30. Нехай A = Z2[x]/
(
x4+1

)
, I =

(
x2+1

)
A — головний

iдеал. Покажiть, що A/I ∼= Z2[x]/
(
x2 +1

)
. Чи буде iдеал I

простим?
4.31. Нехай A = Z3[x]/

(
x2 +1

)
. Покажiть, що кiльце A

є полем з 9 елементiв. Переконайтеся, що мультиплiкатив-
на група A∗ є циклiчною, показавши, що x + 1 є твiрним
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цiєї групи. Вкажiть iншi твiрнi групи A∗. Перевiрте, що вiд-
ображення ψ : A −→ A, f(x)

ψ7−→ f(2x), є автоморфiзмом
кiлець.

4.32. Покажiть, що адитивна група (F,+) поля F , яке
складається з дев’яти елементiв, iзоморфна Z3 × Z3, тобто
порядки всiх ненульових елементiв групи (F,+) дорiвнює 3.
Число 3 називається характеристикою поля F .

4.33. Покажiть, що поле F з дев’яти елементiв iзоморфне
факторкiльцю Z3[x]/

(
f(x)

)
, де f(x) — незвiдний квадратний

унiтарний многочлен.
4.34. Покажiть, що всi поля, якi складаються з 9 елемен-

тiв, iзоморфнi. Поле з 9 елементiв позначається F9.
4.35. Нехай p — непарне просте число, p 6≡ 1 (mod 4).

Перевiрте, що кiльце A = Zp[x]/
(
x2+1

)
є полем.

4.36. Визначте, якому з кiлець Zm iзоморфнi наступнi фа-
кторкiльця:

a) Z[i]/(2 + i);

b) Z[i]/(1− 2i);

c) Z[i]/(3− 2i);

d) Z[i]/(a+ bi), a2 + b2 = p — просте цiле.

4.37. Нехай N(R) — нiльрадикал кiльця R. Покажiть, що
N
(
R/N(R)

)
= 0.

4.38. Нехай A — абелева група. Покажiть, що множи-
на групових ендоморфiзмiв End(A) утворює кiльце вiдносно
операцiй додавання, визначеного за правилом (f + g)(a) =
f(a) + g(a) для a ∈ A, та композицiї. Кiльце End(A) назива-
ється кiльцем ендоморфiзмiв групи A.

4.39. Нехай A = A1 × A2 — абелева група. Покажiть, що
кiльце End(A) iзоморфне кiльцю матриць{(

Hom(A1, A1) Hom(A2, A1)
Hom(A1, A2) Hom(A2, A2)

)}
∼= ×

i=1,2; j=1,2
Hom(Ai, Aj).
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4.40. Знайдiть усi ендоморфiзми кiльця A = Z× Z.
4.41. Опишiть наступнi кiльця ендоморфiзмiв: End(Zp),

p – просте число, End(Z2 × Z2), End(Z440).

5 Теорiя подiльностi. Факторiальнi кiльця

Теоретичнi вiдомостi

Нехай D — область цiлiсностi. Через (a) позначимо голов-
ний iдеал, породжений елементом a ∈ D. Наведемо означен-
ня понять, пов’язаних з подiльнiстю, у “термiнах елементiв”
i “термiнах iдеалiв”.

Елемент a ∈ D дiлиться на елемент b ∈ D, або b дiлить a,
(позначається b | a), якщо

iснує такий елемент q ∈ D, що
a = qb

(a) ⊂ (b)

Елемент b називається власним дiльником a 6= 0, якщо

b | a та b /∈ aD∗, b /∈ D∗
(
a
)
&
(
b
)
& D.

Елементи називаються асоцiйованими, якщо

a | b та b | a (a) = (b)

Зауважимо, що одночасне виконання умов a | b та b | a еквi-
валентне умовi iснування оборотного елемента c ∈ D∗, тако-
го, що a = cb.

Елемент a ∈ D \D∗ називається нерозкладним, якщо

з умови a= bc випливає b∈D∗
або c ∈ D∗

iдеал (a) є максималь-
ним серед власних iдеа-
лiв D

Iнакше елемент називається розкладним.
Ненульовий елемент p ∈ D \ D∗ називається простим,

якщо
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з того, що p | ab, випливає p | a
або p | b

(p) є простим iдеалом

Лема 5.1. Нехай D — область цiлiсностi. Якщо a ∈ D є
простим елементом, то вiн є нерозкладним.

Приклад 5.2. Нерозкладними елементами кiльця Z є числа
±p, де p— просте число. Незрозкладними елементами кiльця
k[x] є незвiднi многочлени.

Зауваження 5.3. Нерозкладний елемент не обов’язково є
простим (див. задачу 5.19).

Елемент d ∈ D називається найбiльшим спiльним дiльни-
ком елементiв a, b ∈ D, якщо

1) d | a та d | b; (a) + (b) = (d)

2) для кожного d̃ ∈ D, такого,
що d̃ | a i d̃ | b, маємо d̃ | d
Найбiльший спiльний дiльник d елементiв a i b позначає-

ться НСД(a, b) або (a, b). Якщо НСД(a, b) iснує, то вiн визна-
чений не однозначно, а з точнiстю до асоцiйованостi. Якщо
(a, b) ∈ D∗, то елементи a i b називаються взаємно прости-
ми. В цьому випадку пишуть НСД(a, b) = 1.

Елемент c ∈ D називається найменшим спiльним кратним
елементiв a, b ∈ D, якщо

1) a | c та b | c; (a) ∩ (b) = (c)
2) для кожного c̃ ∈ D, такого,
що a | c̃ i b | c̃, маємо c | c̃

Найменше спiльне кратне елементiв a, b ∈ D визначається з
точнiстю до асоцiйованостi i позначається НСК(a, b).

Послiдовно визначаються найбiльший спiльний дiльник i
найменше спiльне кратне довiльної сукупностi елементiв зD.

Лема 5.4. В кiльцi головних iдеалiв для довiльних двох еле-
ментiв iснують найбiльший спiльний дiльник та найменше
спiльне кратне.
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Означення 5.5. Кажуть, що необоротний елемент a 6= 0
областi цiлiсностi D однозначно розкладається на нероз-
кладнi множники, якщо
1) його можна подати як добуток нерозкладних елементiв;
2) з рiвностей

a = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm,

де p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm — нерозкладнi елементи D, ви-
пливає, що n = m та iснує така пiдстановка σ ∈ Sn, що pi
та qσ(i), i = 1, 2, . . . , n, є асоцiйованими.

Якщо a — нерозкладний елемент, то вважаємо, що вiн
має однозначний розклад на нерозкладнi множники, який
складається лише з одного множника.

Приклад 5.6. В кiльцi Z[i] елемент 2 можна розкласти на
нерозкладнi множники так: 2 = (1 + i)(1 − i) = −i(1 + i)2.
Але елементи (1 + i) та (1 − i) є асоцiйованими, бо 1 − i =
−i(1+i), тому розклад 2 у добуток нерозкладних множникiв
визначений однозначно з точнiстю до асоцiйованостi.

Означення 5.7. Область цiлiсностi називається факто-
рiальним кiльцем (або кiльцем з однозначним розкладом),
якщо у ньому кожний ненульовий необоротний елемент
має однозначний розклад на нерозкладнi множники.

Приклад 5.8. Кiльце Z цiлих чисел, кiльце Z[i] цiлих гау-
сових чисел та кiльце многочленiв k[x1, . . . , xn] вiд n змiнних
над полем k є факторiальними. Кiльце Z[i

√
3] не є факторi-

альним, бо 4 = 2·2 = (1−i
√

3)(1+i
√

3), а елементи 2, (1±i
√

3)
не асоцiйованi.

Теорема 5.9. Область цiлiсностi D є факторiальним кiль-
цем тодi й лише тодi, коли для довiльного необоротного
елемента a ∈ D такого, що a | bc, маємо a | b або a | c,
b, c ∈ D.

Лема 5.10. Нехай R — факторiальне кiльце. Тодi для до-
вiльних a, b ∈ R iснує НСД(a, b) та НСК(a, b).
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Приклад 5.11. У кiльцi R = Z[i
√

5] не iснує НСД(6, 2 +
2i
√

5), отже, кiльце R = Z[i
√

5] не є факторiальним.

Задачi

5.1. Покажiть, що вiдношення асоцiйованостi є вiдношен-
ням еквiвалентностi на множинi ненульових елементiв обла-
стi цiлiсностi.

5.2. Доведiть, що в областi цiлiсностi кожний простий еле-
мент є нерозкладним.

5.3. Доведiть, що у факторiальному кiльцi множини не-
розкладних i простих елементiв збiгаються.

5.4. Доведiть, що гомоморфний образ головного iдеалу є
головним iдеалом.

5.5. Чи буде гомоморфний образ кiльця головних iдеалiв
кiльцем головних iдеалом?

5.6. Доведiть, що кiльце головних iдеалiв є факторiаль-
ним.

5.7. Доведiть, що кiльце многочленiв R[x] над факторi-
альним кiльцем R теж факторiальне.

5.8. Нехай Z[
√
d] — квадратичне кiльце, де d ∈ Z — цiле

число, вiльне вiд квадратiв, d 6= 1.

a) Покажiть, що в кiльцi Z[
√
d] iснують лише два автомор-

фiзми ϕ, ϕ : Z[
√
d]→ Z[

√
d]:

ϕ(a+ b
√
d) = a+ b

√
d та ϕ(a+ b

√
d) = a− b

√
d.

b) Покажiть, що функцiя N : Z[
√
d]→ N0, задана як

N(a+ b
√
d) = |ϕ(a+ b

√
d)ϕ(a+ b

√
d)| = |a2 − b2d|,

має властивостi:

(i) N(x) = 0⇔ x = 0;
(ii) N(xy) = N(x)N(y) для довiльних x, y ∈ Z[

√
d].

Iншими словами, ця функцiя визначає на Z[
√
d] мульти-

плiкативну норму.
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c) Покажiть, що x — оборотний ⇔ N(x) = 1.

d) Покажiть, що для u, v ∈ Z[
√
d] з того, що u дiлить v,

випливає, що N(u) дiлить N(v).

e) Покажiть, що колиN(x) — просте число, то x— нерозкла-
дний в Z[

√
d]. Перевiрте, що 7 — нерозкладний в Z[

√
6],

хоча N(7) = 72.

5.9. В кiльцi Z[i] знайдiть НСД(a, b) чисел

a) a = 7 + i, b = 1 + 13i;

b) a = 5− 5i, b = 14 + 8i;

c) a = 9 + 7i, b = 11 + 3i

шляхом розкладу на простi множники.
5.10. В кiльцi Z[i] знайдiть

a) всi числа a+ bi з нормою N(a+ bi) = a2 + b2 = 5;

b) всi числа a+ bi ∈ Z[i], для яких (5) = (a+bi);

c) всi числа a+ bi ∈ Z[i], для яких (5) $ (a+bi) $ Z[i].

d) НСД(5, 3− i) та НСК(5, 3− i).

5.11. В кiльцi Z[i] цiлих гаусових чисел

a) знайдiть суму та перетин iдеалiв
(
5
)
та
(
3 + i

)
;

b) знайдiть твiрний елемент iдеалу
(
5, 4 + 3i

)
шляхом зна-

ходження найбiльшого спiльного дiльника;

c) покажiть, що
(
85, 1 + 13i

)
=
(
7 + 6i

)
.

5.12. В кiльцi Z[i] розкладiть на простi множники насту-
пнi елементи:
a) 5 + i; b) 5 + 5i; c) 7 + i; d) 7 + 3i; e) 14− 2i.

5.13. Покажiть, що

a) елементи 2 та 1 + i
√

3 не є асоцiйованими в кiльцi Z[i
√

3];
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b) iдеал I = (1 + i
√

3) не є простим в Z[i
√

3];

c) iдеал I не максимальним в Z[i
√

3], бо I $ (2, 1 + i
√

3) $
Z[i
√

3].

5.14. Визначте, чи iснує в кiльцi Z[i
√

3] найбiльший спiль-
ний дiльник елементiв 4 i 2− 2i

√
3.

5.15. Покажiть, що

a) в кiльцi R = Z[i
√

5] не iснує НСД(6, 2 + 2i
√

5);

b) в кiльцi Z[x2, x3] не iснує НСД(x5, x6).

5.16. Знайдiть найбiльший спiльний дiльник та найменше
спiльне кратне елементiв 5 +

√
3 та 3−

√
3 кiльця Z[

√
3].

5.17. Обчислiть суму, добуток та перетин головних iдеа-
лiв I =

(
5 +
√

3
)
та J =

(
3−
√

3
)
кiльця Z[

√
3].

5.18. Перевiрте, що кiльце Z[i
√

6] не факторiальне.
5.19. Доведiть, що в кiльцi Z[i

√
5] елементи 2, 3, 2± i

√
5

є нерозкладними, але не є простими. Чи буде кiльце Z[i
√

5]
факторiальним?

5.20. Покажiть, що кiльце Z[2i] не факторiальне.
5.21. Покажiть, що кiльце R(cosx, sinx) не факторiальне.

5.22. Покажiть, що в кiльцi Z[i
√

5]

a) iдеали I1 =
(
2, 1 + i

√
5
)
, I2 =

(
3, 2 + i

√
5
)
, I3 =

(
3, 2− i

√
5
)

простi;

b) iдеали (2, 1+i
√

5), (3, 1+i
√

5), (3, 2+i
√

5) не є головними;

c) має мiсце однозначний розклад для iдеалiв

(6) = (2)(3) = (1 + i
√

5)(1− i
√

5) = I21I2I3.

5.23. Перевiрте справедливiсть рiвностей(
3, 1 + i

√
5
)(

3, 1− i
√

5
)

=
(
3
)
та
(
2, 1 + i

√
5
)2

=
(
2
)
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в кiльцi Z[i
√

5]. Отже, добуток iдеалiв, якi не є головними,
може бути головним iдеалом.

5.24. Покажiть, що якщо I1 ⊆ I2 ⊆ . . . є зростаючим лан-
цюгом iдеалiв в R, то

⋃∞
n=1In також є iдеалом в R. Врахо-

вуючи це, доведiть, що довiльне кiльце головних iдеалiв є
факторiальним.

6 Евклiдовi кiльця

Теоретичнi вiдомостi

Означення 6.1. Область цiлiсностi R називається евклi-
довим кiльцем, якщо iснує функцiя

N : R \ {0} → N,

яка задовольняє умови:

a) для довiльних a, b ∈ R виконується: N(ab) > N(a);

b) для довiльних a, b ∈ R, b 6= 0, iснують елементи q, r ∈ R,
для яких

a = bq + r, причому r = 0 або N(r) < N(b).

Умова 2) означає можливiсть “дiлення з остачею” на не-
нульовi елементи кiльця. Елементи q i r з останньої рiвностi
називаються вiдповiдно неповною часткою i остачею вiд дi-
лення a на b. Зауважимо, що однозначної визначеностi еле-
ментiв q i r не вимагається.

Функцiя N з означення евклiдового кiльця називається
евклiдовою нормою на R.

До евклiдових кiлець належать, зокрема, наступнi:

• кiльце Z цiлих чисел, евклiдовою нормою є модуль цi-
лого числа;

• кiльце k[x] многочленiв над полем k, евклiдовою нор-
мою є степiнь многочлена;
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• кiльце цiлих гаусових чисел Z[i], евклiдова норма для
ненульового елемента a+bi ∈ Z[i] задається за правилом
N(a+ bi) = a2 + b2.

Лема 6.2. Кожне евклiдове кiльце є факторiальним.

З цього твердження випливає, що для довiльних ненульо-
вих елементiв a i b евклiдового кiльця iснує їхнiй найбiльший
спiльний дiльник, який можна знайти, використовуючи ал-
горитм Евклiда, який полягає у наступному.

Алгоритм Евклiда. Нехай a та b — ненульовi елемен-
ти евклiдового кiльця A. Не обмежуючи загальностi, може-
мо вважати, що N(a) > N(b). Якщо a дiлиться на b, то
НСД(a, b) = b. Якщо це не так, то роздiлимо з остачею
a на b, потiм b на одержану остачу, пiсля цього першу оста-
чу на другу остачу i т.д. Оскiльки норми остач спадають,
то врештi-решт вiдбудеться дiлення без остачi. В результатi
одержимо ланцюжок рiвностей:

a = q1b+ r1,

b = q2r1 + r2,

r1 = q3r2 + r3,

. . . . . . . . . . . .

rn−2 = qnrn−1 + rn,

rn−1 = qn+1rn,

де N(b) > N(r1) > N(r2) > . . . > N(rn). Остання ненульова
остача rn i є найбiльшим спiльним дiльником елементiв a i b.

Рухаючись цим ланцюжком знизу догори, отримаємо по-
слiдовно

r1 = au1 + bv1,

r2 = au2 + bv2,

r3 = au3 + bv3,

. . . . . . . . . . . .

НСД(a, b) = rn = aun + bvn,
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де ui, vi (i = 1, . . . , n) — деякi елементи кiльця.

Лема 6.3. Нехай A — евклiдове кiльце, a, b ∈ A, d = (a, b).
Тодi iснують такi елементи u, v ∈ A, що d = au+ bv.

Теорема 6.4. 1. Кожне евклiдове кiльце є кiльцем голов-
них iдеалiв.

2. Кожне кiльце головних iдеалiв є факторiальним.

Схематично цi включення можна зобразити так:

евклiдовi

головних iдеалiв
факторiальнi

Зауважимо, що твердження, оберненi до тверджень тео-
реми 6.4, є, взагалi кажучи, невiрними. Наприклад, кiльце
Z[x] є факторiальним кiльцем, але не є кiльцем головних
iдеалiв. Кiльце Z[1+i

√
19

2
] є кiльцем головних iдеалiв, але не є

евклiдовим кiльцем. Зауважимо, що доведення цього факту
є доволi складним.

Задачi

6.1. Знайдiть d = НСД(a, b) i зобразiть d у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї ax+ by:

a) a = 20, b = 13;

b) a = 69, b = 372;

c) a = 2120, b = 3312;

d) a = 5 + 5i, b = 13 + 3i;
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e) a = 3− 4i, b = 12 + 5i;

f) a = 25− 6i, b = 12− 7i.

6.2. Нехай R — евклiдове кiльце, I — iдеал i d — нену-
льовий елемент з I, норма якого найменша. Покажiть, що
I = (d).

6.3. В кiльцi Z знайдiть головнi iдеали

a) I = (2210, 1131);

b) I = (3333, 4444);

c) I = (222, 225);

d) I = (41, 45);

e) I = (3142, 2718);

f) I = (30, 42, 70);

g) I = (1707, 1777, 1811).

6.4. За допомогою алгоритму Евклiда, обчислiть оберненi
(якщо iснують):

a) 13−1 в кiльцi Z20;

b) 69−1 в кiльцi Z89;

c) 77−1 в кiльцi Z444;

d) 17−1 в кiльцi Z85;

e) 34−1 в кiльцi Z505;

f) 71−1 в кiльцi Z428.

6.5. За допомогою алгоритма Евклiда розв’яжiть конгру-
ентностi:

a) 17x ≡ 18 (mod 43);

b) 19x ≡ 14 (mod 51);
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c) 13x ≡ 29 (mod 61).

6.6. За допомогою алгоритма Евклiда, знайдiть оберне-
ний

a) до елемента x4 + 3x2 + 4x+ 1 + I в кiльцi Z5[x]/I, де I =(
x5 + 3x3 + 2x2 + 1

)
;

b) до елемента x2 + 4x+ 1 + I в кiльцi Z5[x]/I, де I =
(
x3 +

x+ 1);

c) до елемента 2x2 + 4x+ 3 + I в кiльцi Z5[x]/I, де I =
(
x3 +

x+ 1);

d) до елемента x3 + x2 + 2x + 1 + I в кiльцi Z7[x]/I, де I =(
x4 + x3 + 2x2 + 5x+ 3

)
.

6.7. Нехай R — область цiлiсностi, a, b ∈ R ненульовi.

1) Припустимо, що a i b мають найменше спiльне кратне. До-
ведiть, що НСК(a, b) є твiрним для однозначно визначено-
го найбiльшого головного iдеалу, що мiститься в (a)∩ (b).

2) Доведiть, що якщо елементи a i b мають найменше спiльне
кратне, то вони мають найбiльший спiльний дiльник.

6.8. Доведiть, що в евклiдовому кiльцi

a) якщо b|a, c|a i (b, c) = 1, то bc|a;

b) якщо c|ab i (b, c) = 1, то c|a.

6.9. Покажiть, що в евклiдовому кiльцi найменше спiль-
не кратне довiльних елементiв a i b цього кiльця iснує, ви-
значене однозначно з точнiстю до асоцiйованостi i дорiвнює
НСК(a, b) = ab

НСД(a,b)
.

6.10. Доведiть, що функцiя N : Z[i
√

2] → N, визначена
правилом N(a+ bi

√
2) = a2 + 2b2, є евклiдовою нормою.

6.11. Доведiть, що функцiя N : Z[
√

3] → N, визначена
правилом N(a+ b

√
3) = |a2 − 3b2|, є евклiдовою нормою.
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6.12. Довести, що кiльце Z[i
√

3] не є евклiдовим.
6.13. Покажiть, що множина чисел вигляду 1

2
(x+ iy

√
3),

де x, y — цiлi числа однакової парностi, є евклiдовим кiль-
цем.

6.14. Нехай d — вiльне вiд квадратiв цiле число, таке, що
d ≡ 1 (mod 4). Покладемо ω = 1+

√
d

2
i визначимо множину

O√d = {a+ bω | a, b ∈ Z} .

Перевiрте, що для довiльного z = a+bω ∈ O√d норма N(z) =
(a+ bω)(a− bω) є цiлим числом.

6.15. Нехай A — евклiдове кiльце. Доведiть, що для еле-
ментiв a, b ∈ A рiвнiсть N(ab) = N(a) можлива лише тодi,
коли b — оборотний.

6.16. В кiльцi Z[i] цiлих гаусових чисел

1) з’ясуйте, чи будуть простi цiлi числа 2, 3 та 5 простими
цiлими гаусовими числами.

2) доведiть, що коли N(a + bi) = p, де p — просте, то a + bi
— просте цiле гаусове. Знайдiть усi простi елементи Z[i] з
нормами 17, 29, 43.

6.17. Нехай p ∈ N — непарне просте. Доведiть, що p =
(a + bi)(a − bi), де a + bi — просте цiле гаусове, тодi i лише
тодi, коли p ≡ 1 (mod 4).

6.18. Нехай p ∈ N — непарне просте. Покажiть, що ко-
ли p ≡ 3 (mod 4), то p — нерозкладне в Z[i], а якщо p ≡
1 (mod 4), то p є розкладним в Z[i].

6.19. Доведiть, що простими елементами в Z[i] є лише

a) a+ bi ∈ Z[i], для яких норма N(a+ bi) є простим числом;

b) такi простi числа p ∈ Z, що p ≡ 3 (mod 4).

Знайдiть всi простi цiлi гаусовi числа, норма яких не пере-
вищує 20.

6.20. Доведiть, що кiльце рацiональних чисел вигляду
2−nm (m ∈ Z, n ∈ N) є евклiдовим.
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6.21. Дiофантовим рiвнянням першого степеня в кiльцi
Z[x, y] називається рiвняння вигляду ax+ by = c, a, b, c ∈ Z.

1) Покажiть, що рiвняння ax+ by = c має розв’язок в цiлих
числах тодi i лише тодi, коли c ∈ (a, b).

2) Якщо вiдомий один розв’язок x0, y0 рiвняння ax+ by = c,
то довiльний iнший розв’язок має вигляд:

x = x0 + t
b

(a, b)
, y = y0 − t

a

(a, b)
, t ∈ Z.

6.22. Знайдiть усi цiлi розв’язки рiвнянь:

a) 2x+ 4y = 5;

b) 17x+ 29y = 31;

c) 16x+ 28y = 35;

d) 16x+ 28y = 36;

e) 15x+ 25y = 55;

f) 19x+ 23y = 79.

6.23. Перевiрте, що фактор-кiльце Z[i]/I є скiнченним
для довiльного ненульового iдеалу I в Z[i].

6.24. Нехай α — корiнь многочлена x3 − x2 + 3 ∈ Q[x]. За
допомогою алгоритму Евклiда, подайте у виглядi многочле-
на вiд α степеня не бiльшого за 2 числа

1

α
,

1

α + 1
,

1

α2 + 1
,

α + 5

α2 + 3
.

7 Китайська теорема про остачi

Теоретичнi вiдомостi

У цьому роздiлi всi кiльця комутативнi.
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Лема 7.1. Вiдображення ϕ : A→ A1× . . .×Ak з кiльця A в
прямий добуток кiлець A1× . . .×Ak є гомоморфiзмом тодi
i лише тодi, коли iндуковане вiдображення ϕi : A → Ai на
кожну з компонент Ai є гомоморфiзмом.

За означенням, два елемента a1, a2 ∈ A є взаємно про-
стими, якщо рiвняння a1x1 + a2x2 = 1 розв’язне в A, або
якщо a1A + a2A = (a1, a2)A = A. Припустимо, що a1a2 = 0
i a1b1 + a2b2 = 1. У цьому випадку елементи e1 = a1b1 та
e2 = a2b2 утворюють повну систему взаємно ортогональних
iдемпотентiв i A ' e1A× e2A.

Iдеали I та J кiльця A називаються комаксимальними,
якщо I+J = A. Головнi iдеали

(
a
)
та
(
b
)
кiльця цiлих чисел

є комаксимальними тодi i лише тодi, коли числа (a, b) = 1.

Теорема 7.2 (Китайська теорема про остачi для кiлець).
Нехай I1, I2 – iдеали в A. Вiдображення

A→ A/I1 × A/I2, a 7→ (a+ I1, a+ I2)

є гомоморфiзмом кiлець з ядром I1 ∩ I2. Якщо iдеали I1 та
I2 є комаксимальними, то це вiдображення сюр’єктивне i
I1 ∩ I2 = I1I2, а отже,

A/(I1I2) = A/(I1 ∩ I2) ∼= A/I1 × A/I2.

Наслiдок 7.3. Нехай I1, I2 — це комаксимальнi iдеали кiль-
ця A. Тодi для довiльних елементiв a1 ∈ A/I1, a2 ∈ A/I2
система конгруентностей

x ≡ a1 (mod I1)
x ≡ a2 (mod I2)

має єдиний розв’язок в кiльцi A/I1I2.
Якщо e1, e2 — це система взаємно ортогональних iдем-

потентiв, яка вiдповiдає цьому розкладу, то розв’язок за-
писується у виглядi a1e1 + a2e2 (mod I1I2).
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Зауважимо, що теорему 7.2 можна узагальнити на випа-
док скiнченної кiлькостi попарно комаксимальних iдеалiв I1,
I2, . . ., Ik, при цьому

A/(I1I2 . . . Ik) = A/(I1∩I2∩. . .∩Ik) ∼= A/I1×A/I2×. . .×A/Ik.

Розглянемо випадок кiльця Z цiлих чисел. Якщоm та n —
взаємно простi цiлi числа, то iснує iзоморфiзм

ϕ : Z/mnZ −→ (Z/mZ)× (Z/nZ).

Згiдно з алгоритмом Евклiда, iснують u, v ∈ Z, такi, що 1 =
um+vn, а саме: u = m−1 (mod n), v = n−1 (mod m). Тодi e1 =
vn та e2 = um — це взаємно ортогональнi iдемпотенти, i для
довiльного (a1, a2) ∈ Z/mZ× Z/nZ елемент a = ϕ−1((a1, a2))
визначається за формулою:

a = a1e1 + a2e2 (mod mn).

Наслiдок 7.4. Нехай n — натуральне число, pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k —
канонiчний розклад n за степенями рiзних простих чисел.
Тодi наступнi кiльця iзоморфнi:

Z/nZ ∼= (Z/pα1
1 Z)× . . .× (Z/pαk

k Z).

Крiм того,

(Z/nZ)∗ ∼= (Z/pα1
1 Z)∗ × . . .× (Z/pαk

k Z)∗.

Зокрема, з цього твердження випливає формула для об-
числення функцiї Ейлера:

ϕ(n) = ϕ(pα1
1 ) · . . . · ϕ(pαk

k ).

Наслiдок 7.5 (Китайська теорема про остачi). Якщо на-
туральнi числа n1, n2, . . . , nk — попарно взаємно простi, то
система конгруентностей

x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)

. . .
x ≡ ak (mod nk)
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має єдиний розв’язок за модулем натурального числа n =
n1n2 . . . nk.

Алгоритм Гауса. Розв’язок цiєї системи конгруентно-
стей можна знайти наступним чином:

x =
k∑
i=1

aiNiMi,

де Ni = n/ni, а Mi = N−1i (mod ni).
Множина елементiв

{
ei
}r
i=1

= {ei | i = 1, . . . , r} кому-
тативного кiльця R називається системою взаємно ортого-
нальних iдемпотентiв, якщо e2i = ei, eiej = 0 для довiльних
1 6 i, j 6 r, i 6= j. Система iдемоптентiв

{
ei
}r
i=1

називається

повною, якщо 1 =
r∑
i=1

ei.

Задачi

7.1. Опишiть усi розв’язки таких конгруентностей в Z:

a) 3x ≡ 4 (mod 7);

b) 3x ≡ 4 (mod 12);

c) 9x ≡ 12 (mod 21);

7.2. Опишiть всi розв’язки наступних конгруентностей:

a) 27x ≡ 25 (mod 256);

b) 27x ≡ 72 (mod 900);

c) 103x ≡ 612 (mod 676).

7.3. Нехай R — комутативне кiльце, e — iдемпотент R.
Покажiть, що

a) {e, 1− e} є повною системою взаємно ортогональних iдем-
потентiв;
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b) множини Re та R(1 − e) є двостороннiми iдеалами R i
R ' Re×R(1− e);

c) Re та R(1−e) є кiльцями з одиницями e та 1−e вiдповiдно.

7.4. Нехай
{
ek
}r
k=1

— це повна система взаємно ортого-
нальних iдемпотентiв комутативного кiльця R.

1) Покажiть, що iдеал eiR є кiльцем з одиницею ei.

2) Покажiть, що кiльце R iзоморфне прямому добутку кi-
лець e1R× . . .×erR, зокрема, eiR∩ejR = 0 для довiльних
1 6 i, j 6 r, i 6= j.

7.5. Покажiть, що кiльце R iзоморфне прямiй сумi кiлець
e1R × . . . × ekR тодi i лише тодi, коли

{
ei
}k
i=1

є повною си-
стемою взаємно ортогональних iдемпотентiв.

7.6. Покажiть, що

a) iдеал 5Z30 кiльця Z30 є кiльцем з одиницею e = 25, iзо-
морфним Z6, а Z30/5Z30

∼= Z5;

b) iдеал 5Z25 кiльця Z25 є кiльцем без одиницi з 5 елементiв з
нульовим множенням (добуток довiльних двох елементiв
дорiвнює нулю);

c) елементи 6 i 25 кiльця Z30 утворюють повну систему вза-
ємно ортогональних iдемпотентiв, яка визначає розклад
в пряму суму Z30

∼= 5Z30× 6Z30
∼= Z6×Z5, та знайдiть ор-

тогональнi проекцiї елемента 22 на пiдкiльця 5Z30 i 6Z30;

d) елементи 6, 10, 15 кiльця Z30 утворюють повну систему
взаємно ортогональних iдемпотентiв, яка визначає роз-
клад в пряму суму Z30

∼= Z2 × Z3 × Z5.

7.7. Нехай n,m > 1 — взаємно простi натуральнi числа.
Доведiть, що в кiльцi Znm iснує повна система взаємно орто-
гональних iдемпотентiв e, f , яка визначає розклад в пряму
суму Znm ' Zm × Zn.
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7.8. Вкажiть, який найбiльший можливий порядок еле-
ментiв в групi Z∗252.

7.9. Розв’яжiть систему конгруентностей в Z:

x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 7 (mod 11).

7.10. Нехай ϕ : Z45−→Z5 × Z9 — iзоморфiзм кiлець.

a) Знайдiть ϕ(37).

b) Знайдiть вiдповiдну систему {e1, e2} взаємно ортогональ-
них iдемпотентiв кiльця Z45 та обчислiть ϕ−1(2, 6), ϕ−1(3, 1).

7.11. Нехай n1, n2, . . . , nk — попарно взаємно простi цiлi
числа, n = n1n2 . . . nk, Ni = n/ni для i = 1, . . . , k.

1) Покажiть, що числа Ni та ni є взаємно простими для всiх
i = 1, . . . , k.

2) Покладемо ti = N−1i (mod ni), ei = tiNi для всiх i =
1, . . . , k. Перевiрте, що e1, e2, . . . , ek є повною системою
взаємно ортогональних iдемпотентiв. Покажiть, що розв’я-
зок x системи конгруентностей

x ≡ a1 (mod n1); x ≡ a2 (mod n2); . . . ; x ≡ ak (mod nk)

визначається рiвнiстю: x = a1e1+a2e2+ . . .+akek (mod n).

7.12. Нехай ϕ : Z84−→Z3 × Z4 × Z7 — iзоморфiзм кiлець.

a) Знайдiть ϕ(55);

b) Знайдiть вiдповiдну систему e1, e2, e3 взаємно ортогональ-
них iдемпотентiв кiльця Z84 та обчислiть ϕ−1(1, 3, 6) та
ϕ−1(1, 3, 1).

7.13. Розв’яжiть системи конгруентностей в Z:

x ≡ 1 (mod 2), x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 5 (mod 9),
a) x ≡ 1 (mod 3), b) x ≡ 3 (mod 7), c) x ≡ 7 (mod 8),
x ≡ 9 (mod 11); x ≡ 5 (mod 11); x ≡ 3 (mod 7);
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x ≡ 1 (mod 3), 4x ≡ 1 (mod 7), 3x ≡ 4 (mod 5),
d) 5x ≡ 5 (mod 6), e) 4x ≡ 3 (mod 9), f) 7x ≡ 1 (mod 8),

2x ≡ 10 (mod 7); 4x ≡ 9 (mod 11); 10x ≡ 9 (mod 13).

7.14. Знайдiть найменше трицифрове натуральне число
N , таке, що N−3 дiлиться на 5 i 11, а N−5 дiлиться на 8.

7.15. Знайдiть таке найбiльше трицифрове натуральне
число, яке при дiленнi на 5 дає в остачi 7, при дiленнi на
7 дає в остачi 4, а при дiленнi на 11 дає в остачi 3.

7.16. Нехай N — це тризначне додатне число, яке при
дiленнi на 9 i 10 дає в остачi 7, а при дiленнi на 11 дає в
остачi 3. Про це число також вiдомо, що воно є дiльником
деякого 6-значного натурального числа M , яке при дiленнi
на 9, 10 i 11 дає в остачi 8, 7 i 1 вiдповiдно. Знайдiть частку
вiд дiлення M на N .

8 Мала теорема Ферма. Теорема Ейлера

Функцiя Ейлера ϕ(n) визначена на множинi цiлих дода-
тних чисел i дорiвнює кiлькостi чисел ряду 0, 1, . . . , n − 1,
взаємно простих з n.

Властивостi функцiї Ейлера:

a) ϕ(p) = p− 1, де p — просте;

b) ϕ(pk) = pk − pk−1, де p — просте, k ∈ N;

c) ϕ(pq) = ϕ(p)ϕ(q), де p та q — взаємно простi числа (муль-
типлiкативнiсть функцiї Ейлера);

d) нехай n = pk11 p
k2
2 . . . pkss — канонiчний розклад натураль-

ного числа n, тодi

ϕ(n) = pk1−11 pk2−12 . . . pks−1s (p1 − 1)(p2 − 1) . . . (ps − 1).
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Мала теорема Ферма. Нехай p — просте число, a — цiле
число, (a, p) = 1. Тодi

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Теорема Ейлера. Нехай a та m — цiлi числа, (a,m) = 1.
Тодi

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Задачi

8.1. За допомогою малої теореми Ферма обчислiть: a) 15
−1

в Z∗17; b) 17
−1 в Z∗31; c) 13

−1 в Z∗43; d) 23
−1 в Z∗47.

8.2. За допомогою теореми Ейлера розв’яжiть наступнi
конгруентностi:

a) 8x ≡ 13 (mod 17);

b) 9x ≡ 4 (mod 13);

c) 13x ≡ 15 (mod 36);

d) 16x ≡ 17 (mod 25);

e) 27x ≡ 11 (mod 32);

f) 20x ≡ 13 (mod 33).

8.3. З’ясуйте, на яку цифру закiнчується число 3123.
8.4. Знайдiть останнi двi цифри числа 71242.
8.5. Знайдiть остачi вiд дiлення

a) 2125 на 143; b) 71441 на 1001; c) 9999 на 99.
8.6. Покажiть, що 12! = −1 (mod 13).
8.7. Доведiть теорему Вiльсона: число p — просте тодi i

лише тодi, коли (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
8.8. Доведiть, що 100!30! + 1 дiлиться на 131.
8.9. Нехай a та b — взаємно простi числа. Доведiть, що

aϕ(b) + bϕ(a) ≡ 1 (mod ab).
8.10. Знайдiть остачу вiд дiлення 444235 на 1001.
8.11. Знайдiть остачу вiд дiлення 271314 на 1001.
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9 Символи Лежандра та Якобi

Теоретичнi вiдомостi

Нехай a — цiле, p > 2 — просте число. Нехай Fp — скiн-
ченне поле з p елементiв. Квадрати елементiв в полi Fp на-
зиваються квадратичними лишками за модулем p, всi iншi
ненульовi елементи поля Fp називаються квадратичними не-
лишками за модулем p. В кожному полi з p елементiв є рiвно
p−1
2

квадратичних лишкiв та p−1
2

квадратичних нелишкiв.

Приклад 9.1. Квадратами в полi F11 є елементи 1 = 12,
4 = 22, 9 = 32, 5 = 42, 3 = 52.

Символ Лежандра
(
a

p

)
визначається рiвнiстю:

(
a

p

)
=

 0, якщо p | a ;
1, якщо a є квадратичним лишком за модулем p;
−1, якщо a є квадратичним нелишком за модулем p.

Лема 9.2 (Критерiй Ейлера). Якщо a не дiлиться на про-
сте число p, то має мiсце спiввiдношення:(

a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p).

Теорема 9.3. Символ Лежандра має властивостi:

1) якщо a ≡ b (mod p), то
(
a
p

)
=
(
b
p

)
;

2)
(
ab
p

)
=
(
a
p

)(
b
p

)
;

3)
(
ab2

p

)
=
(
a
p

)
;

4)
(

1
p

)
= 1;

(
−1
p

)
= (−1)(p−1)/2;

5)
(

2
p

)
= (−1)(p

2−1)/8 =

{
1, якщо p ≡ ±1 (mod 8);
−1, якщо p ≡ ±3 (mod 8).
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Теорема 9.4 (Квадратичний закон взаємностi). Нехай p та
q — два непарних простих числа. Тодi(

p

q

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2

(
q

p

)
.

Нехай a — цiле число, n — довiльне непарне цiле число.
Нехай n = pk11 p

k2
2 . . . pkss — розклад n на простi множники.

Символ Якобi визначається як добуток символiв Лежандра
за всiма простими дiльниками числа n:(a

n

)
=

(
a

p1

)k1 ( a

p2

)k2
. . .

(
a

ps

)ks
.

Зауваження 9.5. Якщо n — складене число, то рiвнiсть(
a
n

)
= 1 не означає, що a є квадратом за модулем n. Напри-

клад,
(

2
15

)
=
(
2
3

) (
2
5

)
= (−1)(−1) = 1, проте не iснує такого

цiлого числа, квадрат якого був би конгруентним 2 за мо-
дулем 15.

Для символа Якобi мають мiсце аналоги теорем 9.3 та 9.4.

Задачi

9.1. Нехай p ∈ N — просте, a ∈ N i p - a. Доведiть, що
вiдображення f : Z∗p → ({1,−1} , ·), a 7→

(
a
p

)
, є гомоморфi-

змом мультиплiкативних абелевих груп. Знайдiть ядро цього
гомоморфiзму.

9.2. Покажiть, що у полi Fp, p — непарне просте число, є
рiвно (p− 1)/2 квадратичних лишкiв та (p− 1)/2 квадрати-
чних нелишкiв.

9.3. Складiть таблицю всiх квадратичних лишкiв та не-
лишкiв за модулем p для p = 3, 5, 7, 13.

9.4. З’ясуйте, чи мають конгруеностi розв’язок. Якщо так,
то вкажiть його.

a) x2 ≡ 5 (mod 29);
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b) x2 ≡ 3 (mod 29);

c) x2 ≡ 3 (mod 31);

d) x2 ≡ 5 (mod 31).

9.5. Обчислiть символи Лежандра:
a)
(
13
31

)
; b)

(
31
131

)
; c)

(
131
1031

)
; d)

(
137
1037

)
; e)

(
787
1787

)
; f)

(
1039
2039

)
.

9.6. З’ясувати, чи буде просте число 7411 квадратичним
лишком за модулем простого числа 9283. Зробiть це, ско-
риставшись a) квадратичним законом взаємностi лише для
символу Лежандра; b) для символу Якобi.

9.7. Обчислити символ Лежандра
(
1801
8191

)
скориставшись

квадратичним законом взаємностi a) лише для символу Ле-
жандра; b) для символу Якобi.

9.8. Доведiть, що квадратичний лишок нiколи не може
бути твiрним елементом групи F∗p.

9.9. Доведiть, що p− 1 є квадратичним лишком за моду-
лем p тодi i лише тодi, коли p = 4k + 1, k ∈ N.

9.10. Доведiть, що коли p = 4k + 1, k ∈ N, то a i −a
одночасно є або квадратичним лишками, або квадратичними
нелишками за модулем p.

9.11. Доведiть, що iснує нескiнченно багато простих чисел
вигляду 4k + 1.

9.12. Нехай p — просте число, p 6= 2, 3. Доведiть, що число
−3 буде квадратичним лишком за модулем p тодi i лише тодi,
коли p ≡ 1 (mod 3).

9.13. Доведiть, що коли 2n − 1 є простим, то n — просте
число. Простi числа вигляду 2p − 1, де p — просте, назива-
ються простими числами Мерсенна. Випишiть першi п’ять
простих чисел Мерсенна.

9.14. Покажiть, що число 3 є квадратичним нелишком за
модулем простого числа Мерсенна, бiльшого за 3.

9.15. Доведiть, що коли 2n + 1 є простим, то n є степенем
двiйки. Простi числа вигляду 22p + 1, де p — просте, нази-
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ваються простими числами Ферма. Випишiть першi п’ять
простих чисел Ферма.

9.16. Нехай p — просте число Ферма. Покажiть, що будь-
який квадратичний нелишок є твiрним в F∗p.

9.17. Доведiть, що коли просте число p > 2 є дiльником
числа bn + 1, то або p дiлить bd + 1 для деякого власного
дiльника d числа n, для якого n

d
— непарне число, або p ≡

1 (mod 2n).
9.18. Припустимо, що просте число p є дiльником числа

22k + 1, де k > 1.

a) Покажiть, що p ≡ 1 (mod 2k+1).

b) Покажiть, що p ≡ 1 (mod 2k+2).

c) Використовуючи пункт b, покажiть, що 216 + 1 є простим
числом.

10 Локалiзацiя

Нехай A — комутативне кiльце. Пiдмножина S кiльця A
називається мультиплiкативною, якщо 1 ∈ S i для довiль-
них s1, s2 ∈ S виконується, що s1s2 ∈ S.

Лема 10.1. Нехай A — кiльце, S ∈ A — мультиплiкативна
множина. На множинi

{a
s

∣∣ a ∈ A, s ∈ S} визначимо вiд-
ношення ∼ за правилом

a1
s1
∼ a2
s2
⇐⇒ ∃ s ∈ S : s(a1s2 − s1a2) = 0.

Вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi.

Множина класiв еквiвалентностi

S−1A =
{a
s

∣∣∣ a ∈ A, s ∈ S}/∼
називається локалiзацiєю кiльця A за мультиплiкативною
множиною S.

59



Зауваження 10.2. Якщо A — область цiлiсностi, то еквi-
валентнiсть ∼ можна переписати так:

a1
s1
∼ a2
s2
⇐⇒ a1s2 − s1a2 = 0.

Надалi ми використовуватимемо запис
a1
s1

=
a2
s2

замiсть
a1
s1
∼ a2
s2

.

Лема 10.3. Операцiї додавання та множення
a1
s1

+
a2
s2

=
a1s2 + a2s1

s1s2
;

a1
s1
· a2
s2

=
a1a2
s1s2

визначають на S−1A структуру кiльця.

Лема 10.4. Нехай A — область цiлiсностi, тодi множина
S = A \ {0} є мультиплiкативною, а локалiзацiя K = S−1A
є полем.

Означення 10.5. Поле K = S−1A називається полем ча-
сток областi цiлiсностi A.

Лема 10.6. Нехай f : A ↪→ L — вкладення областi цiлiсно-
стi A в поле L, i : A → K — вкладення областi цiлiсностi
A в своє поле часток K, a i7−→ a

1
. Тодi iснує єдиний такий

гомоморфiзм кiлець i′ : K → L, що наступна дiаграма ко-
мутативна:

A
f //

i   

L

K
i′

?? .

Гомоморфiзм i′ : K → L називається продовженням вкла-
дення f на поле часток. Iншими словами, якщо поле мiстить
область цiлiсностi A, то воно мiстить i його поле часток K.

Якщо P — простий iдеал, то S = A \ P — мультиплiка-
тивна множина, оскiльки

xy ∈ A \ P ⇐⇒ x ∈ A \ P та y ∈ A \ P.
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У цьому випадку S−1A називається локалiзацiєю за простим
iдеалом P .

Нехай k — поле. Iдеал M ⊂ A є максимальним тодi i лише
тодi, коли M = Ker f для деякого епiморфiзму f : A→ k.
Лема 10.7. Iдеал P ⊂ A є простим тодi i лише тодi, коли
iснує поле k i такий гомоморфiзм (не обов’язково епiмор-
фiзм!) f : A→ k, що P = Ker f .

Задачi

10.1. Доведiть, що вiдношення ∼, визначене в лемi 10.1,
є вiдношенням еквiвалентностi.

10.2. Доведiть, що множина S−1A є кiльцем вiдносно опе-
рацiй

a1
s1

+
a2
s2

=
a1s2 + a2s1

s1s2
;

a1
s1
· a2
s2

=
a1a2
s1s2

.

10.3. Доведiть, що S−1A = {0} тодi i лише тодi, коли S
мiстить 0.

10.4. Доведiть, що гомоморфiзм кiлець

f : A→ S−1A : a
f7−→ a

1
є iн’єктивним тодi i лише тодi, коли S не мiстить дiльникiв
нуля.

10.5. Нехай k — поле. Покажiть, що його поле часток
iзоморфне k.

10.6. Опишiть поле часток кiльця Z.
10.7. Опишiть поле часток кiльця Z[i] цiлих гаусових чи-

сел.
10.8. Опишiть поле часток кiльця A = k[x1, . . . , xn] кiльце

многочленiв вiд n змiнних над полем k.
10.9. Нехай n > 1, m > 1 — взаємно простi цiлi числа,

Покажiть, що в кiльцi Z/nmZ ∼= Z/nZ × Z/mZ множина
S = {(1, 0), (1, 1)} є мультиплiкативною, а вiдповiдною лока-
лiзацiєю є S−1(Z/nmZ) = Z/nZ.
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Вiдповiдi i вказiвки

Роздiл 1

1.2. Вказ. За дистрибутивними законами (a+ b)(1 + 1) =
a(1+1)+b(1+1) = a+a+b+b, (a+b)(1+1) = (a+b)1+(a+b)1 =
a+ b+ a+ b.

1.3. Кiльце цiлих чисел є кiльцем без власних пiдкiлець.

1.4. Нехай r — твiрний адитивної групи кiльця R, s, t ∈ R.
Тодi iснують такi a, b ∈ Z, що s = ar, t = br. Тодi st =
(ar)(br) = (ab)r2 = (ba)r2 = (br)(ar) = ts.

1.5. R1 ∪ R2 — пiдкiльце тодi i лише тодi, коли R1 ⊂ R2

або R2 ⊂ R1.
1.6. a, c та e.
1.7. Q, R, C, Z7.
1.8. a, c, d.
1.9. Zn є полем тодi i лише тодi, коли n — просте.
1.13. Нi, бо тодi (

√
2
2

+ i
√
2
2

)2 ∈ Z[η], але i /∈ Z[η].
1.15. a Нi, бо множина не замкнена вiдносно множення.

b Нi. c Нi, бо множина не замкнена вiдносно додавання. d
Нi. e, f Так. g Нi. Наприклад, для A =

(
1 0√
2 1

)
, B = ( 1 1

0 1 )

detA = 1, detB = 1, det(A+B) = 4−
√

2.
1.16. Iзоморфiзм можна задати, наприклад, таким чином:

( a bc d ) 7→
(
a−b b
0 b+d

)
.

1.17. Вказ. Розгляньте автоморфiзм α : Mn(k) → Mn(k),
заданий за правилом α(A) = [α]−1A[α], де A ∈ Mn(k), [α] —
матриця, в якої на побiчнiй дiагоналi стоять одиницi, решта
елементiв нулi.

1.21. a,b, d, e, g так; c, f нi.
1.27. b) {( a b0 c ) | a, b, c ∈ Zp}.
1.29. d q−1 =

q

|q|
; e Q8 = {±1,±i,±j,±k}; f Усi q ∈ H

вигляду: q = bi+ cj + dk, |q| = 1.
1.33. Вказ. Нехай y ∈ C(a), y 6= 0, тодi y−1a = y−1ayy−1 =

y−1yay−1 = ay−1, звiдки y−1 ∈ C(a).

62



1.34. Достатнiсть. Для довiльних a, b ∈ R виконується
(a + b)2 − (a + b) = a2 − a + b2 − b + ab + ba ∈ Z(R), звiдси
випливає ab + ba ∈ Z(R). Отже, a(ab + ba) = (ab + ba)a,
a2b + aba = aba + ba2, тому a2 ∈ Z(R). Таким чином, a =
a2 − (a2 − a) ∈ Z(R).

1.35. Вказ. Одиницею є cosx. Оберненим до a cosx+b sinx
є a

(a2+b2)
cosx− b

(a2+b2)
sinx.

Роздiл 2

2.1. Дiльникiв нуля немає. Z∗ = {1,−1}.
2.2. Дiльникiв нуля немає. Z[i]∗ = {1,−1, i,−i}.
2.3. Дiльникiв нуля немає. Z[ω]∗ = {±1,±ω,±ω2}.
2.4. Нехай b ∈ D, b 6= 0 — iдемпотент. Тодi b2 = b i для

довiльного a ∈ D маємо наступнi iмплiкацiї: b2a = ba =⇒
b(ba− a) = 0 =⇒ ba− a = 0.

2.5. Вказ. Якщо (a, n) = d > 1, то, поклавши b = n/d,
матимемо ab = 0 (mod n).

2.6. Дiльники нуля: 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12. Дiльники одиницi:
1, 5, 7, 11. Нiльпотентнi: 0, 6. Iдемпотенти: 0, 1, 4, 9.

2.7. 7
−1

= 13; 8
−1

= 2; 11
−1

= 11.
2.8. ±1
2.9. Це елементи вигляду (2 +

√
3)n, n ∈ N.

2.10. Це елементи вигляду (5 + 2
√

6)n, n ∈ N.
2.11. a Дiльники нуля: матрицi (aij), у яких aii = 0 хоча

б для одного i; оборотнi: матрицi (aij), у яких aii 6= 0 для
всiх i; нiльпотентнi: матрицi (aij), у яких aii = 0 для всiх
i. b Дiльники нуля: такi функцiї f : X → k, що f 6≡ 0 i
f(a) = 0 для певного a ∈ X; оборотнi: скрiзь ненульовi фун-
кцiї; нiльпотентнi: f = 0. c Дiльники нуля: A ∈ M2(R), у
яких detA = 0; оборотнi: A ∈ M2(R), у яких detA 6= 0; нiль-
потентнi: A ∈ M2(R), у яких detA = trA = 0. d Дiльники
нуля: усi, крiм X та ∅, оборотнi: X, нiльпотентнi: ∅.

2.12. {( a b0 0 ) | a ∈ 2Z2k , b ∈ Z2}
2.13. Дiльником нуля є матриця A. Дiльниками одиницi

в кiльцi Mn(Q) є всi невиродженi матрицi, дiльниками нуля
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— всi виродженi.
2.14. c, d, f.
2.15. b, c, e.
2.17. a Дiльники одиницi: (a, b), де a, b ∈ Zp \

{
0
}
; дiль-

ники нуля: (a, 0), (0, a), де a ∈ Zp \
{

0
}
; нiльпотентнi: (0, 0).

b Дiльники одиницi: (1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3); дiльники нуля:
всi, крiм (1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3) та (0, 0); нiльпотентнi: (0, 0),
(0, 2), (2, 0), (2, 2). c Дiльники одиницi: (1, 1), (1, 5), (3, 1),
(3, 5); дiльники нуля: всi, крiм (1, 1), (1, 5), (3, 1), (3, 5) та
(0, 0); нiльпотентнi: (0, 0), (2, 0).

2.18. Дiльники одиницi: (a1, a2, . . . , an), де всi ai ∈ k \ {0}.
Дiльники нуля: (a1, a2, . . . , an), де хоча б один елемент ai = 0.
Прямий добуток полiв не є полем.

2.23. a Так. Вказ. Нехай ab · c = c · ab = 1, тодi a · bc = 1.
З iншого боку, покладемо d = bc · a. Домножимо обидвi ча-
стини на a злiва: a · d = a · bc · a. Звiдси a · bc · a = 1 · a = a.
Оскiльки R без дiльникiв нуля, то з рiвностi a(d− 1) = 0 ви-
пливає, що d = 1, тобто bc · a = 1. Отже, a — одиниця кiльця
R. Зауваження. В загальному випадку це твердження не є
вiрним!
b Так. Вказ. Якщо anc = can = 1, то an−1c є правим оберне-
ним, а can−1 — лiвим оберненим до a.

2.24. Для c скористайтеся розкладом 1 + xr = (1 + x)(1−
x+ . . .+ xr−1).

2.25. 1+ bxa, де x — обернений до 1−ab. Вказ. Нехай x —
обернений до 1−ab, тодi x(1−ab) = 1, звiдси bx(1−ab)a = ba.
Отже, 1 = 1 − ba + ba = (1 − ba) + bx(1 − ab)a = (1 − ba) +
bx(a− aba) = (1− ba) + bxa(1− ba) = (1− ba)(1 + bxa).

2.26. C3 = 〈g | g3 = 1〉, Λ = C[C3]. Дiльники нуля: нену-
льовi елементи вигляду f(g)·(g−ξ), де f(g) = ag+b, a, b ∈ C, i
ξ3 = 1. Дiльники одиницi: ненульовi елементи вигляду (g−λ)
та (g − λ)(g − µ), де λ, µ ∈ C, λ3 6= 1, µ3 6= 1. Вказ. Елемент
вигляду G = g2 + ug + v ∈ Λ, u, v ∈ C, розкладається в до-
буток елементiв вигляду g−w, w ∈ C. При цьому, якщо G є
дiльником нуля, то принаймнi один iз спiвмножникiв також
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є дiльником нуля, якщо G є дiльником одиницi, то кожен iз
спiвмножникiв є дiльником 1.

2.27. Вказ. (a + b + c)2 − 2(a + b + c) − 3 = (a + b + c −
3)(a+ b+ c+ 1) = 0, (1 + a+ b− 3c)(1 + a+ b+ c) = 0.

2.28. c Вказ. Нехай n — порядок елемента g. Скористай-
теся тим, що (1− g)(1 + g + g2 + . . .+ gn−1) = 1− gn.

2.29. Якщо x ∈ G – елемент порядку n > 1, то (1−x)(1 +
. . . + xn−1) = 0, отже 1 − x – дiльник нуля в k[G], причому
1 + . . . + xn−1 6= 0 в k[G], бо елементи 1, . . . , xn−1 попарно
рiзнi.

2.30. Це вiдома нерозв’язана гiпотеза Капланського.
2.31. 1 Вказ. Припустимо, що a — лiвий дiльник нуля.

Тодi для деякого y ∈ R, y 6= 0, ay = 0, тобто la(y) = la(0).
2 Оскiльки la — сюр’єкцiя, то у кожного елемента кiльця R
має бути прообраз, отже, для деякого x ∈ R ax = 1.
Твердження 1 та 2 є вiрними для вiдображення ra, якщо в
них замiнити слово “лiвий” на “правий”.

2.33. a Вказ. Оскiльки довiльний a ∈ R \ {0} не є дiль-
ником нуля, то la — iн’єкцiя (див. задачу 2.31), а отже, i
бiєкцiя, бо кiльце скiнченне. Тому ax = 1 для деякого x ∈ R.
З рiвностей a = (ax)a = a(xa) випливає a(1−xa) = 0, врахо-
вуючи, що a 6= 0 i R без дiльникiв нуля, то xa = 1. b Нехай
a — оборотний справа, тодi iснує такий x ∈ R, що ax = 1,
тобто a — лiвий дiльник одиницi, а тому не є правим дiль-
ником нуля. Отже, вiдображення ra : x 7→ xa — бiєкцiя (див.
задачi 2.31 i 2.32). Оскiльки кiльце скiнченне, то для деякого
y ∈ R ya = 1. Отже, a — оборотний. c Нехай a є лiвим, але
не правим дiльником нуля. Тодi всi елементи x1a, x2a, . . . xna,
xi ∈ R, — попарно рiзнi, та для деякого i: xia = 1, тобто a —
правий дiльник одиницi, що неможливо.

2.34. Нехай a ∈ R \ {0}. Якщо вiдображення la : x 7→ ax
не є бiєкцiєю, то iснують x, y ∈ R, x 6= y такi, що ax = ay,
отже, a(x − y) = 0 i a — дiльник 0. Якщо la — бiєкцiя, то
iснує b ∈ R такий, що ab = 1, а отже, a — дiльник 1.

2.35. Припустимо, що xy = 1, тодi x = (xy)x = x(yx),
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звiдки одержимо x(1− yx) = 0 i yx = 1.
2.36. Див. вказiвки до задачi 2.33.
2.37. a Для довiльного a ∈ R циклiчна напiвгрупа 〈a〉

мiстить iдемпотент, оскiльки am+n = am для деякого n > 1.
b Нехай a ∈ R, a 6= 0. Тодi для деякого n > 0 маємо a2n = an

або an(an−1) = 0. Якщо ak = 0 для деякого k, то a – дiльник
нуля; iнакше якщо an− 1 = 0, то a – дiльник 1; iнакше iснує
таке k > 1, що ak(an − 1) = 0, але ak−1(an − 1) 6= 0, знову
одержимо, що a – дiльник 0.
c Нехай в R uv = 1. Тодi u = (uv)u = u(vu), звiдки одержимо
u(1− vu) = 0.

Роздiл 3
3.2. R = M2(R), A = ( 1 0

0 0 ). Матрицi вигляду RAS, де
R, S ∈ M2(R) є виродженими. Але сума матриць з цiєї мно-
жини може буди невиродженою, наприклад ( 0 0

1 1 )·A·( 0 1
−1 −1 )+

( 1 1
0 0 ) · A · ( 1 0

−1 −1 ) = ( 1 0
0 1 ).

3.3. Нехай a ∈ R∗. Тодi a+ (−a) = 0 /∈ R∗.
3.4. Якщо I = R, то 1 ∈ I ∩R∗. Навпаки, якщо a ∈ I ∩R∗,

a 6= 0, то 1 = aa−1 ∈ I ∩R∗, отже I = R.
3.5. В полi кожний елемент має обернений, тому кожний

ненульовий iдеал збiгається з усiм полем. Нехай A — кому-
тативне кiльце, яке не має нетривiальних iдеалiв. Тодi для
довiльного a ∈ A, a 6= 0, головний iдеал aA ненульовий, тому
aA = A i iснує b ∈ A такий, що ab = 1.

3.7. b) якщо d = (n, k), то d | k, отже kZn ⊂ dZn; а оскiль-
ки d = un+ vk для деяких u, v ∈ Z, то dZn ⊂ kZn.
c) оберемо таке найменше d ∈ N, що d ∈ J , тодi довiльний
x ∈ J дiлиться на d без остачi, отже, J = dZn.

3.8. Iдеали в Z мають вигляд kZ, k ∈ N0. В Q нетривiаль-
них iдеалiв немає.

3.9. Один: при n = p2, p — просте. Два: при n = p3, n = pq,
p, q — рiзнi простi числа.

3.10. Нi. Наприклад, в кiльцi Z6 елементи 3 та 4 є дiль-
никами нуля, але 3 + 4 = 1. Для n = pk, де p — просте число,
дiльники нуля утворюють iдеал pZn.
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3.11. Оскiльки 2, 3, 5 – це усi простi дiльники 60, то ма-
ксимальними iдеалами є 2Z60, 3Z60, 5Z60, а мiнiмальними –
12Z60, 20Z60, 30Z60. Нiльпотентнi: {0}, 30Z60. В кiльцi Z ма-
ксимальнi iдеали — це pZ, p — просте; мiнiмальних та нiль-
потентних немає. В Q немає нетривiальних iдеалiв.

3.12. Припустимо, що iдеал
(
3, x2

)
є головним, тодi

(
3, x2

)
=(

h(x)
)
для деякого h(x) ∈ Z[x]. Оскiльки 3 ∈

(
3, x2

)
, то iснує

p(x) ∈ Z[x] такий, що p(x) · h(x) = 3, але тодi deg h(x) =
0. Оскiльки x2 ∈

(
3, x2

)
, то iснує q(x) ∈ Z[x] такий, що

q(x) · h(x) = x2, звiдки одержимо, що h(x) = ±1. Отже,(
h(x)

)
= Z[x] =

(
3, x2

)
, але це не так, бо, наприклад, x 6∈(

3, x2
)
.

3.13. a 3Z[x]; b x3Z[x]; c (x−1)Z[x]; d (2, x)Z[x]. Головними
iдеалам є a, b, c.

3.14. I = xZ[x], In = xnZ[x].
3.15. c, d при k = 0.
3.16. Нi. Вказ. Доведення аналогiчне до доведення з за-

дачi 3.12.
3.17. 2 Нехай h(x) =

∑n
i=0 aix

i ∈ I[x], f(x) =
∑m

j=0 bjx
j ∈

R[x], тодi f(x)h(x) =
∑n+m

k=0

(∑
i+j=k aibj

)
xk, i aibj ∈ I для

i = 0, . . . , n, j = 0, . . .m.
3.18. a) j-й стовпчик матрицi Aeij збiгається з i-м стов-

пчиком матрицi A, а решта стовпчикiв мають нульовi коефi-
цiєнти.

3.19. Для довiльної A ∈ Mn(R) в матрицi Aeij усi стов-
пчики, крiм j-го, дорiвнюють нулю, а j-й дорiвнює i-му стов-
пчику матрицi A, звiдки одержимо Mn(R) eij ⊂ Lj. Навпаки,
Lj ⊂ Li eij ⊂ Mn(R) eij.

3.20. Вказ. Нехай I — лiвий iдеал кiльця Mn(k). Позна-
чимо через V множину всiх векторiв-рядкiв усiх матриць з
iдеалу I. Для довiльної матрицi A ∈ I k-й рядок матрицi(∑n

j=1 bjekj

)
A є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв матрицi A з

коефiцiєнтами b1, . . . , bn ∈ k, а решта рядкiв є нульовими.
3.21. Нехай I — iдеал кiльця Mn(k). Якщо в деякiй ма-
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трицi B = (bij) ∈ I елемент bij 6= 0, то iснує така матриця
A ∈ I, що aij = 1, тодi ekiAejl = ekl ∈ I для довiльних
k, l = 1, . . . , n, отже, I = Mn(k).

3.22. a Якщо a ∈ IR, то iснує така матриця A ∈ I, що
ae11 = e1iAej1 для деяких i, j, тому rae11 = e1i(rA)ej1 ∈ I
для довiльного r ∈ R, отже, ra ∈ IR. Для b ∈ IR iснує така
матриця B ∈ I, що be11 = e1kBel1, тодi (ra + sb)e11 ∈ I
для довiльних r, s ∈ R, отже, ra + sb ∈ IR. Таким чином, IR
— iдеал. b Для довiльного двостороннього iдеалу I ∈ Mn(R)
визначимо iдеал IR як у попередньому пунктi. Очевидно, I ⊂
Mn(IR). Покажемо, що Mn(IR) ⊂ I. Для довiльного a ∈ IR
матриця aeij ∈ Mn(R). Тодi знайдеться така матриця A ∈ I,
що aeij = eikAelj ∈ I для довiльних i, j = 1, . . . , n. Отже,
Mn(IR) ⊂ I. c Кiльце Mn(Q) просте, iдеали Mn(Z) мають
вигляд Mn(kZ), k ∈ N.

3.23. Характеристичним многочленом строго верхньої три-
кутної матрицi A є χA(t) = tn, а χA(A) = 0 за теоремою
Гамiльтона-Келi, отже, An = 0.

3.24. Двостороннi: {0},
{(

0 a b
0 c d
0 0 e

)}
,
{(

0 0 a
0 0 b
0 0 c

)}
,
{(

a b c
0 d e
0 0 0

)}
,{(

a b c
0 0 0
0 0 0

)}
та їхнi перетини та об’єднання.

Правi:
{(

0 0 0
0 a b
0 0 c

)}
,
{(

a b c
0 0 0
0 0 d

)}
та їхнi перетини та об’єдна-

ння.
Лiвi:

{(
a 0 b
0 0 c
0 0 d

)}
,
{(

a b 0
0 c 0
0 0 0

)}
та їхнi перетини та об’єднання.

Нiльпотентнi:
{(

0 a b
0 0 c
0 0 0

)}
.

Тут a, b, c, d, e — довiльнi дiйснi числа.
3.25. Нехай I ⊂ R — iдеал, I1 = {x ∈ R1 | (x, y) ∈ I},

I2 = {y ∈ R2 | (x, y) ∈ I}. Якщо x1, x2 ∈ I1, то iснують
(xi, yi) ∈ I, i = 1, 2, а тому (xi, yi)(1, 0) = (xi, 0) ∈ I, звiд-
ки (x1 + x2, 0) ∈ I i x1 + x2 ∈ I1. Якщо x ∈ I1, то iснує
(x, y) ∈ I, а тому для (r, 0) ∈ R (x, y)(r, 0) = (rx, 0) ∈ I,
(r, 0)(x, y) = (xr, 0) ∈ I, звiдки xr, rx ∈ I1. Отже, I1 — iдеал
R1. Аналогiчно доводиться, що I2 — iдеал R2, а отже, I1× I2
— iдеал R. Очевидно, I ⊂ I1 × I2. Навпаки, якщо x1 ∈ I1 та
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y2 ∈ I2, то iснують (x1, 0), (0, y2) ∈ I, звiдки (x1, y2) ∈ I, тому
I = I1×I2. Якщо R1, R2 простi кiльця, то iдеалами в R1×R2

є {0}, R, R1 × {0}, {0} ×R2.
3.26. b), c).
3.27. В Z6 × Z8 максимальнi iдеали: 2Z6 × Z8, 3Z6 × Z8

та Z6 × 2Z8; мiнiмальнi: 2Z6 × {0}, 3Z6 × {0} та {0} × 4Z8;
нiльпотентнi: {0} × 2Z8 та {0} × 4Z8. В Z × Z максимальнi:
pZ×Z та Z× pZ, p — просте; мiнiмальних та нiльпотентних
немає. ВQ×Q є два нетривiальнi iдеали {0}×Q таQ×{0}.

3.28. a Позначимо c = НСК(n,m). Якщо x ∈ (nZ)∩ (mZ),
то x | c, звiдки cZ ⊂ xZ ⊂ (nZ) ∩ (mZ). А з того, що nZ ⊂
cZ та mZ ⊂ cZ одержимо (nZ) ∩ (mZ) ⊂ cZ. b Нехай d =
НСД(n,m), тодi iснують u, v ∈ Z такi, що d = nu+mv, отже
dZ ⊂ nZ+mZ. Навпаки, оскiльки d | n, то nZ ⊂ dZ.

3.30. Нехай R = M2(Q), S = T2(Q) — пiдкiльце верхнiх
трикутних матриць. Тодi множина {( 0 a

0 0 ) | a ∈ Q} утворює
ненульовий iдеал кiльця S, але в R ненульових iдеалiв не
iснує.

3.31. e Оскiльки I та J є iдеалами, то IJ ⊂ I, IJ ⊂ J ,
звiдки IJ ⊂ I ∩ J . Якщо I + J = R, то iснують такi xI ∈ I,
xJ ∈ J , що 1 = xI + xJ . Тодi для довiльного y ∈ I ∩ J маємо:
y = xIy + xJy ⊂ IJ + JI ⊂ IJ , звiдки одержимо рiвнiсть.
f I ∪J є iдеалом тодi i лише тодi, коли один iз них мiститься
в iншому. Наприклад, 2 + 3 6∈ 2Z ∪ 3Z, отже, це не iдеал.

3.32. Нехай a ∈ D. Тодi (aD)(aD) = aD ∩ aD = aD,
отже, a ∈ (aD)(aD), що дає a =

∑k
i=1(abi)(aci) для деяких

bi, ci ∈ D, i = 1, . . . , k. Звiдси a = a2r, де r =
∑k

i=1 bici. Якщо
a 6= 0, то, скоротивши на a, одержимо 1 = ar.

3.33. Для довiльних x, y ∈ I iснує n > 0, таке, що x, y ∈ In,
але тодi x + y ∈ In ⊂ I i rx ∈ In ⊂ I для довiльного r ∈ R,
отже, I – iдеал.

3.35. Правий анулятор матрицi A1: {( a b0 0 ) | a, b ∈ Z}, лiвий
анулятор матрицi A1: {( 0 a

0 b ) | a, b ∈ Z}. Правий анулятор ма-
трицi A2:

{(
−2a −2b
a b

)
| a, b ∈ Z

}
, лiвий анулятор матрицi A2:

{( 0 a
0 b ) | a, b ∈ Z}.
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3.36. (x, y) ∈ Ann(a) тодi i лише тодi, коли 4x ≡ 0 (mod 18)
i 6y ≡ 0 (mod 8). Звiдси Ann(a) = 9Z18×2Z8, |Ann(a)| = 8.

3.37. Якщо I — нiльпотентний iдеал, то для деякого n ∈
N: In = {0}. Тому для довiльного a ∈ I an = 0. Навпаки,
нехай I — такий iдеал, що всi його елементи є нiльпотен-
тними. Нехай a1, a2, . . . , ak — довiльнi елементи з I, такi, що
a1a2 . . . ak 6= 0. Покладемо bj = a1 . . . aj для j = 1, . . . , k,
зауважимо, що bj 6= 0. Припустимо, що для деякого l < k
bj = bl. Позначимо c = aj+1 . . . al. Тодi для будь-якого m ∈ N:
bjc

m = (bjc)c
m−1 = blc

m−1 = bjc
m−1 = . . . = bj. Звiдси випли-

ває, що cm 6= 0 для жодного m ∈ N, що суперечить припу-
щенню. Таким чином, для j = 1, . . . , k всi bj рiзнi i bj 6= 0,
отже, k < |I|. Зокрема, I |I| = {0}.

3.38. Матрицi ( 0 1
0 0 ) та ( 0 0

1 0 ) нiльпотентнi, а їх сума — нi.
3.39. Вказ. Використайте бiномiальну формулу щоб до-

вести замкненiсть вiдносно додавання.
3.40. N = pZpm .

Роздiл 4

4.5. Нi, не залишиться.
4.6. a Оскiльки ϕ(1) = 1, то ϕ(n) = n · ϕ(1) = n · 1 = n.

b Обмеження гомоморфiзму кiлець ϕ : Q → Q на Z є го-
моморфiзмом, отже, ϕ(n) = n. Тодi для n

m
∈ Q маємо: m ·

ϕ
(
n
m

)
= ϕ

(
m · n

m

)
= ϕ(n) = n, отже, ϕ

(
n
m

)
= n

m
.

c Нехай ϕ : R → R — автоморфiзм. Якщо x > 0, тодi
x = (

√
x)2. Таким чином, ϕ(x) = ϕ((

√
x)2) = (ϕ(

√
x))2 > 0.

Отже, вiдображення ϕ : R → R є монотонним, бо коли
b − a > 0, то ϕ(b − a) = ϕ(b) − ϕ(a) > 0. Припустимо тепер,
що для деякого r ∈ R ϕ(r) 6= r. Нехай ϕ(r) < r. Оскiльки
Q є скрiзь щiльною в R множиною, то iснує таке q ∈ Q, що
ϕ(r) < q < r, але q = ϕ(q) < ϕ(r). Аналогiчно розглядається
випадок ϕ(r) > r. Отже, ϕ(r) = r. d Випливає з того, що
ϕ(−1) = ϕ(i2) = (ϕ(i))2 = −1, отже, ϕ(i) = ±i.

4.10. Kerϕ√3 = (x2 − 3), Imϕ√3 = Q[
√

3], Kerϕ√3+i =(
x2 − 2

√
3x+ 4

)
, Imϕ√3+i = Q[

√
3 + i]
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4.11. Z12/I ' Z12/J ' Z4. Простi iдеали: (2), (3).
4.12. a Z2×Z2, I не є простим. b Z3×Z3, I не є простим.
4.13. Iснує єдиний гомоморфiзм кiлець ϕ : Z → Z18,

ϕ(k) = k (mod 18). Всi iдеали кiльця Z18 — це головнi iдеа-
ли вигляду (d), де d — дiльник 18. Факторкiльця: Z18/

(
d
)
'

Zd.
4.14. Кiлькiсть елементiв 27. Нехай I =

(
2x3 + x2 + 1

)
,

дiльники нуля: x+ 1 + I, x2 + x+ 2 + I. З Z3[x]/(x3 + 2x+ 2),
бо 2(2x3 + x2 + 1) = x3 + 2x+ 2 в Z3[x].

4.16. A 6' Z4, бо в A маємо a+a = 0 для довiльного a ∈ A.
Крiм того, A мiстить нiльпотентний елемент x + 1 6= 0, а
в Z2 × Z2 i в полi немає ненульових нiльпотентних елемен-
тiв.

4.18. Z7[x]/(x2 + 4).
4.19. Для f2(x).
4.20. Вказ. Гомоморфiзм f(x) ∈ Z[x]

ϕ7−→ f(x) (mod 2) ∈
Z2[x] є епiморфiзмом i Kerϕ = I. Тодi Z[x]/I ∼= Z2[x]. От-
же, iдеал I — простий, бо Z2[x] є областю цiлiсностi, але не
максимальний, бо Z2[x] не поле. Для iдеалу J розгляньте
епiморфiзм ϕ : Z[x]→ Z, f(x) 7→ f(0).

4.21. Вказ. Розгляньте епiморфiзм ϕ : Z30 → Z5, a 7→
a (mod 6) з ядром 5Z30.

4.22. a Достатньо вказати епiморфiзм кiлець ϕ : R[x] →
R, ядром якого є iдеал

(
x−3

)
R[x]. Покладемо ϕ(f(x)) = f(3).

b Вiдображення ϕ : R[x] → R2, f(x) 7→
(
f(1), f(−1)

)
є епi-

морфiзмом з ядром Ker f = (x2 − 1)R[x]; c Вiдображення
ϕ : R[x] → C, f(x) 7→ f(i) є епiморфiзмом, ядро якого утво-
рюють дiйснi многочлени, якi дiляться на (x − i), а отже i
на (x + i), тобто Ker f = (x2 + 1)R[x]. d Розгляньте вiдобра-
ження ϕ : R[x] → R2, f(x) 7→

(
f(3), f(−2)

)
. e Розгляньте

вiдображення ϕ : Q[x]→ Q[
√

2], f(x) 7→ f(
√

2).
4.23. Розглянемо епiморфiзм кiлець ϕ : R[x, y] → R[x],

ϕ(f(x, y)) = f(x, x2). Покажемо, що довiльний многочлен
f(x, y) можна зобразити у виглядi f(x, y) = f ′(x) + (y−x2) ·
f ′′(x). Дiйсно, запишемо f(x, y) як многочлен вiд y з коефiцi-
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єнтами з R[x]. Нехай a(x)yk, k > 0 є старшим членом f(x, y).
Тодi f(x, y) = (y− x2)a(x)yk−1 + g(x, y), де degy g(x, y) <
degy f(x, y). Маємо: f(x, y) ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(f(x, y)) ≡ 0. Якщо
f(x, y) = f ′(x) + (y−x2) · f ′′(x) ∈ Kerϕ, то f ′(x) ≡ 0, а отже
f(x, y) ∈

(
x2−y

)
.

4.24. Вказ. В полi R[x] многочлени x2−2 та x2−3 звi-
днi, отже, R[x]/(x2− 2) ∼= R2 ∼= R[x]/(x2− 3). Iзоморфiзм
ϕ : R[x]/(x2−2)→ R[x]/(x2−3) можна задати як x 7→

√
2
3
x.

Q[x]/(x2−2) � Q[x]/(x2−3). Вказ. Якщо Q[x]/(x2−2) ∼=
Q[x]/(x2− 3), то Q[

√
2] ∼= Q[

√
3], тодi

√
2 ∈ Q[

√
3]. Отже,

iснують такi a i b, що
√

2 = a+b
√

3, звiдки одержимо 2ab
√

3 =
2−a2−3b2, тобто

√
3 ∈ Q.

4.25. Зауважимо, що Q[a+
√
d] ∼= Q[x]/(x2− 2ax+ a2−

d). Ядром епiморфiзмiв ϕ± : Q[x] → Q[
√
d], x 7→ a ±

√
d є

iдеал (x2−2ax+a2−d), за першою теоремою про гомоморфiзм
одержимо потрiбний iзоморфiзм.

4.26. Вiдображення ϕ± : Q[x]/(x2−4x−1) → Q[
√

5], x 7→
2±
√

5 є iзоморфiзмами кiлець.
4.27. Усi три кiльця iзоморфнi.
4.28. a Ядром епiморфiзму кiлець π3 : Z[x] → Z3[x], ви-

значеного як f(x)
π37−→ f(x) (mod 3), є iдеал

(
3
)
. b Ядром

епiморфiзму кiлець ϕ : Z[x] → Z2, визначеного як f(x)
ϕ7−→

f(0) (mod 2), є iдеал
(
2, x
)
. c Ядром композицiї епiморфiзмiв

Z[x]
πn−→ Zn[x]

π−→ Zn[x]/(f(x))

є iдеал I = (n, f(x)).
4.30. Визначимо вiдображення ϕ : A → Z2[x]/

(
x2 + 1

)
за правилом: f(x) + I 7→ f(x) +

(
x2 +1

)
. Це вiдображення

визначене коректно, бо x2 + 1 дiлить x4 + 1 над Z2. Легко
перевiрити, що ϕ — епiморфiзм i Kerϕ = I. Iдеал

(
x2+1

)
не

є простим в A, оскiльки (x+ 1)(x+ 1) ≡ 0 (mod (x2+1)).
4.31. Твiрнi: x+ 1, 2x+ 1, 2x+ 2, x+ 2.
4.32. Адитивна група поля F не може бути циклiчною.

Дiйсно, якщо a — твiрний циклiчної групи порядку 9, то
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a + a + a 6= 0, а (a + a + a) · (a + a + a) = 9 · a2 = 0, а в полi
немає нiльпотентних елементiв.

4.33. Поле F мiстить нейтральний елемент 0 та елемент
1 порядку 3, отже, 2 ∈ F . Нехай α ∈ F \ {0, 1, 2}, тодi α, α+
1, α+2, 2α, 2α+1, 2α+2 — рiзнi елементи поля F . Отже, F =
{0, 1, 2, α, α + 1, α + 2, 2α, 2α + 1, 2α + 2}. Тодi α2 = aα + b
для деяких a, b ∈ Z3, а отже, α – корiнь многочлена f(x) =
x2 + 2ax+ 2b ∈ Z3[x] i F ∼= Z3[x]/

(
f(x)

)
. Оскiльки F — поле,

то многочлен f(x) — незвiдний.
4.34. Iснує три незвiдних унiтарних квадратних много-

члени в кiльцi Z3[x], а саме: f1(x) = x2+1, f2(x) = x2+x+2,
f3(x) = x2+2x+2. Причому довiльнi два многочлени одержу-
ються один з одного лiнiйною замiною змiнних. Позначимо
Ai = Z3[x]/

(
fi(x)

)
.

Побудуємо iзоморфiзм кiлець A1 та A2. Вiдображення кi-
лець ϕ : Z3[x] → A2, f(x)

ϕ7−→ f(x+2) (mod
(
f2(x)

)
), є гомо-

морфiзмом. Ядро ϕ складається з таких многочленiв f(x) ∈
Z3[x], що f(x+2) дiлиться на f2(x), а це можливо лише то-
дi, коли f(x) дiлиться на f2(x+ 1) = f1(x). Таким чином,
Kerϕ =

(
f1(x)

)
. За першою теоремою про гомоморфiзм для

кiлець A1
∼= Z3[x]/

(
f1(x)

) ∼= Imϕ, а оскiльки A1 та A2 ма-
ють однакову кiлькiсть елементiв, то ϕ — епiморфiзм. Отже,
одержимо iзоморфiзм ϕ : A1 → A2. Iншi iзоморфiзми вста-
новлюються аналогiчно.

4.35. Достатньо показати, що многочлен f(x) = x2 + 1
не має коренiв в полi Zp. Iнакше, якщо a ∈ Zp — корiнь, то
a2 = −1 6= 0, a4 = 1 i a — елемент порядку 4. Але порядок
мультиплiкативної групи Z∗p дорiвнює p− 1 i, за умовою, не
дiлиться на 4, що суперечить теоремi Лагранжа.

4.36. Z[i]/(2+i) ∼= Z5. Дiйсно, Z[i]/(2+i) ∼= Z[x]/(x2+1, x+
2), бо iдеал I = (x2+1, x+2) є ядром композицiї епiморфiзмiв
Z[x] → Z[x]/(x2 + 1) ∼= Z[i] → Z[i]/(2 + i). Покажемо, що
I = (5, x+ 2). З рiвностi 5 = x2 + 1− (x+ 2)(x−2) одержимо,
що 5 ∈ I i (5, x+ 2) ⊂ I. Навпаки, x2 + 1 = (x+ 2)(x− 2) + 5,
звiдки I ⊂ (5, x + 2) i маємо рiвнiсть. Звiдси Z[i]/(2 + i) ∼=
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Z[x]/(5, x+ 2) ∼= Z5. b Z[i]/(1− 2i) ∼= Z5, оскiльки (1− 2i) =(
i(1 − 2i)

)
= (2 + i) (елементи 1 − 2i та 2 + i асоцiйованi

в Z[i]). c Z[i]/(3 + 2i) ∼= Z13.d Z[i]/(a + bi) ∼= Zp ∼= Z[x]/I,
I = (x2 + 1, ax+ b) = (p, ax+ b).

4.40. Елементи e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) є iдемпотентами з
властивостями e1 · e2 = 0, e1 + e2 = 1A. Оскiльки в кiльцi A є
лише чотири iдемпотенти: 0A, e1, e2 та 1A, то можливi лише
такi гомоморфiзми ϕi : A → A, i = 1, . . . , 4, що: ϕ1(e1) = e1,
ϕ1(e2) = e2; ϕ2(e1) = e2, ϕ2(e2) = e1; ϕ3(e1) = 1A, ϕ3(e2) = 0A;
ϕ4(e1) = 0A, ϕ4(e2) = 1A. Тобто ϕ1(x, y) = (x, y), ϕ2(x, y) =
(y, x), ϕ3(x, y) = (x, x), ϕ4(x, y) = (y, y).

4.41. End(Zp) ∼= Zp−1, End(Z2×Z2) ∼= {(0, 0)}, End(Z440) ∼=
End(Z4 × Z5 × Z11) ∼= Z2 × Z4 × Z10.

Роздiл 5
5.2. Припустимо, що (a) — простий iдеал. Тодi якщо a =

bc, то або b ∈ (a), або c ∈ (a). Припустимо, що b ∈ (a), це
означає, що b = ad для деякого d ∈ R. Отже, a = adc, звiдси
dc = 1, тобто c ∈ R∗.

5.3. Нехай R — факторiальне кiльце. Тодi кожний про-
стий елемент є нерозкладним (див. задачу 5.2). Нехай p ∈ R
— нерозкладний, a, b ∈ R, ab ∈ (p). Тодi ab = cp для деякого
c ∈ R. Нехай a = up1 . . . ps, b = vq1 . . . qr — розклади елемен-
тiв a i b в добуток нерозкладних, де u, v ∈ R∗. З однозна-
чностi розкладу маємо, що p = uipi або p = vjqj для деяких
ui, vj ∈ R∗. Таким чином, a ∈ (p) або b ∈ (p).

5.5. Нi, наприклад, якщо n складене, то Zn не є кiльцем
головних iдеалiв, оскiльки не є областю цiлiсностi.

5.9. a) Розкладемо a на простi множники: a = 7 + i =
(i+2)2(1− i). Перевiривши, одержимо, що c = (i+2)(1− i) =
1+3i дiлить b, причому числа a

c
та b

c
взаємно простi, оскiльки

вони мають взаємно простi норми: 5 та 17 вiдповiдно. Отже,
НСД(a, b) = 1 + 3i. b) 3 + i; c) 1 + 3i.

5.10. a ±1±2i, ±2±i; b ±5, ±5i; c Це всi числа з нормою 5.
d Оскiльки 5 = (1 − 2i)(1 + 2i) i 3 − i = (1 − 2i)(1 + i), то
НСД(5, 3− i) = 1− 2i, НСК(5, 3− i) = 5(1 + i).
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5.11. a НСД норм чисел 5 та 3 + i дорiвнює 5, серед чи-
сел з нормою 5 знаходимо НСД(5, 3 + i) = 1 + 2i. Отже,(
5
)

+
(
3 + i

)
=
(
1 + 2i

)
,
(
5
)
∩
(
3 + i

)
=
(5(3+i)

1+2i

)
=
(
5− 5i

)
.

b Твiрним є НСД(5, 4 + 3i) = 2− i. c Оскiльки 1 + 13i =
(7 + 6i)(1 + i) i 85 = (7 + 6i)(7−6i), то

(
85, 1 + 13i

)
⊂
(
7 + 6i

)
.

Навпаки, 85 = (7 + 6i) − (1 + 13i) · 6i, звiдки одержимо(
7 + 6i

)
⊂
(
85, 1 + 13i

)
.

5.12. a) Оскiльки N(5 + i) = 26, то дiльники числа 5 + i
можуть мати норму 2 або 13, тобто знаходяться серед чисел
±1 ± i, ±2 ± 3i, ±3 ± 2i. Перевiрка показує, що дiльника-
ми з нормою 2 є усi числа вигляду ±1± i, вони є простими i
попарно асоцiйованими. З нормою 13 дiльниками є числа ви-
гляду ±(3−2i), ±(2+3i), також простi i попарно асоцiйованi.
Маємо, наприклад, такий розклад 5 + i = (1 + i) (3 − 2i) =
(1 − i) (2 + 3i). b) (2 + i)(2 − i)(1 + i); c) (2 + i)2(1 − i); d)
(1 + i)(5− 2i); e) −(1− i)3(2− i)2.

5.13. b Розгляньте 4 = 2 · 2 = (1 + i
√

3)(1− i
√

3).
5.14. Не iснує. Вказiвка. Cпiльними дiльниками чисел 4 i

2 − 2i
√

3 є ±1, ±2, ±1 ± i
√

3. Жодне з чисел ±1, ±1 ± i
√

3
не дiлиться на 2, тому жодне з них не є НСД(4, 2 − 2i

√
3).

Числа 2 i −2 теж не будуть НСД даних чисел, бо 2 i −2 не
дiляться на 1 + i

√
3.

5.15. a Обидва числа 2 та 1 + i
√

5 є дiльниками чисел 6
та 2 + 2i

√
5, але жодне з них не дiлиться на iнше. b Обидва

многочлени x2 та x3 є дiльниками многочленiв x5 та x6, але
жодний з них не дiлиться на iнший.

5.16. НСД(5+
√

3, 3−
√

3) = 1+
√

3, НСК(5+
√

3, 3−
√

3) =
9− 7

√
3.

5.17. I+J = (1+
√

3), IJ =
(
12−2

√
3
)
, I∩J =

(
9−7
√

3
)
.

5.18. 10 = 2 · 5 = (2 + i
√

6)(2− i
√

6) — два рiзнi розклади
в добуток нерозкладних.

5.19. Елемент 3 не є простим, бо (2 + i
√

5)(2− i
√

5) = 32

дiлиться на 3, але (2 + i
√

5) та (2 − i
√

5) не дiляться на 3.
Аналогiчно для iнших.

5.20. Елементи 2 та 2i є нерозкладними, проте не асоцi-
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йованими в Z[2i], оскiльки i 6∈ Z[2i], але 4 = 2 ·2 = (−2i) · (2i)
— два рiзних розклади в добуток нерозкладних.

5.21. Вказiвка. cos2 x−sin2 x = (cosx−sinx)(cosx+sinx) =
1− 2 sin2 x.

5.22. a Мають мiсце iзоморфiзми: Z[i
√

5]/
(
2, 1 + i

√
5
) ∼=

Z2, Z[i
√

5]/
(
3, 2 + i

√
5
) ∼= Z3, Z[i

√
5]/
(
3, 2− i

√
5
) ∼= Z3. b

Припустимо, що (3, 2 + i
√

5) = (a + bi
√

5), a, b ∈ Z. То-
дi 3 = α(a + bi

√
5) i 2 + i

√
5 = β(a + bi

√
5) для деяких

α, β ∈ Z[i
√

5]. Розглянемо норму N(a + bi
√

5) = a2 + 5b2.
Тодi 9 = N(α)(a2 + 5b2), отже, a2 + 5b2 може бути рiвним 1,
3 або 9. У кожному з випадкiв приходимо до суперечностi.
c Однозначнiсть випливає з того, що дiльниками елемента 6
можуть бути лише числа 2, 3, 1+ i

√
5, 1− i

√
5 та асоцiйованi

до них.
5.23. Добуток iдеалiв породжується добутками твiрних,

тому
(
3, 1 + i

√
5
)(

3, 1− i
√

5
)

=
(
9, 6, 3(1 + i

√
5), 3(1− i

√
5)
)

=(
3, 3i
√

5
)

=
(
3
)
.

Роздiл 6

6.1. a 1 = 2a − 3b; b 3 = 27a − 5b; c 8 = 25a − 16b; d
1 + i = (−3 + 2i)a + 2b; e 1 = (2 − 3i)a + (1 + i)b; f 1 =
(−7 + i)a+ (13 + 2i)b.

6.3. 1) 13Z (бо НСД(2210, 1131) = 13); 2) 1111Z; 3) 3Z;
4) Z; 5) 2Z; 6) Z.

6.4. 1) 1 = 2 · 20− 3 · 13, звiдcи (13)−1 ≡ −3 ≡ 17 (mod 20);
2) 40; 3) 173; 4) не iснує; 5) 104; 6) 211.

6.5. a НСД(17, 43) = 1, за алгоритмом Евклiда 1 = 17 ·
(−5) + 43 · 2. Тодi 18 = 18 · 17 · (−5) + 18 · 43 · 2. Звiдси
x = 18 · 17 · (−5) ≡ 39 (mod 43). b x ≡ 41 (mod 51); c x ≡
21 (mod 61).

6.6. a НСД(x4 + 3x2 + 4x + 1, x5 + 3x3 + 2x2 + 1) = 1, за
розширеним алгоритмом Евклiда, маємо, що 1 = (2x3+4x2+
1)(x4 + 3x2 + 4x + 1) + (3x2 + x)(x5 + 3x3 + 2x2 + 1). Звiдси
випливає, що оберненим до x4+3x2+4x+1+I є 2x3+4x2+1+I.
b x2 + I, c 4x2 + 4x+ I; d 6x3 + 5x2 + 3x+ 3 + I.
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6.7. 1 Нехай c = НСК(a, b) =⇒ (c) ⊂ (a) ∩ (b). Якщо
c′ ∈ (a) ∩ (b), то (c′) ⊂ (a) та (c′) ⊂ (b) =⇒ a | c′, b | c′ =⇒
c | c′ =⇒ (c′) ⊂ (c).

6.12. Z[i
√

3] не є факторiальним.
6.15. Припустимо, що b — необоротний, тодi a не дiлиться

на ab. Роздiлимо a на ab з остачею: a = q(ab) + r. Оскiльки
r = a(1− qb), то N(a) 6 N(r) < N(ab).

6.16. 1 3 є простим гаусовим, 2 та 5 не є простими гаусо-
вими. Вказ. 2 = (1 + i)(1− i), 5 = (2 + i)(2− i). 2 Вказ. Якщо
z = uv ∈ Z[i], то N(z) = N(u)N(v). Норму 17 мають 4± i та
асоцiйованi з ними, норму 29 мають 5 ± 2i та асоцiйованi з
ними. Простих гаусових чисел з нормою 43 не iснує.

6.17. Вказ. p = (a+bi)(a−bi) = a2+b2 ⇔ a2 ≡ −b2 (mod p)⇔
(ab−1)2 = −1 (mod p). Отже, порядок елемента ab−1 в групi
F∗p дорiвнює 4, тому 4|(p− 1).

6.19. 1± i, 2± i, 3, 3± 2i, 4± i та асоцiйованi з ними.
6.20. Вказ. Розгляньте норму N

(
m
2n

)
= |m|. Припусти-

мо, що n1 6 n2. Запишемо
m1

2n1
=
m1 · 2n2−n1

2n2
. Роздiливши з

остачею чисельник на m2, одержимо
m1

2n1
= q

m2

2n2
+

r

2n2
, де

0 6 r < |m2|, отже, N
( r

2n2

)
< N

(m2

2n2

)
.

6.21. 2 Якщо x0, y0 та x, y — розв’язки, то a(x − x0) =

−b(y − y0), а отже
a

(a, b)
(x − x0) =

−b
(a, b)

(y − y0) =⇒

a

(a, b)
| (y − y0) i

b

(a, b)
| (x− x0)

6.22. a, c розв’язкiв не iснує; b x = −5 + 29t, y = 4− 17t,
t ∈ Z;d x = 4 + 7t, y = −1− 4t, t ∈ Z; e x = 2 + 5t, y = 1− 3t,
t ∈ Z; f x = 9 + 23t, y = −4 + 19t, t ∈ Z.

6.23. Вказ. Використовуючи факт, що I = (α) для деяко-
го α 6= 0, покажiть, що представником кожного класу сумi-
жностi можна взяти елемент, норма якого менша за N(α).

6.24. Нехай f(x) = x3−x2+3, g(x) = x. Роздiлимо f(x) на
g(x) з остачею: f(x) = g(x)(x2− x) + 3. Оскiльки α — корiнь
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f(x), то 0 = g(α)(α2 − α) + 3, звiдки 1
α

= α−α2

3
.

1
α+1

= −α2 + 2α− 2; 1
α2+1

= −α2+3α−5
16

; α+5
α2+3

= 4−α2

3
.

Роздiл 7

7.1. a) 6 (mod 7); b) немає розв’язкiв; c) 6 (mod n).
7.2. a 219 (mod 256); b 36 (mod 100); c 636 (mod 676).
7.3. Вказ. Визначимо вiдображення ϕ : R→ Re×R(1−e)

за правилом: ϕ(r) =
(
re, r(1 − e)

)
, r ∈ R. Воно є гомомор-

фiзмом, оскiльки ϕ(r)ϕ(s) =
(
re, r(1 − e)

)(
se, s(1 − e)

)
=(

rse2, rs(1− e)2
)

=
(
rse, rs(1− e)

)
= ϕ(rs). Вiдображення ϕ

— мономорфiзм, оскiльки рiвнiсть ϕ(r) = ϕ(s) еквiвалентна
рiвностям re = se i r(1−e) = s(1−e), що еквiвалентно r = s,
також ϕ — епiморфiзм, оскiльки для довiльного

(
ae, b(1−e)

)
маємо

(
ae, b(1− e)

)
= ϕ(r), де r = ae+ b(1− e).

7.4. 1 Довiльний елемент кiльця eiR має вигляд eia, де

a ∈ R. Маємо: eia = 1 · eia =
r∑

k=1

ekeia = e2i a = eia. Отже, ei

– одиниця кiльця eiR. 2 Якщо a ∈ eiR ∩ ejR, то eka = 0 для
довiльного 1 6 k 6 r, але тодi a = 1 · a = 0.

7.6. a 25 · 5k = 125k ≡ 5k (mod 30), отже 25 – одиниця
в 5Z30. Вiдображення ϕ : Z6 → 5Z30, 16 7→ 5 · 130 є iзомор-
фiзмом. Крiм того, за третьою теоремою про iзоморфiзм,
маємо: Z30/5Z30

∼=
(
Z/30Z

)/(
5Z/30Z

) ∼= Z/5Z ∼= Z5.
c 1 ≡ 25+6 (mod 30) i 25·6 ≡ 0 (mod 30), 252 ≡ 25 (mod 30),

62 ≡ 6 (mod 30). Тодi 22 ≡ 25 · 22 + 6 · 22 ≡ 10 + 12 (mod 30),
а отже елементи 10 та 12 є ортогональними проекцiями.

d Z30
∼= 15Z30 × 10Z30 × 6Z30

∼= Z2 × Z3 × Z5.
7.7. За алгоритмом Евклiда: 1 = u · n + v · m. Тодi 1 =

un + vm в Znm, причому un · vm = 0. Елементи un, vm є
iдемпотентами, оскiльки un + vm = 1 = 1 · 1 = un2 + vm2 i
nZnm ∩mZnm = 0.

7.8. Оскiльки 252 = 4 · 9 · 7, то Z252
∼= Z4 × Z9 × Z5 (як

кiльце), а отже Z∗252 ∼= Z∗4×Z∗9×Z∗5 ∼= Z2×Z6×Z6. Найбiльший
порядок є найменшим спiльним кратним НСК(2, 6, 6) = 6.
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7.9. 1 = 2 · 6− 11 ≡ 55 + 12 (mod 66) — розклад 1, e1 = 55,
e2 = 12 – система iдемпотентiв. Тодi x ≡ 2 · 55 + 7 · 12 ≡
62 (mod 66).

7.10. a ϕ(37) = (2, 1) ∈ Z5×Z9. b 1 = 2 ·5−1 ·9 — розклад
1 в Z45, e1 = −9 ≡ 36 (mod 45), e2 = 10 — шукана система
iдемпотентiв. Тодi ϕ−1(2, 6) ≡ 2 · 36 + 6 · 10 ≡ 42 (mod 45),
ϕ−1(3, 1) ≡ 28 (mod 45).

7.12. a ϕ(55) = (1, 3, 6) ∈ Z3 × Z4 × Z7. b Нехай n1 = 3,
n2 = 4, n3 = 7. Обчислимо

N1 = 28, t1 = (28)−1 (mod 3) = 1, e1 = t1N1 = 28,
N2 = 21, t2 = (21)−1 (mod 4) = 1, e2 = t2N2 = 21,
N3 = 12, t3 = (12)−1 (mod 7) = 3, e3 = t3N3 = 36.

Маємо розклад одиницi 1 = N1 + N2 + 3N3 (mod 84), отже,
ϕ−1(1, 3, 6) ≡ N1 +3N2 +18N3 ≡ N1−N2 +4N3 ≡ 55 (mod 84)
(ми враховуємо, що niNi ≡ 0 (mod n)).
ϕ−1(1, 3, 1) ≡ 31 (mod 84).

Другий спосiб. Оскiльки НСД(N2, N3) = −N2 + 2N3 i 1 =
N1 − 9 · НСД(N2, N3), то 1 = N1 + 9N2 − 18N3 ≡ N1 + N2 +
3N3 (mod 84) – розклад 1.

7.13. a) 31 (mod 66); b) 192 (mod 385); c) 311 (mod 504); d)
19 (mod 42); e) 93 (mod 693); f) 23 (mod 520).

7.14. 333.
7.15. 872.
7.16. 851. Вказ. Частка дає остачi 5, 1 i 4 при дiленнi на

9, 10 i 11 вiдповiдно. Дiйсно, покладемо N = 9x + 7, M =
9y + 8, M

N
= z = 9q + r, звiдси 7r ≡ 8 (mod 9), отже, r =

5. Аналогiчно можна знайти остачi вiд дiлення частки на
10 i 11. За китайською теоремою про остачi шукана частка
матиме вигляд 851 + 990m, m ∈ Z, а число N матиме вигляд
817 + 990n, n ∈ Z. Оскiльки N — тризначне число, то n = 0.
Оскiльки M — 6-значне число, то i m = 0.

Роздiл 8

8.1. a) 8; b) 11; c) 10; d) 45. Вказ. З малої теореми Ферма
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випливає ap−2 ≡ a−1 (mod p). Отже, 23−1 ≡ 2345 ≡ (232)22 ·
23 ≡ 1222 · 23 ≡ 311 · 23 ≡ 4 · 23 ≡ 45 (mod 47).

8.2. a 8 (mod 17). Вказ. За теоремою Ейлера 816 ≡ 1 (mod 17).
Оскiльки (8, 17) = 1, то можемо домножити обидвi частини
конгуентностi на 815. Одержимо x ≡ 13 · 245 ≡ −247 (mod 17)
(врахували, що 13 ≡ −4 (mod 17)). Скористаємось ще раз
теоремою Ейлера: 216 ≡ 1 (mod 17). Звiдси отримаємо x ≡
−2−1 ≡ 8 (mod 17). b 12 (mod 13), c 15 (mod 36), d 12 (mod 25),
e 17 (mod 32) , f 32 (mod 33).

8.3. 7. Вказ. 34 ≡ 1 (mod 10).
8.4. 49 Вказ. Врахуйте, що ϕ(100) = 40, i скористайтеся

теоремою Ейлера.
8.5. a) 32; b) 7; c) 27.
8.6. Вказ. Розбийте числа 1, 2, . . . , 12 на пари взаємно обер-

нених за модулем 13.
8.8. Вказ. Застосуйте теорему Вiльсона.
8.10. 661. Вказ. Перейдемо вiд x = 444235 (mod 1001) до

системи конгруентностей

x ≡ 444235 (mod 7); x ≡ 444235 (mod 11); x ≡ 444235 (mod 13).

До кожної конгруентностi можна застосувати малу теорему
Ферма та зменшити основу степеня за вiдповiдним модулем:

444 ≡ 3 (mod 7), 235 ≡ 1 (mod 6),
444 ≡ 4 (mod 11), 235 ≡ 5 (mod 10),
444 ≡ 2 (mod 13), 235 ≡ 7 (mod 12).

Одержимо еквiвалентну початковiй систему

x ≡ 3 (mod 7); x ≡ 45 (mod 11); x ≡ 27 (mod 13).

Пiсля спрощень дiстанемо

x ≡ 3 (mod 7); x ≡ 1 (mod 11); x ≡ 11 (mod 13).

Розв’язок одержимо, використавши китайську теорему про
остачi.

8.11. 641.
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Роздiл 9

9.3. {1} при p = 3; {1, 4} при p = 5; {1, 2, 4} при p = 7;
{1, 3, 4, 9, 10, 12} при p = 13.

9.4. a ±11; b, c не мають розв’язкiв; d ±6.
9.5. a), b), c), e), f) −1; d) 1.
9.6.

(
7411
9283

)
= −1.

9.7.
(
1801
8191

)
= −1.

9.8. Вказ. Степiнь квадратичного лишка завжди є ква-
дратичним лишком.

9.11. Припустимо, що p1, p2, . . . , ps — скiнченна послiдов-
нiсть всiх простих чисел вигляду 4k+1. Розглянемо складене
число 1 + 4p21p

2
2 . . . p

2
s, нехай q —його нетривiальний дiльник.

Тодi

4p21p
2
2 . . . p

2
s ≡ −1 (mod q) i

(
−1

q

)
= 1.

Отже, q = 4k + 1 i q є числом зi списку p1, p2, . . . , ps, що
неможливо.

9.12.
(
−3
p

)
=
(
−1
p

)(
3
p

)
= (−1)

p−1
2 (−1)

(3−1)(p−1)
4

(
p
3

)
=
(
p
3

)
.

9.13. Якщо n = ab, 1 < a 6 b, то 2ab−1 дiлиться на 2a−1.
Першi п’ять простих чисел Мерсенна: 3, 7, 31, 127, 8191.

9.14.
(

3
2p−1

)
= −

(
2p−1
3

)
= −

(
1
3

)
= −1.

9.15. Якщо просте число p > 2 є нетривiальним дiльником
n, тобто n = pn1, то (2n1)p+1 дiлиться на 2n1 +1. Першi п’ять
простих чисел Ферма: 3, 5, 17, 257, 65537.

9.16. Оскiльки p− 1 = 2k для деякого k ∈ N, то порядок
будь-якого елементу g теж є степенем 2. Якщо g — нелишок,
то −1 =

(
g
p

)
≡ g

p−1
2 (mod p). Тому порядок g не може бути

меншим за p− 1.
9.17. Вказ. Покажiть, що bd ≡ ±1 (mod p). Оскiльки за

умовою (bd)n/d ≡ −1 (mod p), то bd ≡ −1 (mod p) i n/d —
непарне.

9.18. a Скористайтесь задачею 9.17. b Скористайтесь пун-
ктом 5 теореми 9.3.
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Роздiл 10

10.2. Вказ. Перевiрте коректнiсть задання операцiй. Ну-
лем є клас 0

1
; протилежним до a

s
є клас −a

s
; одиницею є

клас 1
1
.

10.6. Q.
10.7. Q(i) = {a+ bi | a, b ∈ Q}.
10.8. Поле K = k(x1, . . . , xn) рацiональних функцiй вiд

змiнних x1, . . . , xn.
10.9. Вказ. Покажiть, що в кожному класi еквiвалентно-

стi є представник (x, 0), де x ∈ Z/nZ.
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