
Роздiл 1.
Теорiя груп

1) Групи. Пiдгрупи. Приклади. Еквiвалентне означення пiдгрупи. Порядок групи. Порядок
елемента.

2) Гомоморфiзми груп. Властивостi. Приклади. Епiморфiзм. Мономорфiзм.

3) Ядра та образи гомоморфiзмiв. Приклади.

4) Якщо φ — гомоморфiзм груп G та L, то kerφ — пiдгрупа в G, а imφ — пiдгрупа в
L.

5) Гомоморфiзм φ iн’єктивний ⇔ kerφ = {e}.

6) Якщо φ : G→ L — гомоморфiзм груп i H — пiдгрупа в G, то K = φ(H) є пiдгрупою
в L.

7) Якщо φ : G→ L — епiморфiзм груп i K — пiдгрупа в L, то H = φ−1(K) — пiдгрупа
в G.

8) Нехай G — група. Тодi ∃ iн’єктивний гомоморфiзм G ↪→ SG.

9) Нехай G — група. Тодi G iзоморфна деякiй пiдгрупi групи AutG.

10) Кожна скiнченна група iз n елементiв iзоморфна деякiй пiдгрупi групи Sn.

11) Перетин
∩
i∈I

Hi довiльної кiлькостi пiдгруп Hi групи G є пiдгрупою G.

12) Якщо a ∈ G, то ⟨a⟩ є пiдгрупою в G.

13) Циклiчнi групи та пiдгрупи. Приклади.

14) Якщо a — елемент деякої групи, то |⟨a⟩| = ord(a).

15) Будь-яка пiдгрупа циклiчної групи є циклiчною.

16) Всi нескiнченнi циклiчнi групи iзоморфнi групi (Z,+). Всi скiнченнi циклiчнi групи
порядку n iзоморфнi групi (Cn, ·).

17) Сумiжнi класи. Приклади.

18) Якщо H — пiдгрупа групи G, a, b ∈ G, то aH = bH ⇔ a−1b ∈ H .

19) Якщо H — пiдгрупа групи G i a ∈ G, то |H| = |aH|.

20) Нехай H — пiдгрупа в групi G i a, b ∈ G, причому b ∈ aH . Тодi aH = bH .

21) Нехай H — пiдгрупа в групi G. Тодi лiвi (правi) сумiжнi класи G по H або спiвпада-
ють, або не перетинаються.
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22) Теорема Лагранжа.

23) Iндекс пiдгрупи. Приклади.

24) Якщо H — пiдгрупа скiнченної групи G, то |H| | |G|, (G : H) | |G| i ord(a) | |G| ∀
a ∈ G.

25) Група простого порядку циклiчна.

26) Спряження задає вiдношення еквiвалентностi.

27) Нормальна пiдгрупа. Приклади. Проста пiдгрупа.

28) Нехай H — пiдгрупа групи G. Тодi еквiвалентними є такi умови:

1) H ▹ G;

2) gHg−1 = H для довiльного g ∈ G;

3) gHg−1 ⊆ H для довiльного g ∈ G.

29) Усi конгруенцiї на групi G є еквiвалентностями, якi пов’язанi з розкладаннями за
нормальними пiдгрупами.

30) Якщо H — пiдгрупа iндексу 2 в групi G, то H ▹ G.

31) Ядра гомоморфiзмiв i лише вони, є нормальними пiдгрупами.

32) Нехай вiдображенняφ : G→ L— епiморфiзм груп,H := kerφ, вiдображення π : G→
G/H — природнiй епiморфiзм. Тодi iснує iзоморфiзм ψ : L→ G/H , для якого π = ψ ◦φ,
тобто комутативною є така дiаграма

G
φ //

π   A
AA

AA
AA

A L

ψ~~}}
}}
}}
}}

G/H

Iншими словами, G/H ∼= Imφ = L.

33) Нехай вiдображення φ : G → L — епiморфiзм груп, H := kerφ ▹ G. Назвемо A ⊂ G
видiленою пiдгрупою, якщо H ⊂ A. Тодi спiвставлення θ видiленiй пiдгрупi A ⊂ G
її образу φ(A) визначає бiєкцiю мiж видiленими пiдгрупами в G i усiма пiдгрупа-
ми L. При цьому вiдповiднi пiдгрупи одночасно нормальнi i факторгрупи за ними
iзоморфнi.

34) Нехай L ▹ K ▹ G i L ▹ G. Тодi
G/L/K/L

∼= G/K .
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Роздiл 2.
Дiя групи на множинi. Розв’язнi групи.
Теореми Силова

1) Дiя групи на множинi. Приклади.

2) Стабiлiзатори. Орбiти. Приклади

3) Стабiлiзатори є пiдгрупами вiдповiдної групи.

4) Орбiта породжується будь-яким своїм елементом.

5) Рiзнi орбiти не перетинаються.

6) Стабiлiзатори елементiв однiєї i тiєї ж орбiти спряженi.

7) Якщо |G| <∞, |X| <∞, то |Orb(x)| = |G|
|St(x)| .

8) Нехай |G| <∞, |X| <∞ i xi — представники всiх рiзних орбiт, i ∈ I. Тодi кiлькiсть
елементiв множини X дорiвнює сумi iндексiв стабiлiзаторiв елементiв xi

|X| =
∑
i∈I

(G : St(xi)) .

9) Центр групи. Централiзатор. Нормалiзатор. Приклади.

10) p-групи. Приклади.

11) Центр p-групи нетривiальний.

12) Силовськi p-пiдгрупи. Приклади.

13) Перша, друга, третя теореми Силова.

14) Розв’язнi групи. Приклади.

15) Кожна p-група розв’язна.

16) Нехай G — деяка пiдгрупа групи Sn, n > 5, в яку входять всi потрiйнi цикли, H
— нормальна пiдгрупа групи G i факторгрупа G/H — абельова. Тодi в H також
входять всi потрiйнi цикли.

17) Груп Sn при n > 5 нерозв’язна.

18) Довiльна пiдгрупа розв’язної групи розв’язна.

19) Гомоморфний образ розв’язної групи є розв’язною групою.
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20) Кожна факторгрупа розв’язної групи є розв’язною групою.

21) Нехай G скiнченна розв’язна група. Iснує послiдовнiсть пiдгруп

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ {e},

де Gi−1 ◃ Gi, i факторгрупи Gi−1/Gi циклiчнi.
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