
Ãðóïè ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ i iñòîðè÷íî ïåðøèõ òèïiâ àëãåáðà¨÷íèõ
ñòðóêòóð. Òåîðiÿ ãðóï âèâ÷à¹ çàãàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàöié, ùî íàé÷àñ-
òiøå çóñòði÷àþòüñÿ â ìàòåìàòèöi (çîêðåìà, òàêèõ ÿê äîäàâàííÿ ÷èñåë
òà âåêòîðiâ, ìíîæåííÿ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè òà ií.). Ïîíÿò-
òÿ ãðóïè ïîÿâèëîñÿ â ìàòåìàòèöi ïðè âèâ÷åííi ïiäñòàíîâîê (òîáòî ái¹ê-
òèâíèõ âiäîáðàæåíü ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè â ñåáå) ó çâ'ÿçêó ç ïðîáëåìîþ
ðîçâ'ÿçàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü â ðàäèêàëàõ. Ó ðîáîòàõ Í.-Õ. Àáåëÿ
(1824) òà Å. Ãàëóà (1830) áóëè âèÿâëåíi ãëèáîêi çâ'ÿçêè ìiæ âëàñòèâîñ-
òÿìè ãðóïè ïiäñòàíîâîê òà âëàñòèâîñòÿìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Ó 1870 ð. ïîÿâèëàñÿ êíèãà Ê. Æîðäàíà �Òðàêòàò ïðî ïiäñòàíîâêè�,
äå áóâ ïiäâåäåíèé ïiäñóìîê ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü ãðóïè ïiäñòàíîâîê. Â
öåé æå ÷àñ Ê. Æîðäàí îäèí ç ïåðøèõ ïî÷àâ âèâ÷àòè i íåñêií÷åííi ãðóïè.

Ùå îäíèì äæåðåëîì âèíèêíåííÿ ïîíÿòòÿ ãðóïè ¹ ãåîìåòðiÿ. Ó ñåðå-
äèíi XIX ñò. ïîðÿä ç åâêëiäîâîþ ãåîìåòði¨þ ïîÿâèëîñÿ áàãàòî iíøèõ ãåî-
ìåòðié: ãåîìåòðiÿ Ëîáà÷åâñüêîãî, ïðîåêòèâíà ãåîìåòðiÿ òà iíøi. Âèíèêëà
ïîòðåáà âèâ÷åííÿ ðiçíèõ ãåîìåòðié òà çâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè ç ¹äèíî¨ òî÷êè
çîðó. Öÿ ¹äèíà òî÷êà çîðó áóëà ñôîðìóëüîâàíà Ô. Êëåéíîì ó éîãî �Åð-
ëàíãåíñüêié ïðîãðàìi� ó 1872 ð., äå áóëî çàïðîïîíîâàíî ðîçãëÿäàòè ãåî-
ìåòðiþ ÿê íàóêó ïðî òi âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ ïðîñòîðó, ùî çàëèøàþòüñÿ
íåçìiííèìè ïðè äi¨ ïåâíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü (òîáòî ái¹êòèâíèõ âiäîáðà-
æåíü) ïðîñòîðó â ñåáå. Òàê, çîêðåìà, åâêëiäîâó ãåîìåòðiþ ìîæíà òðàê-
òóâàòè ÿê íàóêó ïðî iíâàðiíòè ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (äèâ.
÷.II).

Íàðåøòi, âåëèêà ðîëü ó âèíèêíåííi òà ðîçâèòêó òåîði¨ ãðóï íàëåæèòü
òåîði¨ ÷èñåë. Çîêðåìà, äîñèòü çãàäàòè, ùî êëàñè ëèøêiâ çà modn óòâî-
ðþþòü ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i öå áóëî îäíèì iç ïåðøèõ
ïðèêëàäiâ çàãàëüíîãî ïîíÿòòÿ, ÿêå òåïåð íàçèâàþòü ôàêòîðãðóïîþ.

Ç ïî÷àòêó XIX ñò. òåîðiÿ ãðóï ñòà¹ ñàìîñòiéíîþ ìàòåìàòè÷íîþ äèñ-
öèïëiíîþ, ÿêà âèâ÷à¹ äîâiëüíi ìíîæèíè ç àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè ãðóïè. Îñíîâíîþ çàäà÷åþ òåîði¨ ãðóï ¹ îïèñ (êëà-
ñèôiêàöiÿ) ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñiõ ìîæëèâèõ ãðóï.

1 Ãðóïè òà ¨õ içîìîðôiçìè
1.1 Îãëÿä äåÿêèõ òåîðåòèêî-ãðóïîâèõ ïîíÿòü òà ïðèêëà-

äiâ ãðóï
Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïîþ íàçèâàþòü ìíîæèíó G ç àñîöiàòèâíîþ àëãåáðà¨÷-
íîþ îïåðàöi¹þ, ÿêùî äëÿ öi¹¨ îïåðàöi¨ iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò e i äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà g ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé g−1. ßêùî ãðóïîâà îïåðàöiÿ íà
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ìíîæèíi G êîìóòàòèâíà, òî G íàçèâàþòü àáåëüîâîþ (êîìóòàòèâíîþ)
ãðóïîþ.

Âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 íàçèâàþòü ãîìîìîðôiçìîì ãðóï G1 i G2,
ÿêùî f(ab) = f(a)f(b) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G1. Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì
íàçèâàþòü içîìîðôiçìîì.

Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ, ÿêùî H ñàìà ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî
òi¹¨ æ îïåðàöi¨, ùî i G. Âàæëèâèìè ïiäãðóïàìè áóäü-ÿêî¨ ãðóïè G ¹ ¨¨
öèêëi÷íi ïiäãðóïè. Öèêëi÷íà ïiäãðóïà (g) ãðóïè G, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì
g ∈ G, � öå ïiäãðóïà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ öiëèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòà g:
(g) = {gn | n ∈ Z}. Ãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ çi
ñâî¨õ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï.

Ìè çíà¹ìî, ùî êîæíà íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà içîìîðôíà ãðó-
ïi Z öiëèõ ÷èñåë, êîæíà ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà içîìîðôíà ãðóïi Cn

� êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
Ïiäãðóïó H ãðóïè G íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ i ïèøóòü H/G, ÿêùî ëiâi

ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïîþ H çáiãàþòüñÿ ç ïðàâèìè, òîáòî äëÿ êîæíîãî
g ∈ G âiðíà ðiâíiñòü gH = Hg.

Î÷åâèäíî, êîæíà ïiäãðóïà àáåëüîâî¨ ãðóïè G ¹ ¨¨ íîðìàëüíîþ ïiäãðó-
ïîþ. ßêùî G íåàáåëüîâà ãðóïà, òî â íié ìîæóòü iñíóâàòè ÿê íîðìàëüíi
òàê i ïiäãðóïè, ÿêi íå ¹ òàêèìè.

ßêùî H íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òî íà ìíîæèíi ñóìiæíèõ êëà-
ñiâ G/H ìîæíà ââåñòè àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ g1H ·g2H = g1g2H, âiäíîñíî
ÿêî¨ G/H âèÿâëÿ¹òüñÿ ãðóïîþ. Öå ôàêòîðãðóïà ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H.

Âiäîáðàæåííÿ f : G → G/H, äëÿ ÿêîãî f(g) = gH ¹ ãîìîìîðôiçìîì
ãðóï, íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì ãîìîìîðôiçìîì.

Íåõàé f : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï. Òîäi éîãî îáðàç Imf = {b ∈
G2 | ∃a ∈ G1 f(a) = b} ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2, ÿäðî Kerf = {a ∈ G1 |
f(a) = e} (òóò e � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G2) ¹ íîðìàëüíîþ ïiä-
ãðóïîþ ãðóïè G1. Ç iíøîãî áîêó, êîæíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà H ãðóïè G
¹ ÿäðîì êàíîíi÷íîãî ãîìîìîðôiçìó G → G/H. Òîìó íîðìàëüíi ïiäãðóïè
ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè, ÿê ÿäðà ãîìîìîðôiçìiâ ãðóï.

Ãðóïè ïîäiëÿþòü íà ñêií÷åííi òà íåñêií÷åííi, àáåëüîâi òà íå àáåëüî-
âi. Âàæëèâèì êëàñîì ãðóï ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíi àáåëüîâi ãðóïè. Ñòðó-
êòóðà ñêií÷åííî ïîðîäæåíèõ àáåëüîâèõ ãðóï áóëà îïèñàíà ðàíiøå (äèâ.
÷àñò. II, Ðîçä. ?, òåîð. ?).

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ âèâ÷åííÿ êëàñiâ ãðóï, ùî ìàþòü äåÿêó äîäàò-
êîâó ñòðóêòóðó, óçãîäæåíó ç ãðóïîâîþ îïåði¹þ, íàïðèêëàä, òîïîëîãi÷íà
ãðóïà � öå ãðóïà, íà ÿêié çàäàíà òîïîëîãiÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ ãðóïîâà îïåðà-
öiÿ íåïåðåðâíà, àëãåáðà¨÷íà ãðóïà � öå ãðóïà, ìíîæèíà ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ
ç òî÷îê àôiííîãî àáî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêié
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ñèñòåìi àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ãðóïîâà îïåðàöiÿ çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié àáî ìíîãî÷ëåíiâ.

Çàâåðøèìî öåé ï. îãëÿäîì äåÿêèõ ïðèêëàäiâ ãðóï.

1). Ìíîæèíè nZ, Z, Q, R, C � öå íåñêií÷åííi àáåëüîâi ãðóïè âiäíîñíî
çâè÷àéíî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ÷èñåë.

2 Ìíîæèíè Q\{0}, R\{0}, C\{0} íåíóëüîâèõ ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ êîìóòàòèâíèìè ãðóïàìè âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ìíî-
æåííÿ. Öi ãðóïè ïîçíà÷àþòü Q∗, R∗, C∗ âiäïîâiäíî.

3) Äëÿ ÷èñëîâî¨ ìíîæèíè A ⊂ R íåõàé A>0 îçíà÷à¹ ìíîæèíó äîäà-
òíèõ åëåìåíòiâ â A. ßêùî A � ÿêà-íåáóäü ïiäãðóïà ãðóïè R∗, òî A>0

òåæ ïiäãðóï ãðóïè R∗.
4) Cn = {z ∈ C | zn = 1} ,

⋃
n∈N

Cn, U = {z ∈ C | |z| = 1} � ãðóïè
âiäíîñíî ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

5) Ìíîæèíà Sn ïiäñòàíîâîê n åëåìåíòiâ i, áiëüø çàãàëüíî, ìíîæèíà
AutA âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A â ñåáå ¹ ãðóïàìè âiäíîñíî
ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü. Öi ãðóïè íåêîìóòàòèâíi, ÿêùî ìíîæèíà A ìà¹
áiëüøå, íiæ 2 åëåìåíòè.

6) Ìíîæèíà GLn(P ) � íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ç åëå-
ìåíòàìè ç ïîëÿ P , ìíîæèíà On(R) � îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü, Un(C)
� óíiòàðíèõ ìàòðèöü, SLn(P ) = {A ∈ GLn(P ) | detA = 1} ¹ ãðóïàìè
âiäíîñíî ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Ãðóïè GLn(P ) òà SLn(P ) íàçèâàþòü, âiä-
ïîâiäíî, ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ òà ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ íàä
ïîëåì P .

7) Ó ïðèêëàäàõ 1), 2), 4) êîæíà ç ãðóï, ó íàâåäåíèõ òàì ëàíöþæêàõ
¹ ïiäãðóïîþ êîæíî¨ íàñòóïíî¨ ãðóïè. Ó ïðèêëàäi 6 ãðóïà SLn(P ) ¹ íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GLn(P ), Îñêiëüêè âîíà ¹ ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó
f : GLn(P ) → P , äå f(A) = detA.

1.2 Òåîðåìà Êåëi
Ìè çíà¹ìî (äèâ. ïðèêëàä 5 ï. 1.1), ùî ìíîæèíà AutA âñiõ ái¹êòèâíèõ
âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A â ñåáå ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîáóòêó âi-
äîáðàæåíü. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïiäãðóïàìè öèõ ãðóï AutA âè÷åðïóþòüñÿ
âñi ãðóïè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � áóäü-ÿêà ãðóïà. Òîäi G içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi
ãðóïè AutG.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F : G → AutG, äëÿ ÿêîãî F (g)(x) =
gx äëÿ êîæíîãî x ∈ G. Âiäîáðàæåííÿ F îçíà÷åíå êîðåêòíî, òîáòî F (g)
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¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè G, áî äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå
âiäîáðàæåííÿ (F (g))−1 = f(g−1). Ñïðàâäi,

(
F (g−1)F (g)

)
(x) = F (g−1) (F (g)()x) = F (g−1)(gx) = g−1gx = x.

Îòæå, F (g−1)F (g) = 1G. Òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî F (g)F (g−1) = 1G.
Âiäîáðàæåííÿ F � ií'¹êòèâíå, áî êîëè g1 6= g2, òî é F (g1) 6= F (g2) òî-

ìó, ùî F (g1)(e) = g1, F (g2)(x) = g2 (e � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G).
Ïåðåâiðèìî, ùî F � ãîìîìîðôiçì ãðóï. Ìà¹ìî, F (g1g2)(x) = (g1g2)x =
g1(g2x) = F (g1) (F (g2)(x)) = F (g1)F (g2)(x). Îòæå, F (g1g2) = F (g1)F (g2).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F ¹ ái¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G íà ïiä-
ãðóïó ImF ãðóïè AutG (ïðèãàäà¹ìî, ùî îáðàç ãîìîìîðôiçìó ¹ ïiäãðó-
ïîþ).

Íàñëiäîê 2. Êîæíà ñêií÷åííà ãðóïà ç n åëåìåíòiâ içîìîðôíà ïiäãðóïi
ãðóïè Sn.

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ, ùî ãðóïè G1 i G2 içîìîðôíi, ïèøåìî G1 ' G2.

1.3 Ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï
Íåõàé G1 i G2 � äâi ãðóïè. Ðîçãëÿíåìî äåêàðòîâèé äîáóòîê G1 × G2 =
{(g1, g2) | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2}. Ââåäåìî íà ìíîæèíi G1 × G2 àëãåáðà¨÷-
íó îïåðàöiþ ïîêîìïîíåíòíîãî ìíîæåííÿ: (g1, g2)(g′1, g

′
2) = (g1g

′
1, g2g

′
2),

äå gig
′
i � äîáóòîê åëåìåíòiâ ãðóïè Gi, i = 1, 2. Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ â

òîìó, ùî âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöio G1×G2 ¹ ãðóïîþ. Ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè öå
ñàìîñòiéíî. Öþ ãðóïó íàçèâàþòü çîâíiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï G1

i G2.
Âèäiëèìî â ãðóïi G1 × G2 äâi ïiäìíîæèíè: A = {(a, e2) | a ∈ G1} òà

B = {(e1, b) | b ∈ G2}, äå e1, e2 , âiäïîâiäíî, íåéòðàëüíi åëåìåíòè ãðóï G1

òà G2.

Òâåðäæåííÿ 3. à) A i B ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè G = G1×G2;
á) A ∩B = {e1, e2} � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G;
â) ∀a ∈ A ∀b ∈ A ab = ba.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé (a, e1), (a′, e2) ∈ A. (a, e2)(a′, e2) = (aa′, e2) ∈ A i
(a, e2)−1 = (a−1, e2) ∈ A. Òîìó A � ïiäãðóïà ãðóïè G. Òàê ñàìî ïåðåâi-
ðÿ¹ìî, ùî i B ïiäãðóïà.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè (g1, g2) ∈ G, (a, e2) ∈ A. Òîäi

(g1, g2)(a, e2)(g1, g2)−1 = (g1ag−1
1 , e2) ∈ A.
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Öå îçíà÷à¹, ùî (g1, g2)A(g1, g2)−1 ⊂ A áî (g1, g2)A ⊂ A(g1, g2). Àíàëîãi-
÷íî: (g1, g2)A ⊃ A(g1, g2). Òîìó A / G i, àíàëîãi÷íî, B / G.

â) Íåõàé a = (g1, e2), b = (e1, g2). Òîäi ab = (g1, g2) = ba.

Çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ïðÿìîãî äîáóòêó ãðóï ç äàíèõ ãðóï ìîæíà
áóäóâàòè íîâi ãðóïè. Àëå áiëüø âàæëèâîþ ¹ îáåðíåíà çàäà÷à: ó äàíié
ãðóïi G çíàéòè òàêi ïiäãðóïè A i B, ùîá ãðóïà G áóëà içîìîðôíà (çîâ-
íiøíüîìó) ïðÿìîìó äîáóòêó ãðóï, içîìîðôíèõ ãðóïàì A i B. Ó öüîìó
âèïàäêó âèâ÷åííÿ ãðóïè G çâîäèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ, ÿê ïðàâèëî, áiëüø
ïðîñòèõ ãðóï A i B. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó àáåëüîâèõ ãðóï ïðÿìi
äîáóòêè ñêií÷åííîãî ÷èñëà ãðóï íàçèâàþòü ïðÿìèìè ñóìàìè. Âæå áóëî
äîâåäåíî, ùî êîæíà ñêií÷åííî ïîðîäæåíà àáåëüîâà ãðóïà içîìîðôíà ïðÿ-
ìié ñóìi öèêëi÷íèõ ãðóï.

Îçíà÷åííÿ 4. Ãðóïà G ¹ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äîáóòêîì äâîõ ñâî¨õ ïiä-
ãðóï A i B, ÿêùî öi ïiäãðóïè ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1) AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B} = G;
2) A / G i B / G;
3) A ∩B = {e} � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G.

Ïðèêëàäè.

1) Ðîçãëÿíåìî â öèêëi÷íié ãðóïi Z/6Z ïiäãðóïè A = {0, 3} i B =
{0, 2, 4}. Îñêiëüêè 3 + 4 = 1, òî A + B = Z/6Z. Êðiì öüîãî, A ∩B = {0},
äðóãà óìîâà ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Îòæå,
Z/6Z ¹ (âíóòðiøíüîþ) ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäãðóï A i B.

2) Ãðóïà Z/8Z íå ðîçêëäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ñâî¨õ íåòðèâiàëüíèõ
ïiäãðóï. Ñïðàâäi, âñi ¨¨ íåòðèâiàëüíi ïiäãðóïè òàêi: {0, 2, 4, 6} i {0, 4}.
Âîíè ìàþòü ïåðåòèí {0, 4} 6= {0}.

3) Ãðóïà C∗ ðîçêëäà¹òüñÿ ó ïðÿìèé äîáóòîê ñâî¨õ ïiäãðóï R>0 i U =
{z ∈ C | |z| = 1}.

4) Ãðóïà S3 íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê íåòðèâiàëüíèõ ïiä-
ãðóï, áî ¹äèíîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â S3 ¹ ãðóïà A3, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ïîíÿòòÿ
âíóòðiøíüîãî i çîâíiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó çáiãàþòüñÿ.

Òåîðåìà 5. ßêùî ãðóïà G ðîçêëàäà¹òüñÿ ó âíóòðiøíié ïðÿìèé äîáó-
òîê ñâî¨õ ïiäãðóï A i B, òî:

a) äëÿ êîæíîãî a ∈ A i êîæíîãî b ∈ B ab = ba;
á) G içîìîðôíà çîâíiøíüîìó ïðÿìîìó äîáóòêó A×B.
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Äîâåäåííÿ. a) Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò aba−1b−1 ∈ G. Ç óìîâè B / G ìà¹-
ìî (aba−1)b−1 ∈ B, à ç óìîâè A / G âèïëèâà¹ a(ba−1b−1) ∈ A. Îòæå,
aba−1b−1 ∈ A ∩B = {e}. Òîìó aba−1b−1 = e i ab = ba.

á) Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : A × B → G, äå ϕ(a, b) = ab. Ïåðø
çà âñå, ç óìîâè 1 îçíà÷åííÿ âíóòðiøíüîãî ïðÿìîãî äîáóòêó âèïëèâà¹,
ùî ϕ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî âîíî ií'¹êòèâíå: ÿêùî
ab = a1b1, äå a, a1 ∈ A i b, b1 ∈ B, òî a−1

1 a = b1b
−1 ∈ A ∩ B. Òîìó

a−1
1 a = b1b

−1 = e i a = a1, b = b1. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ϕ
ãîìîìîðôiçì. Ìà¹ìî

ϕ ((a1, b1)(a2, b2)) = ϕ(a1a2, b1b2) = a1a2b1b2 =
= a1b1a2b2 = ϕ ((a1, b1))ϕ ((a2, b2)) ;

òóò òðåòÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ a).

Ïîíÿòòÿ ïðÿìîãî äîáóòêó ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ðîäèíè
ãðóï {Gi}i∈I.

Îçíà÷åííÿ 6. Ïðÿìèì äîáóòêîì ðîäèíè ãðóï Gi íàçèâàþòü äåêàðòî-
âèé äîáóòîê

∏
i∈I

Gi ìíîæèí Gi, òîáòî ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü f : I →
⋃
i∈I

Gi òàêèõ, ùî f(i) ∈ Gi äëÿ êîæíîãî i ∈ I ðàçîì ç îïåðàöi¹þ �ïîêîì-
ïîíåíòíîãî ìíîæåííÿ�

(f ◦ g)(i) = f(i)g(i).

Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïðÿìèé
äîáóòîê äîâiëüíî¨ ðîäèíè ãðóï ¹ ãðóïîþ.

1.4 Ïðÿìi äîáóòêè òà êîðîòêi òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi ãîìî-
ìîðôiçìiâ

Áiëüøà ÷àñòèíà öüîãî ï. ïðèñâÿ÷åíà ïðÿìèì äîáóòêàì àáåëüîâèõ ãðóï.
Ïðÿìèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè àáåëüîâèõ ãðóï íàçèâàþòü ïðÿìîþ
ñóìîþ i ïîçíà÷àþòü

n⊕
i=1

Ai, áî A⊕B ó âèïàäêó äâîõ ãðóï.

Îçíà÷åííÿ 7. Êîðîòêîþ òî÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ ãðóï íàçèâà¹òüñÿ ïàðà
ãîìîìîðôiçìiâ ãðóï f : A → G, g : G → B ç âëàñòèâîñòÿìè Kerf = 0,
Imf = Kerg, Img = B.
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Êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
0 −→ A −→ G −→ B −→ 0. (1.4.1)

Ïðèêëàäè.

Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé ãîìîìîðôiçì ãðóï f : G → G′, ßêùî A = Kerg,
B = Img, òî îäåðæó¹ìî êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü

0 −→ A
i−→ G

f−→ B −→ 0, (1.4.2)
äå i � âêëàäåííÿ, òîáòî i(a) = a äëÿ êîæíîãî a ∈ A.

Íàâåäåìî äåêiëüêà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ ïîñëiäîâíîñòåé òàêîãî âèã-
ëÿäó.

à)Íåõàé G = Z/2Z ⊕ Z/2Z i g : Z/2Z ⊕ Z/2Z → Z/2Z � ãîìîìîð-
ôiçì, äëÿ ÿêîãî g

(
(a, b)

)
= b. ßäðî öüîãî ãîìîìîðôiçìó ¹ ïiäãðóïîþ

{(0, 0), (1, 0)}, içîìîðôíîþ Z/2Z, i ìè îäåðæó¹ìî êîðîòêó òî÷íó ïîñëi-
äîâíiñòü

0 −→ Z/2Z −→ Z/2Z⊕ Z/2Z −→ Z/2Z −→ 0. (1.4.3)
á) Íåõàé G = Z/4Z i g : Z/4Z → Z/4Z � ãîìîìîðôiçì, äëÿ ÿêîãî

g(a) = 2a. Òîäi Img ' Z/2Z, Kerg ' {0, 2} ' Z/2Z, i ìè îäåðæó¹ìî òî÷íó
ïîñëiäîâíiñòü

0 −→ Z/2Z −→ Z/4Z −→ Z/2Z −→ 0. (1.4.4)
â) Íåõàé G = S3 � ãðóïà ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíi ç òðüîõ åëåìåíòiâ.

Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçì g : S3 → Z/2Z, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü 0
ïàðíèì ïiäñòàíîâêàì i 1 íåïàðíèì. Òóò Kerg = A3 ' Z/3Z i òî÷íà ïî-
ñëiäîâíiñòü (1.4.1) ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

0 −→ Z/3Z −→ S3 −→ Z/2Z −→ 0. (1.4.5)
Ïðîàíàëiçó¹ìî äîêëàäíiøå êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (1.4.5). S3 =

{e, a, a2, b, ab, a2b}, äå a � òðè÷ëåííèé öèêë, b � ÿê -íåáóäü òðàíñïîçèöiÿ.
Òîäi, âðàõîâóþ÷è içîìîðôiçìè A = A3 ≈ Z/3Z i B = {e, b} ≈ Z/2Z, òî÷íà
ïîñëiäîâíiñòü (1.4.5) ìà¹ âèãëÿä

0 −→ A −→ S3 −→ B −→ 0. (1.4.6)
ßñíî, ùî òóò AB = {xy | x ∈ A, y ∈ B} = S3, A � íîðìàëüíà

ïiäãðóïà â S3 i A∩B = {e}, òîáòî S3 ¹ �ìàéæå ïðÿìèì äîáóòêîì� ãðóï A
i B. S3 íå ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì A i B, áî íå âèñòà÷à¹ îäíi¹¨ óìîâè, ñàìå,
B íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â S3.
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Îçíà÷åííÿ 8. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì ãðóïè A
íà ãðóïó B, ÿêùî

1) G = AB = {xy | x ∈ A, y ∈ B};
2) A � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G;
3) A ∩B = {e} � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G.
Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ãðóïè A íà ãðóïó B ïîçíà÷àþòü A h B.

Îòæå, àíàëiç ãðóï, ùî âõîäÿòü ó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (1.4.6), ïîêàçó¹,
ùî S3 íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ñâî¨õ ïiäãðóï A i B. Çðîçóìiëî, ùî ïðÿìèé
äîáóòîê ãðóï ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó. Öi ïîíÿòòÿ
ðiçíi, áî, íàïðèêëàä, ïðÿìèé äîáóòîê öèêëi÷íî¨ ãðóïè òðåòüîãî ïîðÿäêó
íà öèêëi÷íó ãðóïó äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ øîñòîãî ïîðÿä-
êó.
Çàóâàæåííÿ 9. ßêùî ãðóïà G ¹ ñåðåäíiì ÷ëåíîì òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñ-
òi (1.4.1), òî êàæóòü, ùî ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè A ç äîïîìîãîþ
ãðóïè B. Âèâ÷åííÿ ðîçøèðåíü ãðóï ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ ÿê äëÿ òåî-
ði¨ ãðóï, òàê i äëÿ ¨¨ çàñòîñóâàíü. Òåîðiÿ ðîçøèðåíü ãðóï áóëà îäíèì ç
äæåðåë âèíèêíåííÿ îäíîãî ç äóæå âàæëèâèõ äëÿ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè
ðîçäiëiâ àëãåáðè � ãîìîëîãi÷íî¨ àëãåáðè.

Òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi (1.4.3) i (1.4.5) ïîêàçóþòü, ùî ðîçøèðåííÿ ãðóï
ìîæóòü âèíèêàòè ç ïðÿìèõ àáî íàïiâïðÿìèõ äîáóòêiâ ãðóï (òàêi ðîç-
øèðåííÿ íàçèâàþòü ðîçùåïëþâàíèìè). Àëå, ÿê ïîêàçó¹ òî÷íà ïîñëiäîâ-
íiñòü (1.4.4), ðîçøèðåííÿ íå çîáîâ'ÿçàíå áóòè ïðÿìèì (ïiâïðÿìèì) äî-
áóòêîì: ãðóïà Z/4Z íå ðîçêëäà¹òüñÿ â íåòðèâiàëüíèé ïðÿìèé äîáóòîê.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó àáåëüîâî¨ ãðóïè G ïîíÿòòÿ ïiâïðÿìîãî äî-
áóòêó çáiãà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿì ïðÿìî¨ ñóìè.

Âèÿñíèìî, çà ÿêèõ óìîâ ãðóïà G içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó
A h B ãðóïè A íà ãðóïó B. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ùå îäíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 10. Êàæóòü, ùî êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ãðóï

0 −→ A
i−→ G

π−→ B −→ 0 (1.4.7)

ðîçùåïëþ¹òüñÿ, ÿêùî iñíó¹ ãîìîìîðôiçì j : B → G òàêèé, ùî π ◦j = 1B.

Äàëi ií'¹êòèâíi ãîìîìîðôiçìè ìè íàçèâàòèìåìî ìîíîìîðôiçìàìè,
ñþð'¹êòèâíi � åïiìîðôiçìàìè.

Òåîðåìà 11. Ãðóïà G içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó A h B òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ãðóï (1.4.7), ùî
ðîçùåïëþ¹òüñÿ.
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Äîâåäåííÿ. =⇒. Íåõàé G ' A h B = AB. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
i : A → AB, i(a) = a òà π : AB → B, π(ab) = b, äå a ∈ A, b ∈ B. Âiäîáðà-
æåííÿ i, î÷åâèäíî, ¹ ìîíîìîðôiçìîì.

Ïåðåâiðèìî, ùî π � åïiìîðôiçì. Îñêiëüêè A/G = AB, òî äëÿ a1, a2 ∈
A, b1, b2 ∈ B ìà¹ìî a1b1a2b2 = a1b1a2b

−1
1 b1b2 = a3b1b2, äå a3 ∈ A. Òîìó

π ((a1b1)(a2b2)) = π (a3(b1b2)) = b1b2 = π(a1b1)π(a2b2) i, îòæå, π � ãîìî-
ìîðôiçì. Î÷åâèäíî, ùî π ¹ åïiìîðôiçìîì.

Ïðèéìåìî äëÿ b ∈ B j(b) = b = eb. ßñíî, ùî j ãîìîìîðôiçì i π ◦ j =
1B.

⇐=. Íàâïàêè, íåõàé iñíó¹ êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (1.4.7),
ùî ðîçùåïëþ¹òüñÿ. Îñêiëüêè, π ◦ j = 1B, òî j ìîíîìîðôiçì i éîãî
îáðàç B′ ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, B′ ' B. Òàê ñàìî ìîíîìîðôiçì i âiäîáðà-
æà¹ içîìîðôíî ãðóïó A íà ïiäãðóïó A′ ãðóïè G. Íåõàé g ∈ G äîâiëüíèé
åëåìåíò ãðóïè G. Çíàéäåòüñÿ åëåìåíò b ∈ B, äëÿ ÿêîãî π(g) = b =
(π ◦ j)(b) = π (j(b)) = π(b′), äå b′ ∈ B′. Çâiäñè π(b′)π(g)−1 = π(b′g−1) = e,
îòæå, b′g−1 ∈ Kerπ. Àëå Kerπ = Imi, òîìó iñíó¹ a′ ∈ A′, ùî b′g−1 = a′.
Çâiäñè g = (a′)−1b′ ∈ A′B′, i ìè áà÷èìî, ùî G = A′B′. Äàëi, A′ / G, áî
A′ = Kerπ. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî A′ ∩ B′ = {e}. Íåõàé x′ ∈ A′ ∩ B′.
Òîäi π(x′) = e, áî x′ ∈ A′ i π(x′) = (π ◦ j)(x) = x, äå x ïðîîáðàç åëåìåíò
x′ âiäíîñíî ãîìîìîðôiçìó j. Îòæå, x = e, Îñêiëüêè j ìîíîìîðôiçì, òî
é x′ = e.

Îçíà÷åííÿ 12. Ñêàæåìî, ùî òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü (1.4.7) ðîçùåïëþ¹-
òüñÿ çëiâà, ÿêùî iñíó¹ ãîìîìîðôiçì ρ : G → A òàêèé, ùî ρi = 1A.

Òåîðåìà 13. Ãðóïà G içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó ãðóï A i B òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ãðóï (1.4.7), ùî
ðîçùåïëþ¹òüñÿ çëiâà.

Äîâåäåííÿ. =⇒. Çà òåîðåìîþ (5) ìîæíà ââàæàòè, ùî G = A×B. Ðîçãëÿ-
íåìî âiäîáðàæåííÿ ρ : A× B → A, äå ρ ((a, b)) = a. Î÷åâèäíî, ρ åïiìîð-
ôiçì. Êðiì öüîãî, ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè i : A → A× B, i(a) = (a, e)
òà π : A×B → B, π ((a, b)) = b. ßñíî, ùî ρ ◦ i = 1A i ïîñëiäîâíiñòü

0 −→ A
i−→ A×B

π−→ B −→ 0

òî÷íà.
⇐=. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (1.4.7), ÿêà

ðîçùåïëþ¹òüñÿ çëiâà, òîáòî ìà¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü ãðóï

0 −→ A
i−→ G

π−→ B −→ 0, G
ρ−→ A
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ðàçîì ç ãîìîìîðôiçìîì ρ, äëÿ ÿêîãî ρ ◦ i = 1A.
Ïîçíà÷èìî A′ = Imi, B′ = Kerρ. Íåõàé g ∈ G, a = ρ(g) ∈ A. Òîäi

ρ(g) = ρ (i(a)), òîáòî ρ
(
g−1i(a)

)
= e i g−1i(a) = b′ ∈ B′. Çâiäñè g =

i(a)(b′)−1 ∈ A′B′. A′ i B′ � öå ÿäðà ãîìîìîðôiçìiâ π i ρ, òîìó A′ / G i
B′ /G. Äîâåäåìî, ùî B′ ' B. Îñêiëüêè G = A′B′ i A′ = Imi = Kerπ, òî π
âiäîáðàæà¹ ñþð'¹êòèâíî B′ íà B. ßêùî äëÿ äåÿêîãî b′ ∈ B′ π(b′) = e,
òî b′ = i(a) äëÿ äåÿêîãî a ∈ A. Òîìó ρ(b′) = ρ (i(a)) = a = e, òîìó i
b′ = i(e) = e. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî π içîìîðôiçì ãðóïè B′ íà ãðóïó B.
Íàðåøòi, ÿêùî g ∈ A′∩B′, òî iñíó¹ a ∈ A, äëÿ ÿêîãî g = i(a) i e = ρ(g) =
ρ (i(a)) = a. Òîìó g = i(e) = e, îòæå, A′ ∩B′ = {e}.

Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó àáåëüîâî¨ ãðóïè G ìà¹ìî
òàêó òåîðåìó.
Òåîðåìà 14. Äëÿ àáåëüîâî¨ ãðóïè G íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåí-
òíi:

1) G içîìîðôíà ïðÿìié ñóìi ãðóï A i B;
2) iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü (1.4.7) àáåëüîâèõ ãðóï, ùî ðîçùåïëþ-

¹òüñÿ çëiâà;
3) iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü (1.4.7), ùî ðîçùåïëþ¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîëè àáåëüîâà ãðóïà G ¹ íàïiâïðÿìèì äî-
áóòêîì äâîõ ïiäãðóï, òî G àâòîìàòè÷íî ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèõ ïiäãðóï.
Òîìó ç òåîðåìè (11) âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü 1) ⇔ 3). Åêâiâàëåíòíiñòü
1) ⇔ 2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè (13).

Çàóâàæåííÿ 15. 1) Äëÿ íåàáåëüîâèõ ãðóï ç òâåðäæåííÿ 3 òåîðåìè (14)
íå âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 2. Ñïðàâäi, ÿêáè öå íå áóëî òàê, òî ïîñëiäîâ-
íiñòü (1.4.6), ÿêà ðîçùåïëþ¹òüñÿ, ðîçùåïëþâàëàñÿ á çëiâà, òîìó íåêî-
ìóòàòèâíà ãðóïà S3 áóëà á ïðÿìèì äîáóòêîì äâîõ àáåëüîâèõ ãðóï, öå
ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.

2) Çðîçóìiëî, ùî òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü (1.4.4) íå ðîçùåïëþ¹òüñÿ. Çà-
ãàëüíiøå, áóäü-ÿêà êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü, ñåðåäíiì ÷ëåíîì ÿêî¨ ¹
öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó pn, äå p ïðîñòå ÷èñëî, íå ðîçùåïëþ¹òüñÿ.

2 Òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçìè ãðóï
2.1 Ãîìîìîðôiçìè òà ïiäãðóïè
Íåõàé f : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî Imf ¹ ïiä-
ãðóïîþ ãðóïè G2, Kerf � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G1. Öi ôàêòè ¹
÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 16. ãîìîìîðôiçìè ãðóï ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:
1) îáðàçè f(H) ïiäãðóï H ãðóïè G1 ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè G2;
2) ïðîîáðàçè f−1(H ′) ïiäãðóï H ′ ãðóïè G2 ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè G1;
3) ïðîîáðàçè íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G2 ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïà-

ìè ãðóïè G1;
4) ÿêùî ãîìîìîðôiçì f : G1 → G2 ñþð'¹êòèâíèé, òî îáðàç f(H)

íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè H ãðóïè G1 ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2.

Äîâåäåííÿ. 1) Öÿ âëàñòèâiñòü, ïî-ñóòi, îçíà÷à¹, ùî îáðàç ãðóïè ïðè ãî-
ìîìîðôiçìi ¹ ïiäãðóïîþ, öå ìè âæå äîâîäèëè.

2) ßêùî a, b ∈ f−1(H ′), òî f(ab) = f(a)f(b) ∈ H ′, îòæå, ab ∈ f−1(H ′).
Êðiì öüîãî, f(a−1) = f(a)−1 ∈ H ′, òîáòî a−1 ∈ f−1(H ′). Çà êðèòåði¹ì
ïiäãðóïè öå îçíà÷à¹, ùî f−1(H ′) ïiäãðóïà.

3) Íåõàé a ∈ f−1(H ′), g � äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè G1. Çàóâàæèìî,
ùî f(gag−1) = f(g)f(a)f(g)−1 ∈ H ′, áî H ′ / G2. Òîìó gag−1 ∈ f−1(H ′),
öå îçíà÷à¹, ùî H / G1.

4) Íåõàé a′ ∈ f(H), g′ � äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè G2. Iñíóþòü a ∈ H,
g ∈ G1 òàêi, ùî a′ = f(a), g′ = f(g). Çâiäñè g′a′g′−1 = f(g)f(a)f(g)−1 =
f(gag−1) ∈ f(H), áî gag−1 ∈ H. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(H) / G2.

Íàñëiäîê 17. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, f : G → G/H �
êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì. ãîìîìîðôiçì f âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ïiäãðóïàìè A ãðóïè G ç âëàñòèâiñòþ H ⊂ A òà ïiäãðóïàìè
ôàêòîð-ãðóïè G/H, ïðè÷îìó íîðìàëüíèì ïiäãðóïàì ãðóïè G âiäïîâiäà-
þòü íîðìàëüíi ïiäãðóïè ôàêòîð-ãðóïè G/H i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A � ïiäãðóïà ãðóïè G, A ⊃ H, òî f(A) � ïiäãðóïà
ãðóïè G/H ç âëàñòèâiñòþ 1) ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.

Íåõàé A i B � ðiçíi ïiäãðóïè ãðóïè G, A ⊂ H, B ⊂ H. Ïðèïóñòèìî,
ùî a ∈ A, a /∈ B. ßêùî f(a) ∈ f(B), òî f(a) = f(b) äëÿ äåÿêîãî b ∈ B.
Çâiäñè f(b−1a) = e, òîáòî b−1a ∈ H ⊂ B i a ∈ B. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü
ïîêàçó¹, ùî f(A) 6= f(B), òîáòî ðiçíèì ïiäãðóïàì A ⊂ G òàêèì, ùî
H ⊂ A âiäïîâiäàþòüü ðiçíi ïiäãðóïè â G/H. Î÷åâèäíî, öÿ âiäïîâiäíiñòü
ñþð'¹êòèâíà. Íàðåøòi, ç âëàñòèâîñòi 4) òâåðäæåííÿ ìà¹ìî, ùî íîðìàëü-
íèì ïiäãðóïàì ãðóïè G âiäïîâiäàþòü íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G/H, i
íàâïàêè çà âëàñòèâiñòþ 3).

Çàóâàæåííÿ 18. ßêùî ãîìîìîðôiçì f : G1 → G2 íå ñþð'¹êòèâíèé, òî
îáðàç íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ. íà-
ïðèêëàä:

G1 = S3, G2 = S4, f(σ) =
(

1 2 3 4
σ(1) σ(2) σ(3) 4

)
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äëÿ σ ∈ S3. Òîäi A3 / S3, ëå f(A3) íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â S4.
Íàïðèêëàä,

(1, 4)(1, 2, 3)(1, 4) = (2, 3, 4) /∈ f(S3).

2.2 Îñíîâíi òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçìè òà ¨õ çàñòîñóâàí-
íÿ

Òåîðåìà 19. Êîæíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï f : G1 → G2 âèçíà÷à¹ içîìîð-
ôiçì f : G1/Kerf ' Imf , f(a) = f(a), äå a = aKerf � ñóìiæíèé êëàñ
ãðóïè G1 ç ïðåäñòàâíèêîì a çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ Kerf .

Ìè âæå äîâîäèëè öþ òåîðåìó (äèâ. ÷àñò. I, Å). Âîíà ñóòò¹âî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ ó äîâåäåííi iíøèõ òåîðåì ïðî ãîìîìîðôiçìè, òîìó ¨¨ íàçè-
âàþòü îñíîâíîþ.

Íàâåäåíi íèæ÷å ïðèêëàäè iëþñòðóþòü, ÿê îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãî-
ìîìîðôiçìè ãðóï ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ îá÷èñëåííÿ ôàêòîðãðóï.

Ïðèêëàäè.
1) Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçì f : C∗ → R∗>0 ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë,
òàêèé ùî f(z) = |z|. Öåé ãîìîìîðôiçì ñþð'¹êòèâíèé. Ïiäãðóïà U = {z ∈
C∗ | |z| = 1} ¹ éîãî ÿäðîì. Îòæå, C∗/U ' R>0.

2) Íåõàé P � ïîëå i GLn(P ) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà íàä ïîëåì P .
ßäðîì ãîìîìîðôiçìó f : GLn(P ) → P ∗, äå f(A) = detA ¹ ñïåöiàëüíà
ëiíiéíà ãðóïà SLn(P ). Çâiäñè îäåðæó¹ìî,ùî GLn(P )/SLn(P ) ' P ∗.

3) Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Tn(P ) = {[aij ] ∈ GLn(P ) | aij = 0 äëÿ i >
j} � íåâèðîäæåíèõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè ïîëÿ P ,
UTn(P ) = {[aij ] ∈ Tn(P ) | aij = 1, 1 ≤ i ≤ n} � âåðõíiõ òðèêóòíèõ
ìàòðèöü, âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ äîðiâíþþòü 1 òà Dn(P ) = {[aij ] ∈
GLn(P ) | aij = 0 äëÿ i 6= j} � äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü. Âñi öi ìíîæèíè ¹
ãðóïàìè âiäíîñíî ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Âiäîáðàæåííÿ f : Tn(P ) → Dn(P ),

f




a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann


 =




a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann




¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï i Kerf = UTn(P ). Òîìó Tn(P )/UTn(P ) ' Dn(P ).
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2.3 Äâi òåîðåìè ïðî içîìîðôiçìè
Òåîðåìà 20. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè G. Òîäi H∩N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè H i ôàêòîðãðóïà H/H∩
N içîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïi HN/N .

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè ëåãêî çàïàì'ÿòàòè, ÿêùî çîá-
ðàçèòè âñi ïiäãðóïè, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ¨¨ ôîðìóëþâàííi, ó âèãëÿäi
�âåðøèí ïàðàëåëîãðàìà�:

HN

ww
ww

ww
ww

w

HH
HH

HH
HH

H

H N

N ∩H

HHHHHHHHH

wwwwwwwww

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì f : G →
G/N . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f òiëüêè íà ïiäãðóïi H. Îäåðæèòüñÿ
ãîìîìîðôiçì f ′ : H → G/N . Ìà¹ìî Imf ′ = {hN | h ∈ H} = HN/N ,
Kerf ′ = {h ∈ H | hN = N} = H ∩ N . Ç îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðî ãîìîìîð-
ôiçì îäåðæó¹ìî H/Kerf ′ ' Imf ′, òîáòî H/H ∩N ' HN/N .

Òåîðåìà 21. Íåõàé M i N � íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè G i M ⊂ N .
Òîäi

G/M/N/M ' G/N.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : G/M → G/N , äå f(gM) = gN .
Ïåðø çà âñå, çàóâàæèìî, ùî f � êîðåêòíî îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ. Ñïðàâ-
äi, ÿêùî g1M = g2M , òî g−1

2 g1 ∈ M ⊂ N , òîìó g1N = g2N . Çîâñiì ïðîñòî
ïåðåâiðèòè, ùî f � ãîìîìîðôiçì: f(g1Mg2M) = f(g1g2M) = g1g2N =
g1Ng2N = f(g1M)f(g2M). Ñþð'¹êòèâíiñòü ãîìîìîðôiçìó f î÷åâèäíà ç
éîãî îçíà÷åííÿ. Çíàéäåìî Kerf : Kerf = {gM | gN = N} = {gM | g ∈
N} = N/M . Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è îñíîâíó òåîðåìó ïðî ãîìîìîðôiçì,
îäåðæó¹ìî G/M/Kerf = G/M/N/M ' G/N , ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâå-
ñòè.

Íàâåäåìî äâà ïðîñòi ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü äîâåäåíèõ òåîðåì.
1) Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè Sn i íåõàé H ìiñòèòü õî÷ îäíó íåïàðíó

ïiäñòàíîâêó. Òîäi iíäåêñ ïiäãðóïè ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê â ãðóïi H äîðiâ-
íþ¹ 2. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ãðóïó An � ïiäãðóïó ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê
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â Sn. Òîäi HAn = {fa | h ∈ H, a ∈ An} � ïiäãðóïà â ãðóïi Sn. Äëÿ
òîãî, ùîá öå ïåðåâiðèòè, ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî An /Sn. Äëÿ h1, h2 ∈ H,
a1, a2 ∈ An ìà¹ìî h1a1h2a2 = h1h2a3a2 ∈ HAn, äå a3 ∈ An i (h1a1)−1 =
a−1

1 h−1
1 = h−1

1 a4, a4 ∈ An (òóò ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò, ùî hAn = Anh,
òîáòî íîðìàëüíiñòü ïiäãðóïè An â Sn). Òåïåð çà ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî
içîìîðôiçì HAn/An ' H/H ∩ An. Àëå â íàøîìó âèïàäêó HAn = Sn.
Çâiäñè (Sn : An) = (H : H ∩An) = 2.

2) ßêùî m i n � äîäàòíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òî Z/mnZ/mZ/mnZ '
Z/mZ.

3 Äiÿ ãðóïè íà ìíîæèíi
3.1 Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè
Îçíà÷åííÿ 22. Äi¹þ ãðóïè G íà ìíîæèíi M íàçèâàþòü âiäîáðàæåí-
íÿ G × M → M ç äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèí G i M ó ìíîæèíó M ,
ÿêå âïîðÿäêîâàíié ïàði (g, m) ∈ G×M ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò
gm ∈ M , ÿêùî öå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

1) g1g2m = g1(g2m);
2) em = m.
Òóò g1, g2 � äîâiëüíi åëåìåíòè ãðóïè G, e � íåéòðàëüíèé åëåìåíò G,

m � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè M .

Ïðèêëàäè.
1) ßêùî M = G, i âiäîáðàæåííÿ G × G → G ¹ ãðóïîâîþ îïåðàöi-

¹þ â G, òî âëàñòèâîñòi 1),2) ç îçíà÷åííÿ 22 çâîäÿòüñÿ äî àñîöiàòèâíî-
ñòi ìíîæåííÿ òà âëàñòèâîñòi íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà: g1g2m = (g1g2)m =
g1(g2m) = g1(g2m), em = em = m. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ãðó-
ïà G äi¹ íà ñîái çñóâàìè. Çàôiêñóâàâøè åëåìåíò g ∈ G, îäåðæó¹ìî
âiäîáðàæåííÿ Tg : G → G, äå Tg(x) = gx. Âiäîáðàæåííÿ Tg ìà¹ îáåð-
íåíå (Tg)−1 = Tg−1 , òîìó âîíî ái¹êòèâíå. Äàëi, Tg1 ◦ Tg2 = Tg1g2 , òîáòî
ñïiâñòàâëåííÿ g 7→ Tg ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G â ãðóïó âñiõ ái¹êòèâíèõ
âiäîáðàæåíü ìíîæèíè G â ñåáå. Ìè âæå çóñòði÷àëèñÿ ç öi¹þ ñèòóàöi¹þ
ó ï. 1.2 ïðè äîâåäåííi òåîðåìè Êåëi.

2) Ãðóïà G äi¹ çñóâàìè íå ëèøå íà ìíîæèíi âñiõ ñâî¨õ åëåìåíòiâ,
àëå i íà äåÿêèõ iíøèõ ñâî¨õ ïiäìíîæèíàõ. Çîêðåìà, íåõàé H � ïiäãðóïà
ãðóïè G, íå îáîâ'ÿçêîâî íîðìàëüíà , M = {gH | g ∈ G} � ìíîæèíà ëiâèõ
ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G ç ïiäãðóïîþ H. Âiäîáðàæåííÿ G × M → M ,
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(g1, gH) 7→ g1gH ¹ äi¹þ ãðóïè G íà ìíîæèíi M . ßêùî H / G, òî G äi¹
íà ôàêòîðãðóïi G/H.

3) Íåõàé çíîâó G = M . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ñïðÿæåííÿ: G ×
G → G, (g,m) 7→ gm = gmg−1. Ìà¹ìî g1g2m = (g1g2)m(g1g2)−1 =
g1(g2mg−1

2 )g−1
1 = g1(g2m) i em = eme−1 = m, òîáòî ñïðÿæåííÿ ¹ äi¹þ

ãðóïè G íà ìíîæèíi ñâî¨õ åëåìåíòiâ.
4) ßêùî çàôiêñóâàòè äåÿêèé åëåìåíò g ∈ G, òî ñïðÿæåííÿ âèçíà-

÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ Cg : G → G, Cg(x) = gxg−1, C−1
g = Cg−1 . Ó

ïðèêëàäi 3) ìè ïåðåâiðèëè ðiâíiñòü Cg1g2 = Cg1 ◦ Cg2 . Öÿ ðiâíiñòü îçíà-
÷à¹, ùî ñïiâñòàâëåííÿ g 7→ Cg ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G ó ãðóïó âñiõ
ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè G â ñåáå. Âiäîáðàæåííÿ Cg ¹ íå ëèøå
àâòîìîðôiçìîì ìíîæèíè G, ëå i àâòîìîðôiçìîì ãðóïè G, òîáòî âîíî
çáåðiãà¹ ãðóïîâó îïåðàöiþ. Ñïðàâäi, Cg(xy) = gxyg−1 = gxg−1gyg−1 =
Cg(x)Cg(y). Àâòîìîðôiçìàìè Cg íàçèâàþòü âíóòðiøíiìè àâòîìîðôiç-
ìàìè ãðóïè G.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, g ∈ G. Ìíîæèíà gHg−1 = {ghg−1 |
h ∈ H} ¹ òåæ, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Òîìó G äi¹
ñïðÿæåííÿìè íà ìíîæèíi ñâî¨õ ïiäãðóï.

4) Íåõàé Rn � ÷èñëîâèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, G = GLn(R)
� ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà. Ãðóïà G äi¹ íà Rn çà ïðàâèëîì (A, x) 7→ Ax �
äîáóòîê ìàòðèöü A i x. Òàê ñàìî íà Rn äiþòü iíøi êëàñè÷íi ìàòðè÷íi
ãðóïè, çîêðåìà, SLn(R) òà On(R).

3.2 Ñòàáiëiçàòîðè òà îðáiòè
Îçíà÷åííÿ 23. Íåõàé ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi M i íåõàé m � äåÿêèé
ôiêñîâàíèé åëåìåíò ìíîæèíè M . Ñòàáiëiçàòîðîì St(m) åëåìåíòà m
íàçèâàþòü ìíîæèíó

St(m) = {g ∈ G | gm = m}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåðié ïiäãðóïè, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ñòà-
áiëiçàòîðè ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè G: ÿêùî g1, g2 ∈ St(m), òî g1g2m = g1(g2m) =
g1m = m, òîáòî g1g2 ∈ St(m); m = em = g−1

1 g1m = g−1
1 m, g−1

1 m = m, çíà-
÷èòü i g−1

1 ∈ St(m).

Ïðèêëàäè.
1) Íåõàé ãðóïà G äi¹ íà ñîái ñïðÿæåííÿìè. Ñòàáiëiçàòîð åëåìåí-

òà a ∈ G ¹ ïiäãðóïîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ g ∈ G, äëÿ ÿêèõ
gag−1 = a, òîáòî ga = ag. Îòæå, ñòàáiëiçàòîð åëåìåíò a ñêëàäà¹òüñÿ ç
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óñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, ùî êîìóòóþòü ç a; éîãî íàçèâàþòü öåíòðàëiçà-
òîðîì åëåìåíòà a. Ïåðåòèí öåíòðàëiçàòîðiâ âñiõ åëåìåíòiâ íàçèâàþòü
öåíòðîì ãðóïè G; öå ïiäãðóïà åëåìåíòiâ ãðóïè G, ùî êîìóòóþòü ç óñiìà
åëåìåíòàìè ãðóïè G.

2) Íåõàé òåïåð ãðóïà G äi¹ ñïðÿæåííÿìè íà ìíîæèíi ñâî¨õ ïiäãðóï.
Ñòàáiëiçàòîð ïiäãðóïè H ¹ ïiäãðóïîþ òèõ åëåìåíòiâ g ∈ G, äëÿ ÿêèõ
gHg−1 = H. ßñíî, ùî öå íàéáiëüøà ïiäãðóïà ãðóïè G, äëÿ ÿêî¨ H ¹
¨¨ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ; öþ ïiäãðóïó íàçèâàþòü íîðìàëiçàòîðîì ïiä-
ãðóïè H.

Îçíà÷åííÿ 24. ßêùî ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi M , òî îðáiòîþ åëåìåíòà
m ∈ M íàçèâàþòü ìíîæèíó O(m) = {gm | g ∈ G}.

Ïðèêëàäè.

1) Íåõàé G =
{(

cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
| ϕ ∈ R}

� ãðóïà âñiõ ïîâîðîòiâ ïëî-
ùèíè R2. Ãðóïà G äi¹ íà R2 òàê, ÿê öå îçíà÷åíî â ïðèêëàäi 5 ï. 3.1.
Îðáiòàìè òóò ¹ òî÷êà (0, 0) òà êîíöåíòðè÷íi êîëà ç öåíòðîì ó öié òî÷öi.

2) Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïiäñòàíîâêó ϕ ∈ Sn i öèêëi÷íó ïiäãðóïó G = (ϕ),
ïîðîäæåíó öi¹þ ïiäñòàíîâêîþ. Ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi M = {1, 2, . . . , n}
çà ïðàâèëîì (ϕk, x) 7→ ϕk(x). Äëÿ öi¹¨ äi¨ îðáiòè {i1, i2, . . . , im} ïåðåáóâà-
þòü ó ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòi ç öèêëàìè, â äîáóòîê ÿêèõ ðîçêëäà¹òüñÿ
ïiäñòàíîâêà ϕ (âðàõîâóþ÷è îäíî÷ëåííi öèêëè).

Òâåðäæåííÿ 25. Ðiçíi îðáiòè íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî êîëè O(m1) ∩ O(m2) 6= ′, òî O(m1) =
O(m2). ßêùî m0 ∈ O(m1) ∩ O(m2), òî iñíóþòü g1, g2 ∈ G òàêi, ùî m0 =
g1m1 = g2m2. Íåõàé m ∈ O(m1). Òîäi m = gm1 äëÿ äåÿêîãî g ∈ G i
m = gm1 = gg−1

1 g1m1 = gg−1
1 g2m2 ∈ O(m2). Çâiäñè O(m1) ⊂ O(m2).

Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî O(m2) ⊂ O(m1), îòæå, O(m1) = O(m2).

Òâåðäæåííÿ 26. St(gm) = g−1St(m)g, òîáòî ñòàáiëiçàòîðè ðiçíèõ
åëåìåíòiâ îäíî¨ îðáiòè ñïðÿæåíi.

Äîâåäåííÿ. Ïî÷èíà¹ìî ç ðiâíîñòi St(gm)gm = gm. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî
g−1St(gm)g ⊂ St(m). Òàê ñàìî ç ðiâíîñòi St(m)g−1gm = g−1gm, òîáòî ç
ðiâíîñòi gSt(m)g−1gm = gm, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü gSt(m)g−1 ⊂ St(gm) àáî
St(m) ⊂ g−1St(gm)g.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà G äi¹ íà ñêií÷åííié ìíîæèíi M . Òîäi êîæíà
îðáiòà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
îðáiòè O(m) íàçâåìî ¨¨ äîâæèíîþ i ïîçíà÷èìî |O(m)|.
Òâåðäæåííÿ 27. ßêùî ãðóïà G äi¹ íà ñêií÷åííié ìíîæèíi, òî äîâæè-
íà êîæíî¨ îðáiòè O(m) äîðiâíþ¹ iíäåêñó ñòàáiëiçàòîðà St(m) â ãðóïi G,
òîáòî |O(m)| = (G : St(m)).

Äîâåäåííÿ. ßêùî g1m = g2m, òî g−1
1 g2 ∈ St(m), òîáòî g2 ∈ g1St(m). Íàâ-

ïàêè, g1m 6= g2m òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g2 /∈ g1St(m), òîáòî êîëè g1 i g2

ëåæàòü â ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñàõ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ St(m). Iíàêøå
êàæó÷è, ðiçíi åëåìåíòè îðáiòè ïåðåáóâàþòü ó ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòi
ç ðiçíèìè ñóìiæíèìè êëàñàìè çà ïiäãðóïîþ St(m). Öå é îçíà÷à¹, ùî
|O(m)| = (G : St(m)).

3.3 Ôîðìóëà êëàñiâ
Ó ïîïåðåäíüîìó ï. áóëî äîâåäåíî, ùî êîëè ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi M ,
òî ðiçíi îðáiòè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî ìíîæèíà M ñêií÷åííà,
òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç |M | êiëüêiñòü ¨¨ åëåìåíòiâ. Íåõàé mi � ïðåäñòàâíèêè
âñiõ ðiçíèõ îðáiò, i ∈ I, St(mi) � ñòàáiëiçàòîðè åëåìåíòiâ mi.

Òåîðåìà 28.
|M | =

∑

i∈I
(G : St(mi)) , (3.3.1)

òîáòî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè M äîðiâíþ¹ ñóìi iíäåêñiâ ñòàái-
ëiçàòîðiâ åëåìåíòiâ mi.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 25 ðiçíi îðáiòè óòâîðþþòü ïîêðèòòÿ ìíî-
æèíè M . Òîìó |M | =

∑
i∈I

|O(mi)|, à çà òâåðäæåííÿì 27 ìà¹ìî ðiâíiñòü

|O(mi)| = (G : St(mi)). Çâiäñè é âèïëèâà¹ ôîðìóëà (3.3.1).

Ôîðìóëó (3.3.1) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ êëàñiâ.

3.4 Öåíòð p-ãðóïè
Îçíà÷åííÿ 29. Íåõàé p-ïðîñòå ÷èñëî. Ñêií÷åííà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ ¹
ñòåïåíåì ÷èñëà p, íàçèâà¹òüñÿ p-ãðóïîþ.

Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü íåêîìóòàòèâíi p-ãðóïè. Íàïðèêëàä, ìíîæè-
íà ìàòðèöü âèãëÿäó

(
1 a b
0 1 c
0 0 1

)
, äå a, b, c ïðîáiãàþòü ñêií÷åííå ïîëå ç p åëå-

ìåíòiâ, ¹ íåêîìóòàòèâíîþ p-ãðóïîþ ïîðÿäêó p3.
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Òåîðåìà 30. Êîæíà íåòðèâiàëüíà p-ãðóïà G ìà¹ íåòðèâiàëüíèé öåíòð.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G äi¹ íà ñîái ñïðÿæåííÿìè. ßêùî åëåìåíò g ∈ G íà-
ëåæèòü äî öåíòðó ãðóïè G, òî îðáiòà öüîãî åëåìåíòà ¹ îäíîåëåìåíòíîþ
ïiäìíîæèíîþ {g}. Â iíøîìó âèïàäêó, äîâæèíà îðáiòè ¹ áiëüøîþ âiä îäè-
íèöi i äîðiâíþ¹ iíäåêñó öåíòðàëiçàòîðà (G : St(g)). Ç òåîðåìè Ëàãðàíæà
âèïëèâà¹, ùî öåé iíäåêñ ¹ ÷èñëîì, ùî äiëèòüñÿ íà p. Òîìó ôîðìóëà êëà-
ñiâ äà¹

|G| = |Z|+
∑

i∈I
(G : St(gi)) , (3.4.1)

äå gi � ïðåäñòàâíèêè îðáiò, ùî ìàþòü áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò, |Z| �
ïîðÿäîê öåíòðó Z ãðóïè G. |Z| ≥ 1, áî íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G,
î÷åâèäíî, ëåæèòü â öåíòði. Îñêiëüêè |G| i (G : St(gi)) äiëÿòüñÿ íà p, òî
ç (3.4.1) âèïëèâà¹, ùî i |Z| äiëèòüñÿ íà p, òîáòî öåíòð ìiñòèòü áiëüøå
íiæ îäèí åëåìåíò.

4 Òåîðåìè Ñèëîâà
Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê
êîæíî¨ ñâî¹¨ ïiäãðóïè. Çâiäñè ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïîøóêó äëÿ êîæíîãî äiëü-
íèêà m ïîðÿäêó n ãðóïè G ïiäãðóïè ïîðÿäêó m. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó
âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ íåãàòèâíà, ïðî ùî ñâiä÷èòü ïðèêëàä ãðóïè ïàð-
íèõ ïiäñòàíîâîê A4 ïîðÿäêó 12, â ÿêié íåìà¹ ïiäãðóï ïîðÿäêó 6. Ó âèïàä-
êó àáåëüîâèõ ãðóï ÷àñòêîâîþ ïîçèòèâíîþ âiäïîâiääþ ¹ íàñòóïíå òâåð-
æåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 31. ßêùî ïðîñòå ÷èñëî p äiëèòü ïîðÿäîê àáåëüîâî¨ ãðó-
ïè G, òî â íié iñíó¹ åëåìåíò ïîðÿäêó p.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ çà ïîðÿäêîì ãðóïè G. Áàçà
iíäóêöi¨ î÷åâèäíà: ÿêùî G � ãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó p, òî, çà íàñëiäêîì
ç òåîðåìè Ëàãðàíæà, ïîðÿäîê êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ G, a 6= e äîðiâíþ¹ p.
Ïðîâîäÿ÷è iíäóêòèâíèé êðîê, ìîæíà ââàæàòè, ùî â ãðóïi G iñíó¹ âëàñíà
íåòðèâiàëüíà ïiäãðóïà. Ñïðàâäi, ÿêùî â G íåìà¹ âëàñíèõ íåòðèâiàëüíèõ
ïiäãðóï, òî âîíà öèêëi÷íà. Äîñèòü âçÿòè g ∈ G, g 6= e i ãðóïà áóäå
çáiãàòèñÿ ç öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ åëåìåíòîì g. Ïiäãðóïè öèê-
ëi÷íèõ ãðóï âiäîìi; ÿêùî öèêëi÷íà ãðóïà ìà¹ ïîðÿäîê mn, òî äîñèòü
âçÿòè ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò â ñòåïåíi m i ïîðîäèòè íèì ïiäãðóïó �
îòðèìà¹ìî âëàñíó íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó.

Íåõàé H � íåòðèâiàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. ßêùî ïîðÿäîê H íå äi-
ëèòüñÿ íà p, òî ïîðÿäîê ôàêòîð-ãðóïè G/H äiëèòüñÿ íà p, çíà÷èòü ó
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ôàêòîð-ãðóïi G/H iñíó¹ åëåìåíò gH ïîðÿäêó p. Äëÿ éîãî ïðîîáðàçó g
ïðè êàíîíi÷íîìó ãîìîìîðôiçìi G → G/H ìà¹ìî gp = h ∈ H. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî g ìà¹ ïîðÿäîê pm,äå m � ïîðÿäîê h. Òîäi åëåìåíò gm ìà¹
ïîðÿäîê p.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïiäãðóï
ïåâíèõ ïîðÿäêiâ, ÿêi ¹ äiëüíèêàìè ïîðÿäêó ãðóïè, äàþòü òåîðåìè Ñèëî-
âà.

Íåõàé |G| = pnm, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, m � íàòóðàëüíå ÷èñëî,
âçà¹ìíî ïðîñòå ç p. Ïiäãðóïó P ⊂ G ïîðÿäêó |P | = pn (ÿêùî òàêà iñíó¹)
íàçâåìî ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Òåîðåìà 32 (ïåðøà òåîðåìà Ñèëîâà). Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè iñíóþòü.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ iíäóêöi¹þ çà ïîðÿäêîì ãðóïè G. Íåõàé
|G| = pkm, äå (m, p) = 1. Áàçà iíäóêöi¨ � âèïàäîê |G| = p � î÷åâèäíà.
Ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1) ïîðÿäîê öåíòðó Z(G) äiëèòüñÿ íà p;
2) ïîðÿäîê öåíòðó Z(G) íå äiëèòüñÿ íà p.
ßêùî ïîðÿäîê öåíòðó Z(G) äiëèòüñÿ íà p, òî, â ñèëó òâåðäæåííÿ 31,

â Z(G) çíàéäåòüñÿ ïiäãðóïà H ïîðÿäêó p. Âîíà, ÿê i äîâiëüíà ïiäãðóïà
öåíòðó, íîðìàëüíà â G. Ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïè G/H, çà òåîðåìîþ Ëàã-
ðàíæà, äiëèòüñÿ íà pk−1, òîìó, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, â G/H iñíó¹
ïiäãðóïà ïîðÿäêó pk−1. Íåõàé K � ¨¨ ïîâíèé ïðîîáðàç ïðè êàíîíi÷íîìó
ãîìîìîðôiçìi G → G/H; òîäi H ⊆ K, áî H � ïîâíèé ïðîîáðàç îäèíèöi.
Ïîðÿäîê K/H äîðiâíþ¹ pk−1, ïîðÿäîê H äîðiâíþ¹ p, îòæå, ïîðÿäîê K
äîðiâíþ¹ pk.

Ó âèïàäêó, êîëè p íå äiëèòü ïîðÿäîê öåíòðó Z(G), ðîçãëÿíåìî äiþ
ñïðÿæåííÿ ãðóïè G íà ìíîæèíi M = G, òîáòî (g, x) = xg = g−1xg. Ïðè
òàêié äi¨ îäíîåëåìåíòíi îðáiòè � öå åëåìåíòè ç Z(G), ¨õ ìè âèäiëèìî
îêðåìî i îòðèìà¹ìî òàêå ðîçáèòòÿ ãðóïè G:

G = Z(G) ∪ O(x1) ∪ · · · ∪ O(xn),

äå O(xi) � ðiçíi îðáiòè, äëÿ ÿêèõ |O(xi)| > 1. Îñêiëüêè p íå äiëèòü
ïîðÿäîê Z(G), òî â ñèëó ôîðìóëè êëàñiâ |G| = |Z(G)| + |O(x1)| + · · · +
|O(xn)|, çíàéäåòüñÿ òàêå i, ùî äîâæèíà îðáiòè O(xi) íå äiëèòüñÿ íà p.
Àëå äîâæèíà îðáiòè O(xi) äîðiâíþ¹ iíäåêñó â G öåíòðàëiçàòîðà St(xi),
çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà, ïîðÿäîê St(xi) äiëèòüñÿ íà pk. Îñêiëüêè
ïîðÿäîê St(xi) ñòðîãî ìåíøèé âiä ïîðÿäêó ãðóïè G (iíäåêñ St(xi) áiëü-
øèé íiæ 1, áî |O(xi)| > 1), òî äî St(xi) ìîæíà çàñòîñóâàòè iíäóêòèâíå
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ïðèïóùåííÿ, i â St(xi), çíà÷èòü i â G, çíàéäåòüñÿ ïiäãðóïà ïëîðÿäêó pk.

Çâiäñè, ÿê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî òåîðåìó Êîøi.

Íàñëiäîê 33 (òåîðåìà Êîøi). ßêùî ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïè äiëèòüñÿ
íà p, òî â íié iñíó¹ åëåìåíò ïîðÿäêó p.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèëîâñüêó p-ïiäãðóïó H ãðóïè G. H ¹ p-ïiäãðó-
ïîþ, òîìó, çà òåîðåìîþ 30 âîíà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé öåíòð Z(H). Îñêiëüêè
Z(H) � àáåëüîâà p-ãðóïà, òî çà òâåðäæåííÿì 31 â íié iñíó¹ åëåìåíò
ïîðÿäêó p.

Äâi iíøi òåîðåìè Ñèëîâà äàþòü íàì îïèñ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï.

Òåîðåìà 34 (äðóãà òåîðåìà Ñèëîâà). Íåõàé P i P1 � äîâiëüíi äâi ñèëîâ-
ñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè G. Òîäi âîíè ¹ ñïðÿæåíèìè, òîáòî çíàéäåòüñÿ
åëåìåíò g ∈ G, äëÿ ÿêîãî P1 = gPg−1.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî äiþ ãðóïè P1 íà ìíîæèíi ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
G/P =

⋃
i

giP ÿê âiäîáðàæåííÿ: (p1, gP ) → p1gP äëÿ äîâiëüíèõ p1 ∈ P ,
g ∈ G. Çà òâåðäæåííÿì 27, äîâæèíà äîâiëüíî¨ îðáiòè äiëèòü ïîðÿäîê
ãðóïè P1, ÿêèé äîðiâíþ¹ pk. Íàãàäà¹ìî, ùî |G| = pkm, äå m � öiëå
÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå ç p. Òîäi

m =
pkm

pk
=
|G|
|P | = pk1 + pk2 + . . . ,

äå pk1 , pk2 , . . . � äîâæèíè îðáiò. Îñêiëüêè ÷èñëà m i p âçà¹ìíî ïðîñòi,
òî õî÷à á îäíà ç îðáiò ìà¹ äîâæèíó pki = 1, òîáòî P1 · gP = gP äëÿ
äåÿêîãî åëåìåíòà g ∈ G. Çâiäñè P1 · gPg−1 = gPg−1, òîìó P1 ⊂ gPg−1.
Îñêiëüêè P1 � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà, òî ïîðÿäêè ãðóï P1 i P îäíàêîâi
i ñêií÷åííi, i ç âêëþ÷åííÿ P1 ⊂ gPg−1 âèïëèâà¹, ùî P1 = gPg−1, ùî é
ïîòðiáíî äîâåñòè.

Òåîðåìà 35 (òðåòÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Êiëüêiñòü Np ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï
ãðóïè G êîíãðóåíòíà ç 1 çà ìîäóëåì ÷èñëà p.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà, M � ìíîæèíà âñiõ ñèëîâ-
ñüêèõ p-ïiäãðóï. Íåõàé ãðóïà P äi¹ ñïðÿæåííÿìè íà ìíîæèíi M , òîáòî
(p, S) 7→ p−1Sp äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ P i äîâiëüíî¨ ñèëîâñüêî¨ ïiäãðóïè S.
ßêi ìîæóòü áóòè îðáiòè ïðè öié äi¨? Iñíó¹ îðáiòà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
îäíîãî åëåìåíòà, Îñêiëüêè p−1Pp = P äëÿ âñiõ p ∈ P . Äîâæèíà êîæíî¨
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iíøî¨ îðáiòè äîðiâíþ¹ iíäåêñó ñòàáiëiçàòîðà â P , i òîìó ¹ ñòåïåíåì ïðîñ-
òîãî ÷èñëà p. Òîäi |M | = 1 + pk1 + · · ·+ pks , äå k1 ≥ 1, . . . , ks ≥ 1. Çâiäñè
é âèïëèâà¹, ùî Np ≡ 1 (mod p).

5 Ðîçâ'ÿçíi ãðóïè
Îçíà÷åííÿ 36. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü ¨¨ ïiäãðóï G0 = G, G1, G2, . . . , Gk = {e}, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ
óìîâè:

1) Gk ⊂ Gk−1 ⊂ · · · ⊂ G1 ⊂ G0,
2) Gi � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â Gi−1,
3) ôàêòîð-ãðóïè Gi−1/Gi � àáåëüîâi (i = 1, 2, . . . , k).
Ïðèêëàäîì ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ìîæå ñëóæèòè äîâiëüíà àáåëüîâà ãðó-

ïà, à òàêîæ ãðóïà S3. �äèíîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè S3 ¹ ãðó-
ïà ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê A3. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü S3 ⊃ A3 ⊃ {e} i
ôàêòîð-ãðóïè S3/A3, A3/{e}. Ãðóïà S3/A3 ¹ ãðóïîþ äðóãîãî ïîðÿäêó,
îòæå àáåëüîâîþ. Ãðóïà A3/{e} içîìîðôíà ãðóïi A3, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ
ïiäñòàíîâêîþ ( 1 2 3

2 3 1 ), òîáòî ¹ öèêëi÷íîþ, i îòæå, àáåëüîâîþ.
Ïåðåâiðèìî, ùî ãðóïà S4 � òåæ ðîçâ'ÿçíà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî òà-

êó ïîñëiäîâíiñòü ii ïiäãðóï: S4 ⊃ A4 ⊃ H ⊃ {e}, äå A4 � ïiäãðóïà ïàðíèõ
ïiäñòàíîâîê i H = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} � ïiäãðóïà Êëåé-
íà. A4/S4, áî A4 ìà¹ iíäåêñ 2 â S4. Ïiäãðóïà H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ
â A4. Ñïðàâäi, íåõàé a ∈ A4, h ∈ H. Òîäi (aha−1)2 = ah2a−1 = aa−1 = e.
Òîìó aha−1 ∈ H, áî âñi åëåìåíòè ç A4 \H ¹ ïîòðiéíèìè öèêëàìè, îòæå,
ìàþòü ïîðÿäîê 3. Íàðåøòi, ãðóïà H � àáåëüîâà, ôàêòîðãðóïè S4/A4 òà
A4/H ¹ ãðóïàìè, âiäïîâiäíî, 2-ãî òà 3-ãî ïîðÿäêiâ � òîìó âîíè öèêëi÷íi
i, îòæå, áåëüîâi.
Òâåðäæåííÿ 37. Êîæíà p-ãðóïà ðîçâ'ÿçíà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � p-ãðóïà. Îñêiëüêè öåíòð p-ãðóïè íåòðèâiàëüíèé,
òî ìîæëèâi âèïàäêè: Z(G) = G, òîáòî G àáåëüîâà, à, çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçíà,
áî {e} 6= Z(G) ⊂ G. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìîæíà ïîáóäóâàòè ôàêòîð-ãðóïó
G = G/H1, äå ÷åðåç H1 ìè ïîçíà÷èëè öåíòð Z(G). Âîíà çíîâó ¹ p-ãðóïîþ
i ìà¹ íåòðèâiàëüíèé öåíòð Z(G) = H2/H1. Ïðîäîâæóþ÷è òàê ìiðêóâàòè,
ìè îòðèìà¹ìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ïiäãðóï

{e} / H1 / H2 / . . . . (5.0.2)
Ãðóïà G � ñêií÷åííà, òîìó ïîñëiäîâíiñòü (5.0.2) ïîâèííà ÷åðåç ñêií÷åííå
÷èñëî êðîêiâ îáiðâàòèñÿ ðiâíiñòþ Hn = G. Âñi ôàêòîðãðóïè Hk/Hk−1 ¹
àáåëüîâèìè, îòæå ãðóïà G ðîçâ'ÿçíà.
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Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà Sn ïðè n ≥ 5 íåðîçâ'ÿçíà. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî
îäíó âëàñòèâiñòü ãðóïè Sn.
Òâåðäæåííÿ 38. Íåõàé G � äåÿêà ïiäãðóïà ãðóïè Sn, n ≥ 5, â ÿêó
âõîäÿòü âñi ïîòðiéíi öèêëè, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i ôàêòîð-
ãðóïà G/H � àáåëüîâà. Òîäi â H òàêîæ âõîäÿòü âñi ïîòðiéíi öèêëè.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì G → G/H, ïðè ÿêîìó
êîæíîìó åëåìåíòó g ∈ G âiäïîâiäà¹ êëàñ gH, i íåõàé (a, b, c) � äåÿêèé
ïîòðiéíèé öèêë. Ïðèéìåìî x = (d, b, a), y = (a, l, c) i ðîçãëÿíåìî åëåìåíò
x−1y−1xy. Ìà¹ìî

f(x−1y−1xy) = f(x−1)f(y−1)f(x)f(y) = (f(x))−1 f(x) (f(y))−1 f(y) = e′,

äå e′ � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G/H (ñëiä çàóâàæèòè, ùî òóò ìè
âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî G/H àáåëüîâà). Îòæå, x−1y−1xy ∈ H. Ç
iíøîãî áîêó, êîæåí ïîòðiéíèé öèêë (a, b, c) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
x−1y−1xy, ÿê ïîêàçó¹ ðiâíiñòü x−1y−1xy = (a, b, d)(c, l, a)(d, b, a)(a, l, c) =
(a, b, c).

Òâåðäæåííÿ 39. Ãðóï Sn ïðè n ≥ 5 íåðîçâ'ÿçíà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íîðìàëüíèõ ïiäãðóï G0 =
Sn ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gk = {e}, äëÿ ÿêî¨ ôàêòîðãðóïè Gi−1/Gi àáåëüîâi.
Îñêiëüêè ãðóïi Sn íàëåæàòü âñi ïîòðiéíi öèêëè, òî çà ïîïåðåäíiì òâåðä-
æåííÿì âîíè ïîâèííi íàëåæàòè êîæíié ãðóïi Gi. Àëå òîäi ãðóïà Gk íå
ìîæå áóòè òðèâiàëüíîþ.

Òåîðåìà 40. Äîâiëüíà ïiäãðóïà ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ðîçâ'ÿçíà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé G ðîçâ'ÿçíà ãðóïà, òîáòî äëÿ G iñíó¹ òàêèé ëàíöþæîê
ïiäãðóï G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn = {e}, ùî Gi íîðìàëüíà ïiäãðóïà
â Gi−1 i ôàêòîðãðóïè Gi−1/Gi àáåëüîâi, i = 1, 2, . . . , n. ßêùî H äîâiëüíà
ïiäãðóïà ãðóïè G, òî ïðèéìåìî Hi = H ∩Gi. Òîäi

Hi−1 ∩Gi = Hi−1 ∩Gi−1 ∩Gi = Hi−1 ∩Gi = Hi. (5.0.3)

Îñêiëüêè Gi íîðìàëüíà ïiäãðóïà â Gi−1, òî Hi íîðìàëüíà â Hi−1. Òåïåð,
âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 20 òà (5.0.3), îòðèìó¹ìî

Hi−1/Hi = Hi−1/Hi−1 ∩Gi ' Hi−1Gi/Gi ⊂ Hi−1Gi−1/Gi = Gi−1/Gi,

òîáòî Hi−1/Hi ¹ ïiäãðóïîþ àáåëüîâî¨ ãðóïè Gi−1/Gi, à òîìó àáåëüîâà.
Îòæå, äëÿ ïiäãðóïè H iñíó¹ ëàíöþæîê ïiäãðóï

H = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hn = {e},
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äå Hi íîðìàëüíà ïiäãðóïà â Hi−1 i ôàêòîðãðóïè Hi−1/Hi àáåëüîâi. Òîìó
ãðóïà H ðîçâ'ÿçíà.

Òåîðåìà 41. Ãîìîìîðôíèé îáðàç ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G ðîçâ'ÿçíà ãðóïà i Gi ïiäãðóïè âiäïîâiäíîãî ëàí-
öþæêà ïiäãðóï. Íåõàé f � ãîìîìîðôiçì i f(G) = G′. Ïåðåêîíà¹ìîñü,
ùî G′

i = f(Gi) óòâîðþþòü ëàíöþæîê íîðìàëüíèõ ïiäãðóï äëÿ ãðóïè G′.
Çà òâåðäæåííÿì 16, 4) G′

i ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G′
i−1. Ëåãêî

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ãîìîìîðôiçì f : Gi−1 → G′
i−1 ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì

Gi−1/Gi íà G′
i−1/G′

i, f(aGi) = f(a)G′
i. Ãðóïà Gi−1/Gi àáåëüîâà, Îñêiëüêè

ãîìîìîðôíèé îáðàç áåëüîâî¨ ãðóïè ¹ àáåëüîâîþ ãðóïîþ, òîìó îòðèìó¹-
ìî, ùî G′

i−1/G′
i àáåëüîâà ãðóïà i öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íàñëiäîê 42. Êîæíà ôàêòîðãðóïà ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðó-
ïîþ.

Òåîðåìà 43. Íåõàé G ñêií÷åííà ðîçâ'ÿçíà ãðóïà. Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
ïiäãðóï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ {e},
äå Gi−1 . Gi, i ôàêòîðãðóïè Gi−1/Gi öèêëi÷íi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ãðóïè G iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïiäãðóï G = G0 ⊃ G1 ⊃
G2 ⊃ · · · ⊃ Gn = {e} ç âëàñòèâiñòþ Gi / Gi−1 i ç àáåëüîâèìè ôàêòîð-
ãðóïàìè H i−1 = Gi−1/Gi, 1 ≤ i ≤ k. H i−1 � ñêií÷åííà àáåëüîâà ãðóïà,
òîìó âîíà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï K1⊕· · ·⊕Km. Ðîçãëÿíåìî
ëàíöþæîê ïiäãðóï ãðóïè H i−1:

H i−1 = H i−1,1 ⊃ H i−1,2 ⊃ · · · ⊃ H i−1,m ⊃ {e}, (5.0.4)

äå H i−1,j = Kj ⊕ · · · ⊕Km, 1 ≤ j ≤ m.
Ç òåîðåìè 20 ïðî içîìîðôiçìè ãðóï âèïëèâà¹, ùî ôàêòîð-ãðóïè

H i−1,j/H i−1,j+1 = Kj ⊕ (Kj+1 ⊕ · · · ⊕Km)/Kj+1 ⊕ · · · ⊕Km '
' Kj/Kj ∩ (Kj+1 ⊕ · · · ⊕Km) = Kj/{e} = Kj

¹ öèêëi÷íèìè ãðóïàìè. Çà ëàíöþæêîì ïiäãðóï (5.0.4) áóäó¹ìî ëàíöþæîê
ïiäãðóï ãðóïè Gi−1:

Gi−1 = Gi−1,1 ⊃ Gi−1,2 ⊃ · · · ⊃ Gi−1,m ⊃ Gi, (5.0.5)

äå Gi−1,j , 1 ≤ j ≤ m � ïðîîáðàç ïiäãðóïè Hi−1,j âiäíîñíî êàíîíi÷íîãî
ãîìîìîðôiçìó f : Gi−1 → Gi−1/Gi. Çà òâåðäæåííÿì 16, 4), Gi−1,j+1 ¹
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íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Gi−1,j . Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 21
ïðî içîìîðôiçìè ãðóï, ìà¹ìî:

Gi−1,j/Gi−1,j+1 ' Gi−1,j/Gi/Gi−1,j/Gi ' H i−1,j/H i−1,j+1 ' Kj .

Ìè äîâåëè, ùî ìiæ ãðóïàìè Gi−1 òà Gi ìîæíà âñòàâèòè ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ïiäãðóï òàê, ùî îäåðæèòüñÿ íîðìàëüíèé ëàíöþæîê ïiäãðóï (5.0.5)
ç öèêëi÷íèìè ôàêòîðãðóïàìè Gi−1,j/Gi−1,j+1. Çðîáèâøè öå äëÿ âñiõ i,
1 ≤ i ≤ k− 1, îäåðæèìî ëàíöþæîê ïiäãðóï, ïðî ÿêèé iäå ìîâà ó ôîðìó-
ëþâàííi òåîðåìè.

Âïðàâè

1. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ç äâîõ åëåìåíòiâ e, a iç çàêîíîì êîìïîçèöi¨
ee = e, ea = ae = a, aa = e ¹ ãðóïîþ.

2. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Cp∞ âñiõ êîðåíiâ
ðiâíÿíü xpn

= 1, n = 1, 2, . . . íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåëà ç îïå-
ðàöi¹þ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ, ¹ íåñêií÷åííîþ àáåëüîâîþ ãðóïîþ
(ãðóïà Cp∞ íàçèâà¹òüñÿ êâàçiöèêëi÷íîþ ãðóïîþ).

3. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïàìè Cpn , n = 1, 2, . . . , âè÷åðïóþòüñÿ âñi âëàñíi
ïiäãðóïè êâàçiöèêëi÷íî¨ ãðóïè Cp∞ .

4. Äîâåñòè, ùî ãðóïà S4 ìà¹, êðiì òðèâiàëüíèõ, ëèøå íàñòóïíi íîð-
ìàëüíi ïiäãðóïè:
à) ïiäãðóïó ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê A4;
á) �÷åòâåðíó ãðóïó Êëåéíà U4�, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäñòàíîâîê: (1),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

5. Äîâåñòè, ùî ôàêòîðãðóïà S4/U4 içîìîðôíà ãðóïi S3 (U4 � �÷åòâåð-
íà ãðóïà Êëåéíà�).

6. Äîâåñòè, ùî êîëè ïiäãðóïè H, K öèêëi÷íî¨ ãðóïè G çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó G/H ' G/K, òî H = K.

7. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäãðóïà i êîæíà ôàêòîðãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè
öèêëi÷íà.

8. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïà M = {X ∈ GLn(R) | detX > 0} íîðìàëüíà â
GLn(R).
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9. Íàâåñòè ïðèêëàä ãðóïè G i ¨ ¨ ïiäãðóï H, K, äëÿ ÿêèõ H /K, K /G,
àëå H íå ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â G.

10. Äîâåñòè, ùî ïîòðiéíi öèêëè (123), (124), . . . , (12n) ïðè n > 2 ïî-
ðîäæóþòü ãðóïó ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê An.

11. Äîâåñòè, ùî ãðóïà SLn(Z) ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè âèãëÿäó E +
Eij , (i 6= j), äå E îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, Eij � ìàòðèöÿ
ïîðÿäêó n, ÿêà íà ìiñöi (i, j) ìiñòèòü îäèíèöþ, à íà iíøèõ ìiñöÿõ
íóëi.

12. Äîâåñòè, ùî àáåëüîâà ãðóïà ¹ ïðîñòîþ ëèøå òîäi, êîëè âîíà öèê-
ëi÷íà i ìà¹ ïðîñòèé ïîðÿäîê.

13. Ïîêàçàòè, ùî AutS3
∼= S3.

14. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a b
0 1

)
, a 6= 0, âiäíîñíî çâè÷àé-

íîãî ìíîæåííÿ íàä äîâiëüíèì ÷èñëîâèì ïîëåì ìà¹ òðèâiàëüíèé
öåíòð.

15. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ëèøå äâi íåiçîìîðôíi ãðóïè ïîðÿäêó 6 öèêëi÷íà
ãðóïà Z6 i ñèìåòðè÷íà ãðóïà S3.

16. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê A4 íå ìiñòèòü ïiäãðóï ïî-
ðÿäêó 6.

17. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ïîðÿäêó 196 ìiñòèòü íîðìàëüíó ñèëîâñüêó p-
ïiäãðóïó.

18. Íåõàé ãðóïà G ìà¹ ïîðÿäîê pq (p, q ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà i p < q),
ïðè÷îìó ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ¹äèíà. Äîâåñòè, ùî òîäi G öèêëi÷íà
ãðóïà ïîðÿäêó pq.

19. Çíàéòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi ãðóïè ïîðÿäêó 15 (äèâ. çà-
äà÷ó 18).

20. Çíàéòè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi àáåëüîâi ãðóïè ïîðÿäêó 72.

21. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà àáåëüîâà ãðóïà ïîðÿäêó n, äå n íå äiëèòüñÿ
íà êâàäðàò æîäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, içîìîðôíà ãðóïi êîìïëåêñíèõ
êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.
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6 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ êiëåöü
6.1 Îçíà÷åííÿ òà íàéïðîñòiøi íàñëiäêè ç àêñiîì
Îçíà÷åííÿ 44. Àáåëüîâà ãðóïà (R, +) íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî íà
íié âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ, ÿêà çâ'ÿçàíà ç äîäàâàííÿì äèñòðèáó-
òèâíèì çàêîíîì:

(a + b)c = ac + bc i a(b + c) = ab + ac äëÿ âñiõ a, b, c ∈ R.

ßêùî (R, +, ·) � êiëüöå, òî (R, +) íàçèâàþòü àäèòèâíîþ ãðóïîþ êiëü-
öÿ R, à (R, ·) � ìóëüòèïëiêàòèâíèì ãðóïî¨äîì. Îïåðàöi¨ â êiëüöi íàçè-
âàþòü, âiäïîâiäíî, äîäàâàííÿì i ìíîæåííÿì. ßêùî ìíîæåííÿ àñîöiàòèâ-
íå, òîáòî a(bc) = (ab)c äëÿ âñiõ a, b, c ∈ R, òî êiëüöå (R, +, ·) íàçèâàþòü
àñîöiàòèâíèì. ßêùî ab = ba äëÿ âñiõ a, b, c ∈ R, òî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ
êîìóòàòèâíèì.

Ç îçíà÷åííÿ êiëüöÿ âèïëèâà¹, ùî â R iñíó¹ ¹äèíèé íåéòðàëüíèé âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ åëåìåíò 0. Ç iíøîãî áîêó, â (R, +, ·) ìîæå íå áóòè
íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà âñiõ
ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹ êiëüöåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ i â íüîìó, î÷åâèäíî, íåìà¹ íåéòðàëüíîãî âiäíîñíî ìíîæåííÿ
åëåìåíòà. Êiëüöå, â ÿêîìó iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî ìíîæåí-
íÿ (éîãî íàçèâàþòü îäèíè÷íèì åëåìåíòîì i ïîçíà÷àþòü 1), íàçèâà¹òüñÿ
êiëüöåì ç 1 . ßêùî â êiëüöi iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò 1, òî âií ¹äèíèé:
ìà¹ìî 1′ = 1′ · 1′′ = 1′′, ÿêùî 1′ i 1′′ � äâà îäèíè÷íi åëåìåíòè.

Îñêiëüêè êiëüöå ¹ àáåëüîâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî äîäàâàííÿ, òî â íüîìó
âiðíi âñi áåçïîñåðåäíi íàñëiäêè ç àêñiîì ãðóïè, à ñàìå, ¹äèíiñòü 0 i ïðî-
òèëåæíîãî åëåìåíòà, çàêîí ñêîðî÷åííÿ, ðiâíiñòü −(−a) = a, îäíîçíà÷íà
ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ a + x = b i ò.ï.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ñïèñêîì òèõ íàéïðîñòiøèõ âëàñòèâîñòåé êiëü-
öÿ, ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç àêñiîì.

Òâåðäæåííÿ 45. 1) a(b− c) = ab− ac, (b− c)a = ba− ca;
2) (

∑n
i=1 ai)

(∑m
j=1 bj

)
=

∑m,n
i=1,j=1 aibj;

3) an · am = an+m; (an)m = anm, äå an = a . . . a︸ ︷︷ ︸
n

, a0 = 1;

4) n(ab) = a · nb = na · b;
5) 0 · a = a · 0 = 0;
6) a(−b) = (−a)b = −(ab);
7) (−a)(−b) = ab
(òóò a, b, c, ai, bj � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ R, m,n ∈ Z).
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Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi 1)�4) ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî.
5)0 ·a = (0+0)a = 0 ·a+0 ·a. Çâiäñè 0+0 ·a = 0 ·a+0 ·a, âëàñòèâiñòü

0 · a = 0 âèïëèâà¹ iç çàêîíó ñêîðî÷åííÿ äëÿ ãðóï. Òàê ñàìî a · 0 = 0.
6) a(−b) + ab = a(−b + b) = a · 0 = 0 çà âëàñòèâiñòþ 5). Çâiäñè

a(−b) = −ab. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî (−a)b = −ab.
7) (−a)(−b) + (−a)b = −a(−b + b) = −a · 0 = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è 6),

îäåðæó¹ìî, ùî (−a)(−b) = ab.

Îçíà÷åííÿ 46. Åëåìåíò e êiëüöÿ R íàçâåìî iäåìïîòåíòîì, ÿêùî e2 =
e. ßêùî a i b � íåíóëüîâi åëåìåíòè êiëüöÿ R i ab = 0, òî a i b íàçèâàþòü
äiëüíèêàìè íóëÿ: a � ëiâèé äiëüíèê íóëÿ, à b � ïðàâèé äiëüíèê íóëÿ
ó âèïàäêó íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ. ßêùî ab = 1, òî a i b íàçèâàþòü
äiëüíèêàìè îäèíèöi (àáî îäèíèöÿìè) êiëüöÿ R. Î÷åâèäíî, ùî äiëüíèêè
íóëÿ íå ìîæóòü áóòè äiëüíèêàìè îäèíèöi i íàâïàêè. Íåíóëüîâèé åëåìåíò
êiëüöÿ, ÿêèé íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèì åëåìåíòîì.

Î÷åâèäíî, ùî 0 i 1 ¹ iäåìïîòåíòàìè, íàçâåìî ¨õ òðèâiàëüíèìè iäåì-
ïîòåíòàìè.

Òâåðäæåííÿ 47. Â êiëüöi áåç äiëüíèêiâ íóëÿ êîæíèé iäåìïîòåíò òðè-
âiàëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e ∈ R � iäåìïîòåíò, e 6= 0 i a ∈ R. Òîäi e(a − ea) =
ea − ea = 0, çâiäñè a = ea. Òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî ae = a. Îòæå,
e = 1.

Çàóâàæèìî, ùî â êiëüöi ç äiëüíèêàìè íóëÿ ìîæóòü áóòè íåòðèâiàëüíi
iäåìïîòåíòè. Íàïðèêëàä, åëåìåíòè 5̄ i 6̄ êiëüöÿ Z/10Z ¹ iäåìïîòåíòàìè.

Ìóëüòèïëiêàòèâíèé ìîíî¨ä (R, ·) àñîöiàòèâíîãî êiëüöÿ ç 1 â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó íå ¹ ãðóïîþ. Îäíàê iñíóþòü êiëüöÿ, â ÿêèõ íåíóëüîâi åëåìåí-
òè óòâîðþþòü ãðóïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Òàêi êiëüöÿ íàçèâàþòüòiëàìè.
Êîìóòàòèâíå òiëî íàçèâàþòü ïîëåì.

Ïiäìíîæèíó R1 êiëüöÿ R, ÿêà ñàìà ¹ êiëüöåì âiäíîñíî òèõ ñàìèõ
îïåðàöié, ùî i R, íàçèâàþòü ïiäêiëüöåì êiëüöÿ R. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi
ñàìîñòiéíî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 48. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà R1 êiëüöÿ R ¹ ïiäêiëüöåì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

à) ÿêùî a, b ∈ R1, òî a + b ∈ R1 i ab ∈ R1;
á) ÿêùî a ∈ R1, òî −a ∈ R1.
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Îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó {0} i âñå êiëüöå R íàçèâàþòü òðèâiàëüíèìè
ïiäêiëüöÿìè êiëüöÿ R.

Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ç îäèíèöåþ àêñiîìà
êîìóòàòèâíîñòi äîäàâàííÿ ¹ íàñëiäêîì iíøèõ àêñiîì êiëüöÿ. Ñïðàâäi,
0 = a + b + (−b − a) = a + b + (−1)(b + a). Çâiäñè âèïëèâà¹ b + a =
0 + (b + a) = a + b + (−1 + 1)(b + a) = a + b + 0(b + a) = a + b.

ßêùî R � êiëüöå áåç îäèíèöi, òî êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ íå ìîæíà
âèâåñòè ç iíøèõ àêñiîì. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó, âiçüìåìî äîâiëüíó
íåêîìóòàòèâíó ãðóïó R, ãðóïîâó îïåðàöiþ â R íàçâåìî äîäàâàííÿì, i
îçíà÷èìî íà R íóëüîâå ìíîæåííÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R çà îçíà-
÷åííÿì ab = 0, äå 0 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè R. Çðîçóìiëî, ùî R
çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè êiëüöÿ, êðiì êîìóòàòèâíîñòi äîäàâàííÿ.

Áóäü-ÿêó àáåëüîâó ãðóïó (A,+) ìîæíà ââàæàòè êiëüöåì, çàäàâøè
â A íóëüîâå ìíîæåííÿ. Òàêå êiëüöå íàçèâàþòü íóëüîâèì.

Âiäçíà÷èìî, ùî ìè îáìåæó¹ìî ñåáå âèâ÷åííÿì àñîöiàòèâíèõ êiëåöü,
òîìó äàëi òåðìií êiëüöå îçíà÷àòèìå àñîöiàòèâíå êiëüöå.

6.2 Ïðèêëàäè êiëåöü i òië
à) ×èñëîâi êiëüöÿ. Ìíîæèíè Z,Q,R,C iç çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè

äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ¹ êiëüöÿìè. Î÷åâèäíî, ùî âñi öi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè
ç îäèíèöåþ. Êiëüöÿ Q,R,C ¹ ïîëÿìè, êiëüöå Z íå ¹ ïîëåì. Ìíîæèíà 2Z
âñiõ ïàðíèõ ÷èñåë ¹ êiëüöåì áåç îäèíèöi. Ó ëàíöþæêó âêëþ÷åíü 2Z ⊂
Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C êîæíå êiëüöå ¹ ïiäêiëüöåì âñiõ êiëåöü, ó ÿêi âîíî
âêëþ÷åíå.

ßêùî R � áóäü-ÿêå ïiäêiëüöå ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, òî íàçâå-
ìî R ÷èñëîâèì êiëüöåì. Íåõàé R � ÷èñëîâå êiëüöå i α ∈ C. Òîäi ìíîæèíà
R[α] = {a0 + a1α + · · · + anαn | ai ∈ R} � òåæ ÷èñëîâå êiëüöå âiäíîñíî
çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

á) Êiëüöÿ ìàòðèöü. Íåõàé R � áóäü-ÿêå êiëüöå. Ìíîæèíà Mn(R)
êâàäðàòíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R ¹ êiëüöåì âiä-
íîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü: äëÿ
[aij ], [bij ] ∈ Mn(R)

[aij ] + [bij ] = [aij + bij ], [aij ] · [bij ] =

[
n∑

k=1

aikbkj

]
.

Çîêðåìà, ìîæíà ðîçãëÿäàòè êiëüöÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó, åëåìåíòàìè
ÿêèõ ¹ ìàòðèöi m-ãî ïîðÿäêó: Mn (Mm(R)).
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Êiëüöÿ ìàòðèöü Mn(R) ¹ íåêîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè, íàâiòü ÿêùî
êiëüöå R êîìóòàòèâíå. Â êiëüöÿõ ìàòðèöü ¹ áàãàòî äiëüíèêiâ íóëÿ i íå-
òðèâiàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ. Íàïðèêëàä, ( 1 0

0 0 ) ∈ M2(Z) ¹ äiëüíèêîì íóëÿ i
iäåìïîòåíòîì. Çàóâàæèìî, ùî ïiäìíîæèíà ìàòðèöü A = {( a 0

0 0 ) | a ∈ Z}
¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Mn(Z). Îäèíè÷íèì åëåìåíòîì êiëüöÿ A ¹ ìàòðèöÿ
( 1 0

0 0 ), îäèíè÷íèì åëåìåíòîì êiëüöÿ Mn(Z) ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ( 1 0
0 1 ). Öå

ïîêàçó¹, ùî îäèíèöÿ ïiäêiëüöÿ ìîæå íå áóòè îäèíèöåþ êiëüöÿ.
â) Êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ. ßêùî R � áóäü-ÿêå êiëüöå, òî ìîæíà ïî-

áóäóâàòè êiëüöå R[X] ìíîãî÷ëåíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R. Êiëüöå
ìíîãî÷ëåíiâ R[X] êîìóòàòèâíå, ÿêùî R êîìóòàòèâíå, i áåç äiëüíèêiâ íó-
ëÿ, ÿêùî R áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. Çîêðåìà, âñi êiëüöÿ Z[X], Z[X1, . . . , Xn]
(àáî, áiëüø çàãàëüíî, R[X], R[X1, . . . , Xn], äå R � áóäü-ÿêå ÷èñëîâå êiëü-
öå) ¹ êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè ç 1 i áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

ã) Êiëüöÿ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Íåõàé R � äîâiëüíå
êiëüöå. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R [[X]] = {(a0, a1, . . . , an, . . . ) | ai ∈ R} âñiõ
íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ êiëüöÿ R. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
(a0, a1, . . . , an, . . . ) =

∑∞
n=0 anXn. Îçíà÷èìî íà R [[X]] äâi îïåðàöi¨:

∞∑

n=0

anXn +
∞∑

n=0

bnXn =
∞∑

n=0

(an + bn)Xn

( ∞∑

n=0

anXn

)
·
( ∞∑

n=0

bnXn

)
=

∞∑

n=0




∞∑

i+j=n

aibj


Xn.

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ìíîãî÷ëåíiâ ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî R [[X]] � êiëüöå
âiäíîñíî öèõ îïåðàöié.

ä) Êiëüöÿ ôóíêöié. Íåõàé R � äîâiëüíå êiëüöå. Ðîçãëÿíåìî ìíî-
æèíó RM =df= {f : M → R} � âñiõ âiäîáðàæåíü ç M ó R. Îçíà÷èìî íà
öié ìíîæèíi RM äâi îïåðàöio äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ: äëÿ f, g ∈ RM

(f + g)(m) = f(m) + g(m), (f · g)(m) = f(m)g(m).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî RM ¹ êiëüöåì âiäíîñíî öèõ îïåðàöié. ßêùî R �
êiëüöå ç 1, òî i RM � êiëüöå ç 1 (îäèíè÷íèé åëåìåíò êiëüöÿ RM � öå
âiäîáðàæåííÿ 1̃ : M → R, äëÿ ÿêîãî 1̃(m) = 1, äå 1 � îäèíè÷íèé åëåìåíò
êiëüöÿ R).

Çîêðåìà, êiëüöÿìè ¹ ìíîæèíè F(a,b) (ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ôóíêöié,
âèçíà÷åíèõ íà iíòåðâàëi (a, b)), à ¨õ ïiäêiëüöÿìè � C(a,b) (ìíîæèíà âñiõ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà (a, b)), C

(n)
(a,b) (ìíîæèíà âñiõ n ðàçiâ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié) i ò.ï.
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å) Ïðèêëàä áóëüîâîãî êiëüöÿ. Áóëüîâèì êiëüöåì íàçèâàþòü êiëü-
öå, â ÿêîìó âñi åëåìåíòè ¹ iäåìïîòåíòàìè. Íåõàé M � äîâiëüíà ìíîæèíà,
2M � ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M . Ðîçãëÿíåìî íà ìíîæèíi 2M

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ:

A + B
df= (A ∪B) \ (A ∩B), A ·B df= A ∩B.

Ðîëü íóëÿ òóò âiäiãðà¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà, à ðîëü îäèíèöi � âñÿ ìíîæè-
íà M . Ðiâíiñòü A+A = (A∪A)\ (A∩A) = ∅ ïîêàçó¹, ùî −A = A, çâiäñè
2A = ∅. Î÷åâèäíî, ùî A2 = A ∩ A = A. Îòæå, 2M ¹ áóëüîâèì êiëüöåì
(ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî 2M ¹ êiëüöåì âiäíîñíî
âèçíà÷åíèõ âèùå îïåðàöié).

¹) Ïðèêëàä íåêîìóòàòèâíîãî òiëà (òiëî êâàòåðíiîíiâ). Ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó H, åëåìåíòè ÿêî¨ íàçâåìî êâàòåðíiîíàìè

H =
{(

u v
−v u

)
| u, v ∈ C

}
⊂ M2(C),

äå (·) îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ. Ç ðiâíîñòåé
(

u v
−v u

)
+

(
z t
−t z

)
=

(
u + z v + t

−(v + t) (u + z)

)
,

−
(

u v
−v u

)
=

( −u −v

−(−v) −u

)
,

(
u v
−v u

)
·
(

z t
−t z

)
=

(
uz − vt ut + vz

−(ut + vz) uz − vt

)

çãiäíî òâåðäæåííÿ 48 âèïëèâà¹, ùî H � ïiäêiëüöå êiëüöÿ M2(C). Ïåðå-
êîíà¹ìîñÿ, ùî êîæíà íåíóëüîâà ìàòðèöÿ ç êiëüöÿ H ìà¹ îáåðíåíó, ùî
çíîâó íàëåæèòü äî H.

Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî êîëè u = a + bi i v = c + di, òî uu + v =
a2 + b2 + c2 + d2. Òîìó ç ( u v

−v u ) 6= ( 0 0
0 0 ) âèïëèâà¹ uu + vv 6= 0. Òåïåð

(
u v
−v u

)
1

uu + vv

(
u −v
v u

)
=

(
1 0
0 1

)
=

1
uu + vv

(
u −v
v u

)(
u v
−v u

)
,

òîáòî
1

uu + vv

(
u −v
v u

)
=

(
u v
−v u

)−1

.

Îòæå, H � òiëî, âîíî íåêîìóòàòèâíå, áî, íàïðèêëàä,
(

i 0
0 −i

) (
0 i
i 0

) 6=(
0 i
i 0

) (
i 0
0 −i

)
.
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Îòîòîæíèìî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R ç ïiäêiëüöåì ìàòðèöü ó H âèãëÿäó
( a 0

0 a ) çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ a 7→ ( a 0
0 a ). Çðîçóìiëî, ùî öå âiäîáðà-

æåííÿ ñóìó (äîáóòîê) äiéñíèõ ÷èñåë ïåðåâîäèòü ó ñóìó (äîáóòîê) âiäïî-
âiäíèõ ¨ì ìàòðèöü. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

id =
(

1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
.

Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ìî, âðàõîâóþ÷è îòîòîæíåííÿ a = ( a 0
0 a ), ( u v

−v u ) =
a + bi + cj + dk, äå u = a + bi, v = c + di. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j.
(6.2.1)

Êâàòåðíiîí x = a − bi − cj − dk íàçèâàþòü ñïðÿæåíèì äî êâàòåðíiîíà
x = a + bi + cj + dk. Ïåðåìíîæàþ÷è êâàòåðíiîíè x i x, ç âðàõóâàííÿì
âëàñòèâîñòåé (6.2.1), àáî, ùî ëåãøå, âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íèé çàïèñ
êâàòåðíiîíiâ, îäåðæó¹ìî xx = xx = a2 + b2 + c2 + d2. Äîáóòîê xx ïîçíà-
÷àþòü N(x) i íàçèâàþòü íîðìîþ êâàòåðíiîíà x. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî
N(xy) = N(x)N(y). Êðiì òîãî, ÿñíî, ùî äëÿ íåíóëüîâîãî êâàòåðíiîíà x
ìà¹ìî x · x

N(x) = x
N(x) · x = 1, îòæå, x−1 = x

N(x) .
æ) Ñêðó÷åíi ðÿäè Ëîðàíà. Ìíîæèíà ñêðó÷åíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà

ñëóæèòü ùå îäíèì ïðèêëàäîì íåêîìóòàòèâíîãà òiëà. Ðîçãëÿíåìî âiäîá-
ðàæåííÿ σ : C → C, äëÿ ÿêîãî σ(x) = x ((·) îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿ-
æåííÿ, σt = σ ◦ · · · ◦ σ︸ ︷︷ ︸

tðàçiâ
, äå ◦ îçíà÷à¹ äîáóòîê âiäîáðàæåíü); çðîçóìiëî,

ùî

σt(x) =

{
x, t � ïàðíå,
x, t � íåïàðíå.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó C ((x, τ)) âñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ
∑

k≥n xkak, äå
n ∈ Z, ak ∈ C äëÿ âñiõ k ≥ n. Ðiâíiñòü ðÿäiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâè-
ëîì

∑
k≥n xkak =

∑
k≥m xkbk, ÿêùî ak = bk äëÿ âñiõ k ≥ min{m,n} i

ak = 0 äëÿ n ≤ k < min{m,n}, à òàêîæ bk = 0 äëÿ m ≤ k < min{m,n}
(ÿêùî m < n). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè åëåìåí-
òiâ C ((x, τ)) ìîæíà ââàæàòè, ùî ¨õ çàïèñè ïî÷èíàþòüñÿ ç îäíîãî i òîãî
æ n. Äîäàâàííÿ ðÿäiâ îçíà÷èìî ïîêîìïîíåíòíî:

∑

k≥n

xkak +
∑

k≥n

xkbk =
∑

k≥n

xk(ak + bk).
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Ìíîæåííÿ ðÿäiâ îçíà÷èìî, âèõîäÿ÷è ç óìîâè (xka)(xtb) = xk+tσt(a)b i
òîäi ∑

k≥n

xkak ·
∑

k≥m

xkbk =
∑

k≥m

xkck,

äå ck =
∑

i+j=k σj(ai)bj . Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî C ((x, τ))
âiäíîñíî ââåäåíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ¹ òiëîì, ÿêå íàçèâà-
þòü òiëîì ñêðó÷åíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà. (Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ïåðåâiðèòè öå
â ÿêîñòi âïðàâè.)

ç) Ïðèêëàä íåàñîöiàòèâíîãî êiëüöÿ. Ìíîæèíà 3-âèìiðíèõ âåê-
òîðiâ ç äiéñíèìè êîîðäèíàòàìè iç çâè÷àéíèì äîäàâàííÿì òà âåêòîðíèì
ìíîæåííÿì â ÿêîñòi äîáóòêó.

6.3 Ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè
Íåõàé {R, +, ·} � êiëüöå i {S, +, ·} � àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà ç äâîìà
áiíàðíèìè àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè (�äîäàâàííÿ� i �ìíîæåííÿ�). Âiäîá-
ðàæåííÿ φ : R → S íàçâåìî ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî

φ(a + b) = φ(a) + φ(b), φ(a · b) = φ(a) · φ(b)

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R. φR íàçâåìî ãîìîìîðôíèì îáðàçîì êiëüöÿ R
âiäíîñíî ãîìîìîðôiçìó φ.

Òâåðäæåííÿ 49. Ãîìîìîðôíèé îáðàç êiëüöÿ ¹ êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå â ñèëó òîãî ôàêòó, ùî ãîìîìîðôíèé
îáðàç íàïiâãðóïè (ãðóïè) ¹ çíîâó íàïiâãðóïîþ (ãðóïîþ). Îñêiëüêè ãîìî-
ìîðôíèé îáðàç ìîíî¨äà ¹ çíîâó ìîíî¨äîì, òî î÷åâèäíî, ùî êîëè R ìà¹
îäèíèöþ, òî ¨é âiäïîâiäà¹ îäèíèöÿ êiëüöÿ φR. ßêùî R � êîìóòàòèâíå
êiëüöå, òî φR � òåæ êîìóòàòèâíå êiëüöå. Çàçíà÷èìî, ùî êîëè R � êiëüöå
áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, òî φR íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ i
íàâïàêè � êiëüöå R ìîæå ìàòè äiëüíèêè íóëÿ, à φR ìîæå ¨õ íå ìàòè.

Îäíèì ç ïðèêëàäiâ ãîìîìîðôiçìó ¹ âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ äiàãîíàëü-
íèõ ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë â ïîëå äiéñíèõ
÷èñåë, çàäàíèé óìîâîþ: φ

((
a 0
0 b

))
= a.

Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü íàçâåìî içîìîðôiçìîì, i òîé ôàêò,
ùî ìiæ êiëüöÿìè {R, +, ·} i {S, +, ·} iñíó¹ içîìîðôiçì, ïîçíà÷èìî R ∼= S.

Íåõàé R i S � êiëüöÿ i φ � ãîìîìîðôiçì R â S. ßêùî φR = S, òîäi
φ íàçèâà¹òüñÿ åïiìîðôìiçìîì êiëüöÿ R â S. Ãîìîìîðôiçì φ êiëüöÿ R â
êiëüöå S íàçâåìî ìîíîìîðôiçìîì, ÿêùî φ � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.
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6.4 Âêëàäåííÿ êiëüöÿ â êiëüöå ç îäèíèöåþ
Äëÿ äîâiëüíîãî êiëüöÿ R iñíó¹ êiëüöå ç îäèíèöåþ R1 i ìîíîìîðôiçì φ
êiëüöÿ R â R1. Êiëüöå R1 âèçíà÷èìî, ÿê ìíîæèíó ïàð (a,m), äå a ∈ R,
m ∈ Z, à îïåðàöio îçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

(a, n) + (b,m) = (a + b, n + m), (a, n) · (b,m) = (ab + ma + nb, nm).

Ñòàíäàðòíà ïåðåâiðêà, çðîáèòè ÿêó ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi âïðà-
âè, ïîêàçó¹, ùî âiäíîñíî ââåäåíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ R1 ¹
êiëüöåì ç îäèíèöåþ (îäèíèöåþ ¹ ïàðà (0, 1)). Ìîíîìîðôiçì φ îçíà÷à¹-
òüñÿ òàê: φ(a) = (a, 0) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R.

6.5 Ïðÿìi äîáóòêè òà ïðÿìi ñóìè êiëåöü
Íåõàé I � äîâiëüíà ìíîæèíà, {Ri}i∈I � ðîäèíà êiëåöü. Çîâíiøíiì ïðÿ-
ìèì äîáóòêîì êiëåöü Ri íàçèâàþòü ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü

f : I →
⋃

i∈I
Ri

ç ìíîæèíè I â îá'¹äíàííÿ ìíîæèí Ri òàêèõ, ùî f(i) ∈ Ri. Ïðÿìèé
äîáóòîê êiëåöü ïîçíà÷àþòü

∏
i∈I Ri. Íà ìíîæèíi

∏
i∈I Ri âèçíà÷àþòü

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ:

(f + g)(i) df= f(i) + g(i), (f · g)(i) df= f(i)g(i).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
∏

i∈I Ri ¹ êiëüöåì âiäíîñíî öèõ îïåðàöié. Ïîçíà-
÷èâøè f(i) = fi ∈ Ri, åëåìåíòè ïðÿìîãî äîáóòêó ìîæíà îòîòîæíèòè
ç íåñêií÷åííèìè ðÿäêàìè (. . . , fi, . . . ). Ç îçíà÷åííÿ îïåðàöié â ïðÿìîìó
äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî òàêi ðÿäêè äîäàþòüñÿ i ïåðåìíîæàþòüñÿ ïîêîì-
ïîíåíòíî:

(. . . , fi, . . . ) + (. . . , gi, . . . ) = (. . . , fi + gi, . . . ),
(. . . , fi, . . . ) · (. . . , gi, . . . ) = (. . . , figi, . . . ).

Ïiäêiëüöå S êiëüöÿ R =
∏

i∈I Ri, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òàêèõ ðÿäêiâ,
ó ÿêèõ ìàéæå âñi åëåìåíòè äîðiâíþþòü íóëåâi íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ (çîâ-
íiøíüîþ) ñóìîþ êiëåöü Ri.

ßêùî ìíîæèíà I ñêií÷åííà, òî ïîíÿòòÿ ïðÿìîãî äîáóòêó òà ïðÿìî¨
ñóìè çáiãàþòüñÿ: â îáîõ âèïàäêàõ öå ìíîæèíà

{(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ri, 1 ≤ i ≤ n}
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ç ïîêîìïîíåíòíèìè äîäàâàííÿì i ìíîæåííÿì. Ïðÿìà ñóìà (ïðÿìèé äî-
áóòîê) êiëåöü R1, . . . , Rn ïîçíà÷à¹òüñÿ R1 ⊕ · · · ⊕Rn,

Çàóâàæèìî, ùî ïðÿìi äîáóòêè i ïðÿìi ñóìè çâ'ÿçàíi ç iäåìïîòåíòàìè.
Òàê êiëüöå Z íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ iäåìïîòåíòiâ, àëå â ïðÿìié ñóìi Z⊕Z
¹ íåòðèâiàëüíi iäåìïîòåíòè (1, 0) i (0, 1).

Íàâïàêè, âiðíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 50. ßêùî â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi ç 1 iñíó¹ íåòðèâiàëü-
íèé iäåìïîòåíò, òî R ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó ïiäêiëåöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e � íåòðèâiàëüíèé iäåìïîòåíò. Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæè-
íó eR = {ea | a ∈ R}. Ìà¹ìî ea + eb = e(a + b), ea · eb = e2ab = eab i
−ea = e(−a). Òîìó ç êðèòåðiþ ïiäêiëüöÿ (òâåðäæåííÿ 48) âèïëèâà¹, ùî
eR � ïiäêiëüöå. Äàëi, (1−e)2 = 1−2e+e2 = 1−2e+e = 1−e, îòæå, 1−e
� òåæ iäåìïîòåíò i çà äîâåäåíèì (1− e)R � òåæ ïiäêiëüöå êiëüöÿ R. Ç
ðiâíîñòi 1 = e + (1− e) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R ìà¹ìî
a = ea + (1− e)a.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : R → eR⊕ (1− e)R, φ(a) = (ea, (1− e)a).
Î÷åâèäíî, φ ñþð'¹êòèâíå. ßêùî φ(a) = φ(b), òî ea = eb i a− ea = b− eb,
çâiäêè a = b. Îòæå, φ ií'¹êòèâíå, à òîìó ái¹êòèâíå.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, íàðåøòi, ùî φ ïåðåâîäèòü ñóìó (äîáóòîê) åëåìåíòiâ
â ñóìó (äîáóòîê) ¨õ îáðàçiâ: φ(a+b) = (e(a + b), (1− e)(a + b)) = (ea, (1−
e)a) + (eb, (1 − e)b) = φ(a) + φ(b) i φ(ab) = (eab, (1 − e)ab) = (e2ab, (1 −
e)2ab) = (ea, (1− e)a) · (eb, (1− e)b) = φ(a)φ(b). Öå îçíà÷à¹, ùî êiëüöå R
îòîæíþ¹òüñÿ (òî÷íiøå êàæó÷è, içîìîðôíå) ç ïðÿìîþ ñóìîþ êiëåöü eR
òà (1− e)R.

7 Iäåàëè òà ôàêòîð êiëüöÿ
7.1 Îçíà÷åííÿ iäåàëiâ. Ãîëîâíi òà ñêií÷åííî ïîðîäæåíi

iäåàëè
Íåõàé R äîâiëüíå êiëüöå. Ñåðåä ïiäêiëåöü îñîáëèâó ðîëü ãðàþòü ïiä-
êiëüöÿ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ iäåàëàìè: ¨õ ðîëü àíàëîãi÷íà ðîëi íîðìàëüíèõ
ïiäãðóï â òåîði¨ ãðóï.

Îçíà÷åííÿ 51. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì
(ëiâèì) iäåàëîì, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:
à) i1 − i2 ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ i1, i2 ∈ I;
á) ir ∈ I (ri ∈ I) äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ I, r ∈ R.
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Àíàëîãû÷íî, íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì
iäåàëîì, ÿêùî:

à) i1 − i2 ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ i1, i2 ∈ I;

á) ri ∈ I äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ I, r ∈ R.

Íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó I êiëüöÿ R, ÿêà ¹ îäíî÷àñíî ëiâèì i ïðàâèì
iäåàëîì R, íàçâåìî äâîái÷íèì iäåàëîì êiëüöÿ R, àáî ñêîðî÷åíî iäåàëîì
Êiëüöÿ R. Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ öi òðè ïîíÿòòÿ (ïðàâèé (ëi-
âèé) iäåàë òà iäåàë), î÷åâèäíî, çâîäÿòüñÿ äî îäíîãî.

Êîæåí (ëiâèé, ïðàâèé) iäåàë êiëüöÿ R ¹, î÷åâèäíî, ïiäêiëüöåì â R.

Òâåðäæåííÿ 52. Êîæíèé (ëiâèé, ïðàâèé) iäåàë êiëüöÿ R ¹ éîãî ïiä-
êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî I, íàïðèêëàä, ëiâèé iäåàë i a, b ∈ I, òî 0 = a − a ∈ I,
îòæå, −b = 0− b ∈ I, òîìó a + b ∈ I; ab ∈ I çà îçíà÷åííÿì iäåàëó. Îòæå,
I çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì êðèòåðiþ ïiäêiëüöÿ (òâåðäæåííÿ 48).

Çàóâàæåííÿ 53. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå: Z ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ Q,
àëå Z íå ¹ iäåàëîì â Q.

Ïðèêëàäè. ßñíî, ùî òðèâiàëüíi ïiäêiëüöÿ (à ñàìå {0} i R) êiëüöÿ R
¹ çàâæäè iäåàëàìè (òðèâiàëüíèìè iäåàëàìè) êiëüöÿ R. Iäåàë I êiëüöÿ
íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíèì, ÿêùî I 6= (0) i I 6= R. Iäåàëîì êiëüöÿ öi-
ëèõ ÷èñåë ¹, íàïðèêëàä, êiëüöå ïàðíèõ ÷èñåë. Äiàãîíàëüíi ìàòðèöi äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè óòâîðþþòü ïiäêiëüöå, àëå íå iäå-
àë, â êiëüöi ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Ñåðåä
ïðèêëàäiâ iäåàëiâ îñîáëèâó ðîëü âiäiãðàþòü iäåàëè, ïîðîäæåíi åëåìåí-
òîì, à ñàìå: ïðàâèì iäåàëîì, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a ∈ R íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà (a)r = {ar + na | r ∈ R, n ∈ Z}. Àíàëîãi÷íî îçíà÷à¹-
òüñÿ ëiâèé iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì a, (a)l = {ra + na | r ∈ R,n ∈
Z}. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà (a)r ñïðàâäi ¹ ïðàâèì iäåàëîì:
r1a + n1a − (r2a + n2a) = (r1 − r2)a + (n1 − n2)a ∈ (a)l i ÿêùî s ∈ R, òî
(ar + na)s = a(rs) + n(as) ∈ (a)l. Ïðàâèé iäåàë (a)r ¨, î÷åâèäíî, íàéìåí-
øèì ïðàâèì iäåàëîì, ÿêèé ìiñòèòü a, à òîìó (a)r ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê
ïåðåòèí âñiõ ïðàâèõ iäåàëiâ, ùî ìiñòÿòü åëåìåíò a.

ßêùî êiëüöå R ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ, òî ar +na = ar +n1 ·a = a(r +
n · 1) = ar′, äå r′ ∈ R. Òîáòî ó öüîìó âèïàäêó (a)r = aR = {ar | r ∈ R}.

Ïðàâèé iäåàë, ïîðîäæåíèé îäíèì åëåìåíòîì a, íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì
ïðàâèì iäåàëîì. Àíàëîãi÷íî îçíà÷àþòü ãîëîâíèé ëiâèé iäåàë.
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Çíàéäåìî âñi iäåàëè êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë. Â ñèëó íàâåäåíèõ âèùå ìið-
êóâàíü, iäåàëàìè â Z ¹ ãîëîâíi iäåàëè aZ, äå a ∈ Z. Îñêiëüêè iäåàë �
öå ïiäãðóïà âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, à âñi ïiäãðóïè öèêëi÷íî¨ ãðóïè
öèêëi÷íi, òî ïðàâèëüíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, òîáòî iäåàëàìè aZ âè÷åð-
ïóþòüñÿ âñi iäåàëè êiëüöÿ Z.

Íå ñëiä äóìàòè, ùî â êiëüöÿõ ¹ ëèøå ãîëîâíi iäåàëè. Òàê, íàïðèêëàä,
â êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ P [X, Y ] âiä äâîõ çìiííèõ X,X íàä ïîëåì P , iäåàë I,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîãî÷ëåíiâ áåç âiëüíîãî ÷ëåíà, íå ¹ ãîëîâíèì. ßêáè
I áóâ ãîëîâíèì, òî âií ñêëàäàâñÿ á ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêi äiëÿòüñÿ íà
äåÿêèé ôiêñîâàíèé ìíîãî÷ëåí f0. Çíà÷èòü, íà íüîãî äiëÿòüñÿ ìíîãî÷ëåíè
X i Y , àëå ó íèõ ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè ¹ ëèøå êîíñòàíòè, ÿêèõ â I íåìà¹.

Ó êiëüöi Mn(R), n > 1, ïiäìíîæèíà ìàòðèöü ç íóëüîâèì i-èì ðÿä-
êîì ¹ ïðàâèì (àëå íå ëiâèì) iäåàëîì. Òàê ñàìî, ïiäìíîæèíà ìàòðèöü ç
íóëüîâèì j-èì ñòîâï÷èêîì ¹ ëiâèì (àëå íå ïðàâèì) iäåàëîì.

Îçíà÷åííÿ 54. Ïðàâèì iäåàëîì (a1, . . . , am)r êiëüöÿ R, ïîðîäæåíèì
åëåìåíòàìè a1, . . . , am, íàçèâàþòü ñóêóïíiñòü âñiõ ñóì

m∑

i=1

airi +
m∑

j=1

njaj ,

äå ri ∈ R, nj ∈ Z. Ó âèïàäêó êiëüöÿ ç îäèíèöåþ öåé ïðàâèé iäåàë ¹
ìíîæèíîþ {∑m

i=1 airi | ri ∈ R} i ïîçíà÷à¹òüñÿ a1R + · · · + amR. Âií ¹
ïåðåòèíîì âñiõ ïðàâèõ iäåàëiâ, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíòè a1, a2, . . . , am. Öåé
iäåàë íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì ïðàâèì iäåàëîì, ïîðîäæåíèì
åëåìåíòàìè a1, a2, . . . , am. Òàê ñàìî îçíà÷àþòüñÿ ñêií÷åííîïîðîäæåíi ëi-
âi iäåàëè.

7.2 Iäåàëè â ïîëi
Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ.

Òâåðäæåííÿ 55. ßêùî â iäåàëi I êiëüöÿ R ¹ îáåðòîâíi åëåìåíòè, òî
I = R.

Äîâåäåííÿ. ßêùî iäåàë I ìiñòèòü åëåìåíò a, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ òàêèé åëå-
ìåíò b, ùî ab = 1, òî 1 ∈ I, i äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ R ìà¹ìî r = r · 1 ∈ I,
òîáòî R ⊂ I, îòæå, I = R.

Òâåðäæåííÿ 56. Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ ïîëåì òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âñi éîãî iäåàëè òðèâiàëüíi.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà â ñèëó òâåðäæåííÿ 55. Íàâïàêè, íå-
õàé âñi iäåàëè êiëüöÿ R òðèâiàëüíi, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëå-
ìåíòà a iäåàë aR ñïiâïàäà¹ ç R. Çâiäñè 1 ∈ aR, òîáòî iñíó¹ òàêå b, ùî
1 = ab, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

7.3 Ôàêòîð-êiëüöÿ
Íåõàé I � iäåàë â êiëüöi R. Çà òâåðäæåííÿì 52 I � ïiäêiëüöå â R,
çîêðåìà, I � ïiäãðóïà àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ R. Ïiä ðîçáèòòÿì êiëüöÿ R
çà iäåàëîì I ìè ðîçóìi¹ìî ðîçáèòòÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè R íà ñóìiæíi êëàñè
a

df= a + I.
ßêùî R =

⋃
(a + I) � ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R íà ñóìiæíi êëàñè çà iäå-

àëîì I, òî öå ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöiÿìè i íà ôàêòîð-ìíîæèíi
îïåðàöi¨ ìîæíà çàäàòè òàê:

(a + I) + (b + I) = (a + b) + I, (a + I)(b + I) = ab + I,

àáî, ïîçíà÷èâøè a + I
df= a,

a + b = a + b, a · b = ab. (7.3.1)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôàêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè R, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹
ñóìiæíi êëàñè a = a + I ¹ êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié (7.3.1). Öå êiëüöå
íàçèâàþòü ôàêòîð-êiëüöåì êiëüöÿ R çà iäåàëîì I i ïîçíà÷àþòü R/I.

Äóæå âàæëèâèìè ïðèêëàäàìè ôàêòîð-êiëåöü ¹ êiëüöÿ êëàñiâ ëèøêiâ,
ÿêi âèâ÷àëèñÿ â êóðñi àëãåáðè i òåîði¨ ÷èñåë (I ñåìåñòð). Çîêðåìà, ó I
ñåìåñòði áóëî äîâåäåíî, ùî êiëüöå Z/nZ ¹ ïîëåì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
n � ïðîñòå ÷èñëî. Íàâåäåìî ùå îäèí âàðiàíò äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó.
ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ç íàñëiäêó äî òåîðåìè Ëàãðàíæà âèïëèâà¹, ùî
ãðóïà Z/pZ ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíi ïiäãðóïè, îòæå, êiëüöå Z/pZ ìà¹ ëèøå
òðèâiàëüíi iäåàëè, òîìó çà òâåðäæåííÿì 56 Z/pZ ¹ ïîëåì. Íàâïàêè, ÿêùî
p íå ïðîñòå ÷èñëî, òî p = p1p2, äå p1 < p, p2 < p. Çâiäñè 0 = p = p1 · p2,
äå p1 6= 0 i p2 6= 0. Îòæå, â Z/pZ iñíóþòü äiëüíèêè íóëÿ i òîìó âîíî íå
ìîæå áóòè ïîëåì.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè R êîìóòàòèâíå êiëüöå, òî i âñi ôàêòîð-êiëüöÿ
R/I êiëüöÿ R êîìóòàòèâíi. ßêùî R êiëüöå ç 1, òî i ôàêòîð-êiëüöå R/I
ìà¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò 1̄ = 1+I. Àëå, ÿêùî R êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ,
òî, ÿê âèäíî ç ïîïåðåäíüîãî àáçàöó, ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ R ìîæå ìàòè
äiëüíèêè íóëÿ.
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7.4 Òåîðåìè ïðî ãîìîìîðôiçì
Ôàêòîð-êiëüöÿ òà iäåàëè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ãîìîìîðôiçìàìè êiëåöü. Ïåðø
çà âñå, ÿêùî I � iäåàë êiëüöÿ R, òî âèçíà÷åíå ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ

φ : K → K/I, (7.4.1)

äëÿ ÿêîãî φ(a) = a+ I = a. Äóæå ëåãêà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî φ � ãîìî-
ìîðôiçì. Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (7.3.1) îïåðàöié ó ôàêòîð-
êiëüöi, ìà¹ìî φ(a + b) = a + b = a + b = φ(a) + φ(b) i φ(ab) = ab = a · b =
φ(a)φ(b). Ãîìîìîðôiçì (7.4.1) íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì àáî ïðèðîäíèì ãî-
ìîìîðôiçìîì.

Íåõàé òåïåð f : R1 → R2 � ãîìîìîðôiçì êiëåöü. Ìè âæå çíà¹ìî
(òâåðäæåííÿ 49), ùî Imf � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R2. Ìíîæèíó Kerf = {a ∈
R | φ(a) = 0} íàçèâàþòü ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó f .

Òâåðäæåííÿ 57. Kerf � iäåàë êiëüöÿ R1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b ∈ Kerf , òî f(a− b) = f(a)−f(b) = 0−0 = 0, îòæå,
a − b ∈ Kerf . Íåõàé r � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ R1. Òîäi φ(ar) =
φ(a)φ(r) = 0 · φ(r) = 0 = φ(r) · 0 = φ(r)φ(a) = φ(ra). Îòæå, Kerφ �
iäåàë.

Òâåðäæåííÿ 58. Ãîìîìîðôiçì êiëåöü f : R1 → R2 ¹ ìîíîìîðôiçìîì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Kerφ = 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî f � ìîíîìîðôiçì, òî îñêiëüêè f(0) = 0, ïîâèííî áóòè
f(a) 6= 0 äëÿ a 6= 0. Íàâïàêè, ÿêùî Kerf = 0 i f(a) = f(b), òî f(a−b) = 0,
îòæå a− b ∈ Kerf , òîìó a− b = 0, òîáòî a = b.

Çàóâàæèìî, ùî ôàêòîð-êiëüöå R/I ¹ îáðàçîì êiëüöÿ R ïðè êàíîíi-
÷íîìó ãîìîìîðôiçìi φ, à ÿäðî êàíîíi÷íîãî ãîìîìîðôiçìó çáiãà¹òüñÿ ç
iäåàëîì I. Îòæå, êîæíèé iäåàë ¹ ÿäðîì äåÿêîãî ãîìîìîðôiçìó (à ñàìå,
êàíîíi÷íîãî). Ïîêàæåìî òåïåð, ùî êîæíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êiëüöÿ
¹, ïî ñóòi, äåÿêèì ôàêòîð-êiëüöåì, òîáòî ôàêòîð-êiëüöÿìè êiëüöÿ R âè-
÷åðïóþòüñÿ âñi ãîìîìîðôíi îáðàçè êiëüöÿ R.

Òåîðåìà 59. Íåõàé f : R → R′ � ãîìîìîðôiçì êiëåöü. Òîäi iñíó¹ içî-
ìîðôiçì êiëåöü

f̄ : R/Kerf ∼= Imf.

Äîâåäåííÿ. Îçíà÷èìî f̄ òàê: f̄(a) = f(a). Ïî-ïåðøå, f̄ êîðåêòíî îçíà÷åíå
âiäîáðàæåííÿ, áî ÿêùî a1 = a2, òî a1−a2 ∈ Kerf , îòæå, 0 = f(a1−a2) =
f(a1)− f(a2) i f(a1) = f(a2), òîáòî f̄(a1) = f̄(a1).
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Ïî-äðóãå, f̄ � ãîìîìîðôiçì: f̄(a + b) = f̄(a + b) = f(a + b) = f(a) +
f(b) = f̄(a) + f̄(b), i òàêà ñàìà ïåðåâiðêà äëÿ äîáóòêó.

I ïî-òðåò¹, f̄ � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ñïðàâäi, ñþð'¹êòèâíiñòü f̄
âèïëèâà¹ ç éîãî îçíà÷åííÿ. Çíàéäåìî Kerf̄ : Kerf̄ = {a | f̄(a) = 0} = {a |
f(a) = 0} = (0), òîìó ç òâåðäæåííÿ 58 âèïëèâà¹, ùî f̄ � ìîíîìîðôiçì.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 60. Íåõàé I1 ⊂ I2 � iäåàëè êiëüöÿ R. Òîäi I1 � iäåàë êiëü-
öÿ I2, I2/I1 � iäåàë êiëüöÿ R/I1 i iñíó¹ içîìîðôiçì R/I1

/
I2/I1

∼= R/I2.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî I1 � iäåàë êiëüöÿ I2. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-
æåííÿ ôàêòîð-êiëåöü g : R/I1 → R/I2, g(a + I1) = a + I2. Ëåãêî ïåðåêî-
íàòèñÿ â òîìó, ùî g � êîðåêòíî îçíà÷åíèé ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì.
Çíàéäåìî ÿäðî ãîìîìîðôiçìó g:

Kerg = {a + I1 | a + I2 = I2} = {a + I1 | a ∈ I2} = I2/I1.

Çà òâåðäæåííÿì 57 Kerg = I2/I1 � iäåàë êiëüöÿ R/I1, çà òåîðåìîþ 59
R/I1

/
Kerg ∼= Img = R/I2.

7.5 Îñíîâíi îïåðàöio íàä iäåàëàìè
Îçíà÷åííÿ 61. Íåõàé I1 òà I2 � iäåàëè êiëüöÿ R. Îçíà÷èìî ¨õ ïåðåòèí,
ñóìó òà äîáóòîê:
I1 ∩ I2 � ïåðåòèí ìíîæèí I1 òà I2,
I1 + I2

df= {a + b | a ∈ I1, b ∈ I2},
I1I2

df= {∑n
i=1 aibi | ai ∈ I1, bi ∈ I2, n ∈ N} � ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ

ñóì, äîäàíêàìè ÿêèõ ¹ äîáóòêè åëåìåíòiâ ç iäåàëiâ I1 òà I2.

Òâåðäæåííÿ 62. ßêùî I1 òà I2 � iäåàëè êiëüöÿ R, òî I1 ∩ I2, I1 + I2,
I1I2 � òåæ iäåàëè êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äîáóòîê I1I2 ¹ iäåëîì. Î÷åâèäíî, ùî ñóìà äâîõ
åëåìåíòiâ

∑n
i=1 aibi òà

∑n′
i=1 a′ib

′
i ¹ çíîâó åëåìåíòîì ç I1I2. Äàëi, ÿêùî

c ∈ R, òî c (
∑n

i=1 aibi) =
∑n

i=1 c(ai)bi ∈ I1I2, áî cai ∈ I1. Òàê ñàìî i
(
∑n

i=1 aibi) c ∈ I1I2.
Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî I1 ∩ I2 òà

I1 + I2 ¹ iäåàëàìè.
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7.6 Ïðîñòi i ìàêñèìàëüíi iäåàëè
Îçíà÷åííÿ 63. Iäåàë P êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R íàçèâàþòü ïðîñòèì,
ÿêùî ç óìîâ a /∈ P i b /∈ P âèïëèâà¹, ùî ab /∈ P (àáî, ùî ðiâíîñèëüíî, ç
ab ∈ P âèïëèâà¹ a ∈ P àáî b ∈ P ).

Òâåðäæåííÿ 64. Âëàñíèé iäåàë P êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ¹ ïðîñòèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R/P � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � ïðîñòèé iäåàë, à R/P � êiëüöå ç äiëüíèêàìè
íóëÿ, òîáòî iñíóþòü åëåìåíòè a 6= 0, b 6= 0, a, b ∈ R/P , ùî a · b = 0.
Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôàêòîð-êiëüöÿ, áà÷èìî, ùî óìîâè a 6= 0, b 6= 0
îçíà÷àþòü íå ùî iíøå, ÿê a /∈ P , b /∈ P . À óìîâà ab = 0, îçíà÷à¹, ùî
ab ∈ P . Çâiäñè áà÷èìî, ùî â R iñíóþòü åëåìåíòè a /∈ P , b /∈ P òàêi, ùî
ab ∈ P , ùî ñóïåðå÷èòü ïðîñòîòi iäåàëó P .

Íàâïàêè, íåõàé R/P � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ i ab ∈ P , òîáòî
ab = ab = 0 â R/P . Çâiäñè a = 0 àáî b = 0, òîáòî a ∈ P àáî b ∈ P .

Ïðèêëàä. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî pZ ¹ ïðîñòèì iäåàëîì â êiëü-
öi Z.

Îçíà÷åííÿ 65. Iäåàë M êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ìàêñè-
ìàëüíèì, ÿêùî ÿêùî âií íå ìiñòèòüñÿ â æîäíîìó âëàñíîìó iäåàëi êiëü-
öÿ R.

Òâåðäæåííÿ 66. Êîæåí âiäìiííèé âiä R ìàêñèìàëüíèé iäåàë M êî-
ìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ¹ ïðîñòèì i êiëüöå R/M ¹ ïîëåì. Íàâ-
ïàêè, ÿêùî R/M ïîëå, òî M ìàêñèìàëüíèé iäåàë.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R
ç îäèíèöåþ. Íåõàé a /∈ M , ðîçãëÿíåìî iäåàë M + aR. Î÷åâèäíî M ⊂
M + aR, à òîìó ùî a /∈ M , òî M 6= M + aR. Ç ìàêñèìàëüíîñòi M
âèïëèâà¹, ùî M + aR = R. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè m ∈ M , r ∈ R, ùî
m + ar = 1. Î÷åâèäíî, ùî r /∈ M , áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó M = R.
Çàñòîñîâóþ÷è ïðèðîäíèé ãîìîìîðôiçì ç R â R/M , ìà¹ìî m + a · r = 1̄.
Çâiäñè a ·r = 1̄; îòæå, ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà
a ∈ R/M iñíó¹ r ∈ R/M , ùî a · r = 1̄, òîáòî R/M ïîëå. Ç òâåðäæåííÿ 64
âèïëèâà¹, ùî M ïðîñòèé iäåàë â R.

Íàâïàêè, ÿêùî R/M � ïîëå, P � âëàñíèé iäåàë, ÿêèé ìiñòèòü M ,
i a ∈ P \ M , òî ðiâíÿííÿ a · x = 1 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â R/M . Öå îçíà÷à¹,
ùî iñíóþòü r ∈ R i m ∈ M òàêi, ùî 1 = ar − m ∈ P . Òîìó P = R.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Îäíàê íå êîæåí ïðîñòèé iäåàë ¹ ìàêñèìàëüíèì, çîêðåìà, â êiëüöi
öiëèõ ÷èñåë iäåàë (0) ¹ ïðîñòèì, àëå íå ìàêñèìàëüíèì, áî âií ìiñòèòüñÿ
â êîæíîìó âëàñíîìó iäåàëi nZ êiëüöÿ Z. Ïîêàæåìî, ùî â äîâiëüíîìó
êiëüöi ç îäèíèöåþ iñíóþòü ìàêñèìàëüíi iäåàëè.

Òåîðåìà 67 (Êðóëëÿ). Â êîæíîìó êiëüöi ç îäèíèöåþ iñíóþòü ìàêñè-
ìàëüíi iäåàëè.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A âñiõ âëàñíèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R ¹ ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíîþ âiäíîñíî çâè÷àéíîãî òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî âêëþ÷åííÿ iäå-
àëiâ. Íåõàé {Iα}α∈Λ � äîâiëüíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà ìíî-
æèíè A. Ðîçãëÿíåìî I =

⋃
α∈Λ Iα. Î÷åâèäíî, ùî I � iäåàë â R. I 6= R, áî

ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iñíó¹ α ∈ Λ, ùî 1 ∈ Iα, òîáòî Iα = R, ùî ñóïå-
ðå÷èòü âèáîðîâi iäåàëiâ Iα. Îòæå, ìíîæèíà A ¹ iíäóêòèâíîþ. Çà ëåìîþ
Öîðíà â A iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò, ÿêèé, î÷åâèäíî, ¹ ìàêñèìàëüíèì
iäåàëîì. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

7.7 Òåîðåìà Êîåíà
Â äåÿêèõ êëàñàõ êiëåöü ñòðóêòóðà ïðîñòèõ iäåàëiâ öiëêîì âèçíà÷à¹ ñòðó-
êòóðó âñiõ iäåàëiâ êiëüöÿ. ßê iëþñòðàöiþ, íàâåäåìî äâi òåîðåìè Êîåíà.

Òåîðåìà 68 (ïåðøà òåîðåìà Êîåíà). Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ
¹ êiëüöåì, â ÿêîìó êîæíèé iäåàë ãîëîâíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
êîæíèé éîãî ïðîñòèé iäåàë ãîëîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â êiëüöi R iñíóþòü iäåàëè, ÿêi íå ¨ ãîëîâíèìè i íåõàé F
� ìíîæèíà òàêèõ iäåàëiâ. Äîâåäåìî, ùî F � iíäóêòèâíà çà âêëþ÷åííÿì,
òîáòî, ÿêùî {Iα}α∈Λ � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì ìíîæèíà
åëåìåíòiâ iç F , òî I =

⋃
α∈Λ Iα ∈ F . ßêáè öå áóëî íå òàê, òîáòî I = aR �

ãîëîâíèé iäåàë, òî iñíóâàâ áè òàêèé iíäåêñ α ∈ Λ, ùî a ∈ Iα, à çíà÷èòü
aR ⊂ Iα. Àëå Iα ⊂ I, òîìó aR = Iα, ùî íåìîæëèâî, áî Iα ∈ F . Çãiäíî
ëåìè Öîðíà iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò N â F . Îñêiëüêè N ∈ F , òî N
� íå ãîëîâíèé iäåàë. Ïîêàæåìî, ùî N ïðîñòèé iäåàë â R. ßêùî á öå íå
áóëî íå òàê, òî â R iñíóâàëè á åëåìåíòè a /∈ N , b /∈ N , ùî ab ∈ N . Ç
ìàêñèìàëüíîñòi N i ç N ⊂ N + aR, N 6= N + aR, âèïëèâà¹, ùî iäåàë
N + aR = cR � ãîëîâíèé. Íåõàé K = {r | rc ∈ N}. Î÷åâèäíî, ùî K �
iäåàë â R, ïðè÷îìó b ∈ K i N ⊂ K, N 6= K. Çâiäñè K = dR. Òâåðäèìî, ùî
òîäi N = cdR. Â ñèëó îçíà÷åííÿ K ìà¹ìî dc ∈ N , à çíà÷èòü cdR ⊂ N .
Îñêiëüêè N ⊂ cR, òî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N ìà¹ìî m = cx, x ∈ R.
Îñêiëüêè m ∈ N , òî x ∈ K, òîáòî x = dy, y ∈ R. Îòæå, N = cdR, ùî
íåìîæëèâî, áî N ∈ F . Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî N � ïðîñòèé
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iäåàë êiëüöÿ R, ùî íåìîæëèâî, áî â R âñi ïðîñòi iäåàëè ãîëîâíi. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Òåîðåìà 69 (Äðóãà òåîðåìà Êîåíà). Ó êîìóòàòèâíîìó êiëüöi ç îäè-
íèöåþ êîæåí iäåàë ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåííèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
êîæåí ïðîñòèé iäåàë ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â êiëüöi R iñíóþòü iäåàëè, ÿêi íå ¹ ñêií÷åííîïîðîäæå-
íèìè i íåõàé F � ìíîæèíà òàêèõ iäåàëiâ. Òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåííi
ïåðøî¨ òåîðåìè Êîåíà, ïîêàçó¹ìî iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíèõ â F iäåàëiâ.
Íåõàé N � äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé â F iäåàë. Ïîêàæåìî, ùî N � ïðî-
ñòèé iäåàë. ßêùî á öå áóëî íå òàê, òî â R iñíóâàëè á òàêi åëåìåíòè a /∈ N ,
b /∈ N , ùî ab ∈ N . Â ñèëó îçíà÷åííÿ N i òîãî, ùî b /∈ Ná iäåàë N + bR
ñêií÷åííîïîðîäæåíèé, òîáòî N + bR =

∑k
i=1(ni + bri)R, äå ni ∈ N . Ìíî-

æèíà J = {x | bx ∈ N} ¹ iäåàëîì â R. Êðiì öüîãî N ⊂ J i N 6= J , áî
a ∈ J i a /∈ N . Òîìó J =

∑t
i=1 siR.

Îñêiëüêè N ⊂ N + bR, òî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N ìà¹ìî

m =
k∑

i=1

(ni + bri)xi =
k∑

i=1

nixi + b

k∑

i=1

rixi.

Çâiäñè m −∑k
i=1 nixi = b

∑k
i=1 rixi ∈ N , òîáòî

∑k
i=1 rixi ∈ J . Îñêiëüêè

J =
∑t

i=1 siR, òî
∑k

i=1 rixi =
∑t

i=1 siyi äëÿ äåÿêèõ yi ∈ R (i = 1, 2, . . . , t).
Îòæå, m =

∑k
i=1 nixi + b

∑t
i=1 siyi. Îñêiëüêè m � äîâiëüíèé åëåìåíò N ,

òî ìè ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ N ⊂ ∑k
i=1 niR +

∑t
i=1 bsiR. Çà îçíà÷åííÿì iäåà-

ëó J , ìà¹ìî si ∈ J (i = 1, . . . , t), òîáòî bsi ∈ N äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, . . . , t.
Çâiäñè

∑t
i=1 bsiR ⊂ N . Îñêiëüêè ni ∈ N (i = 1, . . . , k), òî

∑k
i=1 niR ⊂ N .

Îòæå,
∑k

i=1 niR +
∑t

i=1 bsiR ⊂ N , òîáòî N =
∑k

i=1 niR +
∑t

i=1 bsiR, ùî
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî N ∈ F . Îñêiëüêè â R äîâiëüíèé ïðîñòèé iäåàë ¹
ñêií÷åííîïîðîäæåíèì, òî ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî ìíîæè-
íà F ïîðîæíÿ, òîáòî âñi iäåàëè êiëüöÿ R ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèìè, ùî
äîâîäèòü òåîðåìó.

8 Âêëàäåííÿ êiëåöü â ïîëÿ. Ëîêàëiçàöiÿ òà êëà-
ñè÷íå êiëüöå äðîáiâ

Îñêiëüêè òiëî ¹ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, òî çðîçóìiëî, ùî äîâiëüíå
ïiäêiëüöå ïîëÿ ¹ òåæ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. Ó ÷àñòèíi ??, Ðîç-
äië ?? áóëî ïîáóäîâàíå (äëÿ äîâiëüíîãî êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ç 1 i
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áåç äiëüíèêiâ íóëÿ) ïîëå äðîáiâ Q(R) êiëüöÿ R. Ïîëå Q(R) áóäó¹òüñÿ
ç êiëüöÿ R òàê ñàìî ÿê ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q áóäó¹òüñÿ ç êiëüöÿ
öiëèõ ÷èñåë Z: ïîëå Q(R) ñêëàäà¹òüñÿ ç äðîáiâ, òîáòî åëåìåíòiâ âèãëÿ-
äó n

m , äå n,m ∈ Z, m 6= 0, ïðè÷îìó n1
m1

= n2
m2

ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
n1m2 = m1n2 (òî÷íiøå êàæó÷è, äðîáè m

n � öå ñóìiæíi êëàñè ôàêòîð-
ìíîæèíè R × R \ {0}/ ∼, äå (n1,m1) ∼ (n2,m2), ÿêùî n1m2 = m1n2).
Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ â Q(R) çàäàþòüñÿ çâè÷àéíèìè ïðàâèëà-
ìè:

n1

m1
+

n2

m2
=

n1m2 + n2m1

m1m2
,

n1

m1
· n2

m2
=

n1n2

m1m2
.

Íàøà ìåòà òåïåð � óçàãàëüíèòè öþ êîíñòðóêöiþ íà âèïàäîê äîâiëüíîãî
êiëüöÿ ç 1 (íå îáîâ'ÿçêîâî áåç äiëüíèêiâ íóëÿ).

Êðiì öüîãî, ÿê ìè ïîáà÷èìî, ñõîæà êîíñòðóêöiÿ äîçâîëÿ¹ ââàæàòè
çàäàíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ïiäêiëüöåì äåÿêîãî êiëüöÿ ç ¹äèíèì ìàêñè-
ìàëüíèì iäåàëîì.

8.1 Êiëüöå äðîáiâ: ¹äèíiñòü
Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S
êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ, ÿêùî:

à) äëÿ äîâiëüíèõ s1, s2 ∈ S çàâæäè s1s2 ∈ S;
á) 1 ∈ S.
Ïðèêëàäîì ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ìîæå ñëóæèòè ìíî-

æèíà âñiõ ðåãóëÿðíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R.

Îçíà÷åííÿ 70. Îçíà÷èìî êiëüöå äðîáiâ äëÿ R âiäíîñíî ìóëüòèïëiêà-
òèâíî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè S, ÿê êiëüöå RS−1 ðàçîì ç êiëüöåâèì ãîìî-
ìîðôiçìîì φ : R → RS−1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:
1) φ(S) � îáîðîòíèé åëåìåíò äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S;
2) äîâiëüíèé åëåìåíò RS−1 ìà¹ âèãëÿä φ(a)φ(s)−1, äå s ∈ S, a ∈ R;
3) φ(a) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè as = 0 äëÿ äåÿêîãî s ∈ S.

Íàïåðåä íå ÿñíî, ÷è êiëüöå RS−1 iñíó¹, à ÿêùî iñíó¹, òî ÷è âîíî
âèçíà÷åíå îäíîçíà÷íî êiëüöåì R òà ìíîæèíîþ S. Âiäïîâiäü íà äðóãå
ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 71. ßêùî êiëüöå äðîáiâ RS−1 iñíó¹, òî âîíî çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíié óíiâåðñàëüíié óìîâi: äëÿ äîâiëüíîãî êiëüöåâîãî ãîìîìîðôiçìó
ψ : R → K òàêîãî, ùî ψ(s) ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì â K äëÿ êîæíîãî
s ∈ S, iñíó¹ ¹äèíèé ãîìîìîðôiçì σ : RS−1 → K òàêèé, ùî σφ = ψ.
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Äîâåäåííÿ. Îçíà÷èìî σ òàê: σ
(
φ(a)φ(s)−1

)
= ψ(a)ψ(s)−1. Âiäîáðàæåííÿ

σ êîðåêòíî îçíà÷åíå. Ñïðàâäi, íåõàé φ(a)φ(s)−1 = φ(b)φ(t)−1, äå a, b ∈ R,
s, t ∈ S. Òîäi φ(a) = φ(b)φ(t)−1φ(s) = φ(b)

(
φ(t)−1φ(s)

)
= φ(b)φ(s)φ(u)−1

äëÿ äåÿêèõ c ∈ R, u ∈ S, ùî ìîæëèâî çãiäíî óìîâè 2). Çâiäñè îòðèìó¹ìî
φ(a)φ(u) = φ(b)φ(s) i φ(s)φ(u) = φ(t)φ(s).

Ç óìîâè 3 îçíà÷åííÿ 70 îäåðæèìî auz = bcz i suz′ = tcz′ äëÿ äåÿêèõ
z, z′ ∈ S. Îñêiëüêè ψ(z) i ψ(z′) îáîðîòíi â K, òî ψ(a)ψ(u) = ψ(b)ψ(s)
i ψ(s)ψ(u) = ψ(t)ψ(s). Çâiäñè ψ(a) = ψ(b)ψ(s)ψ(u)−1 i ψ(a)ψ(s)−1 =
ψ(b)ψ(s)ψ(u)−1ψ(s)−1, à òàêîæ ψ(s) = ψ(t)ψ(s)ψ(u)−1, ψ(t)−1ψ(s) =
ψ(s)ψ(u)−1, ψ(t)−1 = ψ(s)ψ(u)−1ψ(s)−1. Îòæå, ψ(a)ψ(s)−1 = ψ(b)ψ(t)−1.
Î÷åâèäíî, ùî σ ãîìîìîðôiçì i σφ = ψ, ïðè÷îìó σ âèçíà÷åíèé äíîçíà-
÷íî. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî òåîðåìó:

Òåîðåìà 72. Êiëüöå äðîáiâ RS−1 âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè 1)�3) îçíà÷å-
ííÿ 70 îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Äîâåäåííÿ. ßêùî K1 i K2 � äâà êiëüöÿ äðîáiâ âiäíîñíî ìóëüòèïëiêàòèâ-
íî¨ ìíîæèíè S i φ1 : R → K1, φ2 : R → K2 � âiäïîâiäíi ãîìîìîðôiçìè,
òî çà òâåðäæåííÿì 71 iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ãîìîìîðôiçìiâ σ1 : K1 → K2 i
σ2 : K2 → K1, äëÿ ÿêèõ σ1φ1 = φ2 i σ2φ2 = φ1. Çâiäñè σ1σ2φ2 = φ2. Çíîâó
ç òâåðäæåííÿ 71 âèïëèâà¹, ùî σ1σ2 = 1K2 . Òàê ñàìî, σ2σ1 = 1K1 , îòæå,
σ1 i σ2 âçà¹ìíî îáåðíåíi içîìîðôiçìè.

8.2 Iñíóâàííÿ êiëåöü äðîáiâ
Òåîðåìà 73. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, à S � ìóëü-
òèïëiêàòèâíî çàìêíåíà ìíîæèíà â R. Iñíó¹ êiëüöå äðîáiâ RS−1 i âîíî
ìà¹ âèãëÿä R × S/ ∼, äå ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, âèçíà÷å-
íå íàñòóïíèì ñïîñîáîì: (a, s) ∼ (a′, s′), ÿêùî iñíó¹ òàêå t ∈ R, ùî
(as′ − a′s)t = 0.

Äîâåäåííÿ. Âêàçàíå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Ñïðàâ-
äi, î÷åâèäíî, ùî âîíî ðåôëåêñèâíå i ñèìåòðè÷íå. Âîíî òàêîæ òðàíçèòèâ-
íå, áî ÿêùî (a′s − as′)t = 0 i (a′′s′ − a′s′′)t′ = 0, òî (a′′s − as′′)tt′s′ = 0 i
tt′s′ ∈ S. Íåõàé R ôàêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè R × S âiäíîñíî ââåäåíîãî
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (a, s) ∈ R×S ïîçíà÷èìî
÷åðåç a

s ñóìiæíèé êëàñ ìíîæèíè R ç ïðåäñòàâíèêîì (a, s).
Íàäiëèìî ìíîæèíó R ñòðóêòóðîþ êiëüöÿ. Íåõàé x = a

s i y = b
t � äâà

åëåìåíòè ìíîæèíè R. Åëåìåíòè (at+bs)/ts i ab/st çàëåæàòü òiëüêè âiä x
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i y. Ñïðàâäi, ÿêùî x = a′
s′ , òî iñíó¹ åëåìåíò r ∈ S, ùî (as′ − a′s)r = 0.

Çâiäñè ((at + sb)s′t− (a′t− bs′)st) r = 0 i (abs′t− a′b)r = 0. Áåçïîñåðåäíÿ
ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî îïåðàöi¨

a

s
+

b

t
=

at + bs

st
,

a

s
· b

t
=

ab

st

âèçíà÷àþòü íà R ñòðóêòóðó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç íóëüîâèì åëåìåí-
òîì 0

1 i îäèíèöåþ 1
1 .

Âiäîáðàæåííÿ h : R → R, h(a) = a
1 ¹ î÷åâèäíî ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü

i îáðàç s
1 êîæíîãî åëåìåíòà s ∈ S ìà¹ â R îáåðíåíèé 1

s . Î÷åâèäíî, ùî
ãîìîìîðôiçì h çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�3). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îñîáëèâèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó Sreg

âñiõ ðåãóëÿðíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R. Î÷åâèäíî, ùî Sreg ìóëüòèïëiêàòèâ-
íî çàìêíåíà. Êiëüöå äðîáiâ RS−1

reg íàçèâàþòü êëàñè÷íèì êiëüöåì äðîáiâ
i ïîçíà÷àþòü, ÿê ïðàâèëî, QCl(R).

8.3 Ëîêàëiçàöiÿ
ßêùî P � ïðîñòèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R, òî ìíîæèíà R \ P
ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà i êiëüöå RS−1 ïîçíà÷àþòü ÷åðåç RP . Âiäìi-
òèìî, ùî RP ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì
PRP = {p

s | p ∈ P, s ∈ R \ P}. Ñïðàâäi, ÿêùî a /∈ P , òî a ∈ R \ P ,
à çíà÷èòü a

1 îáîðîòíèé åëåìåíò â RP . Îòæå, íåîáîðîòíèìè åëåìåíòàìè
â RP ¹ ëèøå åëåìåíòè p

s , äå p ∈ P , s ∈ R \ P . Îñêiëüêè P � ïðîñòèé
iäåàë, òî ðiçíèöÿ òàêèõ åëåìåíòiâ ¹ åëåìåíòîì òàêîãî æ âèãëÿäó. Îòæå,
öi åëåìåíòè óòâîðþþòü iäåàë, ÿêèé, î÷åâèäíî, ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Êiëüöå RP íàçèâàþòü ëîêàëiçàöi¹þ êiëüöÿ R çà ïðîñòèì iäåàëîì P .
Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì íà-

çèâàþòü ëîêàëüíèì êiëüöåì. Ìè áà÷èìî, ùî ëîêàëiçàöiÿ êîìóòàòèâíîãî
êiëüöÿ çà ïðîñòèì iäåàëîìà¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì.

9 Äåÿêi êëàñè êiëåöü ç óìîâàìè íà ¨õ iäåàëè
9.1 Íåòåðîâi òà àðòiíîâi êiëüöÿ
ßê ïðàâèëî, ÿêå-íåáóäü áiëüø-ìåíø çàäîâiëüíå îïèñàííÿ òîãî ÷è iíøî-
ãî êëàñó êiëåöü âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ëèøå ïðè óìîâi, êîëè òîé ÷è iíøèé
ëàíöþã iäåàëiâ îáðèâà¹òüñÿ, òîáòî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ñêií÷åííîñòi. Òî-
÷íiøå, ñêàæåìî, ùî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü iäåàëiâ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂
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îáðèâà¹òüñÿ, ÿêùî iñíó¹ íîìåð m, òàêèé ùî Im = Im+i äëÿ äîâiëüíî-
ãî i. Ñêàæåìî, ùî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü iäåàëiâ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ . . .
îáðèâà¹òüñÿ, ÿêùî iñíó¹ íîìåð m, òàêèé ùî Im = Im+i äëÿ äîâiëüíî-
ãî i. Êîìóòàòèâíå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ íåòåðîâèì, ÿêùî äîâiëüíà çðî-
ñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü éîãî iäåàëiâ îáðèâà¹òüñÿ. Êîìóòàòèâíå êiëüöå íà-
çèâà¹òüñÿ àðòiíîâèì, ÿêùî äîâiëüíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü éîãî iäåàëiâ
îáðèâà¹òüñÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå ñêií÷åííå êiëüöå (òîáòî, êiëüöå ç
ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ) ¹ àðòiíîâèì i íåòåðîâèì.

Òâåðäæåííÿ 74. Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ R ¹ íåòåðîâèì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíèé éîãî iäåàë ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � íåòåðîâå êiëüöå, I � äîâiëüíèé éîãî iäåàë. ßêùî
iñíó¹ åëåìåíò a1 ∈ I ç I = a1R, òî äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó iñíóþòü åëåìåíòè a1, a2 ∈ I, òàêi ùî a2 /∈ a1R. Ðîçãëÿíåìî iäåàë
a1R + a2R; î÷åâèäíî, ùî a1R ⊂ a1R + a2R, ïðè÷îìó a1R 6= a1R + a2R.
ßêùî a1R + a2R = I, òî âñå äîâåäåíî. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, iñíó¹
åëåìåíò a3 ∈ I, äëÿ ÿêîãî a3 /∈ a1R + a2R. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî
ëàíöþæîê iäåàëiâ

a1R ⊂ a1R + a2R ⊂ a1R + a2R + a3R.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ i âðàõîâóþ÷è íåòåðîâiñòü êiëüöÿ, îòðèìà¹ìî,
ùî iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî I = a1R + · · · + anR, òîáòî I � ñêií÷åííî
ïîðîäæåíèé iäåàë.

Íåõàé â êiëüöi R äîâiëüíèé iäåàë ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì, à I1 ⊂
· · · ⊂ In ⊂ . . . � äîâiëüíèé çðîñòàþ÷èé ëàíöþã iäåàëiâ R. Íåõàé I =

⋃
Ii.

Î÷åâèäíî, ùî I � iäåàë â R, òîäi I = a1R + · · ·+ anR. Îñêiëüêè aj ∈ I,
j = 1, 2, . . . , n, òî iñíó¹ iäåàë Ij , äëÿ ÿêîãî aj ∈ Ij . Îñêiëüêè iäåàëè Ij

óòâîðþþòü ëàíöþã, iñíó¹ íîìåð m, ùî a1, . . . , an ∈ Im, òîäi a1R + · · · +
anR ⊂ Im. Â ñèëó âèçíà÷åííÿ iäåàëó I, ìà¹ìî Im = a1R+· · ·+anR, òîáòî
íàø ëàíöþã iäåàëiâ ñòàáiëiçó¹òüñÿ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Çà äîâåäåíèì òâåðäæåííÿì êîìóòàòèâíå êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹
íåòåðîâèì. Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ¹ íåòåðîâèì êiëüöåì, àëå âîíî íå ¹ àðòi-
íîâèì. Ïðèêëàäîì íåñêií÷åííî ñïàäíîãî ëàíöþãà iäåàëiâ â Z ¹ ëàíöþã
iäåàëiâ 2Z ⊃ 4Z ⊃ · · · ⊃ 2nZ ⊃ . . . . Ïðîòå âiäîìî, ùî äîâiëüíå àðòiíîâå
êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ íåòåðîâèì (äèâ. [?, Ðîçäië 8]). Ïðèêëàäîì àðòiíîâîãî
êiëüöÿ áåç îäèíèöi, ÿêå íå ¹ íåòåðîâèì, ¹ êiëüöå ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì,
àäèòèâíîþ ãðóïîþ ÿêîãî ¹ êâàçiöèêëi÷íà ãðóïà òèïó p∞, äå p � ïðîñòå
÷èñëî, à ñàìå, ãðóïà, ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi öèêëi-
÷íèõ ïiäãðóï 〈c1〉 ⊂ 〈c2〉 ⊂ · · · ⊂ 〈cn〉 ⊂ . . . , äå pc1 = 0 i pcn = cn−1, ÿêùî
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n > 1. Î÷åâèäíî, ùî iäåàëàìè â öüîìó êiëüöi ¹ ïiäãðóïè 〈ci〉, i äîâiëüíèé
ñïàäíèé ëàíöþã iäåàëiâ îáðèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííîìó êðîöi, à äîâiëüíèé
çðîñòàþ÷èé ëàíöþã íå îáðèâà¹òüñÿ.

9.2 Òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî áàçó
Òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî áàçó äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè íîâi êëàñè íåòåðîâèõ êi-
ëåöü çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ.
Òåîðåìà 75 (Ãiëüáåðòà ïðî áàçó). Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íàä êîìóòàòèâ-
íèì íåòåðîâèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ ¹ íåòåðîâèì.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé I � iäåàë êiëüöÿ R[x]. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n
ïîçíà÷èìî ÷åðåç In ìíîæèíó åëåìåíòiâ r ∈ R, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ìíîãî÷ëåí
â I ç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì rxn. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî In � iäåàë â R i ùî
In ⊂ In+1. Ëàíöþæîê I1 ⊂ I2 ⊂ . . . îáðèâà¹òüñÿ íà äåÿêîìó íîìåði n0.
Íåõàé {ai} � ñêií÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòiâ â êiëüöi R, ÿêi ïîðîäæóþòü
iäåàë Ii (i ≤ n0), i íåõàé fij � ìíîãî÷ëåíè â I ç ñòàðøèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè aij . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìíîãî÷ëåíè fn0j ïîðîäæóþòü I.

ßêùî â I iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè, ÿêi íå ìîæíà çàïèñàòè ÿê êîìáiíà-
öiþ fij , òî âèáåðåìî ñåðåä íèõ ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, íàïðè-
êëàä, g(x) = bxm + . . . , òîäi b ∈ Im, i ÿêùî m ≤ n0, òî â ñèëó âèçíà÷åííÿ
iäåàëà In0 ìîæíà çàïèñàòè b =

∑
j an0jbj . Ìíîãî÷ëåí g(x)−∑

j fn0j(x)bj

¹ ìíîãî÷ëåíîì ìåíøîãî ñòåïåíÿ, íiæ m. Iíäóêöiÿ çà ñòåïåíåì äà¹ íàì
ìîæëèâiñòü çàïèñàòè éîãî ó âèãëÿäi êîìáiíàöio fij , à çíà÷èòü g(x) ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi êîìáiíàöi¨ fn0j . Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹,
ùî ìíîãî÷ëåíè fn0j ïîðîäæóþòü I.

ßêùî m > n0, òî b =
∑

an0jbj i, ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ
ìíîãî÷ëåíà g(x)−∑

j fn0j(x)xm−n0bj , îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî:
Òåîðåìà 76. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä n çìiííèõ íàä êîìóòàòèâíèì íå-
òåðîâèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ íåòåðîâå.

Íå ñëiä äóìàòè, ùî âñi êîìóòàòèâíi êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ¹ íåòåðîâèìè.
Íàïðèêëàä, êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ R = P [x1, . . . , xn, . . . ] âiä íåñêií÷åííî¨
ìíîæèíè çìiííèõ íàä ïîëåì P íå çàäîâîëüíÿ¹ îáîì óìîâàì àðòiíîâîñòi
i íåòåðîâîñòi: ç îäíîãî áîêó x1R ⊂ x1R + x2R ⊂ . . . , à ç iíøîãî áîêó
xiR ⊃ x2

i R ⊃ x3
i R ⊃ . . . .

Çà äðóãîþ òåîðåìîþ Êîåíà äëÿ òîãî, ùîá êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäè-
íèöåþ áóëî íåòåðîâèì êiëüöåì, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá äîâiëüíèé ïðî-
ñòèé iäåàë êiëüöÿ áóâ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèì.
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9.3 Òîïîëîãiÿ Çàðèñüêîãî
Ìåòà öüîãî ïóíêòó � çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî
áàçó ìà¹ çàñòîñóâàííÿ äî âèâ÷åííÿ ñèñòåì ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Îçíà÷åííÿ 77. Íåõàé K � ïîëå. Çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â

Kn = K × · · · ×K︸ ︷︷ ︸
n

íàçèâàþòü ìíîæèíó A ⊂ Kn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ (x1, . . . , xn) ∈
Kn, ÿêi ¹ ñïiëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü





f1(X1, . . . , Xn) = 0,

. . . . . . . . .

fm(X1, . . . , Xn) = 0.

(9.3.1)

Äîïîâíåííÿ U = Kn \A äî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A íàçèâàþòü âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ.
Òâåðäæåííÿ 78. 1) Ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ∅ ⊂ Kn i âñÿ ìíîæèíà Kn

¹ çàìêíåíèìè;
2) Îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ ðîäèíè çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ;
3) Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ðîäèíè çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ ìíî-

æèíîþ.
Äîâåäåííÿ. 1) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ 1 = 0,
à âñÿ ìíîæèíà Kn ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ 0 = 0.

2) Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê îá'¹äíàííÿ äâîõ çàìêíåíèõ ìíîæèí.
ßêùî çàìêíåíà ìíîæèíà A âèçíà÷åíà ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (9.3.1), çàìêíå-
íà ìíîæèíà B � ñèñòåìîþ ðiâíÿíü





g1(X1, . . . , Xn) = 0,
. . . . . . . . .

gl(X1, . . . , Xn) = 0.

òî ìíîæèíà A ∪B ¹ ìíîæèíîþ ñïiëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ml ðiâíÿíü

fi(X1, . . . , Xn) · gj(X1, . . . , Xn) = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l.

3) Íåõàé {Ai}i∈I � ðîäèíà çàìêíåíèõ ìíîæèí â Kn, i íåõàé ìíîæè-
íà Ai âèçíà÷åíà ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

fji(X1, . . . , Xn) = 0, 1 ≤ ji ≤ mi. (9.3.2)
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Ïåðåòèí
⋂

i∈J Ai ¹ ìíîæèíîþ òèõ åëåìåíòiâ (x1, . . . , xn) ∈ Kn, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü âñi ñèñòåìè (9.3.2). Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ïåðåòèí

⋂
i∈I Ai ñêëà-

äà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ (x1, . . . , xn) ∈ Kn, â ÿêèõ ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü âñi
ìíîãî÷ëåíè ç iäåàëó I, ïîðîäæåíîãî âñiìà ìíîãî÷ëåíàìè ñèñòåì (9.3.2).
Îñêiëüêè êiëüöå K[X1, . . . , Xn] íåòåðîâå, òî öåé iäåàë I ñêií÷åííî ïî-
ðîäæåíèé, íàïðèêëàä, ìíîãî÷ëåíàìè h1(X1, . . . , Xn), . . . , hk(X1, . . . , Xn).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (x1, . . . , xn) ∈ ⋂

i∈I Ai òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
(x1, . . . , xn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåì ðiâíÿíü





h1(X1, . . . , Xn) = 0,
. . . . . . . . .

hk(X1, . . . , Xn) = 0,

òîáòî
⋂

i∈I Ai ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Íàñëiäîê 79. 1) Ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ∅ ⊂ Kn i âñÿ ìíîæèíà Kn ¹
âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè;

2) Ïåðåòèí ñêií÷åííî¨ ðîäèíè âiäêðèòèõ ìíîæèí � âiäêðèòà ìíî-
æèíà;

3) Îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ðîäèíè âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíî-
æèíîþ.
Äîâåäåííÿ. 1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi 1) ç
ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.

2) Íåõàé U1, U2 � âiäêðèòi ìíîæèíè. Òîäi U1 = Kn\A1, U2 = Kn\A2,
äå A1 i A2 � çàìêíåíi ìíîæèíè. U1 ∩ U2 = (Kn \ A1) ∩ (Kn \ A2) =
Kn \ (A1 ∩ A2) � âiäêðèòà ìíîæèíà, áî âîíà ¹ äîïîâíåííÿì çàìêíåíî¨
ìíîæèíè A1 ∪A2.

3) ßêùî {Ui}i∈I � ðîäèíà âiäêðèòèõ ìíîæèí, òî Ui = Kn\Ai, äå Ai �
çàìêíåíi ìíîæèíè. Çâiäñè ìà¹ìî

⋃
i∈i Ui =

⋃
i∈I(K

n\Ai) = Kn\(⋂i∈I Ai

)
� âiäêðèòà ìíîæèíà, áî

⋂
i∈I Ai � çàìêíåíà ìíîæèíà.

Ç äîâåäåíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, ùî âiäêðèòi ìíîæèíè çàäàþòü òîïî-
ëîãiþ íà ìíîæèíi Kn. Öþ òîïîëîãiþ íàçèâàþòü òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî.

9.4 Êiëüöÿ Áåçó
Íàéáëèæ÷èì êëàñîì êiëåöü äî êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ãîëîâíèõ iäåàëiâ,
ÿêi, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ íåòåðîâèìè êiëüöÿìè, ¹ êiëüöÿ Áåçó.

Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó, ÿêùî êî-
æíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé iäåàë öüîãî êiëüöÿ ¹ ãîëîâíèì. Î÷åâèäíèìè
ïðèêëàäàìè êiëåöü Áåçó ¹ êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.
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Òâåðäæåííÿ 80. Êîìóòàòèâíå íåòåðîâå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì ãîëîâ-
íèõ iäåàëiâ.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå â ñèëó òîãî, ùî â äàíîìó êiëüöi äîâiëüíèé iäåàë
¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì, à çíà÷èòü ãîëîâíèì.

Íàâåäåìî ïðèêëàä êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ,
ÿêå íå ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R êiëüöå ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç âiëüíèì öiëèì ÷ëåíîì, òîáòî R =
{z0 + q1x + · · ·+ qnxn + · · · | z0 ∈ Z, qi ∈ Q}. Î÷åâèäíî, ùî ðÿäè âèãëÿäó
1+q1x+· · ·+qnxn+. . . , äå qi � äîâiëüíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ¹ îáîðîòíèìè
åëåìåíòàìè â R. Ñïðàâäi, ÿêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç u = q1x+· · ·+qnxn+. . . ,
òîäi äàíèé ðÿä ìà¹ âèãëÿä 1 + u i îáåðíåíèì äî íüîãî ¹ ðÿä 1− u + u2 −
u3 + · · · + (−1)nun + . . . . ßêùî äëÿ ðÿäó f ∈ R ïîçíà÷èòè ÷åðåç an(f)

ïåðøèé âiäìiííèé âiä íóëÿ éîãî êîåôiöi¹íò, òîäi, çãiäíî ñêàçàíîãî âèùå,
f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi f = an(f)x

n(f)u, äå u ∈ U .
Íåõàé f, g � äîâiëüíi íåíóëüîâi åëåìåíòè R. Ìîæëèâi âèïàäêè:

1) n(f) = n(g) = 0;
2) n(f) > n(g) àáî n(g) > n(f);
3) n(f) = n(g) 6= 0.

ßêùî n(f) = n(g) = 0, òî f = a0uf , g = b0ug, äå a0, b0 ∈ Z,
uf , ug ∈ U . Òîäi fR + gR = dR, äå dZ = a0Z + b0Z. Íåõàé n(f) > n(g)
i f = an(f)x

n(f)uf , bn(g)x
n(g)ug, äå uf , ug ∈ U . Òîäi f = bn(g)x

n(g)ug ·
an(f)

bn(g)
xn(f)−n(g)ufu−1

g . Òîáòî fR ⊂ gR. Çâiäñè fR + gR = gR. ßêùî æ
k = n(f) = n(g) 6= 0, òî f = m

n xkuf , g = p
q xkug, äå m,n, p, q ∈ Z,

uf , ug ∈ U . Òîäi î÷åâèäíî, ùî fR + gR = d
nqxkR, äå dZ = mqZ + npZ.

Îòæå, R � êiëüöå Áåçó.
Ç iíøîãî áîêó, R íå ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ, îñêiëüêè âîíî íå

¨ ôàêòîðiàëüíèì. Ñïðàâäi, åëåìåíò x ìà¹ áåçëi÷ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ p,
x = p · 1

px äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ Z.

9.5 Êiëüöÿ íîðìóâàííÿ
Ùå îäíèì ïðèêëàäîì êîìóòàòèâíîãî êiëüö Áåçó ¹ êîìóòàòèâíi êiëüöÿ
íîðìóâàííÿ. Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ R, íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì
íîðìóâàííÿ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R âèêîíó¹òüñÿ a|b, àáî
b|a.
Òâåðäæåííÿ 81. Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ êiëüöåì íîðìóâà-
ííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà éîãî iäåàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêî-
âàíà çà âêëþ÷åííÿì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êiëüöå íîðìóâàííÿ, à I, J � éîãî iäåàëè. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî iñíóþòü åëåìåíòè i ∈ I, j ∈ J òàêi, ùî i /∈ J i j /∈ I. Òîäi i|j,
àáî j|i. ßêùî i|j, òî iR ⊃ jR i òîìó j ∈ I, ÿêùî æ j|i, òî jR ⊃ iR i i ∈ J .
Îòæå, òàêèõ äâîõ åëåìåíòiâ íåìà¹, à çíà÷èòü J ⊃ I àáî I ⊃ J . ßêùî
æ ìíîæèíà iäåàëiâ êiëüöÿ R ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, òî äëÿ äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ a i b ∈ R ìà¹ìî aR ⊃ bR, àáî bR ⊃ aR, à öå îçíà÷à¹, ùî a|b
àáî b|a, ùî i ïîòðiáíî äîâåñòè.

Òâåðäæåííÿ 82. Êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ R ¹ êiëüöåì íîðìó-
âàííÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R � êiëüöå Áåçó ç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì
iäåàëîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êiëüöå íîðìóâàííÿ, òîäi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
a, b ∈ R ìà¹ìî aR + bR =

{
bR, ÿêùî a|b,
aR, ÿêùî b|a.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è iíäóêöiþ çà êiëüêiñòþ òâiðíèõ ñêií÷åííîïîðîäæåíèõ iäåàëiâ,
ùî R � êiëüöå Áåçó. Ïðèïóñòèìî, ùî â R iñíóþòü äâà ðiçíi ìàêñèìàëüíi
iäåàëè M1,M2. Òîäi M1 + M2 = R, çâiäñè m1 + m2 = 1, äå m1 ∈ M1,
m2 ∈ M2. Îñêiëüêè R � êiëüöå íîðìóâàííÿ, òî m1|m2, àáî m1|m1, ùî
ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè m1 ∈ U , àáî m2 ∈ U , ùî íåìîæëèâî, áî
iäåàëè M1 i M2 âëàñíi.

Íåõàé òåïåð R � ëîêàëüíå êiëüöå Áåçó (òîáòî êiëüöå Áåçó ç ¹äèíèì
ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì), i íåõàé a, b ∈ R\{0}. Ðîçãëÿíåìî iäåàë aR+bR =
dR. Ìà¹ìî a = da0, b = db0, au+bv = d, äå u, v, a0, b0 ∈ R. Òîäi d(1−a0u−
b0v) = 0. ßêùî M � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ R, òî m ∈ M òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè m /∈ U . Ñïðàâäi, îñêiëüêè M � âëàñíèé iäåàë, òî M íå
ìiñòèòü æîäíî¨ îäèíèöi êiëüöÿ. ßêáè â R iñíóâàâ íåîáîðîòíèé åëåìåíò n,
ïðè÷îìó n /∈ M , òî iñíóâàâ áè òàêèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë N , ùî n ∈ N .
Àëå æ R � ëîêàëüíå êiëüöå, òîìó öå íåìîæëèâî. ßêùî a0 ∈ M i b0 ∈ M ,
òî 1 − a0 · u − b0v /∈ M , à çíà÷èòü d = 0, îñêiëüêè d(1 − a0u − b0v) = 0
i 1 − a0u − b0v � îáîðîòíèé åëåìåíò R. Àëå d 6= 0, áî a 6= 0 i b 6= 0.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî a0 /∈ M àáî b0 /∈ M . ßêùî a0 /∈ M ,
òî a0 ∈ U , òîìó a|d, à òîäi a|b. Òàê ñàìî, ÿêùî b0 /∈ M , òîäi b|a, òîáòî R
� êiëüöå íîðìóâàííÿ.

Ïðèêëàäàìè êiëåöü íîðìóâàííÿ ìîæóòü ñëóæèòè êiëüöå Z/pnZ, äå p
ïðîñòå ÷èñëî, à òàêîæ ëîêàëiçàöiÿ êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ çà áóäü-ÿêèì ìà-
êñèìàëüíèì iäåàëîì êiëüöÿ P [x]. Êiëüöå P [[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ íàä ïîëåì P òàê ñàìî ¹ êiëüöåì íîðìóâàííÿ.
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9.6 Ðåãóëÿðíi êiëüöÿ
Ùå îäíó ñåðiþ ïðèêëàäiâ êîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó äàþòü ðåãóëÿð-
íi êiëüöÿ. Êiëüöå ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî ðiâíÿííÿ
axa = a ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â R äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R. Âçàãàëi êàæó÷è, äà-
íå îçíà÷åííÿ äà¹òüñÿ äëÿ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü áåç îäèíèöi, àëå ìè
îáìåæèìîñÿ ëèøå êîìóòàòèâíèìè ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè. Î÷åâèäíèìè
ïðèêëàäàìè ðåãóëÿðíèõ êiëåöü ¹ ïîëÿ i áóëüîâi êiëüöÿ.
Òâåðäæåííÿ 83. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Òîäi
íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) R ðåãóëÿðíå;
2) êîæíèé ãîëîâíèé iäåàë êiëüöÿ R ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì;
3) êîæíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé iäåàë êiëüöÿ R ¹ ãîëîâíèì i ïîðî-

äæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî çà ñõåìîþ 1)⇒2)⇒3)⇒1).
1)⇒2) Íåõàé R � ðåãóëÿðíå êiëüöå, i a ∈ R. Òîäi iñíó¹ x ∈ R, ùî

axa = a. Çâiäñè ìà¹ìî axax = ax i aR ⊃ axR ⊃ axaR = aR, òîáòî ax �
iäåìïîòåíò â R, òàêèé ùî axR = aR.

2)⇒3) Íåõàé â R äîâiëüíèé ãîëîâíèé iäåàë ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåí-
òîì. Ïîêàæåìî, ùî iäåàë aR + bR ¹ ãîëîâíèì äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R.
aR = eR äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ R, i îñêiëüêè b− eb ∈ aR + bR, áà-
÷èìî, ùî aR+bR = eR+(b−eb)R. Òîäi iñíó¹ iäåìïîòåíò f ∈ R òàêèé, ùî
fR = (b−eb)R; çàçíà÷èìî, ùî ef = 0. Êðiì òîãî g = f−fe � iäåìïîòåíò
i eg = 0. Îñêiëüêè fg = g i gf = f , òî gR ⊃ fgR ⊃ fgfR = f2R = fR,
òîìó gR = fR = (b−eb)R, çâiäñè aR+ bR = eR+gR. À òàê ÿê eg = 0, òî
äëÿ u, v ∈ R ìà¹ìî eu + gv = (e + g)(eu + gv), òîìó aR + bR = (e + g)R.

3)⇒1) Íåõàé â R äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé iäåàë ïîðîäæó¹-
òüñÿ iäåìïîòåíòîì, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ R
òàêèé, ùî eR = aR. Òîäi e = ax, a = ey, äå x, y ∈ R, çâiäñè a = ea =
axa.

10 Âïðàâè
1. Äîâåñòè äèñòðèáóòèâíiñòü çàêîíiâ âiäíiìàííÿ äëÿ êiëüöÿ.

2. Íàâåñòè ïðèêëàä àëãåáðào÷íî¨ ñòðóêòóðè ç äâîìà áiíàðíèìè àë-
ãåáðà¨÷íèìè îåïåðàöiÿìè �+� i �·�, ÿêà ìà¹ âñi àêñiîìè êiëüöÿ áåç
àêñiîìè ëiâî¨ äèñòðèáóòèâíîñòi (a(b + c) = ab + ac).

3. Ïîêàçàòè, ùî îáîðîòíèé åëåìåíòàêiëüöÿ íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ.
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4. Âèÿñíèòè, ÷è îáîâ'ÿçêîâî ñóìà äiëüíèêiâ íóëÿ ¹ äiëüíèêîì íóëÿ?
×è âiðíî öå äëÿ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ?

5. Íàâåñòè ïðèêëàä íåàñîöiàòèâíîãî êiëüöÿ, ÿêå áóëî á êîìóòàòèâ-
íèì.

6. Ïîêàçàòè, ùî âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíiâ ç
öiëèì êîåôiöi¹íòîì i ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì, ùî äîðiâíþ¹ 1, óòâî-
ðþþòü ïiäêiëüöå ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Öå ïiäêiëüöå íîñèòü íà-
çâó êiëüöÿ öiëèõ àëãåáðào÷íèõ ÷èñåë.

7. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Lf (M) âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíîæè-
íè M ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ L(M) i Lf (M) ìà¹ îäèíèöþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè M � ñêií÷åííà.

8. Ïîêàçàòè, ùî: à) â áóëüîâîìó êiëüöi äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R a+a = 0;
á) áóëüîâå êiëüöå êîìóòàòèâíå.

9. Ïîêàçàòè, ùî â êiëüöi Zm äîâiëüíèé åëåìåíò ¹ äiëüíèêîì íóëÿ àáî
äiëüíèêîì îäèíèöi.

10. Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó Q íà êëàñè çà îçíàêîþ: äî îäíîãî êëàñó íà-
ëåæàòü ÷èñëà ç îäíàêîâîþ äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ. Ïåðåâiðèòè, ÷è öå
ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

11. Ïîêàçàòè, ùî ñåðåä ôàêòîðêiëåöü äîâiëüíîãî êîìóòàòèâíîãî êiëü-
öÿ ç îäèíèöåþ çàâæäè ìîæíà çíàéòè ïîëÿ.

12. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi Z iäåàë, ïîðîäæåíèé ÷èñëàìè m i n, çáiãà¹òüñÿ
ç iäåàëîì, ïîðîäæåíèì íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë m
i n. Ïîêàçàòè, ùî â Z iäåàëè aZ i (−a)Z ñïiâïàäàþòü.

13. Ïîêàçàòè, ùî R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
14. Ïîêàçàòè, ùî Z[x]/(2, x2 + x + 1) � ïîëå ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ.

15. Çíàéòè âñi äiëüíèêè íóëÿ êiëüöÿ Z[x]/(x8 − 16).

16. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êiëüöÿ R ç îäèíèöåþ i äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n Rn[x] ∼= (R[x])n.

17. Íåõàé I � iäåàë êiëüöÿ R. Ïîêàçàòè, ùî Rn/In
∼= (R/I)n äëÿ äî-

âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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18. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

a + bi + cj + dk 7→




a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a




¨ ìîíîìîðôiçìîì òiëà êâàòåðíiîíiâ â êiëüöå Mn(R).

19. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå, à I i J � iäåàëè â R. Ïîêàçàòè,
ùî I + J , I ∩ J � iäåàëè â R. Íàâåñòè ïðèêëàä, êîëè IUpJ íå ¹
iäåàëîëì.

20. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Íàâåñòè ïðèêëàä êiëü-
öÿ R áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, ùî R/I � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. Íà-
âåñòè ïðèêëàä, êîëè R/I � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, à R � êiëüöå
ç äiëüíèêàìè íóëÿ.

21. Íåõàé S � íåòðèâiàëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå, à R � ïîëå. Ïîêàçàòè,
ùî äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì f : S → R ¹ ìîíîìîðôiçìîì. ×è âiðíå
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ? ×è ìîæíà âèçíà÷èòè òàêèì ÷èíîì äîâiëüíå
ïîëå.

22. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. Ïî-
êàçàòè, ùî U (R[x]) = U .

23. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i K � ïiäêiëüöå Qreg(K),
ÿêå ìiñòèòü R. Ïîêàçàòè, ùî Qreg = Qreg(K).

24. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, äëÿ ÿêîãî äîâiëüíèé
âëàñíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ïîêàçàòè,
ùî òîäi äîâiëüíèé iäåàë R ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì.

25. Íàâåñòè ïðèêëàä êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ç äiëüíèêàìè íóëÿ, òà-
êîãî ùî Rp � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî
iäåàëó P .

26. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, äëÿ
ÿêîãî äîâiëüíèé âëàñíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ
iäåàëiâ. Ïîêàçàòè, ùî â R äîâiëüíèé âëàñíèé iäåàë ¹ äîáóòêîì ïðî-
ñòèõ iäåàëiâ (òàêi êiëüöÿ íîñÿòü íàçâó Äåäåêiíäîâèõ).

27. Ïîêàçàòè, ùî â êiëüöi öiëèõ àëãåáðào÷íèõ ÷èñåë íåìà¹ íi àòîìiâ,
íi ïðîñòèõ åëåìåíòiâ.
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28. Íåõàé P � ïîëå i R = P [x, y, z]/(x2 − yz). Íåõàé f : P [x, y, z] → R
� ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì. Ïîêàçàòè, ùî f(x) � àòîì, ÿêèé íå ¹
ïðîñòèì åëåìåíòîì â R.

29. Ïîêàçàòè, ùî â êîìóòàòèâíié îáëàñòi Áåçó äîâiëüíèé àòîìà¹ ïðî-
ñòèì åëåìåíòîì.

30. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ i
ç ñêií÷åííèì ÷èñëîì ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî RM

� ôàêòîðiàëüíà îáëàñòü äëÿ äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó M .
Ïîêàçàòè, ùî R � ôàêòîðiàëüíà îáëàñòü.

31. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä äîâiëüíèì
ïîëåìà¹ ôàêòîðiàëüíèì.

32. Íåõàé R � ôàêòîðiàëüíà îáëàñòü i p � ïðîñòèé åëåìåíò R. Ïîêà-
çàòè, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò iç R [[x]] ç âiëüíèì ÷ëåíîì p ¹ àòîìîì
â R [[x]].

33. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, à S
ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà ìíîæèíà â R. Ïîêàçàòè, ÿêùî R ôà-
êòîðiàëüíà, òî RS ôàêòîðiàëüíà. Íàâåñòè ïðèêëàä, êîëè RS ôà-
êòîðiàëüíà, à R òàêîþ íå ¹.

34. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ R ç îäèíèöåþ
¹ ôàêòîðiàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â R ïåðåòèí äîâiëüíèõ
äâîõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹ ãîëîâíèì iäåàëîì i êîëè R çàäîâiëüíÿ¹
óìîâi îáðèâó çðîñòàþ÷èõ ëàíöþãiâ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

35. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ R ç îäèíèöåþ
¹ ôàêòîðiàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíèé íåíóëüîâèé ïðî-
ñòèé iäåàë R ìiñòèòü ïðîñòèé åëåìåíò.

36. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî R � ôàêòîðiàëüíà îáëàñòü, òî òàêîþ ¹ R [[x]].

37. Íåõàé R � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ ç ñêií÷åííèì ÷èñëîì ìàêñè-
ìàëüíèõ iäåàëiâ. Ïîêàçàòè, ùî R åâêëiäîâå.

38. Íåõàé I � iäåàë â Z [[x]], ÿêèé ïîðîäæåíèé x. Äîâåñòè, ùî âñÿêèé
ïðîñòèé iäåàë I ¹ ãîëîâíèì, àëå íå êîæíèé iäåàë I ¹ ãîëîâíèì.

39. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ i S
� ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà ìíîæèíà â R. Ïîêàçàòè, ÿêùî R �
åâêëiäîâà îáëàñòü, òî RS òåæ åâêëiäîâà.
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40. Íåõàé R � åâêëiäîâà îáëàñòü âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ φ. Îçíà÷èìî
íà Mn âiäîáðàæåííÿ |A| = φ(detA). Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
ìàòðèöü A,B ∈ Mn, äå |A| 6= 0 iñíóþòü ìàòðèöi P, Q ∈ Mn òàêi, ùî
B = AQ + P , äå 0 < |P | < |A|, àáî P = 0.

41. Íåõàé R � åâêëiäîâà îáëàñòü âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ φ. Ïîêàçàòè,
ùî äëÿ êîæíîãî x 6= 0 iñíó¹ îäèíèöÿ u òàêà, ùî φ(x) ≥ φ(u).

42. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå äiéñíèõ ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà [0, 1), íå ¹
íi àðòiíîâèì, íi íåòåðîâèì.

43. Äîâåñòè, ùî àðòiíîâå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ¹ ïîëåì.

44. Äîâåñòè, ùî ôàêòîð-êiëüöå íåòåðîâîãî (àðòiíîâîãî) êiëüöÿ ¹ íåòå-
ðîâèì (àðòiíîâèì).

45. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h : R [[x]] → R íàñòóïíèì ÷èíîì h (f(x)) =
f(0). Ïîêàçàòè, ùî h � ãîìîìîðôiçì êiëåöü. ßêùî R � êiëüöå ç
îäèíèöåþ i ÿêùî P � ïðîñòèé iäåàë R [[x]], ïîêàçàòè, ùî P ñêií÷åí-
íîïîðîäæåíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè h(P ) ñêií÷åííîïîðîäæåíèé.
item Ïîêàçàòè, ùî R [[x]] íåòåðîâå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R íåòå-
ðîâå ç îäèíèöåþ.

46. Íåõàé R êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i I1, I2, . . . , In � iäåàëè
â R òàêi, ùî I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In = {0} i êîæíå ôàêòîð-êiëüöå R/Ij

íåòåðîâå. Ïîêàçàòè, ùî R íåòåðîâå.

47. Ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ëîêàëiçàöiÿ RS êîìóòàòèâíîãî íåòåðîâîãî
êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ¹ íåòåðîâèì êiëüöåì.

48. Íåõàé I � iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ç îäèíèöåþ òàêèé, ùî
äîâiëüíèé ïðîñòèé iäåàë, ÿêèé ìiñòèòü I, ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì.
Ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíèé iäåàë êiëüöÿ R, ÿêèé ìiñòèòü I, ¹ ñêií÷åí-
íîïîðîäæåíèì.

49. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå íåòåðîâå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ïîêàçàòè, ùî
R ðåãóëÿðíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R [[x]] ðåãóëÿðíå.

50. Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0, 1] ôóíêöié ¹ ðåãó-
ëÿðíèì.

51. Íåõàé R � îáëàñòü Áåçó, à S � ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà ìíî-
æèíà â R. Ïîêàçàòè, ùî RS � îáëàñòü Áåçó.

56



52. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó, à P � ïðîñòèé iäåàë. Ïîêàçà-
òè, ùî Rp � êiëüöå íîðìóâàííÿ.

53. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ áåç äiëüíèêiâ íóëÿ i
ç ñêií÷åííèì ÷èñëîì ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó M êiëüöÿ R RM ¹ êiëüöåì íîð-
ìóâàííÿ. Ïîêàçàòè, ùî R � îáëàñòü Áåçó.

54. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ç îäèíèöåþ òàêå,
ùî RM � êiëüöå íîðìóâàííÿ äëÿ äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî iäåà-
ëó M êiëüöÿ R (òàêi êiëüöÿ íàçèâàþòü Ïðþôåðîâèìè). Ïîêàçàòè,
ùî â R äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé íåíóëüîâèé ïðîñòèé iäåàë
¹ ìàêñèìàëüíèì.

55. Íåõàé R � îáëàñòü Ïðþôåðà, à S � ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà
ìíîæèíà â R. Ïîêàçàòè, ùî RS � îáëàñòü Ïðþôåðà.

56. Íåõàé R � îáëàñòü íîðìóâàííÿ, à S � ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíà
ìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî RS � îáëàñòü íîðìóâàííÿ.

57. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Íåõàé S � ìíîæèíà
âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ â R[x] òàêèõ, ùî ¨õ êîåôiöi¹íòè ïîðîäæóþòü R
(òîáòî, ïðèìiòèâíèõ ìíîãî÷ëåíiâ). Íåõàé T = R[x]S−1. Ïîêàçàòè:
1) ÿêùî R � êiëüöå íîðìóâàííÿ, òî T � êiëüöå íîðìóâàííÿ;
2) ÿêùî R � îáëàñòü Ïðþôåðà, òî T � îáëàñòü Ïðþôåðà;
3) ÿêùî R � îáëàñòü Äåäåêiíäà, òî T � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

58. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó M êiëüöÿ R
êiëüöå RM ¹ ïîëåì.

59. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âñi ïðîñòi iäåàëè R ¹ ìàêñèìàëüíèìè i â R íå iñíó¹
íåíóëüîâèõ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ (òîáòî åëåìåíòiâ a ∈ R \ {0}
òàêèõ, ùî an = 0 äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N).

60. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè 1) R/P � ðåãóëÿðíå äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî iäå-
àëó P ; 2) âñi iäåàëè R ¹ iäåìïîòåíòàìè (òîáòî I2 = I äëÿ äîâiëüíîãî
iäåàëó I êiëüöÿ R).
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61. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå, à x � åëåìåíò, ÿêèé íå
ëåæèòü â êâàäðàòi äîâiëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó. Ïîêàçàòè, ùî
R/xR ðåãóëÿðíå.

62. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i ç ¹äèíèì ìàêñèìàëü-
íèì iäåàëîì, ÿêèé ¹ ãîëîâíèì. Ïîêàçàòè: 1) ÿêùî R � êiëüöå áåç
äiëüíèêiâ íóëÿ, òîäi R � îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ; 2) ÿêùî R �
êiëüöå ç äiëüíèêàìè íóëÿ, òîäi äîâiëüíèé iäåàë R ¹ ñòåïåíåì ìà-
êñèìàëüíîãî.

63. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ç ¹äèíèì ìàêñèìàëü-
íèì iäåàëîìà¹ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

11 Ðîçøèðåííÿ
11.1 Ïðîñòå ïiäïîëå. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ
Îçíà÷åííÿ 84. ßêùî K � ïiäïîëå ïîëÿ L (òîáòî K ¹ ïîëåì âiäíîñíî
òèõ æå îïåðàöié, ùî i L), òî ïîëå L íàçèâàþòü ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K i
ïîçíà÷àþòü L/K. Íàïðèêëàä, ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ¹ ðîçøèðåííÿì
ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîëÿ R i C ¹ ðîçøèðåííÿìè ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë Q.

Îçíà÷åííÿ 85. Äâà ïîëÿ K1 i K2 íàçèâþòü içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : K1 → K2, ùî ¹ ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü, òîáòî
f(a + b) = f(a) + f(b) i f(ab) = f(a)f(b).

Íåõàé {Ki}i∈I � ðîäèíà ïiäïîëiâ ïîëÿ K. Òîäi ïåðåòèí
⋂

i∈I Ki �
òåæ ïiäïîëå ïîëÿ K.

Îçíà÷åííÿ 86. Ïðîñòèì ïiäïîëåì ïîëÿ K íàçèâàþòü ïåðåòèí âñiõ ïiä-
ïîëiâ ïîëÿ K.

Òâåðäæåííÿ 87. Êîæíå ïðîñòå ïiäïîëå içîìîðôíå àáî ïîëþ ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë Q àáî ïîëþ Z/pZ, äå p � ïðîñòå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : Z→ K, äå f(n) = n1, 1 � îäè-
íè÷íèé åëåìåíò ïîëÿ K. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî f � ãîìîìîðôiçì êiëåöü:
f(m + n) = (m + n) · 1 = m · 1 + n · 1 = f(m) + f(n), f(mn) = (mn) · 1 =
m(n · 1) = (m · 1)(n · 1) = f(m)f(n). Îáðàç ãîìîìîðôiçìó f ¹ ïiäêiëüöåì
ïîëÿ K, i çà òåîðåìîþ ïðî ãîìîìîðôiçì ìà¹ìî

Imf ' Z/Kerf,
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äå Kerf � iäåàë ó åâêëiäîâîìó êiëüöi Z, òîìó Kerf = nZ, äå n ∈ N.
ßêùî n = 0, òî Imf ' Z. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîëå K ìiñòèòü òàêîæ

ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ Q. ßêùî n = p 6= 0, òî Imf ' Z/pZ. Îñêiëü-
êè â ïîëi íåìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ, òî p òóò ïðîñòå ÷èñëî, i Z/pZ � ïîëå.
Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî íi ïîëå Q, íi ïîëå Z/pZ íå ìiñòÿòü âëàñíèõ
ïiäïîëiâ.

Îçíà÷åííÿ 88. Ïîëå K ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0 , ÿêùî ç ðiâíîñòi n·1 = 0
âèïëèâà¹ n = 0, äå 1 � îäèíè÷íèé åëåìåíò ïîëÿ K. Ó öüîìó âèïàäêó ïî-
ëå K ìiñòèòü â ÿêîñòi ïðîñòîãî ïiäïîëÿ ïîëå, içîìîðôíå ïîëþ Q. ßêùî
ïðîñòå ïiäïîëå ïîëÿ K içîìîðôíå ïîëþ Z/pZ, òî êàæóòü, ùî K ìà¹
õàðàêòåðèñòèêó p. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîñòå ÷èñëî p ¹ íàéìåíøèì íàòó-
ðàëüíèì ÷èñëîì, ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü p · 1 = 0. Õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ K
ïîçíà÷àþòü chK.

11.2 Ñêií÷åííîïîðîäæåííi òà ïðîñòi ðîçøèðåííÿ
Íåõàé L/K � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, M � äåÿêà ïiäìíîæèíà ïîëÿ L.
Îçíà÷åííÿ 89. Íàéìåíøå ïiäïîëå K(M) ïîëÿ L, ùî ìiñòèòü ÿê ïî-
ëå K, òàê i ìíîæèíó M (òîáòî, ïåðåòèí âñiõ ïiäïîëiâ ïîëÿ L ç öèìè
âëàñòèâîñòÿìè) íàçèâàþòü ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K ç äîïîìîãîþ ïðè¹äíà-
ííÿ ìíîæèíè M .

ßêùî ìíîæèíà M ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, M = {α},
òî ïîëå K(α) óòâîðåíå ïðè¹äíàííÿì åëåìåíòà α äî ïîëÿ K íàçèâàþòü
ïðîñòèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K. ßêùî M = {α1, . . . , αn} � ñêií÷åííi
ìíîæèíè, òî ïîëå K(M) = K(α1, . . . , αn) íàçèâàþòü ñêií÷åííîïîðîäæå-
íèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿK.
Òâåðäæåííÿ 90.

K(α1, α2, . . . , αn) = K(α1)(α2) . . . (αn) =

=
{f(α1, . . . , αn)

g(α1, . . . , αn)
| f(X1, . . . , Xn), g(X1, . . . , Xn) ∈ K[X1 . . . , Xn],

g(X1, . . . , Xn) 6= 0
}

.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì K(α1, . . . , αn) ¹ íàéìåíøèì ïiäïîëåì ïîëÿ L,
ùî ìiñòèòü åëåìåíòè K i α1, . . . , αn. Òàêå ïiäïîëå íåîáõiäíî ìiñòèòü i
âñi åëåìåíòè âèãëÿäó f(α1, . . . , αn), äå f(X1, . . . , Xn) � ìíîãî÷ëåí ç êîå-
ôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K, òîìó ìiñòèòü i âñi åëåìåíòè âèãëÿäó f(α1,...,αn)

g(α1,...,αn) , äå
f, g ∈ K[X1, . . . , Xn], g(α1, . . . , αn) 6= 0, ÿêi, î÷åâèäíî, óòâîðþþòü ïiäïîëå
ïîëÿ L.
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11.3 Àëãåáðà¨÷íi òà òðàíñöåíäåíòíi åëåìåíòè
Îçíà÷åííÿ 91. Íåõàé L/K � ðîçøèðåííÿ ïîëiâ. Åëåìåíò α ∈ L íàçè-
âàþòü àëãåáðà¨÷íèì íàä K, ÿêùî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] ç âëà-
ñòèâiñòþ f(α) = 0. Â iíøîìó âèïàäêó α íàçèâàþòü òðàíñöåíäåíòíèì
íàä K.

Òåîðåìà 92. à) ßêùî α � àëãåáðà¨÷íèé íàä ïîëåì K, òî iñíó¹ n ∈ N
òàêå, ùî

K(α) = {a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1 | ai ∈ K},

ïðè÷îìó êîæíèé åëåìåíò ç ïîëÿ K(α) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi a0+a1α+
· · ·+ an−1α

n−1 îäíîçíà÷íî.
á) ßêùî α òðàíñöåíäåíòíèé íàä K, òî ïîëå

K(α) =
{f(α)

g(α)
| f(X), g(X) ∈ K[X], g(X) 6= 0

}

içîìîðôíå ïîëþ K(X) � ïîëþ äðîáiâ êiëüöÿ K[X].

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçì φ : K[X] → K(α), ÿêèé êîæíîìó
ìíîãî÷ëåíó f(X) ∈ K[X] ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ öüîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ïðè X = α (ãîìîìîðôiçì ïiäñòàíîâêè). Ìîæëèâi äâà âèïàäêè
äëÿ ÿäðà öüîãî ãîìîìîðôiçìó, ùî âiäïîâiäàþòü òâåðäæåííÿì à) i á) ç
ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè: à) Kerφ 6= 0, á) Kerφ = 0.

Ó âèïàäêó à) Kerφ ¹ íåíóëüîâèì iäåàëîì êiëüöÿ K[X]. Âñi iäåàëè
â K[X] ãîëîâíi, òîìó Kerφ = (p(X)). Ïiäêiëüöå Imφ ' K[X]/ (p(X)) ¹
îáëàñòþ öiëiñíîñòi, òîìó ìíîãî÷ëåí p(X) � íåçâiäíèé. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ôàêòîð-êiëüöå K[X]/ (p(X)) ¹ ïîëåì. Ñïðàâäi, äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò f = f(X) + (p(X)) ìà¹ îáåðíåíèé. f 6= 0
îçíà÷à¹, ùî p(X) - f(X), çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p(X) i f(X) � âçà¹ìíî
ïðîñòi. Çà íàñëiäêîì ç àëãîðèòìó Åâêëiäà iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u(X) òà
v(X) òàêi, ùî u(X)f(X)+v(X)p(X) = 1. Ïåðåõîäÿ÷è äî ñóìiæíèõ êëàñiâ,
îäåðæó¹ìî ç îñòàííüîão ðiâíîñòi u · f + v · p = u · f = 1, òîáòî f ìà¹
îáåðíåíèé. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî Imφ = K(α) = K[α]. Íåõàé f(α) ∈
K[α], äå f(X) ∈ K[X]. Ðîçäiëèìî f(X) íà p(X) ç îñòà÷åþ:

f(X) = p(X)d(X) + r(X),

äå deg r(X) < n = deg p(X). Çâiäñè îäåðæó¹ìî

f(α) = p(α)d(α) + r(α) = r(α) = a0 + a1α + . . . an−1α
n−1,
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äå ai ∈ K. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ à) òåîðåìè çàëèøè-
ëîñü äîâåñòè îäíîçíà÷íiñòü. ßêùî a0 +a1α+ · · ·+an−1α

n−1 = a′0 +a′1α+
· · ·+a′n−1α

n−1, òî α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà p1(X) = (a0−a′0)+(a1−a′1)X+
· · ·+(an−1−a′n−1)X

n−1. ßêùî p1(X) 6= 0, òî p1(X) i p(X) âçà¹ìíî ïðîñòi,
Îñêiëüêè p(X) íåçâiäíèé. Òîìó ç íàñëiäêó ç àëãîðèòìó Åâêëiäà âèïëè-
âà¹, ùî iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè a(X), b(X) ∈ K[X] òàêi, ùî

a(X)p1(X) + b(X)p(X) = 1.

Ïiäñòàâèìî ñþäè X = α, îäåðæèìî 0 = 1. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü îçíà-
÷à¹, ùî p1(X) = 0, îòæå, a0 = a′0, ·, an−1 = a′n−1 i òâåðäæåííÿ à) òåîðåìè
äîâåäåíî.

á) Òóò Imφ = K[α] ' K[X], òîìó ïîëå K(α) içîìîðôíå ïîëþ K(X)
� ïîëþ äðîáiâ êiëüöÿ K[X].

Ïðèêëàäè. 1) 3
√

2 ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî íàä ïîëåìQ ìíîãî÷ëåíà X3−2.
Îòæå,

Q( 3
√

2) = {a0 + a1
3
√

2 + a2
4
√

4 | a0, a1, a2 ∈ Q}.
2) Ìè çíà¹ìî ùî α =

∑∞
n=0 10−n! òðàíñöåäåíòíå äiéñíå ÷èñëî. Òîìó

Q(α) ' Q(X).

Îçíà÷åííÿ 93. ßêùî åëåìåíò α ∈ L � àëãåáðà¨÷íèé íàä ïîëåì K,
òî ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì åëåìåíòà α íàçèâàþòü ìíîãî÷ëåí p(X),
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi òðè óìîâè:

1) p(α) = 0;
2) ∀f(X) ∈ K[X] f(α) = 0 ⇒ deg f(X) ≥ deg p(X);
3) ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà p(X) äîðiâíþ¹ 1.

Çàóâàæåííÿ 94. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí àëãåáðà¨÷íîãî åëåìåíòà α ¹
íåçâiäíèì i îäíîçíà÷ío âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì α.

11.4 Ñêií÷åííi ðîçøèðåííÿ
Íåõàé L/K � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K. Òîäi L ¹ K � ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 95. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü ñêií÷åííèì, ÿêùî ïðî-
ñòið L � ñêií÷åííîâèìiðíèé, â iíøîìó âèïàäêó L/K íàçèâàþòü íåñêií-
÷åííèì ðîçøèðåííÿì. Ðîçìiðíiñòü dimKL ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà-
þòü ñòåïåíåì ðîçøèðåííÿ L/K i ïîçíà÷àþòü [L : K]: [L : K] = dimKL.
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Òâåðäæåííÿ 96. Íåõàé K ⊂ L ⊂ M � áàøòà ïîëiâ. ßêùî äâà ç òðüîõ
ðîçøèðåíü L/M , M/L, M/K ñêií÷åííi, òî é òðåò¹ ðîçøèðåííÿ ñêií-
÷åííå i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

[M : K] = [M : L] · [L : K]. (11.4.1)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî [L : K] < ∞ i [M : L] < ∞. Íåõàé α1, . . . , αn

� áàçà K-ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, i β1, . . . , βm � áàçà L-ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó M . Ïåðåâiðèìî, ùî åëåìåíòè αiβj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m ñêëàäàþòüü
á çó K-ëiíiéíîãî ïðîñòîðó M . -i mn åëåìåíòiâ αiβj ëiíiéíî íåç ëåæíi
íàä K: ÿêùî

∑
i,j aijαiβj = 0, äå aij ∈ K, òî

∑m
j=1 (

∑n
i=1 aijαi) βj = 0

⇒ ∑
i aijαi = 0, Îñêiëüêè β1, . . . , βm � áàçà M/L ⇒ aij = 0, Îñêiëüêè

α1, . . . , αn � áàçà L/K.
Ç iíøîãî áîêó, åëåìåíòè αiβj óòâîðþþòü ñèñòåìó òâiðíèõ ðîçøèðåí-

íÿ M/K. Ñïðàâäi, ÿêùî ξ ∈ M , òî ξ =
∑n

j=1

gammajβj ç
gammaj ∈ L. Îñêiëüêè α1, . . . , αn � áàçà L/K, òî
gammaj =

∑n
i=1 aijαi i ξ =

∑m
j=1

∑n
i=1 aijαiβj .

ßêùî [M : K] < ∞, òî [M : L] < ∞ i [L : K] < ∞ i ðiâíiñòü (11.4.1)
äîâîäèìî ÿê â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.

Îçíà÷åííÿ 97. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì, ÿêùî êîæåí
åëåìåíò α ∈ L ¹ àëãåáðà¨÷íèì íàä ïîëåì K.

Òâåðäæåííÿ 98. Êîæíå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ L/K ¹ àëãåáðà¨÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [L : K] = n i α ∈ L. n + 1 åëåìåíòiâ 1, α, . . . , αn ¹
ëiíiéíî ç ëåæíèìè. Òîìó iñíóþòü åëåìåíòè a0, a1, . . . , an ∈ K, ùî íå âñi
äîðiâíþþòü 0, i òàêi, ùî a0 + a1α + · · · + anαn = 0. Îòæå, α ¹ êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà a0 + a1X + · · ·+ anXn ∈ K[X].

Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå (äèâ. âïðàâó 10), àëå
âiðíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 99. Íåõàé α1, . . . , αn � àëãåáðà¨÷íi íàä ïîëåì K åëåìåí-
òè. Òîäi K(α1, . . . , αn) � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ à) òåîðåìè 92 âèïëèâà¹, ùî âñi ðîçøèðåííÿ
K(αi)/K ñêií÷åííi i [K(αi) : K] äîðiâíþ¹ ñòåïåíþ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà åëåìåíòà αi. Íåõàé [K(αi) : K] = ni. Ðîçãëÿíåìî áàøòó

K ⊂ K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ K(α1, . . . , αn).
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Ç òâåðäæåííÿ 96 îäåðæó¹ìî

[K(α1 . . . , αn) : K] = [K(α1, . . . , αn) : K(α1, . . . , αn−1)]·· · ··[K(α1) : K] ≤
≤ [K(αn) : K] · · · · · [K(α1) : K] = n1 · · · · · nk < ∞.

11.5 Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Àðòiíà
Òåîðåìà 100. Íåõàé K � ïîëå, f(X) � ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè
ç ïîëÿ K, f(X) ∈ K[X], degf(X) = n ≥ 1. Iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L/K, â
ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(X) ìà¹ êîðiíü, òîáòî f(α) = 0 äëÿ äåÿêîãî α ∈ L.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ìíîãî÷ëåí f(X) íåçâiäíèé,
Îñêiëüêè êîðiíü íåçâiäíîãî ìíîæíèêà ìíîãî÷ëåíà ¹ êîðåíåì ñàìîãî ìíî-
ãî÷ëåíà. Ó öüîìó âèïàäêó ôàêòîð-êiëüöå K[X]/ (f(X)) ¹ ïîëåì (öå ïî-
êàçàíî â äîâåäåííi òåîðåìè 92). Âiçüìåìî L = K[X]/ (f(X)). Íåõàé
X ∈ L � ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì X. Åëåìåíòè ç L âèãëÿäó
a = a + (f(X)), äå a ∈ K, óòâîðþþòü ïiäïîëå ïîëÿ L, içîìîðôíå ïî-
ëþ K. Îòîòîæíþþ÷è çà äîïîìîãîþ öüîãî içîìîðôiçìó åëåìåíòè a ∈ K
iç ñóìiæíèìè êëàñàìè a ∈ L, ìà¹ìî f(X) = ao + a1X + · · · + anX

n =
a0 + a1X + · · ·+ anX = ao + a1X + · · ·+ anXn = f(X) = 0, òîáòî α = X
� êîðiíü ìíîãî÷ëåí f(X).

Íàñëiäîê 101. Íåõàé f1(X), . . . , fm(X) ∈ K[X], degfi(X) ≥ 1, 1 ≤ i ≤
m, òîäi iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L/K, â ÿêîìó êîæíèé ìíîãî÷ëåí fi(X) ìà¹
êîðiíü αi.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L1/K i α1 ∈ L1,
ùî ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåí f1(X): f1(α1) = 0. Òàê ñàìî iñíó¹ ðîçøèðåííÿ
L2/L1, â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f2(X) ç êîåôiöi¹íòàìè â ïîëi L1 (òîìó, ùî
K ⊂ L1) ìà¹ êîðiíü α2: f2(α2) = 0. I òàê äàëi, iñíó¹ áàøòà ðîçøèðåíü

K ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Lm

òàêà, ùî ìíîãî÷ëåí fk(X) ìà¹ êîðiíü αk ∈ Lk, 1 ≤ k ≤ m. Â ðîçøèðåííi
Lm/K êîæíèé ìíîãî÷ëåí f1, . . . , fm ìà¹ êîðiíü.
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12 Ãîìîìîðôiçìè (âêëàäåííÿ) ïîëiâ
12.1 Ãîìîìîðôiçìè òà ¨õ ïðîäîâæåííÿ
Îçíà÷åííÿ 102. Âiäîáðàæåííÿ σ : K1 → K2 íàçèâàþòü ãîìîìîðôiçìîì
ïîëÿ K1 â ïîëå K2, ÿêùî

σ(a + b) = σ(a) + σ(b), σ(ab) = σ(a)σ(b), σ(0) = 0, σ(1) = 1.

Çàóâàæåííÿ 103. Êîæíèé ãîìîìîðôiçì ïîëiâ ¹ âêëàäåííÿì, òîáòî ìà¹
íóëüîâå ÿäðî. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ÿäðî áóäü-ÿêîãî ãîìîìîðôiçìó êi-
ëåöü σ : K1 → K2 ¹ iäåàëîì êiëüöÿ K1. Îñêiëüêè K1 � ïîëå, òî â K1

íåìà¹ íåòðèâiàëüíèõ iäåàëiâ. Çâiäñè, i ç óìîâè f(1) = 1, âèïëèâà¹, ùî
Kerσ = 0. Òîìó ó âèïàäêó ïîëiâ âæèâàþòü ñëîâî âêëàäåííÿ çàìiñòü
ñëîâà ãîìîìîðôiçì. Êîæíå âêëàäåííÿ ïîëiâ σ : K1 → K2 âèçíà÷à¹ içî-
ìîðôiçì σ : K1

∼→ σ(K1) ïîëÿ K1 íà éîãî îáðàç σ(K1) â ïîëi K2.
Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ïîëå Q( 4

√
2) i ãîìîìîðôiçì σ : Q( 4

√
2) → C òàêèé, ùî σ(a) =

a äëÿ êîæíîãî a ∈ Q i σ( 4
√

2) = i 4
√

2, òîáòî

σ
(
a0 + a1

4
√

2 + a2(
4
√

2)2 + a3(
4
√

2)3
)

= a0 + a1i
4
√

2 + a2(i
4
√

2)2 + a3(i
4
√

2)3,

äå a0, a1, a2, a3 ∈ Q. Âiäîáðàæåííÿ σ ¹ ãîìîìîðôiçìîì: éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè â äî-
áóòîê òðüîõ ãîìîìîðôiçìiâ

Q(
4
√

2)
∼→ Q[X]/(X4 − 2)

∼→ Q(i
4
√

2) → C,
4
√

2 7−→ X 7−→ i
4
√

2 7−→ i
4
√

2.

Ãîìîìîðôiçì σ ¹ âêëàäåííÿì ïîëÿ Q( 4
√

2) â ïîëå C, i éîãî îáðàçîì ¹ ïîëå Q(i 4
√

2).

Îçíà÷åííÿ 104. Íåõàé σ : K1 → K2 âêëàäåííÿ ïîëiâ. Âêëàäåííÿ ïî-
ëiâ τ : L1 → L2 íàçèâàþòü ïðîäîâæåííÿì âêëàäåííÿ σ, ÿêùî ïîëå L1 ¹
ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K1, L2 � ðîçøèðåííÿì K2, i τ(a) = σ(a) äëÿ êîæíîãî
a ∈ K1.

ßêùî τ ¹ ïðîäîâæåííÿì σ, òî öå çàïèñóþòü ó âèãëÿäi êîìóòàòèâíî¨
äiàãðàìè ãîìîìîðôiçìiâ, ùî íà ìàë. 1 (òóò τi1 = i2σ, i1(a) = a äëÿ âñiõ
a ∈ K1, i2(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K2).

Íåõàé f(x) = a0 + a1X + · · ·+ anXn � ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè ç
ïîëÿ K1, σ : K1 → K2 � âêëàäåííÿ ïîëÿ K1 ó ïîëå K2, τ : L1 → L2 �
ïðîäîâæåííÿ σ. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 105. ßêùî α ∈ L1 � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K1[X],
òî τ(α) � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà

fσ(X) = σ(a0) + σ(a1)X + · · ·+ σ(an)Xn ∈ K2[X].
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K1
σ //

i1
²²

K2

i1
²²

L1
τ // L2

Ðèñ. 1:

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî ðiâíiñòü â ïîëi L1

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0.

Ïîäi¹ìî íà öþ ðiâíiñòü ãîìîìîðôiçìîì τ :

τ(a0)+τ(a1)τ(α)+· · ·+τ(an)
(
τ(α)

)n = σ(a0)+σ(a1)τ(α)+· · ·+σ(an)τ(α)n = 0.

Íàñëiäîê 106. Íåõàé τ : L1 → L2 � ïðîäîâæåííÿ îäèíè÷íîãî âêëà-
äåííÿ id : K1 → K1. Òîäi τ ïåðåâîäèòü êîæíèé êîðiíü α ìíîãî÷ëåíà
f(X) ∈ K1[X], ùî ìiñòèòüñÿ â ïîëi L1, â êîðiíü öüîãî æ ìíîãî÷ëåíà â
ïîëi L2.

12.2 Òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ
Òåîðåìà 107. Íåõàé L1 � ñêií÷åííîïîðîäæåíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K1, σ
� âêëàäåííÿ ïîëÿ K1 â äåÿêå ïîëå K2. Òîäi iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L9 ïîëÿ K2

i ïðîäîâæåííÿ τ : L1 → L2 âêëàäåííÿ σ.
Äîâåäåííÿ. L = K(α1, . . . , αn). Ìiðêóþ÷è çà iíäóêöi¹þ, ìîæíà ââàæàòè,
ùî L = K(α). ßêùî α � òðàíñöåíäåíòíèé íàä K0, òî ïîêëàäåìî L2 =
K2(X) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä X íàä ïîëåì K2, à âêëàäåííÿ τ
îçíà÷èìî òàê:

τ
( a0 + a1α + · · ·+ akα

k

b0 + b1α + · · ·+ bmαm

)
=

σ(a0) + σ(a1)X + · · ·+ σ(ak)Xk

σ(b0) + σ(b1)X + · · ·+ σ(bm)Xm
.

ßêùî æ α � àëãåáðà¨÷íèé íàä K1, òî íåõàé p(X) = c3 + c1X +
· · ·+cmXm � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ α íàä K1. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-
Àðòiíà ñòâåðäæó¹, ùî iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L ïîëÿ K2, â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí
pσ(X) = σ(c0) + σ(c1)X + · · ·+ σ(cm)Xm ∈ K2[X] ìà¹ êîðiíü α′ ∈ L. Ðîç-
ãëÿíåìî ïîëå L2 = K2(α′) i ãîìîìîðôiçì τ : L1 → L2 òàêèé, ùî τ(a) =
σ(a) äëÿ âñiõ a ∈ K1 i τ(α) = α′, òîáòî τ(a0 + a1α + · · · + as−1α

m−1) =
σ(a0) + σ(a7)α′ + · · ·+ σ(am−1)α

′m−1. Âêëàäåííÿ τ i ¹ øóêàíèì ïðîäîâ-
æåííÿì âêëàäåííÿ σ.
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12.3 Ëåìà Àðòiíà ïðî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü õàðàêòåðiâ
Îçíà÷åííÿ 108. Íåõàé G � ãðóïà, K � ïîëå. Õàðàêòåðîì ãðóïè G â
ïîëi K íàçèâàþòü ãîìîìîðôiçì σ : G → K∗ ãðóïè G â ìóëüòèïëiêàòèâíó
ãðóïó ïîëÿ K.

Ïðèêëàäè
1)ßêùî G = Z/nZ, òî êîæíèé õàðàêòåð öi¹¨ ãðóïè σ : Z/nZ → C∗

â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì σ(1) ∈ C.
Ìà¹ìî 1 = σ(0) = σ(n · 1) = σ(1)n, òîáòî σ(1) ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ n ðiçíèõ õàðàêòåðiâ σ1, . . . , σn : Z/nZ→ C∗, äå
σk(1) = cos 2πk

n + i sin 2πk
n , 1 ≤ k ≤ n.

2) ßêùî σ : L → M � âêëàäåííÿ ïîëiâ, òî σ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
õàðàêòåð ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè L∗ â ïîëi M .

Íàñòóïíà ëåìà ïðî õàðàêòåðè ãðóï áóäå âèêîðèñòàíà ÿêðàç ó âèïàäêó
âêëàäåíü ïîëiâ. Ó ¨¨ ôîðìóëþâàííi âèðàç α1σ1 + · · ·+αnσn, äå σ1, . . . , σn

� õàðàêòåðè ãðóïè G â ïîëi K, à α1, . . . , αn ∈ K îçíà÷à¹ ôóíêöiþ, âè-
çíà÷åíó íà G iç çíà÷åííÿìè â ïîëi K.

Ëåìà 109 (Àðòií). Íåõàé G � ãðóïà, K � ïîëå, σ1, . . . , σn : G → K∗ �
ðiçíi õàðàêòåðè ãðóïè G â ïîëi K. Òîäi σ1, . . . , σn � ëiíiéíî íåçàëåæíi
íàä K, òîáòî ÿêùî α1σ1 + · · · + αnσn = 0, äå α1, . . . , αn ∈ K, òî α1 =
· · · = α = 0.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî çà iíäóêöi¹þ. ßêùî n = 1, òî ç ðiâíîñòi α1σ1 = 0
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü â ïîëi K α1σ(g) = 0, äå g ∈ G. Îñêiëüêè σ1(g) ∈ K∗,
òî α1 = 0. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ñïðàâåäëèâå äëÿ n − 1
ðiçíèõ õàðàêòåðiâ. ßêùî ìè ìà¹ìî n ðiçíèõ õàðàêòåðiâ i äëÿ äåÿêèõ
α1, . . . , αn ∈ K

α1σ1 + · · ·+ αnσn = 0, (12.3.1)
òî äëÿ êîæíîãî g ∈ G îäåðæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

α1σ1(g) + · · ·+ αnσn(g) = 0. (12.3.2)

Îñêiëüêè õàðàêòåðè σ1, . . . , σn � ðiçíi, òî iñíó¹ åëåìåíò g′ ∈ G, äëÿ ÿêîãî
σ1(g′) 6= σn(g′). Ïiäñòàâèâøè â (12.3.2) g′g çàìiñòü g, îäåðæó¹ìî

α1σ1(g′)σ1(g) + · · ·+ αn−1σn−1(g′)σn−1(g) + αnσn(g′)σn(g) = 0. (12.3.3)

Äîìíîæèìî ðiâíiñòü (12.3.2) íà σn(g′):

α1σn(g′)σ1(g) + · · ·+ αn−1σn(g′)σn−1(g) + αnσn(g′)σn(g) = 0. (12.3.4)
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Âiäíiìåìî ïî÷ëåííî (12.3.3) i (12.3.4), îäåðæèìî

α1

(
σ1(g′)− σn(g′)

)
σ1(g) + · · ·+ αn−1

(
σn−1(g′)− σn(g′)

)
σn−1(g) = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî αi

(
σi(g′)−σn(g′)

)
= 0 äëÿ

âñiõ i, 1 ≤ i ≤ n − 1. Çîêðåìà, α1

(
σ1(g′) − σn(g′)

)
= 0, òîìó α1 = 0 çà

âèáîðîì åëåìåíòà g′. Ïiäñòàâèìî α1 = 0 â (12.3.1), îäåðæèìî

α2σ2 + · · ·+ αnσn = 0,

à çâiäñè ìà¹ìî α2 = · · · = αn = 0 çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

12.4 Òåîðåìà ïðî êiëüêiñòü âêëàäåíü
Òåîðåìà 110. Íåõàé L/K � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ, [L : K] = n, σ1, . . . , σm

� ðiçíi âêëàäåííÿ ïîëÿ L ó ïîëå M òàêi, ùî σi(a) = σj(a) äëÿ âñiõ a ∈ K
i âñiõ i, j, 1 ≤ i, j ≤ m. Òîäi m ≤ n.
Äîâåäåííÿ. Äîâîäèìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî m > n. Íåõàé
u1, . . . , un � áàçà L/K. m âåêòîðiâ

v1 =
(
σ1(u1), . . . , σ1(un)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
vm =

(
σm(u1), . . . , σm(un)

)

ïðîñòîðó Mn ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè íàä M . Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü λ1, . . . , λm ∈
M , ÿêi íå âñi äîðiâíþþòü 0, i

∑m
k=1 λkσk(ui) = 0 äëÿ âñiõ i, 1 ≤ i ≤ n.

Êîæíèé åëåìåíò α ∈ L ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi α =
∑n

i=1 aiui, äå
ai ∈ K. Ìà¹ìî

( m∑

k=1

λkσk

)
(α) =

m∑

k=1

λkσk

( n∑

i=1

aiui

)
=

m∑

k=1

n∑

i=1

λkσk(ai)σk(ui).

Çà óìîâàìè òåîðåìè σk(ai) íå çàëåæèòü âiä k, ïîçíà÷èìî σk(ai) = bi i
ïiäñòàâèìî öå â îñòàííþ ñóìó:

( m∑

k=1

λkσk

)
(α) =

m∑

k=1

n∑

i=1

λkbiσk(ui) =
n∑

i=1

bi

( m∑

k=1

λkσk(ui)
)

= 0.

Îòæå,
∑m

k=1 λkσk = 0 i íå âñi λ1, . . . , λk äîðiâíþþòü íóëþ. Öå ñóïå-
ðå÷èòü ëåìi Àðòiíà.

Íàñëiäîê 111. Íåõàé L/K � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ, [L : K] = n,
σ1, . . . , σm � ðiçíi âêëàäåííÿ ïîëÿ L ó ïîëå M òàêi, ùî σi(a) = a äëÿ
âñiõ a ∈ K i âñiõ i, 1 ≤ i ≤ m. Òîäi m ≤ n.
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13 Àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíi ïîëÿ
Ïîëå L íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì, ÿêùî êîæíèé ìíîãî÷ëåí f(X) ∈
L[X] ñòåïåíÿ ≥ 1 ìà¹ êîðiíü â ïîëi L.

Ìåòîþ öüîãî ïàðàãðàôà ¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî òå, ùî äëÿ êîæíî-
ãî ïîëÿ K iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L/K àëãåáðà¨÷íå íàä K i àëãåáðà¨÷íî ç
ìêíåíå. ðîçøèðåííÿ L/K ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷-
íèì çàìèêàííÿì ïîëÿ K. Äëÿ ïîáóäîâè àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ áóäå
âèêîðèñò íèé ìåòîä Àðòiíà, âèêëàäåíèé ó êíèçi Ñ. Ëåíãà [?].

Íàì íåîáõiäíî ââåñòè â ðîçãëÿä êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ.

13.1 Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ K[S]

Íåõàé K äîâiëüíå êiëüöå, S ìíîæèíà (ìîæëèâî íåñêií÷åííà), åëåìåíòè
ÿêî¨ ïîçíà÷à¹ìî Xs, s ∈ S. Êîæíié ñêií÷åííié ïiäìíîæèíi {Xi1 , . . . , Xin}
⊂ S ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ K[Xi1 , . . . , Xin ] âiä n
çìiííèõ. ×åðåç K[S] ïîçíà÷èìî îá'¹äíàííÿ âñiõ K[Xi1 , . . . , Xin ], äëÿ âñiõ
ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí {Xi1 , . . . , Xin} ìíîæèíè S. K[S] ñêëàäà¹òüñÿ ç
ìíîãî÷ëåíiâ, êîæíèé ìíîãî÷ëåí ç K[S] çàëåæèòü ëèøå âiä ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ, àëå ðiçíi ìíîãî÷ëåíè çàëåæàòü, âçàãàëi êàæó÷è, âiä
ðiçíèõ çìiííèõ. ßêùî ìà¹ìî äâà ìíîãî÷ëåíè f, g ∈ K[S] i f çàëåæèòü âiä
çìiííèõ iç ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè S1 ⊂ S, g � âiä çìiííèõ iç ñêií÷åííî¨
ïiäìíîæèíè S2 ⊂ S, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî f i g çàëåæàòü âiä çìiííèõ
ç ìíîæèíè S1 ∪ S2. Î÷åâèäíî, ùî K[S] ¹ êiëüöåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ.

Ó äîâåäåííi òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèõ ðîçøè-
ðåíü äàíîãî ïîëÿ K ìè âèêîðèñòà¹ìî êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ K[S] ç êîåôi-
öi¹íòàìè ç ïîëÿ K.

13.2 Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèõ ðîç-
øèðåíü

Òåîðåìà 112. Äëÿ êîæíîãî ïîëÿ K iñíó¹ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ðîçøè-
ðåííÿ E/K.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S � ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≥ 1 ç êîåôi-
öi¹íòàìè ç ïîëÿ K. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó òàêîìó ìíîãî-
÷ëåíó f(X) ∈ K[X] ñèìâîë Xf ∈ S. Îäåðæèìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiä-
ïîâiäíiñòü ìíîæèíè ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≥ 1 i ìíîæèíè ñèìâîëiâ Xf .
Ðîçãëÿíåìî iäåàë I â êiëüöi K[X], ïîðîäæåíèé ìíîãî÷ëåí ìè f(Xf ).
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I ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âèãëÿäó

gf1(Xi1 , . . . , Xik1
)f1(Xf1) + · · ·+ gfr(Xj1 , . . . , Xjkr

)fr(Xfr).

Ïåðåêîíà¹ìîñü â òîìó, ùî I 6= K[S]. ßêáè öå áóëî íå òàê, òî ìè
îäåðæàëè á äëÿ äåÿêèõ gf1 , . . . , gfr ∈ K[S]

gf1 · f1(Xf1) + · · ·+ gfr · fr(Xfr) = 1. (13.2.1)

Çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê ç òåîðåìè Êðîíåêåðà-Àðòiíà: iñíó¹ ðîçøèðåííÿ
L/K, â ÿêîìó êîæíèé ìíîãî÷ëåí fi ìà¹ êîðiíü αi. Ïiäñòàâèâøè â (13.2.1) αi

çàìiñòü Xfi i 0 çàìiñòü iíøèõ çìiííèõ, ùî òóäè âõîäÿòü, îäåðæèìî 0 = 1.
Öÿ ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî I � âëàñíèé iäåàë êiëüöÿ K[S]. Òîìó iñíó¹
ìàêñèìàëüíèé iäåàë M, I ⊂ M. Ôàêòîð-êiëüöå L1 = K[S]/M ¹ ïîëåì i
éîãî ìîæíà ââàæàòè ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K (îòîòîæíþþ÷è, ÿê çâè÷àéíî,
α ∈ K i ñóìiæíèé êëàñ α = α +M∈ L1).

ßêùî f(X) ∈ K[X], degf(X) ≥ 1, òî f(X) ∈ M i ìè ìà¹ìî 0 =
f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, òîáòî f(X) ìà¹ êîðiíü X â L1.
Òàê ñàìî áóäó¹ìî ðîçøèðåííÿ L2/L1, â ÿêîìó êîæíèé ìíîãî÷ëåí ç

êîåôiöi¹íòàìè ç L1 ìà¹ êîðiíü â L2. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îäåðæó-
¹ìî íåñêií÷åííó áàøòó ðîçøèðåíü

K = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Lm ⊂ . . . (13.2.2)

ç âëàñòèâiñòþ, ùî êîæåí ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Li ìà¹ êîðiíü
â ïîëi Li+1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E îá'¹äíàííÿ âñiõ ïîëiâ Li, 0 ≤ i < ∞.
ßêùî α, β ∈ E, òî iñíó¹ i ≥ 1, ùî α, β ∈ Li i ìè áåðåìî ñóìó α + β
òàäîáóòîê αβ åëåìåíòiâ α i β â ïîëi Li. Î÷åâèäíî, òàê âèçíà÷åíi îïåðàöi¨
çàäîâîëüíÿþòü âñi àêñiîìè ïîëÿ, òîìó E ïîëå.

Ïåðåâiðèìî, ùî E àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå. Íåõàé f(X) = a0 + a1X +
· · · + anXn ∈ E[X]. Êîæåí êîåôiöi¹íò ak íàëåæèòü äåÿêîìó ïîëþ Lik ,
òîìó âñi êîåôiöi¹íòè íàëåæàòü ïîëþ Li, äå i = max{i0, . . . , in}. Ç ïîáó-
äîâîþ áàøòè (13.2.2) ìíîãî÷ëåí f(X) ìà¹ êîðiíü α ∈ Li+1 ⊂ E.

14 Àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ
Îçíà÷åííÿ 113. Ïîëå K íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì çàìèêàííÿì ïîëÿ K,
ÿêùî âîíî ¹ àëãåáðà¨÷íèì i àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ðîçøèðåííÿì ïî-
ëÿ K.

Òåîðåìà 114. Äëÿ êîæíîãî ïîëÿ K iñíó¹ àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ K
ïîëÿ K.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî K ìíîæèíó âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ íàä K åëåìåíòiâ
ç àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíîãî ðîçøèðåííÿ E/K, iñíóâàííÿ ÿêîãî ñòâåðäæó-
¹òüñÿ ó ïîïåðåäíié òåîðåìi. Äîâåäåìî, ùî K � ïîëå. Íåõàé α, β ∈ K.
Òîäi K(α, β) � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, öå âèïëèâà¹ ç òâåðäæå-
ííÿ 99, îòæå, K(α, β) � àëãåáðà¨÷íå íàä K ç òâåðäæåííÿì 98. Òîìó
α+β, α ·β ∈ K i K çàìêíåíå âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.
Î÷åâèäíî, K ¹ ïîëåì âiäíîñíî öèõ îïåðàöié.

Ïîêàæåìî, ùî K àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå. Íåõàé f(X) ∈ K[X],
f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn, äå âñi aiàëãåáðà¨÷íi íàä K, n ≥ 1 i α �
êîðiíü ìíîãî÷ëåí f(X). Òîäi α ∈ E � àëãåáðà¨÷íèé íàä K(a0, . . . , an).
Ìà¹ìî, çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 99,

[K(α, a0, . . . , an) : K(a0, . . . , an)] < ∞ i [K(a0, . . . , an) : K] < ∞,

òîìó ç òâåðäæåííÿ 98 âèïëèâà¹, ùî α � àëãåáðà¨÷íèé íàä K, òîáòî
α ∈ K.

15 ��äèíiñòü� àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ
Îçíà÷åííÿ 115. ðîçøèðåííÿ L1 i L2 ïîëÿ K íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíè-
ìè íàä ïîëåì K, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì σ: L1 → L2, ÿêèé ïðîäîâæó¹
îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì ïîëÿ K, òîáòî σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K.

Ìè äîâåäåìî, ùî êîëè K1 i K2 � àëãåáðà¨÷íi çàìèêàííÿ ïîëÿ K, òî
âîíè åêâiâàëåíòíi íàä K. Öå âèïëèâàòèìå ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 116. Íåõàé K � ïîëå, L/K � àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ, σ:
K → E � âêëàäåííÿ ïîëÿ K â àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå E. Òîäi iñíó¹
ïðîäîâæåííÿ τ : L → E âêëàäåííÿ σ. ßêùî ïîëå E àëãåáðà¨÷íå íàä σK, à
ïîëå L � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå, òî âêëàäåííÿ τ ¹ içîìîðôiçìîì ïîëiâ L
i E.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó S ïàð (M, λ), äå M � ïiäïîëå ïîëÿ L,
λ: M → E � ïðîäîâæåííÿ âêëàäåííÿ σ: K → E. Ìíîæèíà S � íåïî-
ðîæíÿ: âîíà ìiñòèòü åëåìåíò (K, σ). Îçíà÷èìî íà ìíîæèíi S ïîðÿäîê.
Ââàæà¹ìî, ùî (M1, λ1) ≤ (M2, λ2), ÿêùî M1 ⊂ M2 i λ2 ïðîäîâæåííÿ
âêëàäåííÿ λ1. ßêùî {(Mi, λi)} ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ïiäìíîæèíà ìíî-
æèíè S, òî (

⋃
Mi, τ), äå τ äîðiâíþ¹ λi íà Mi ¹ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì

ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè {(Mi, λi)}. Òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè ëå-
ìó Öîðíà, i â ìíîæèíi S iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò (N, τ). Ïåðåâiðèìî,
ùî N = L. ßêùî N $ L, òî iñíó¹ α ∈ L, α /∈ N i α � àëãåáðà¨÷íèé íàä N
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(òîìó, ùî L � àëãåáðà¨÷íå íàä K). Ç òåîðåìè ?? ïðî ïðîäîâæåííÿ ãîìî-
ìîðôiçìiâ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ τ ′: N(α) → E âêëàäåííÿ τ :
N → E, òîáòî (N, τ) íå ¹ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S. Òîìó
N = L i ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíå.

ßêùî L àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå, E àëãåáðà¨÷íå íàä σK, òî τL � ïiä-
ïîëå ïîëÿ E, τL � àëãåáðà¨÷íå íàä σK. Îòæå, E i τL � àëãåáðà¨÷íi
çàìèêàííÿ ïîëÿ σK, τL ⊂ E. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E = τL i òåîðåìó
äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 117. Íåõàé K1 i K2 � àëãåáðà¨÷íi çàìèêàííÿ ïîëÿ K. Òîäi
âîíè åêâiâàëåíòíi íàä K.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ τ : K1 → K2 îäè-
íè÷íîãî àâòîìîðôiçìó σ = id: K → K i öå ïðîäæîâæåííÿ ¹ içîìîðôi-
çìîì ïîëiâ K1 i K2.

16 Ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà
Îçíà÷åííÿ 118. Ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] íàçèâàþòü
íàéìåíøå ðîçøèðåííÿ (â ç ä íîìó àëãåáðà¨÷íîìó çàìèêàííi K ïîëÿ K),
â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(X) ðîçêëäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.

Ïðèêëàäè.

1) Q(
√

5) � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X2 −X − 1 ∈ Q[X];
2) C � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X2 + 1 ∈ R[X], ëå ïîëå C íå ¹

ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X2 + 1 ∈ Q(X). Ïîëåì ðîçêëàäó îñò ííüîãî
ìíîãî÷ëåí ¹ ïîëå Q(i).

Òåîðåìà 119. Äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] iñíó¹ ïîëå ðîçêëà-
äó öüîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëå ðîçêëàäó âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì f(X)
îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî f(X) ∈ K[X], òî çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Àðòiíà iñíó¹
ðîçøèðåííÿ K1 ïîëÿ K, ó ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(X) ìà¹ êîðiíü α1. Ç òå-
îðåìè Áåçó ïðî êîðåíi ìíîãî÷ëåíà âèïëèâà¹, ùî â êiëüöi K1[X] âiðíà
ðiâíiñòü f(X) = (X − α1)f1(X). Òàê ñàìî, iñíó¹ ðîçøèðåííÿ K2/K1, ó
ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f1(X) ìà¹ êîðiíü α2. I òàê äàëi, ÷åðåç íå áiëüøå, íiæ
n = deg f êðîêiâ, ìè îäåðæèìî ðîçøèðåííÿ L ïîëÿ K, ó ÿêîìó ìíîãî-
÷ëåí f(X) ðîçêëäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè: f(X) = (X − α1)f(X) =
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(X −α1)(X −α2)f2(X) = · · · = (X −α1) . . . (X −αn)an, äå an � ñòàðøèé
êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåí f(X).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè ÿêèìîñü ñïîñîáîì ïîáóäîâàíå ðîçøèðåííÿ L,
ó ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(X) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, f(X) =
(X−α1) . . . (X−αn)an, òî ïîëåì ðîçêëàäó ¹ ïiäïîëå K(α1, . . . , αn) ïîëÿ L,
ùî îäåðæó¹òüñÿ ïðè¹äíàííÿì äî ïîëÿ K âñiõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåí f(X).

Ïîëå ðîçêëàäó K(α1, . . . , αn) ìîæí îäåðæàòè ùå òàêèì ñïîñîáîì.
Ðîçãëÿíåìî ÿêå-íåáóäü àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ K ïîëÿ K. Ó ïîëi K ìíî-
ãî÷ëåí f(X) ðîçêëàäà¹òüñÿ íàëiíiéíi ìíîæíèêè i ïîëå ðîçêëàäó ìîæí
îäåðæàòè ÿê â ïîïåðåäíüîìó àáçàöi.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) ïîëÿ ðîçêëàäó.
Íåõàé K1 = K(α1, . . . , αn) i K2 = K(β1, . . . , βn) äâ ïîëÿ ðîçêëàäó. Ðîç-
ãëÿíåìî àëãåáðà¨÷íi çàìèêàííÿ K1i K2 ïîëiâ K1 i K2. K1 i K2 � àëãåá-
ðà¨÷íi çàìèêàííÿ ïîëÿ K, òîìó âîíè åêâiâàëåíòíi: iñíó¹ içîìîðôiçì τ :
K1 → K2, äëÿ ÿêîãî τ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K. Âèÿñíèìî ÿê τ äi¹ íà êî-
ðåíi ìíîãî÷ëåíà f(X). ßêùî αi �êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(X) = a0 + a1X +
· · ·+anXn ∈ K[X], òî a0 +a1αi + · · ·+anαn

i = 0, çâiäñè a0 +a1τ(αi)+ · · ·+
anτ(αi)n = 0, òîáòî τ(αi) ¹ îäíèì ç êîðåíiâ ìíîãî÷ëåí f(X) ó ïîëi K2.
Îòæå, τ(αi) = βj äëÿ äåÿêîãî j, 1 ≤ j ≤ n. Îñêiëüêè τ ií'¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ, òî τ ïåðåâîäèòü ðiçíi êîðåíi ìíîæèíè {α1, . . . , αn} ó ðiçíi êîðåíi
ìíîæèíè {β1, . . . , βn}, òîáòî τ ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ ïîëiâ K(α1, . . . , αn) òà
K(β1, . . . , βn).

17 Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié
Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié ç
òî÷êè çîðó ðîçøèðåíü ïîëiâ. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié K(X) íàä ïî-
ëåì K � öå, çà îçíà÷åííÿì, ïîëå äðîáiâ êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[X]. Öå
ïîëå ìîæíà òðàêòóâàòè òàêîæ ÿê ïîëå, îäåðæàíå ç ïîëÿ K ïðè¹äíàííÿì
åëåìåíòà X ∈ K[X]. Åëåìåíò X ¹ òðàíñöåíäåíòíèì íàä K, öå âèïëèâà¹
ç îçíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíiâ.

17.1 Ïiäïîëÿ ïîëÿ K(X)

Ïîëå K(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó α = f(X)
g(X) , äå f(X), g(X) ∈

K[X]. Åëåìåíòè α ∈ K áóäåìî íàçèâàòè êîíñòàíòàìè, âñi åëåìåíòè
ïîëÿ K(X) áóäåìî íàçèâàòè ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè. Ó çàïèñi α =
f(X)
g(X) ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, òî ìíîãî÷ëåíè f(X) i g(X) ââàæàòèìåìî
âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Ââåäåìî ñòåïiíü ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ α: degα =
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max{degf, degg}.
Òåîðåìà 120. Íåõàé α ∈ K(X), α /∈ K, degα = n ≥ 1. Òîäi α òðàíñ-
öåíäåíòíèé íàä ïîëåì K åëåìåíò, X àëãåáðà¨÷íèé íàä K(α) i [K(X) :
K(α)] = n.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî åëåìåíò X àëãåáðà¨÷íèé íàä K(α).
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí αg(X) − f(X) ∈ K(α)[X]. g(X) ¹ íå-
íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì, íåõàé bk � ÿêèé-íåáóäü éîãî íåíóëüîâèé êîåôi-
öi¹íò. Òîäi bkα − ak íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà αg(X) − f(X)
(òóò ak i bk � êîåôiöi¹íòè ïðè Xk ìíîãî÷ëåíiâ f(X), g(X) ∈ K(α)[X].
Öå îçíà÷à¹, ùî X � àëãåáðà¨÷íèé íàä K(α)).

Äîâåäåìî, ùî α � òðàíñöåäåíòíèé íàä K. ßêáè öå áóëî íå òàê, òî α
áóâ áè êîðåíåì äåÿêîãî íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ m, òîäi ç òåîðå-
ìîþ 92 [K(α) : K] = m, òîìó [K(X) : K] = [K(X) : K(α)] · [K(α) :
K] ≤ mn. Çâiäñè âèïëèâàëî á, ùî X àëãåáðà¨÷íèé íàä K. Îäåðæàëè
ñóïåðå÷íiñòü.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî [K(X) : K(α)] = n. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî ìíîãî÷ëåí αg(Y )−f(Y ) íåçâiäíèé íàä K(α). ßêáè öå áóëî íå òàê, òî
öåé ìíîãî÷ëåí ðîçêëàäàâñÿ á íà ìíîæíèêè â êiëüöi K[α, Y ] i îäèí ç öèõ
ìíîæíèêiâ íå çàëåæàâ áè âiä α, áî íàø ìíîãî÷ëåí ìà¹ ñòåïiíü 1 çà α.
Òîìó ìè ìàëè á ó êiëüöi K[α, Y ]

αg(Y ) + f(Y ) = h(Y ) (αg1(Y ) + f1(Y )) .

Àëå çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîãî÷ëåíè f(Y ) i g(Y ) ìàþòü ñïiëüíèé ìíî-
æíèê h(Y ), à âîíè â íàñ âçà¹ìíî ïðîñòi. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹,
ùî αg(Y ) + f(Y ) íåçâiäíèé, îòæå, X ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíÿ n ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K(α) i ç òåîðåìè 92 âèïëèâà¹, ùî
[K(X) : K(α)] = n.

17.2 Òåîðåìà Ëþðîòà
Òåîðåìà 121. Êîæíå ïiäïîëå ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ íå ëèøå ç êîíñòàíò, içîìîðôíå ïîëþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìè ìà¹ìî ïiäïîëå M : K $M ⊂ K(X). Íåõàé α ∈ M ,
α /∈ K. Ðîçãëÿíåìî ïîëå K(α). Ìà¹ìî K(α) ⊂ M ⊂ K(X). Çà ïîïå-
ðåäíüîþ òåîðåìîþ 120 [K(X) : K(α)] < ∞, òîìó i [K(X) : M ] < ∞.
Ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íèì, îòæå, X àëãåáðà¨÷íèé íàä M .
Íåõàé X ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f̃(T ) ñòåïåíÿ n ç êîåôiöi¹í-
òàìè ç ïîëÿ M :

f̃(T ) = Tn + an−1T
n−1 + · · ·+ a0. (17.2.1)
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Êîåôiöi¹íòè ai ìíîãî÷ëåíà (17.2.1) ¹ äåÿêèìè ðàöiîíàëüíèìè ôóíêöiÿìè
âiä X. Äîìíîæèìî ìíîãî÷ëåí (17.2.1) íà ñïiëüíèé çíàìåííèê êîåôiöi-
¹íòiâ ai, à òîäi ðîçäiëèìî îäåðæàíèé ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè ç K[X]
íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê êîåôiöi¹íòiâ. Îäåðæèìî ìíîãî÷ëåí

f(X,T ) = bn(X)Tn + bn−1(X)Tn−1 + · · ·+ b0(X).

Íåõàé m � ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà f(X, T ) çà X.
Êîåôiöi¹íòè ai(X) = bi(X)

bn(X) íå ìîæóòü áóòè âñi íåçàëåæíèìè âiä X,
áî òîäi X áóâ áè àëãåáðà¨÷íèì íàä K. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α áóäü-ÿêèé ç
êîåôiöi¹íòiâ ai, ùî çàëåæèòü âiä X: α = bi(X)

bn(X) . Çàïèøåìî öåé äðiá ó
íåñêîðîòíîìó âèãëÿäi α = g(X)

h(X) . Ìà¹ìî degg(X) ≤ m i degh(X) ≤ m.
Ìíîãî÷ëåí g(T ) − αh(T ) ∈ M [T ] íåíóëüîâèé i ìà¹ êîðiíü T = X, òîìó
öåé ìíîãî÷ëåí äiëèòüñÿ íà f̃(T ) â êiëüöi M [T ]

g(T )− αh(T ) = f̃(T )p(T ).

Ïiäñòàâèìî α = g(X)
h(X) i äîìíîæèìî íà h(X). Îäåðæèìî

h(X)g(T )− g(X)h(T ) = f(X, T )q(X, T ), (17.2.2)

äå q(X, T ) � ìíîãî÷ëåí âiä T ç êîåôiöi¹íòàìè ç K[X]. Ïîðiâíþþ÷è ñòå-
ïåíi ïî X ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (17.2.2), îäåðæó¹ìî, ùî ìíîãî-
÷ëåí q(X, T ) íå çàëåæèòü âiä X, òîìó (âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðiþ âiäíî-
ñíî X i T ó (17.2.2) çëiâà) âií íå çàëåæèòü i âiä T . Òîìó q(X,T ) = q0 ∈ K
i ìè ìà¹ìî

h(X)g(T )− g(X)h(T ) = q0 · f(X, T ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíà f(X,T ) çà X i çà T îäíàêîâi:
m = n. Êðiì öüîãî, îáîâ'ÿçêîâî degg = n îñêiëüêè degh = n. Îòæå,
degα = n. Ðîçãëÿíåìî áàøòó ïîëiâ

K ⊂ K(α) ⊂ M ⊂ K(X).

Ìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 120,

n = [K(X) : K(α)] = [K(X) : M ] · [M : K(α)] = n · [M : k(α)].

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî [M : K(α)] = 1, òîìó M = K(α). Àëå α òðàíñöåí-
äåíòíèé åëåìåíò, i òîìó ç òåîðåìè 92 âèïëèâà¹, ùî K(α) ' K(X).
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18 Ñêií÷åííi ïîëÿ
18.1 Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîëÿ
Ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè Fq. Ïðîñòèì ïiäïîëåì
ïîëÿ Fq ìîæå áóòè ëèøå ïîëå Z/pZ. Ó òàêîìó âèïàäêó õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ Fq äîðiâíþ¹ p, äå p ïðîñòå ÷èñëî.

Òâåðäæåííÿ 122. Ïîëå Fq ñêëàäà¹òüñÿ ç pn åëåìåíòiâ, äå p = charFq,
n � äîäàòíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Ïîëå Fq ¹ ðîçøèðåííÿì ñâîãî ïðîñòîãî ïiäïîëÿ Z/pZ. Îò-
æå, Fq � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì Z/pZ. ßêùî
e1, . . . , en � áàçàZ/pZ-ïðîñòîðó Fq, òî êîæåí åëåìåíò ç Fq îäíîçíà÷íî
çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ α1e1 + · · ·+αnen, äå αi ∈ Z/pZ.
Âñüîãî iñíó¹ pn òàêèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié. Òîìó q = pn.

Ïðèêëàä. Ïîëå ç pn åëåìåíòiâ ìîæí îäåðæàòè ç äîïîìîãîþ ïðè¹ä-
íàííÿ äî ïîëÿ Z/pZ êîðåíÿ α íåçâiäíîãî íàä Z/pZ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n.
Ífïðèêëàä, ïîëå ç 8 åëåìåíòiâ ìîæå áóòè ïîáóäîâàíå çà äîïîìîãîþ ïðè-
¹äíàííÿ äî ïîëÿ Z/2Z êîðåíÿ ìíîãî÷ëåíà X3 + X + 1 ∈ Z/2Z[X]. Ìíî-
ãî÷ëåí X3 + X + 1 íåçâiäíèé íàä Z/2Z òîìó, ùî âií íå ìà¹ êîðåíiâ â
Z/2Z, ÿêáè âií áóâ çâiäíèé, òî â éîãî ðîçêëàäi íà íåçâiäíi ìíîæíèêè
çíàéøîâñÿ á ëiíiéíèé ìíîæíèê i ìíîãî÷ëåí ìàâ áè êîðiíü ó Z/2Z.

Íåõàé α � êîðiíü ìíîãî÷ëåí X2 + X + 1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî α ¹
åëåìåíòîì àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ Z/2Z ïîëÿ Z/2Z. Âèêîðèñòîâóþ÷è
òåîðåìó 120 ï. 17.1, ìà¹ìî

Z/2Z(α) = {a0 + a1α + a2α
2 | ai ∈ Z/2Z} =

= {0, 1, α, 1 + α, α2, 1 + α2, α + α2, 1 + α + α2}.

Ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóï ïîëÿ Z/2Z(α) ñêëàäà¹òüñÿ ç 7 åëåìåíòiâ, òîìó
âîíà öèêëi÷íà i áóäü-ÿêèé åëåìåíò, âiäìiííèé âiä 1, ¹ ¨¨ òâiðíèì. Çîêðåì
, α � òâiðíèé åëåìåíò öi¹¨ ãðóïè. Çíàéäåìî âñi ñòåïåíi α, âèêîðèñòîâóþ÷è
â îá÷èñëåííÿõ òîòîæíiñòü α3 = α+1, ÿêà îçíà÷à¹, ùî α êîðiíü ìíîãî÷ëåí
X3 + X + 1.

n 1 2 3 4 5 6 7
αn α α2 α + 1 α2 + α α2 + α + 1 α2 + 1 1
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Ó öüîìó ïðèêëàäi ìè çðîáèëè âèñíîâîê ïðî öèêëi÷íiñòü ìóëüòèïëi-
êàòèâíî¨ ãðóïè ïîëÿ Z/2Z(α), âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî âîíà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç 7 (7 ïðîñòå ÷èñëî!) åëåìåíòiâ.

Àëå ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ ç 9 åëåìåíòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç 8 åëå-
ìåíòiâ, i â öüîìó âèïàäêó ¨¨ öèêëi÷íiñòü íåî÷åâèäíà. Çðåøòîþ ìè âæå
äîâîäèëè, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ïîëÿ ¹
öèêëi÷íîþ (äèâ. �Àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë�).

18.2 Fq � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xq −X

Íåõàé L/K � ðîçøèðåííÿ ïîëiâ. Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì σ: L → L
òàêèé, ùî σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K, íàçèâàþòü àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ L
íàä ïîëåì K.

Ëåìà 123. ßêùî Fq � ñêií÷åííå ïîëå, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç q = pn åëåìåí-
òiâ, òî äëÿ êîæíîãî i, 1 ≤ i ≤ n âiäîáðàæåííÿ σi: Fq → Fq, σi(α) = αpi

¹àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ Fq íàä Fp. Âñi öi n àâòîìîðôiçìiâ ¹ ðiçíèìè i íå
iñíó¹ iíøèõ àâòîìîðôiçìiâ ïîëÿ Fq.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî σ1 = σ ¹ àâòîìîðôiçìîì. Äëÿ öüîãî
çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ó ôîðìóëi áiíîìà Íüþòîíà

(α + β)p = αp +
p−1∑

k=1

Ck
p αp−kβk + βp (18.2.1)

âñi áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè Ck
p = p!

k!(p−k)! äiëÿòüñÿ íà p. Òîìó ÿêùî α, β ∈
Fpn , òî ç (18.2.1) îäåðæó¹ìî (α + β)p = αp + βp. Êðiì öüîãî, î÷åâèäíî,
(αβ)p = αpβp. Öå îçíà÷à¹, ùî σ: L → L ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Ïîêàæåìî, ùî σ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ: ÿêùî σ(α) = σ(β), òîáòî
αp = βp, òî αp− βp = (α− β)p = 0, çâiäñè α = β. Íàðåøòi, âèêîðèñòà¹ìî
òîé ôàêò, ùî ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè â ñåáå ¹ ñþð'-
¹êòèâíèì. Îòæå, σ � àâòîìîðôiçì. äàëi, σi ¹ äîáóòêîì àâòîìîðôiçìó σ
íà ñåáå i ðàçiâ, òîìó σi � òåæ àâòîìîðôiçì. Äëÿ äîâåäåííÿ, ùî àâòîìîð-
ôiçìè σ, σ2, . . . , σn � ðiçíi, ïåðåâiðèìî, ùî êîëè α � òâiðíèé åëåìåíò öè-
êëi÷íî¨ ãðóïè F∗pn , òî σ(α), σ2(α), . . . , σn(α) âñi ðiçíi. ßêáè σi(α) = σj(α)
äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n, òî σj−i(α) = α, òîáòî αpj−i−α = 0, çâiäêè αpj−i−1 = 1.
Ìè îäåðæàëè, ùî ïîðÿäîê α íå áiëüøèé, íiæ pj−i − 1 < pn − 1. Öå ñóïå-
ðå÷èòü òåîðåìi ïðî òå, ùî ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè äîðiâíþ¹
ïîðÿäêó ¨¨ òâiðíî¨.

Íàðåøòi, òîé ôàêò, ùî íå iñíó¹ iíøèõ àâòîìîðôiçìiâ ïîëÿ Fq âèïëè-
âà¹ ç íàñëiäêó 111, äå ïîòðiáíî âçÿòè K = Fp, L = Fpn .
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Çàóâàæåííÿ 124. Äëÿ êîæíîãî α ∈ Fq, σn(α)−α = αpn −α = α(αpn−1−
1) = 0, áî äëÿ íåíóëüîâîãî α ìà¹ìî αpn−1 = 1 çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè
Ëàãðàíæà, à äëÿ α = 0 öå î÷åâèäíî. Îòæå, σn(α) = α i σn = 1Fq .

Äîâåäåìî òåïåð, ùî äëÿ êîæíîãî q = pn iñíó¹ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî
åêâiâàëåíòíîñòi ñêií÷åííå ïîëå, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç q åëåìåíòiâ. Iíàêøå
êàæó÷è, äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî íàòóðàëüíîãî n iñíó¹ ¹äèíå ðîçøèðåí-
íÿ ñòåïåíÿ n ïîëÿ Fp i òàê ñàìî iñíó¹ ¹äèíå ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ m ïîëÿ
Fpn äëÿ êîæíîãî m. Öå âèïëèâà¹ ç òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 125. Ïîëå Fpn ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí

Xpn −X (18.2.2)

ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Fp.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí (18.2.2). Âiäîìî (òåî-
ðåìà 119), ùî ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî åêâiâà-
ëåíòíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ öèì ìíîãî÷ëåíîì. Ïîêàæåìî, ùî êîæåí åëåìåíò
ïîëÿ Fpn ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà (18.2.2). Äëÿ 0 öå î÷åâèäíî. ßêùî α 6= 0,
òî α ∈ F∗pn . Çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè Ëàãðàíæà ìà¹ìî, ùî αpn−1

= 1
áî αpn − α = 0, òîáòî α êîðiíü ìíîãî÷ëåíà (18.2.2). Çâiäñè Fq ⊂ K.
Òåïåð ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà M êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà (18.2.2) ¹ ïîëåì
ç q åëåìåíòiâ. Íåõàé α, β ∈ M . Òîäi ç ëåìè 123, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
(α + β)pn

= αpn
+ βpn . Äàëi, αpn

+ βpn
= α + β, Îñêiëüêè α i β � êîðå-

íi ìíîãî÷ëåíà (18.2.2). Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî (α + β)pn
= α + β, òîáòî

α + β ∈ M . Òàê ñàìî (αβ)pn
= αβ, òîáòî αβ ∈ M . Îòæå, ìíîæèíà M

çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà M ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ ðîçêëàäó K, Îñêiëüêè ïîëå ðîçêëàäó ¹
íàéìåíøèì ïîëåì, ùî ìiñòèòü âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà, òî M = K. Òîìó
Fq = K.

Íàñëiäîê 126. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ ¹äèíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Fp

ñòåïåíÿ n.

Äîâåäåííÿ. Öå ðîçøèðåííÿ ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí Xpn − X ∈
Fp[X].

Íàñëiäîê 127. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N iñíó¹ ¹äèíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Fq

ñòåïåíÿ m, äå q = pn.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî áàøòó ðîçøèðåíü

Fp ⊂ Fq ⊂ Fqm = Fpmn .
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Òóò Fpmn ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xpmn −X, äðóãå âêëþ÷åííÿ âèïëè-
âà¹ ç òîãî, ùî ìíîãî÷ëåí Xpn −X äiëèòü ìíîãî÷ëåí Xpmn −X.

Ñïðàâäi, ÿêùî α ∈ Fpn , òî αpn
= α. Çâiäñè, (αpn

)pn
= αp2n

= αpn
= α,

i ò.ä., αpmn
= α, òîáòî êîæíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Xpn − X ¹ êîðåíåì

ìíîãî÷ëåíà Xpmn −X.

18.3 Ïiäïîëÿ ñêií÷åííîãî ïîëÿ
Òåîðåìà 128. Íåõàé Fpm òà Fpn äâà ñêií÷åííi ïîëÿ. Òîäi Fpm ¹ ïiäïîëåì
ïîëÿ Fpn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m|n.
Äîâåäåííÿ. ßêùî Fpm ïiäïîëå ïîëÿ Fpn , òî Fpn ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ
ïîëÿ Fpm . Íåõàé d = [Fpn : Fpm ]. Òîäi pn = (pm)d, Îñêiëüêè êîæíèé
åëåìåíò α ∈ Fpn îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨
a1e1 + · · · + aded, äå e1, . . . , ed áàçà Fpn íàä Fpm i êîåôiöi¹íòè a1, . . . , ad

íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ìîæóòü íàáóâàòè pm çíà÷åíü. Òîìó n = md.
Íàâïàêè, ÿêùî n = md, òî Fpm ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xpm −X,

Fpn ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xpmd−X. Âêëþ÷åííÿ Fpm ⊂ Fpn âèïëèâà¹
ç ïîäiëüíîñòi Xpm −X|Xpmd −X (äèâ. äîâåäåííÿ íàñëiäêó 127).

Ïðèêëàä. Ïîëå F230 ìà¹ òàêi ïiäïîëÿ: F2, F22 , F23 , F25 , F26 , F210 ,
F215 , F230 .

18.4 Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì Fq

Òåîðåìà 129. à) Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 1, iñíó¹ íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ Fq[X] ñòåïåíÿ n.

á) Â ðåçóëüòàòi ïðè¹äíàííÿ äî Fq êîðåíiâ äâîõ ðiçíèõ íåçâiäíèõ íàä
Fq ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ n îäåðæóþòüñÿ îäíàêîâi ðîçøèðåííÿ.

â) ßêùî α � êîðiíü íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåí f(X) = a0 + a1X + · · · +
anXn ∈ Fq[X], òî α, αq, . . . , αqn−1 � âñi éîãî ðiçíi êîðåíi.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé Fqn � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Fq ñòåïåíÿ n. Ðîçãëÿíå-
ìî òâiðíèé åëåìåíò γ öèêëi÷íî¨ ãðóïè F∗qn . ßêùî p(X) ∈ Fq[X] � ìi-
íiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíò γ, òî p(X) íåçâiäíèé. Äàëi, î÷åâèäíî,
[Fqn : Fq] = n, òîìó degp(X) = n.

á) Îäåðæèìî ðîçøèðåííÿ Fqn , ùî ¹ ïîëÿìè ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà
Xqn −X ∈ Fp[X].

â) Ïiäíåñåìî òîòîæíiñòü a0 + a1α + · · · + anαn = 0 äî ñòåïåíÿ qi.
Âèêîðèñòàâøè ëåìó 123 òà ðiâíîñòi aq

i = ai, 0 ≤ i ≤ n, ÿêi âiðíi òîìó ùî
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ai ∈ Fq, îäåðæó¹ìî

a0 + a1α
qi

+ · · ·+ an(αqi
)n = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî αqi êîðåíi íàøîãî ìíîãî÷ëåíà. Äîâåäåìî, ùî êîðåíi
α, αq, . . . , αqn−1 âñi ðiçíi. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè òîé ôàêò, ùî
êîëè α êîðiíü íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåí f(X) i g(α) = 0 äëÿ ìíîãî÷ëåí
g(X), òî f(X)|g(X). Ñïðàâäi, ðîçäiëèìî g(X) íà f(X) ç îñòà÷åþ: g(X) =
f(X)d(X) + r(X). Çâiäñè r(α) = 0, òîìó r(X) = 0, áî â iíøîìó âèïàä-
êó ìè îäåðæàëè á, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(X) i
r(X) íå äîðiâíþ¹ 1, ùî ñóïåðå÷èòü íåçâiäíîñòi ìíîãî÷ëåíà f(X).

Òåïåð, ÿêáè ñåðåä êîðåíiâ α, αq, . . . , αqn−1 áóëè îäèíàêîâi, íàïðèêëàä,
αqi

= αqj , 0 ≤ i < j ≤ n− 1, òî ïiäíîñÿ÷è îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâ-
íîñòi äî ñòåïåíÿ qn−j , ìè îäåðæàëè á αqn−j+i

= αqn
= α. Öå îçíà÷à¹,

ùî α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà Xqs − X, äå s = n − j + i < n. Ç äîâå-
äåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ Fq[X] äiëèòü ìíîãî÷ëåí
Xqs − X ∈ Fq[X]. Òîìó ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí f(X) ìiñòèòüñÿ ó ïî-
ëi ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xqs − X. Àëå ïîëå ðîçêëàäó f(X) ìiñòèòü íå
ìåíøå, ÿê qn åëåìåíòiâ, à ïîëå ðîçêëàäó Xqs −X ìiñòèòü qs åëåìåíòiâ.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî qn ≤ qs áî n ≤ s. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä. Íàä ïîëåì F2 ìíîãî÷ëåíè X3+X +1 òà X3+X2+1 íåçâi-
äíi. Òîìó ïðè¹äíàâøè äî F2 êîðiíü îäíîãî ç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ îäåðæèìî
ïîëå F8.

Âïðàâè

1. Íåõàé α = 3
√

2, j = −1
2 + i

√
3

2 . Ïîêàçàòè, ùî Q(α) ' Q(jα) ' Q(j2α)
i Q(α, jα) = Q(α,

√−3). Çí éòè [Q( 3
√

2) : Q] òà[Q( 3
√

2,
√−3) : Q].

2. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ñòåïiíü íàä Q ïiäïîëÿ ïîëÿ C, ïîðîäæåíîãî
ðàäèêàëîì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà, òîáòî ïðî [Q( n

√
a
b ) : Q], äå a, b ∈

Q? ÍÀâåñòè ïðèêëàäè.

3. Íåõàé X � çìiííà. Ïîêàçàòè, ùî 1, X � áàçà ðîçøèðåííÿ
Q(X)/Q(X2) òà ðîçøèðåííÿ Q(X)/Q(X2 + X). Îïèñàòè ïîëå
Q(X2) ∩Q(X2 + X).
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4. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ ðîçøèðåíü ïîëÿ K, ùî ìiñòÿòüñÿ â äàíî-
ìó ïîëi L. Ïîêàçàòè, ùî öå ãðàòêà (òîáòî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà
ìíîæèíà, ó ÿêié äëÿ êîæíèõ äâîõ ¨¨ åëåìåíòiâ iñíóþòü òî÷íà âåðõ-
íÿ i òî÷íà íèæíÿ ãðàíi), äå òî÷íîþ âåðõíåþ ãðàííþ ðîçøèðåíü
K1/K i K2/K ¹ ¨õ êîìïîçèò K1K2, òîáòî íàéìåíøå ïiäïîëå â L,
ùî ìiñòèòü K1UpK2, òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ¹ ïåðåòèí K1 ∩K2.
Ïðèïóñòèìî, ùî [L : K] < ∞.
a) Äîâåñòè, ùî [K1K2 : K] ≤ [K1 : K] · [K2 : K].
á) ßêùî îäíå ç ÷èñåë [K1 : K] àáî [K2 : K] äîðiâíþ¹ 2, òî äîâåñòè,
ùî

[K1K2 : K] = [K1 : K] · [K2 : K] ⇔ K1 ∩K2 = K.

×è âiðíî öå ó âñiõ âèïàäêàõ? Ðîçãëÿíóòè âèïàäêè, êîëè K1 òà K2

ïîðîäæåíi íàä Q ÷èñëàìè: 1) i,
√

2; 2) 3
√

2, 3
√

3; 3) −1
2 +

√−3
2 , 3

√
2.

5. Ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò α � àëãåáðà¨÷íèé íàä ïîëåì Q i îá÷èñëèòè
ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåí âiä α îáåðíåíi äî α + 1 òàα3 + 1, ÿêùî: a) α =√

2 +
√

3; á) α = 1 + 4
√

2; â) α = 1
1+
√

2
; ã) α � êîðiíü ìíîãî÷ëåí

X3 −X − 1; ä) α � êîðiíü ìíîãî÷ëåí X2 + iX + 2.

6. ßêùî L � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, òî êîæíå êiëüöå A òàêå,
ùî K ⊂ A ⊂ L ¹ ïîëåì.

7. Äîâåñòè, ùî ÿêùî L/M i M/K � àëãåáðà¨÷íi ðîçøèðåííÿ, òî L/K
òàêîæ àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ i íàâïàêè.

8. Íåõàé L/K � ñêií÷åíííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, x � åëåìåíò àëãåá-
ðà¨÷íèé íàä K. ×è çàëèà¹òüñÿ áàçà L/K áàçîþ L(x)/K(x)?

9. Äîâåñòè, ùî iñíóþòü äiéñíi òðàíñöåäåíòíi ÷èñëà íàä Q. Âêàçiâêà:
ïîêàçàòè, ùî àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ Q ¹ çëi÷åííîþ ìíîæè-
íîþ.

10. Íåõàé Kn = Q( 2n√
2), n = 1, 2, . . . , L =

⋃∞
n=1 Kn. Äîâåñòè, ùî L/Q

� íåñêií÷åííå àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ.

11. Íåõàé L � ïiäïîëå ïðîñòîãî ðîçøèðåííÿ K(α), K ⊂ L ⊂ K(α).
Äîâåñòè, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíò α íàä L äiëèòü ìiíi-
ìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíò α íàä K. Ïîêàçàòè, ùî ïîëå L ïîðî-
äæó¹òüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíàäëÿ α íàä L. Âè-
âåñòè çâiäñè, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åíí êiëüêiñòü ïðîìiæíèõ ìiæ K
òàK(α) ïîëiâ.
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12. ßêùî K1 òà K2 � ïðîìiæíi ìiæ K òà L ïîëÿ i [K1 : K] òà [K2,K]
âçà¹ìíî ïðîñòi, òî äîâåñòè, ùî K1 ∩K2 = K.

13. Äîâåñòè, ùî äëÿ íåñêií÷åííîãî ïîëÿ K ç òîãî, ùî äëÿ ñêií÷åííî-
ãî ðîçøèðåííÿ L/K iñíó¹ òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðîìiæíèõ
ìiæ K òà L ïîëiâ, âèïëèâà¹, ùî L/K � ïðîñòå ðîçøèðåííÿ.

14. Íåõàé L = F2(X,Y ) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä äâîõ çìiííèõ
íàä F2. Ïîêàçàòè, ùî éîãî ñòåïiíü íàä K = F2(X2, Y 2) äîðiâíþ¹ 4
i ùî êâàäðàò êîæíîãî åëåìåíòà ïîëÿ L íàëåæèòü K. Äîâåñòè, ùî
ðîçøèðåííÿ L/K íå ¹ ïðîñòèì, âêàçàâøè íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ïðîìiæíèõ ïîëiâ.

15. Íåõàé L � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X], degf(X) = n.
Ïîêàçàòè, ùî [L : K] ≤ n!. Çíàéòè ñòåïiíü íàä Q ïîëiâ ðîçêëàäó
ìíîãî÷ëåíiâ X3 − 2 òà X4 − 2.

16. ×è ìîæå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Q ìiñòèòè íåñêií÷åííó êiëü-
êiñòü êîðåíiâ ç 1?

17. Äëÿ ïîëÿ K, ùî ìiñòèòü êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, çíàéòè åëåìåíòè
a, b ∈ K òàêi, ùî ìíîãî÷ëåíè Xn − a òàXn − b ìàþòü îäíå i òå
æ ïîëå ðîçêëàäó. Äîâåñòè, ùî iñíóâàííÿ öiëîãî m, (m,n) = 1 ç
âëàñòèâiñòþ n

√
amb−1 ∈ K ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ

öüîãî.

18. Íåõàé K(x) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä X ç êîåôiöi¹íòàìè
ç ïîëÿ K. α ∈ K(x). Äîâåñòè, ùî K(α) = K(x) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè α = ax+b

cx+d , äå a, b, c, d ∈ K i a 6= 0 àáî c 6= 0.

19. Äîâåñòè, ùî âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié K(x)
íàä ïîëåì K ìàþòü âèãëÿä σ(x) = ax+b

cx+d , äå a, b, c, d,∈ K, ad−bc 6= 0
i σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K.

20. Íåõàé m ∈ N. Äîâåñòè, ùî

∑

x∈Fq

xm =

{
−1, ÿêùî m ≥ 1 i q − 1|m,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ

(ââàæà¹ìî òóò, ùî x0 = 1 äëÿ âñiõ x ∈ Fq).

21. (òåîðåìà Øåâàëü¹-Âàðíiíãà). Íåõàé

fi(X1, X2, . . . , Xn) ∈ Fq[X1, . . . , Xn], 1 ≤ i ≤ k,
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i íåõàé

{(c1, . . . , cn) ∈ Fq | fi(c1, . . . , cn) = 0, 1 ≤ i ≤ k}.

Äîâåñòè, ùî N ≡ 0 (mod p), äå p = charFq. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíóòè
ìíîãî÷ëåí f =

∏k
i=1(1− f q−1

i ). Äîâåñòè, ùî

N ≡
∑

x1,...,xn∈Fqn

f(x1, . . . , xn) ≡ 0 mod p,

âèêîðèñòàâøè çàäà÷ó 20.

22. Äîâåñòè, ùî êîæíà ñêií÷åííà ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗

äîâiëüíîãî ïîëÿ K ¹ öèêëi÷íîþ.

23. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåíè X2+1 òà X2+X+4 íåçâiäíi íàä ïîëåì F11.
Âèâåñòè çâiäñè, ùî ôàêòîð-êiëüöÿ F11[X]/(X2 + 1) i F11[X]/(X2 +
X + 4) ¹ ïîëÿìè i öi ïîëÿ içîìîðôíi.

24. Çíàéòè ÿêèé-íåáóäü òâiðíèé åëåìåíò ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè ïî-
ëÿ: à) F4, á) F7, â) F25, ã) F27.

25. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà α ∈ Fq iñíó¹ ëèøå îäèí åëåìåíò
β ∈ Fq ç âëàñòèâiñòþ βp = α.

26. Äîâåñòè, ùî êîëè charFq 6= 2, òî åëåìåíò α ∈ F∗q ìà¹ â Fq êâàäðà-
òíèé êîðiíü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a

q−1
2 = 1.

27. Äîâåñòè, ùî äëÿ çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k åëåìåíò α ∈ F∗q ¹
k-èì ñòåïåíåì äåÿêîãî åëåìåíòà ç ïîëÿ Fq òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a

q−1
d = 1, äå d = (q − 1, k).

28. Äîâåñòè, ùî äëÿ çàäàíîãî k ∈ N êîæåí åëåìåíò ïîëÿ Fq ¹ k-òèì
ñòåïåíåì äåÿêîãî åëåìåíòà ç öüîãî ïîëÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
(q − 1, k) = 1.

29. Íåõàé k ∈ N, k|q − 1 i a ∈ Fq, ïðè÷îìó ðiâíÿííÿ xk = a íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ â Fq. Äîâåñòè, ùî öå ðiâíÿíííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè â Fqm ,
ÿêùî k|m. Äîâåñòè, ùî ÿêùî k � ïðîñòå ÷èñëî, òî ñïðàâåäëèâå i
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

30. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ a ∈ Fq i n ∈ N, n 6= 0 ìíîãî÷ëåí Xqn − X + na
äiëèòüñÿ íà Xq −X + a â êiëüöi Fq[X].
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31. Äîâåñòè, ùî êîæíèé êâàäðàòíèé ìíîãî÷ëåí ç Fq[X] ìà¹ êîðiíü â
Fq2 [X].

Òåîðiÿ Ãàëóà âèíèêëà iç çàäà÷i ïðî ðîçâ'ÿçóâàííÿ â ðàäèêàëàõ àëãåá-
ðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Çàãàëüíîâiäîìà ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êâàäðàòíî-
ãî ðiâíÿííÿ áóëà âñòàíîâëåíà ùå ó äàëåêó äàâíèíó. Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ ðiâíÿíü 3-ãî òà 4-ãî ñòåïåíiâ áóëè çíàéäåíi â XVI ñò. Ïðîòÿãîì òðüîõ
íàñòóïíèõ ñòîëiòü áåç îñîáëèâîãî óñïiõó ïðîâîäèëèñü ïîøóêè ôîðìó-
ëàäëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü 5-ãî i âèùèõ ñòåïåíiâ. Íàðåøòi, â 1824 ð.
Í.Õ. Àáåëü äîâiâ, ùî çàãàëüíå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ ñòåïåíÿ n ≥ 5 ó
ðàäèêàëàõ íå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ. Òîìó ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíi òà äî-
ñòàòíi óìîâè, ÿêèì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ, ùîá âî-
íî ðîçâ'ÿçóâàëîñÿ â ðàäèêàëàõ, òîáòî ìîãëî áóòè çâåäåíå äî ëàíöþæêà
äâî÷ëåííèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó xn − a = 0. Âiäïîâiäü íå öå ïèòàííÿ áóëà
çíàéäåíà Å. Ãàëóà ó 1832 ð.

Iäå¨ Ãàëóà ìàëè âèðiøàëüíèé âïëèâ íà ðîçâèòîê àëãåáðè ïðîòÿãîì
öiëîãî ñòîëiòòÿ. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî òåîðiÿ Ãàëóà iíòåíñèâíî ðîçâèâà-
ëàñÿ i óçàãàëüíþâàëàñÿ ó áàãàòüîõ íàïðÿìêàõ, äîòåïåð çàëèøèëîñÿ áà-
ãàòî íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷ öi¹¨ òåîði¨. Íàïðèêëàä, íåâiäîìî ÷è äëÿ êîæíî¨
ñêií÷åííî¨ ãðóïè G iñíó¹ ðiâíÿííÿ íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, ùî
ìà¹ öþ ãðóïó â ÿêîñòi ñâî¹¨ ãðóïè Ãàëóà.

19 Ðîçøèðåííÿ Ãàëóà
19.1 Òåîðåìà ïðî ïðîñòîòó ñåïàðàáåëüíî ïîðîäæåíèõ ðîç-

øèðåíü
Íãàäà¹ìî, ùî ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü ïðîñòèì, ÿêùî L = K(α)
äëÿ äåÿêîãî α ∈ L. Öåé åëåìåíò α íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèì åëåìåíòîì
ïðîñòîãî ðîçøèðåííÿ L/K.

Ïðèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ïîëå ðîçêëàäó L ìíîãî÷ëåíà X3 + pX +
q ∈ Q[X] ¹ ïðîñòèì. Ìà¹ìî L = Q(a, b, c), äå a, b, c � êîðåíi íàøîãî
ìíîãî÷ëåíà. Îñêiëüêè a+b+c = 0, òî L = Q(a, b). Î÷åâèäíî, ùî Q(a, b) =
Q(a, b, c) ⊃ Q(b− c). Ïîêàæåìî, ùî i Q(b− c) ⊃ Q(a, b). Ìà¹ìî

(b− c)2 = (b + c)2 − 4bc = a2 − 4bc = a2 +
4q

a
=
−pa + 3q

a
= −p +

3q

a
.

Çâiäñè a ∈ Q(b−c). Òîìó Q(b−c) = Q(a, b−c) = Q(a, b+c, b−c) ⊃ Q(a, b).
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Îçíà÷åííÿ 130. àëãåáðà¨÷íèé åëåìåíò α ∈ L/K íàçèâàþòü ñåïàðàáåëü-
íèì íàä K, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí åëåìåíò α íàä K íå ìà¹ êðà-
òíèõ êîðåíiâ.

Ïðèêëàäè.

1) ßêùî charK = 0, òî êîæíèé àëãåáðà¨÷íèé íàä K åëåìåíò ¹ ñåïàðà-
áåëüíèì íàä K. Ñïðàâäi, â öüîìó âèïàäêó ïîõiäíà ìiíiìàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà äëÿ α ¹ çàâæäè íåíóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì. Îñêiëüêè ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí íåçâiäíèé, òî íå iñíó¹ ñïiëüíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ f(X) i
f(X)′. Îòæå, ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ α íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ.

2) Íåõàé K = F2(X) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä X ç êîåôiöi-
¹íòàìè ç ïîëÿ F2. Ïðè¹äíà¹ìî äî K êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Y 2 −X ∈ F2[X].
Ïîçíà÷èìî öåé êîðiíü

√
X. Òîäi (Y 2−X)′ = 2Y = 0 � ïîõiäíà ìíîãî÷ëå-

íà Y 2 −X ¹ íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì. Öå îçíà÷à¹, ùî
√

X ¹ äâîêðàòíèì
êîðåíåì íåçâiäíîãî íàä F2(X) ìíîãî÷ëåíà Y 2 −X.
Òåîðåìà 131. Íåõàé L = K(α1, . . . , αn) � ñêií÷åííî ïîðîäæåíå àëãåá-
ðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, ïðè÷îìó åëåìåíòè α1, . . . , αn ñåïàðàáåëüíi.
Òîäi ðîçøèðåííÿ L ïðîñòå.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ïîëå K íåñêií÷åííå. Ìiðêóþ÷è çà
iíäóêöi¹þ, äîñèòü çíàéòè åëåìåíò γ â ïîëi K(α, β), äå α, β ñåïàðàáåëü-
íi íàä K, òàêèé, ùî K(γ) = K(α, β). Íåõàé pα[X] òà pβ[X] ìiíiìàëü-
íi ìíîãî÷ëåíè íàä K âiäïîâiäíî äëÿ åëåìåíòiâ α òà β. Ââàæà¹ìî, ùî
degpα = r, degpβ = s. Íåõàé α1, α2, . . . , αr � âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåí pα,
β = β1, β2, . . . , βs � âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåí pβ . Áóäåìî øóêàòè åëåìåíò γ
ó âèãëÿäi γ = α + tβ, äå t ∈ K. Âèáåðåìî t òàê, ùîá åëåìåíòè αi + tβj

áóëè ïîïàðíî ðiçíèìè äëÿ âñiõ i, j, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s. Òàêèé âèáið ìî-
æëèâèé: ïîòðiáíî âçÿòè t ∈ K ç âëàñòèâiñòþ t 6= αi′−αi

βj′−βj
äëÿ âñiõ i, i′, j, j′,

1 ≤ i, i′ ≤ r, 1 ≤ j, j′ ≤ s. Òàêå t iñíó¹, Îñêiëüêè ïîëå K íåñêií÷åííå.
Òåïåð, äëÿ òàê âèáðàíîãî t, îäåðæó¹ìî, ùî β ¹äèíèé ñïiëüíèé êîðiíü

ìíîãî÷ëåíiâ pβ(X) òà pα(γ − tX). Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí X − β ¹
íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ pβ(X) òà pα(γ− tX). Ç àë-
ãîðèòìó Åâêëiä çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà âèïëèâà¹,
ùî X−β ∈ K(γ)[X]. Çîêðåìà, β ∈ K(γ). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i α ∈ K(γ),
òîìó K(γ) = K(α, β).

Íåõàé òåïåð K � ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ, L � ñêií÷åííå ðîç-
øèðåííÿ ïîëÿ K, [L : K] = m. Òîäi L = Fqm . Ìè çíà¹ìî, ùî ìóëüòèïëi-
êàòèâíà ãðóïà F∗qm ¹ öèêëi÷íîþ, âîíà ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì åëåìåíòîì
α ∈ L. Òîäi L = K(α).
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19.2 Òåîðåìè ïðî ñåïàðàáåëüíi ðîçøèðåííÿ
Îçíà÷åííÿ 132. àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü ñåïàðàáåëü-
íèì, ÿêùî êîæíèé åëåìåíò α ∈ L ¹ ñåïàðàáåëüíèì íàä K, òîáòî ¹ êî-
ðåíåì ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] íàçèâàþòü
ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî âií íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ.

Òåîðåìà 133. Íåõàé L/K ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ, [L : K] = n. Òîäi
íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) L/K � ñåïàðàáåëüíå;
2) L = K(α), äå α � ñåïàðàáåëüíèé íàä K;
3) ÿêùî σ: K → K ′ � âêëàäåííÿ, òî iñíó¹ ðîçøèðåííÿ L′ ïîëÿ K ′ i n

ïðîäîâæåíü sigma1, . . . , sigman âêëàäåííÿ σ äî âêëàäåíü sigmai: L → L′.

Äîâåäåííÿ. 1) ⇒ 2). Ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ L/K ¹, î÷åâèäíî, ñêií÷åííî
ïîðîäæåíèì: L = K(u1, . . . , un), äå u1, . . . , un � áàçà K-ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L. Ç òåîðåìè 131 ïðî ïðîñòîòó ñåïàðàáåëüíî ïîðîäæåíèõ ðîçøèðåíü
âèïëèâà¹, ùî L ïîðîäæó¹òüñÿ íàä K îäíèì åëåìåíòîì, òîáòî L = K(α).

2) ⇒ 3). Íåõàé p(X) = a0 + a1X + · · · + anXn � ìiíiìàëüíèé ìíî-
ãî÷ëåí åëåìåíòà α. Òîäi degp = n. Âiçüìåìî â ÿêîñòi L′ ïîëå ðîçêëàäó
ìíîãî÷ëåí pσ(X) = σ(a0) + σ(a1)X + · · ·+ σ(an)Xn ∈ K ′[X]. Ìíîãî÷ëåí
pσ(X) � ñåïàðàáåëüíèé, Îñêiëüêè ç p(X)′ 6= 0 âèïëèâà¹ pσ(X)′ 6= 0. Òî-
ìó â L′ ìíîãî÷ëåí pσ(X) ìà¹ n ðiçíèõ êîðåíiâ β1, β2, . . . , βn. n ãîìîìîð-
ôiçìiâ σ1, . . . , σn: L → L′ òàêèõ, ùî σi(a) = σ(a) äëÿ a ∈ K i σi(α) = βi,
1 ≤ i ≤ n, i ¹ øóêàíèìè ïðîäîâæåííÿìè âêëàäåííÿ σ.

3) ⇒ 1). Íåõàé γ ∈ L, q(X) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ γ íàä K i
M = K(γ). ßêùî γ � íåñåïàðàáåëüíèé åëåìåíò, òî ìíîãî÷ëåí q(X) ìà¹
êðàòíi êîðåíi. Êîæíå ïðîäîâæåííÿ îäèíè÷íîãî ãîìîìîðôiçìó 1K : K →
K äî âêëàäåííÿ σ: M → M ′ ïîëÿ M â ïîëå M ′ ïîâèííå ïåðåâîäèòè γ â
êîðiíü ìíîãî÷ëåíà q(X). Òîìó iñíó¹ ìåíøå, íiæ m = [M : K] = degq(X)
òàêèõ ïðîäîâæåíü. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 110 ïðî êiëüêiñòü âêëàäåíü,
îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî âêëàäåííÿ σ: M → M ′ iñíó¹ íå áiëüøå, íiæ
[L : M ] ïðîäîâæåíü öüîãî âêëàäåííÿ äî âêëàäåíü τ : L → L′. Â ðåçóëüòàòi
iñíó¹ ìåíøå, íiæ n = [L : K] = [L : M ] · [M : K] ïðîäîâæåíü 1K äî
âêëàäåíü σ: L → L′.

19.3 Òåîðåìè ïðî ïîëå ðîçêëàäó
Òåîðåìà 134. Äëÿ ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ L/K åêâiâàëåíòíi òàêi óìî-
âè:

1) L � ïîëå ðîçêëàäó äåÿêîãî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X];
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2) ÿêùî σ: L → L′ � âêëàäåííÿ i σ(a) = a äëÿ êîæíîãî a ∈ K, òî
σ(L) = L;

3) áóäü-ÿêèé íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí p(X) ∈ K[X], ùî ìà¹ êîðiíü â L,
ðîçêëäà¹òüñÿ â L íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.

Äîâåäåííÿ. 1) ⇒ 2) Íåõàé L = K(α1, . . . , αn), äå αi � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà
f(X). Ç òîãî, ùî σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K âèïëèâà¹ σ (K(α1, . . . , αn)) =
K (σ(α1), . . . , σ(αn)) = K(αi1 , . . . , αin), äå αi1 , . . . , αin � äåÿêà ïåðåñòà-
íîâêà êîðåíiâ α1, . . . , αn. Òîìó σ(L) = L.

2) ⇒ 3) ßêùî α ∈ L êîðiíü íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåí p(X) ∈ K[X], i β
iíøèé êîðiíü öüîãî æ ìíîãî÷ëåíà, òî ìà¹ìî ãîìîìîðôiçì K(α) → K(β),
ÿêèé α âiäîáðàæà¹ ó β, à âñi åëåìåíòè ç ïîëÿ K çàëèøà¹ íåçìiííèìè. Çà
òåîðåìîþ ?? ïðî ïðîäîâæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ öåé ãîìîìîðôiçì ìîæå
áóòè ïðîäîâæåíèé äî âêëàäåííÿ σ: L → L′. Ìà¹ìî σ(L) = L, îòæå,
β = σ(α) ∈ L, òîìó âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåí p(X) ìicòÿòüñÿ â L i p(X)
ðîçêëäà¹òüñÿ â L íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.

3) ⇒ 1) ðîçøèðåííÿ L/K � ñêií÷åííîïîðîäæåíå, îñêiëüêè âîíî ñêií-
÷åííå. L = K(γ1, . . . , γm). Íåõàé pi(X) ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ γi

íàä K, p(X) =
∏m

i=1 pi(X). Òîäi ïîëå L ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà
p(X).

19.4 Âiäïîâiäíîñòi Ãàëóà
Äëÿ ðîçøèðåííÿ L/K ïîçíà÷èìî Aut(L/K) � ìíîæèíó âñiõ àâòîìîð-
ôiçìiâ ïîëÿ L íàä K. Iíàêøå êàæó÷è, Aut(L/K) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ái-
¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü σ: L → L, ùî ¹ ãîìîìîðôiçìàìè ïîëiâ i ìàþòü
âëàñòèâiñòü σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K.

Òâåðäæåííÿ 135. Aut(L/K) � ãðóïà âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
àâòîìîðôiçìiâ.

Äîâåäåííÿ. Aut(L/K) ¹ ïiäìíîæèíîþ AutL � ãðóïè âñiõ ái¹êòèâíèõ âiä-
îáðàæåíü ç L â L. Äîâåäåìî, ùî Aut(L/K) ãðóïà. Äëÿ öüîãî äîñèòü
ïåðåâiðèòè äëÿ öi¹¨ ïiäìíîæèíè óìîâè êðèòåðiþ ïiäãðóïè. Ìà¹ìî äëÿ

86



u, v, u′, v′ ∈ L; σ, σ1, σ2 ∈ Aut(L/K); σ(u′) = u, σ(v′) = v:

(σ1σ2)(u
+· v) = σ1

(
σ2(u

+· v)
)

= σ1

(
σ2(u)

+· σ2(v)
)

= (σ1σ2)(u)
+· σ1σ2)(v),

σ−1(u
+· v) = σ−1

(
σ(u′)

+· σ(v′)
)

=

= (σ−1σ)(u′)
+· (σ−1σ)(v)′ = u′

+· v′ = σ−1(u)
+· σ−1(v),

(σ1σ2)(a) = σ1 (σ2(a)) = σ1(a) = a,

σ−1(a) = a.

Òóò çíàê +· âèêîðèñò íî â òîìó ðîçóìiííi, ùî âèïèñàíi ðiâíîñòi âiðíi ÿê
äëÿ äîäàâàííÿ, òàê i äëÿ ìíîæåííÿ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

LH = {α ∈ L | σ(α) = α äëÿ âñiõ σ ∈ H},

äå L/K � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, à H � ïiäãðóïà ãðóïè Aut(L/K).

Òâåðäæåííÿ 136. LH � ïiäïîëå ïîëÿ L, ùî ìiñòèòü ïîëå K: K ⊂
LH ⊂ L.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî LH � çàìêíåíå âiäíîñíî îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ òà ïåðåõîäó äî îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ. Ìà¹ìî äëÿ
σ ∈ H, u, v ∈ LH :

σ(u
+· v) = σ(u)

+· σ(v) = u
+· v, σ(−u) = −σ(u) = −u,

σ(u−1) = σ(u)−1 = u−1.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

GM = {σ ∈ G | σ(α) = α äëÿ âñiõ α ∈ M},

äå G = Aut(L/K), M � ïiäïîëå ïîëÿ L, ùî ìiñòèòü ïîëå K, òîáòî
K ⊂ M ⊂ L.

Òâåðäæåííÿ 137. GM ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ, ïî-ñóòi, ïîâòîðþ¹ ïðîñòi i íó-
äíi îá÷èñëåííÿ, âèêîðèñòàíi ó êiíöi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 135. Òîìó
ïðîïîíó¹ìî öå äîâåäåííÿ â ÿêîñòi âïðàâè.

87



Îçíà÷åííÿ 138. Íåõàé L/K ðîçøèðåííÿ ïîëiâ, G = Aut(L/K). ßêùî H
ïiäãðóïà ãðóïè G, òî çà òâåðäæåííÿì 136 ¨é ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
ïiäïîëå LH ïîëÿ L; ÿêùî M ïiäïîëå ïîëÿ L, òî ç òâåðäæåííÿì 137 éîìó
ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïiäãðóïà GM ãðóïè G. Öi âiäïîâiäíîñòi íàçè-
âàþòü âiäïîâiäíîñòÿìè Ãàëóà.

Òâåðäæåííÿ 139. à) Âiäïîâiäíîñòi Ãàëóà îáåðòàþòü âêëþ÷åííÿ, òîá-
òî:

H1 ⊂ H2 ⇔ LH1 ⊃ LH2 ,

M1 ⊂ M2 ⇔ GM1 ⊃ GM2 .

á) H ⊂ GLH i M ⊂ LGM .

Äîâåäåííÿ. Âñå öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü. Îáìåæèìîñÿ äî-
âåäåííÿì ÷àñòèíè á). ßêùî σ ∈ H, òî äëÿ êîæíîãî α ∈ LH σ(α) = α,
îòæå, σ ∈ GLH . ßêùî α ∈ M , òî äëÿ êîæíîãî σ ∈ GM σ(α) = α, îòæå,
α ∈ LGM .

19.5 Íåðiâíiñòü [L : LH ] ≤ |H|
Íåõàé L/K � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ, G = Aut(L/K). Ç íàñëiäêó 111 òå-
îðåìè ïðî êiëüêiñòü âêëàäåíü âèïëèâà¹, ùî ãðóïà G ñêií÷åííà. Íåõàé H
ïiäãðóïà ãðóïè G i |H| ïîðÿäîê ïiäãðóïè H.

Òåîðåìà 140. [L : LH ] ≤ |H|.
Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî: íåõàé |H| = m i [L : LH ] >
m. Ìè îäåðæèìî ñóïåðå÷íiñòü, ÿêùî äîâåäåìî, ùî äëÿ n > m êîæíà
ñèñòåìà åëåìåíòiâ u1, . . . , un ∈ L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ íàä LH . Íåõàé
H = {σ1, . . . , σm}. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði Lm ñèñòåìó âåêòîðiâ

v1 =
(
σ−1

1 (u1), . . . , σ−1
m (u1)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn =
(
σ−1

1 (un), . . . , σ−1
m (un)

)
.

-i âåêòîðè ëiíiéíî çàëåæíi â Lm, òîáòî iñíóþòü òàêi ñêàëÿðè λ1, . . . , λn ∈
L, ÿêi íå âñi äîðiâíþþòü 0, ùî

∑n
i=1 λivi = 0. Çâiäñè ìà¹ìî

n∑

i=1

λiσ
−1
j (ui) = 0 (19.5.1)

88



äëÿ âñiõ j, 1 ≤ j ≤ m.
Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæí ââàæàòè, ùî λ1 6= 0, òîäi, äîìíîæó-

þ÷è ðiâíîñòi (19.5.1) íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç ïîëÿ L, ìîæíà ââàæàòè λ1

áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì ïîëÿ L. Âèáåðåìî λ1 òàê, ùîá
∑m

j=1 σk(λ1) 6= 0. Ìî-
æëèâiñòü òàêîãî âèáîðó âèïëèâà¹ ç ëåìè Àðòiíà (ëåìà 109) ïðî ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü õàðàêòåðiâ.

Òåïåð ïîäi¹ìî íà j-ó ðiâíiñòü (19.5.1) àâòîìîðôiçìîì σj i äîäàìî ðå-
çóëüòàòè. Îòðèìà¹ìî:

∑m
j=1

∑n
i=1 σj(λi)ui = 0 áî

∑n
i=1

(∑m
j=1 σj(λi)

)
ui =

0. Òóò
∑m

j=1 σj(λi) ∈ LH , Îñêiëüêè äëÿ σ ∈ H åëåìåíòè
∑m

j=1 σj(λi)
òà

∑m
j=1 σj(λi) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïåðåñòàíîâêîþ äîäàíêiâ. Êðiì òîãî,

ÿê áóëî çàçíà÷åíî ðàíiøå,
∑m

j=1 σj(λ1) 6= 0. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè
v1, . . . , vn ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè íàä LH .

19.6 Òåîðåìè ïðî íîðìàëüíi ðîçøèðåííÿ
Îçíà÷åííÿ 141. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü íîðìàëüíèì, ÿêùî
LAut(L/K) = K. Iíàêøå êàæó÷è, ðîçøèðåííÿ L/K íoðìàëüíå, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà α ∈ L, α /∈ K iñíó¹ àâòîìîðôiçì σ ∈ Aut(L/K) äëÿ
ÿêîãî σ(α) 6= α.

Ïðèêëàäè.

1) Íåõàé L = Q(
√

2). Aut(L/Q) = {1, σ}, äå σ(a + b
√

2) = a − b
√

2.
Çâiäñè

LAut(L/Q) = {a + b
√

2 | a + b
√

2 = a− b
√

2; a, b ∈ Q} = Q.

Îòæå, Q(
√

2) íoðìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Q.
2) Íåõàé L = Q( 4

√
2). ßêùî σ ∈ Aut(L/Q), òî σ( 4

√
2) = 4

√
2 áî σ( 4

√
2) =

− 4
√

2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò α = a0+a1
4
√

2+a2
4
√

4+a3
4
√

8 ìiñòèòüñÿ
â LAut(L/Q) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a0 − a1
4
√

2 + a2
4
√

4− a3
4
√

8 = a0 + a1
4
√

2 + a2
4
√

4 + a3
4
√

8,

òîáòî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α = a0 + a2
4
√

4 = a0 + a2

√
2. Òîìó â öüîìó

âèïàäêó LAut(L/Q) = Q(
√

2) ⊃
6=
Q i ðîçøèðåííÿ Q( 4

√
2) íå ¹ íîðìàëüíèì.

Òåîðåìà 142. Äëÿ ñêií÷åííîãî ñåïàðàáåëüíîãî ðîçøèðåííÿ L/K åêâiâà-
ëåíòíi òàêi óìîâè:

1) L/K íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ;
2) |Aut(L/K)| = [L : K];
3) L ïîëå ðîçêëàäó ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X].
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Äîâåäåííÿ. 1) ⇒ 2). Âiçüìåìî â òåîðåìi 140 H = Aut(L/K). Îäåðæèìî

[L : LAut(L/K)] = [L : K] ≤ |Aut(ÃL/K)|.
Ïðîòèëåæíà íåðiâíiñòü [L : K] ≥ |Aut(ÃL/K)| âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 111
òåîðåìè 110 ïðî êiëüêiñòü âêëàäåíü.

2) ⇒ 3). Ùîéíî çãàäàíèé íàñëiäîê 111 ñòâåðäæó¹, ùî iñíó¹ íå áiëü-
øå, íiæ [L : K] ïðîäîâæåíü îäèíè÷íîãî ãîìîìîðôiçìó ïîëÿ K äî âêëà-
äåíü σ: L → L′. Àëå ç 2) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî òàêîãî âêëàäåííÿ σ
ìà¹ìî σ(L) = L. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òåîðåìó 134 ïðî ïîëå ðîçêëà-
äó.

3) ⇒ 1). Íåõàé α ∈ L \K i íåõàé p(X) ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ α
íàä K,i α′ êîðiíü ìíîãî÷ëåíà p(X) âiäìiííèé âiä α. Òîäi α′ ∈ L çà òåî-
ðåìîþ 134 ïðî ïîëå ðîçêëàäó. Içîìîðôiçì σ: K(α) → K(α′), σ(α) = α′,
σ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ K ïðîäîâæó¹òüñÿ äî àâòîìîðôiçìó τ ∈ Aut(L/K),
äëÿ ÿêîãî τ(α) 6= α.

19.7 Ãðóïà Ãàëóà
Îçíà÷åííÿ 143. Íîðìàëüíå i ñåïàðàáåëüíå ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâà-
þòü ðîçøèðåííÿì Ãàëóà. Äëÿ ðîçøèðåííÿ ÃàëóàL/K ãðóïó Aut(L/K)
íàçèâàþòü ãðóïîþ Ãàëóà i ïîçíà÷àþòü Gal(L/K). Ãðóïîþ Ãàëóà ñåïàðà-
áåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K[X] íàçèâàþòü ãðóïó Ãàëóà ïîëÿ ðîçêëàäó
öüîãî ìíîãî÷ëåíà, öþ ãðóïó ïîçíà÷àþòü Gf .

Òâåðäæåííÿ 144. Ãðóïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K[X], degf(X) = n,
içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ãðóïè ïiäñòàíîâîê Sn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî ïðîñòîãî i âàæëèâîãî ôàêòó ãðóíòó¹òüñÿ íà
çàóâàæåííi, ùî êîæåí àâòîìîðôiçì σ ∈ Gf ïåðåâîäèòü êîðiíü α ìíîãî-
÷ëåíà f ó êîðiíü σ(α) öüîãî æ ìíîãî÷ëåíà: ÿêùî a0+a1α+· · ·+anαn = 0,
òî σ(a0 + a1α + · · · + anαn) = a0 + a1σ(α) + · · · + anσ(α)n = 0, Îñêiëü-
êè σ(ai) = ai, 0 ≤ i ≤ n. Ðîçãëÿíóâøè îáìåæåííÿ àâòîìîðôiçìó σ íà
ìíîæèíó êîðåíiâ {α1, . . . , αn} ìíîãî÷ëåí f(X), îäåðæèìî ïiäñòàíîâêó

(
α1, α2, . . . , αn

αi1 , αi2 , . . . , αin

)
, (19.7.1)

äå αik = σ(αk).
Íåõàé àâòîìîðôiçìó τ ∈ Gf âiäïîâiäà¹ ïiäñòàíîâêà

(
αi1 , αi2 , . . . , αin

αj1 , αj2 , . . . , αjn

)
. (19.7.2)
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Äîáóòêó τσ àâòîìîðôiçìiâ σ i τ âiäïîâiäà¹ ïiäñòàíîâêà
(

α1, α2, . . . , αn

αj1 , αj2 , . . . , αjn

)
,

òîáòî äîáóòîê ïiäñòàíîâîê (19.7.1) i (19.7.2). ìà¹ìî, îòæå, ãîìîìîðôiçì
Gf → Sn. Î÷åâèäíî, öåé ãîìîìîðôiçì ií'¹êòèâíèé, òîáòî ðiçíèì àâòî-
ìîðôiçìàì ïîëÿ ðîçêëàäó âiäïîâiäàþòü ðiçíi ïiäñòàíîâêè.

Îòæå, ãðóïà Gf içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ãðóïè Sn.

Ïðèêëàäè.

1) Ïîëå C ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X2 + 1 ∈ R[X]. [C : R] = 2.
Îòæå, Gal(C/R) ' C2 � öèêëi÷íà ãðóïà äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåòðèâiàëüíèé
åëåìåíò σ ∈ Gal(C/R) äi¹ òàê: σ(x + iy) = x− iy.

2) Íåõàé f(X) = X2 + pX + q ∈ Q[X] íåçâiäíèé íàä Q ìíîãî÷ëåí.
ßêùî L ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X), òî L = Q(

√
p2 − 4q), [L : Q] = 2

i Gf ' C2.
3) Ðîçãëÿíåìî ïîëå L ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X) = X4 + X2 + 1 ∈

Q[X]. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîðåíÿìè öüîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ j, j2, −j,
−j2, äå j = −1

2 +
√−3

2 . Îòæå, L = Q(j) = Q(
√−3), [L : Q] = 2 i Gf ' C2.

4) Ãðóïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà òðåòüîãî ñòåïåíÿ.
Ðîçãëÿíåìî ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X3 + a1X

2 + a2X + a3 ∈ K[X].
Áóäåìî ââàæàòè, ùî charK 6= 2, 3; òîäi çàìiíà X ′ = X − a1

3 ïîêàçó¹, ùî
äîñèòü ðîçãëÿíóòè ìíîãî÷ëåí f(X) = X3 + pX + q ∈ K[X]. Âæå áóëî
ïîêàçàíî (äèâ. ïðèêëàä â ï. 19.1), ùî K(a, b, c) = K(a−b), äå a, b, c êîðåíi
ìíîãî÷ëåíà f(X). Ïîïðîáó¹ìî çíàéòè ìíîãî÷ëåí g(X), êîðåíÿìè ÿêîãî
¹ ðiçíèöi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåí f(X), òîáòî ±(a− b), ±(b− c), ±(a− c). Äëÿ
öüîãî äîñèòü çíàéòè ìíîãî÷ëåí âiä Y = X2 ç êîðåíÿìè (a− b)2, (b− c)2,
(a− c)2. Ìà¹ìî (a− b)2 = (a + b)2− 4ab = c2 + 4q

c . Àëå c3 = −pc− q, òîìó
(a − b)2 = c3+4q

c = −p + 3q
c . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîãî÷ëåí ç êîðåíÿìè

(a−b)2 îäåðæèòüñÿ, ÿêùî çàìiíèòè X â X3+pX+q íà Y , äå Y = −p+ 3q
X ,

òîáòî X = 3q
Y +p . Çâiäñè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ Y : 27q3

(Y +p)3
+ 3pq

Y +p + q = 0
îñêiëüêè (Y +p)3+3p(Y +p)2+27q2 = 0, òîáòî Y (Y +3p)2+4p3+27q2 = 0.

Çîêðåìà, ç ôîðìóëàìè Âi¹òà îäåðæó¹ìî, ùî (a− b)2(b− c)2(a− c)2 =
−4p3−27q2 = ∆ � äèñêðèìiíàíò ìíîãî÷ëåíà f(X). Î÷åâèäíî, ∆ = 0 òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîãî÷ëåí f(X) ìà¹ êðàòíèé êîðiíü. Ðiçíèöi êîðåíiâ
ìíîãî÷ëåí f(X) ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà g(X) = X2(X2 + 3p)2 −∆.

Ãðóïà Ãàëóà íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà X3 + pX + q içîìîðôíà àáî A3

àáî S3 (ïåðåêîíàéòåñü ó òîìó, ùî âîíà íå ìîæå áóòè ãðóïîþ ïîðÿäêó 2).
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Âñå çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è ìíîãî÷ëåí g(X) íåçâiäíèé. ßêùî âií íåçâi-
äíèé, òî ïîëå ðîçêëàäó ìà¹ ñòåïiíü 6 íàä K i ãðóïà Ãàëóà içîìîðôíà S3.
ßêùî g(X) çâiäíèé, òî ãðóïà Ãàëóà ïîëÿ K(a, b, c) = K(a− b) içîìîðôíà
ãðóïi A3.

Ïîêàæåìî, ùî g(X) íåçâiäíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
√

∆ = (a −
b)(b− c)(a− c) /∈ K. ßêùî

√
∆ ∈ K, òî

g(X) =
(
X(X2 + 3p) +

√
∆

)(
X(X2 + 3p)−

√
∆

)
.

Íàâïàêè, ÿêùî g(X) çâiäíèé íàä K, òî âií îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ íåçâiäíèé
ìíîæíèê ñòåïåíÿ 3. Ïðèéìåìî g(X) = r(X)s(X), degr(X) = 3. Ç ðiâíî-
ñòi r(X)s(X) = r(−X)s(−X) âèïëèâà¹, ùî r(X) äiëèòü r(−X) îñêiëü-
êè s(−X). Ââàæàþ÷è, ùî âñi ñòàðøi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü 1, ìà¹ìî
r(X) = −s(−X) áî r(X) = −r(−X).

ßêùî r(X) = −r(−X), òî r(0) = 0, îòæå, g(0) = 0 i ∆ = 0, ùî
íåìîæëèâî (f íå ìà¹ êð òíèõ êîðåíiâ). çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê r(X) =
−s(−X), çâiäêè

√
∆ = r(0) ∈ K.

Ïiäñóìîâóþ÷è ðåçóëüòàòè öèõ îá÷èñëåíü, ìà¹ìî

Gal(L/K) '
{

A3,
√

∆ ∈ K,

S3,
√

∆ /∈ K.

20 Îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ Ãàëóà òà ¨¨ íàñëiäêè
20.1 Îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ Ãàëóà
Íåõàé L/K � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ç ãðóïîþ Ãàëóà G = Gal(L/K).
Âiäïîâiäíîñòi Ãàëóà � öå äâà âiäîáðàæåííÿ. Îäíå ç íèõ âiäîáðàæà¹ ìíî-
æèíó ïiäïîëiâ ïîëÿ L, ùî ìiñòÿòü ïîëå K, ó ìíîæèíó ïiäãðóï ãðóïè G
çà ïðàâèëîì

M 7→ GM = {σ ∈ G | σ(α) = α ∀α ∈ M},

à iíøå âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó ïiäãðóï ãðóïè G ó ìíîæèíó ïiäïîëiâ ïîëÿ L
çà ïðàâèëîì

H 7→ LH = {α ∈ L | σ(α) = α ∀σ ∈ H}.

Îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ Ãàëóà ñòâåðäæó¹, ùî öi âiäîáðàæåííÿ ¹ âçà¹ìíî
îáåðíåíi.
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Òåîðåìà 145 (Îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ Ãàëóà). Íåõàé L/K ñêií÷åííå
ðîçøèðåííÿ Ãàëóà. Âiäïîâiäíîñòi Ãàëóà ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè ái¹êòèâ-
íèìè âiäîáðàæåííÿìè ìíîæèíè ïiäãðóï ãðóïè G = Gal(L/K) i ìíî-
æèíè ïiäïîëiâ M ïîëÿ L, ùî ìiñòÿòü ïîëå K.

Äîâåäåííÿ. Ó íàñ âñå ãîòîâå äëÿ òîãî, ùîá äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áóëî
êîðîòêèì. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî LGM

= M i GLH
= H. Âêëþ÷åííÿ M ⊂

LGM òà H ⊂ GLH áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ (äèâ., òàêîæ,
òâåðäæåííÿ 139). Äîâåäåìî, ùî ôàêòè÷íî âiðíi ðiâíîñòi LGM

= M òà
GLH

= H.
LGM

= M . Ìà¹ìî K ⊂ M ⊂ L. ðîçøèðåííÿ L/K íîðìàëüíå i ñå-
ïàðàáåëüíå. Ç òåîðåìè ïðî íîðìàëüíi ðîçøèðåííÿ âèïëèâà¹, ùî L ïîëå
ðîçêëàäó äåÿêîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K.
Îñêiëüêè K ⊂ M , òî î÷åâèäíî, ùî L ïîëå ðîçêëàäó ñåïàðàáåëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ M . Òîìó L/M � ðîçøèðåííÿ Ãàëóà i
çðîçóìiëî, ùî GM = Aut(L/M). Òåïåð ç íîðìàëüíîñòi ðîçøèðåííÿ L/M

îäåðæó¹ìî LGM
= LAut(L/M) = M .

GLH
= H. Ìà¹ìî |GLH | ≤ [L : LH ] ≤ |H|, äå ïåðøà íåðiâíiñòü âèïëè-

âà¹ ç òåîðåìè 110 ïðî êiëüêiñòü âêëàäåíü, à äðóãà íåðiâíiñòü öå òåîðå-
ìà 140. Oòæå, |GLH | ≤ |H|, à Îñêiëüêè H ¹ ïiäãðóïîþ ñêií÷åííî¨ ãðóïè
GLH , òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè H = GLH .

Íàñëiäîê 146. ßêùî L/K ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà, òî iñíó¹ ëèøå
ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïiäïîëiâ M ïîëÿ L òàêèõ, ùî K ⊂ M ⊂ L.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî G = Gal(L/K) ñêií÷åííà ãðóï ïî-
ðÿäêó [L : K], òîìó â G iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïiäãðóï.

20.2 Òåîðåìà ïðî ñïðÿæåíiñòü
Íåõàé L/K � ðîçøèðåííÿ Ãàëóà, M � ïiäïîëå â L, K ⊂ M ⊂ L i
σ ∈ G = Gal(L/K). Ïîçíà÷èìî

σ(M) = {σα | α ∈ L} ⊂ L.

Äëÿ ïiäãðóïè H ãðóïè G ïîçíà÷èìî

σHσ−1 = {στσ−1 | τ ∈ H}.

Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ â òîìó, ùî σ(M) ïiäïîëå ïîëÿ L, K ⊂ σ(M) ⊂ L i
σHσ−1 ïiäãðóïà ãðóïè G.
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Òåîðåìà 147. Íåõàé L/K ðîçøèðåííÿ Ãàëóà i íåõàé çà âiäïîâiäíiñòþ
Ãàëóà ïiäïîëþ M , K ⊂ M ⊂ L, âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïà H ãðóïè
G = Gal(L/K). Òîäi ïiäïîëþ σM âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïà σHσ−1, òîáòî
ïðè âiäïîâiäíîñòÿõ Ãàëóà ñïðÿæåíèì ïiäïîëÿì âiäïîâiäàþòü ñïðÿæåíi
ïiäãðóïè.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî LσHσ−1
= σM , ÿêùî LH = M . Äëÿ

öüîãî ïåðåâiðèìî, ùî LσHσ−1 ⊂ σM i σM ⊂ LσHσ−1 .
LσHσ−1 ⊂ σM . ßêùî α ∈ LσHσ−1 , òî äëÿ êîæíîãî τ ∈ H στσ−1(α) =

α, τσ−1(α) = σ−1(α). Çâiäñè σ−1(α) = β ∈ M , α = σ(β) ∈ σM .
σM ⊂ LσHσ−1 . Íåõàé α = σβ ∈ σM , β ∈ M . Òîäi äëÿ êîæíîãî τ ∈ H

ìà¹ìî στσ−1(α) = στσ−1σ(β) = στ(β) = α, òîáòî α ∈ LσHσ−1 .

20.3 Òåîðåìà ïðî íîðìàëüíiñòü
Òåîðåìà ïðî íîðìàëüíiñòü äà¹ âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ, ïðè ÿêèõ óìîâàõ
ïiäïîëå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ñàìå ¹ ðîçøèðåííÿì Ãàëóà. Ïåðåä òèì, ÿê
ôîðìóëþâàòè öþ òåîðåìó, çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü ïðî ñåïàðàáåëü-
íiñòü òà íîðìàëüíiñòü äëÿ áàøòè ïîëiâ.

Íåõàé K ⊂ M ⊂ L áàøòà ñêií÷åííèõ ðîçøèðåíü ïîëÿ K. ðîçøèðåí-
íÿ L/K ñåïàðàáåëüíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L/M i M/K ñåïàðàáåëüíi.
Ñïðàâäi, ÿêùî L/K � ñåïàðàáåëüíå, òî (Îñêiëüêè M ⊂ L) êîæåí åëå-
ìåíò ïîëÿ M ñåïàðàáåëüíèé íàä K i (Îñêiëüêè K ⊂ M) êîæíèé åëåìåíò
ïîëÿ L ¹ êîðåíåì ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåí ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ M .

Íàâïàêè, ÿêùî M/K i L/M � ñåïàðàáåëüíi, òî çà òåîðåìîþ 133 ïðî
ñåïàðàáåëüíi ðîçøèðåííÿ iñíó¹ [M : K] ïðîäîâæåíü îäèíè÷íîãî ãîìî-
ìîðôiçìó 1K äî âêëàäåíü M → M ′, i äëÿ êîæíîãî âêëàäåííÿ σ : M → M ′

iñíó¹ [L : M ] ïðîäîâæåíü σ äî âêëàäåíü σ : L → L′. Ðàçîì iñíó¹ [L : K]
ïðîäîâæåíü 1K , òîìó L/K ñåïàðàáåëüíå çà òåîðåìîþ ïðî ñåïàðàáåëüíi
ðîçøèðåííÿ.

Äëÿ íîðìàëüíèõ ðîçøèðåíü ñèòóàöiÿ íå òàêà ïðè¹ìíà. Çoêðåìà, ïiä-
ðîçøèðåííÿ íîðìàëüíîãî ðîçøèðåííÿ âæå íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ íîðìàëüíèì
ðîçøèðåííÿì. Íàïðèêëàä, K = Q ⊂ M = Q( 4

√
2) ⊂ L = Q(i, 4

√
2). Ïîëå

L/K ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà X4−2 ∈ Q[X], îòæå, L/K íîðìàëüíå
ðîçøèðåííÿ. Àëå, ÿê âiäîìî (çãàäàéòå ïðèêëàä ç ï. 19.6) ðîçøèðåííÿ
M/K íå ¹ íîðìàëüíèì.

Òåîðåìà 148. Íåõàé L/K ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ç ãðóïîþ Ãàëóà
G = Gal(L/K), M ïiäïîëå ïîëÿ L, K ⊂ M ⊂ L. ðîçøèðåííÿ M/K
íîðìàëüíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíà ïîëþ M çà îñíîâíîþ
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òåîðåìîþ òåîði¨ Ãàëóà ïiäãðóïà H ¹ íîðìàëüíîþ â G. Ó öüîìó âèïàäêó
Gal(M/K) ' G/H.
Äîâåäåííÿ. ßêùî M/K � íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ, òî ìîæíà îçíà÷èòè
ãîìîìîðôiçì

F : Gal(L/K) → Gal(M/K),

F (σ) = σ|M îáìåæåííÿ àâòîìîðôiçìó σ íàïîëå M . Âçàãàëi, ìîæíà ëè-
øå ñòâåðäæóâàòè, ùî σ|M � âêëàäåííÿ ïîëÿ M ó ïîëå L, àëå, Îñêiëüêè
M/K íîðìàëüíå, òî çà òåîðåìîþ 142 âîíî ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëå-
íà ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K, òîäi çà òåîðåìîþ 134 ïðî ïîëå ðîçêëàäó
σ|M (M) = M . Òîìó F êîðåêòíî îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ i, î÷åâèäíî, ùî F
ãîìîìîðôiçì ãðóï.

F ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì, ùî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ïðîäîâ-
æåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ (ï. ??, ðîçä. ??): êîæåí àâòîìîðôiçì ïîëÿ M ìîæå
áóòè ïðîäîâæåíèé äî àâòîìîðôiçìó ïîëÿ L (òóò âèêîðèñòîâó¹ìî íîð-
ìàëüíiñòü ðîçøèðåíü M/K òà L/K). Îá÷èñëèìî KerF . KerF = {σ ∈ G |
σ(α) = α ∀α ∈ M} = H. Îòæå, ç îäíîãî áîêó, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà,
îñêiëüêè H ¹ ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó ãðóï, ç iíøîãî áîêó G/H ' ImF =
Gal(M/K) çà òåîðåìîþ ïðî ãîìîìîðôiçì.

Çàëèà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî êîëè H íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òî M =
LH íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K. Íåõàé σ âêëàäåííÿ M â L. Òîäi σ
ïðîäîâæó¹òüñÿ äî àâòîìîðôiçìó ïîëÿ L íàä K çà òåîðåìîþ ïðî ïðî-
äîâæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ òà çà íîðìàëüíiñòþ L/K. Òåïåð ç òåîðåìè ïðî
ñïðÿæåíiñòü ìà¹ìî σ(M) = LσHσ−1

= LH = M . Îòæå, σ àâòîìîðôiçì
ïîëÿ M i M/K íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ çà òåîðåìàìè 134 òà 142.

20.4 Òåîðåìà ïðî òðàíñëÿöiþ
Ïðèãàäà¹ìî, ùî äëÿ äâîõ ïiäïîëiâ K1 i K2 ïîëÿ L êîìïîçèòîì K1K2

ïîëiâ K1 i K2 íàçèâàþòü íàéìåíøå ïiäïîëå ïîëÿ L, ùî ìiñòèòü K1 i K2.
Òåîðåìà 149. Íåõàé L/K � ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà, K ′ � ðîç-
øèðåííÿ ïîëÿ K i L′ = LK ′ � êîìïîçèò ïîëiâ L i K ′ (ââàæà¹ìî, ùî
âñi öi ïîëÿ ¹ ïiäïîëÿìè äåÿêîãî ïîëÿ E). Òîäi L′/K ′ ðîçøèðåííÿ Ãàëóà
i Gal(L′/K ′) ' Gal(L/K)K′∩L.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè L/K ïîëå ðîçêëàäó ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä K (òîìó, ùî L/K ðîçøèðåííÿ Ãàëóà), òî L′/K ′ ïîëå ðîçêëàäó öüî-
ãî æ ìíîãî÷ëåíà íàä K ′, îòæå, L′/K ′ ðîçøèðåííÿ Ãàëóà. Íåõàé σ ∈
Gal(L′/K ′). Òîäi îáìåæåííÿ σ|L-àâòîìîðôiçìó σ íà ïîëå L ¹ K-àâòî-
ìîðôiçìîì ïîëÿ L, à âiäîáðàæåííÿ F (σ) = σ|L ¹, î÷åâèäíî, ãîìîìîð-
ôiçìîì ãðóï Gal(L′/K ′) òàGal(L/K). Îá÷èñëèìî KerF . ßêùî σ ∈ KerF ,
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òî σ|L = 1L. Òîäi σ = 1L′ , áî L′ = LK ′, i σ çàëèøà¹ íåçìiííèìè åëåìåíòè
ç K ′. Îòæå, KerF = {1L′}. Òîìó Gal(L′/K ′) ' ImF . Òåïåð LImF = K ′∩L
i ImF = Gal(L/K)K′∩L, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

20.5 àëãåáðà¨÷íà çàìêíåíiñòü ïîëÿ C
Äîâåäåìî, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå. Öåé
ôàêò âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 150. Íåõàé K ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, à L éîãî ðîçøèðåííÿ
ñòåïåíÿ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

à) êîæåí ìíîãî÷ëåí íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K
ìà¹ êîðiíü ó ïîëi K;

á) äëÿ êîæíîãî α ∈ L ìíîãî÷ëåí X2 − α ìà¹ êîðiíüó ïîëi L.
Òîäi ïîëå L àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè á) âèïëèâà¹, ùî êîæíèé
êâàäðàòíèé òðè÷ëåí X2 + pX + q ∈ L[X] ìà¹ êîðiíü â L, Îñêiëüêè éîãî
êîðåíi îá÷èñëþþòüñÿ ç ôîðìóëîþ x1,2 = −p±

√
p2−4q

2 .
Íåõàé f(X) ∈ L[X] íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí, i M ′ éîãî ïîëå ðîçêëàäó

íàä L. ðîçøèðåííÿ L/K i M ′/L ñêií÷åííi i ñåïàðàáåëüíi, îòæå, (öå âæå
áóëî îáãðóíòîâàíå â ï. 20.3) ðîçøèðåííÿ M ′/K ñêií÷åííå i ñåïàðàáåëü-
íå. Çà òåîðåìîþ 131 ïðî ïðîñòîòó ñêií÷åííèõ ñåïàðàáåëüíèõ ðîçøèðåíü
iñíó¹ α ∈ M ′ ç âëàñòèâiñòþ M ′ = K(α). Ïðè¹äíà¹ìî äî M ′ âñi êîðå-
íi ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåí äëÿ α íàä K. Îäåðæèìî áàøòó ðîçøèðåíü
K ⊂ L ⊂ M ′ ⊂ M , äå M/K ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà.

Íåõàé G = Gal(M/K) i H ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè G. Ðîçãëÿíåìî
âiäïîâiäíå ïiäãðóïi H, çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ òåîði¨ Ãàëóà, ïiäïîëå MH .
Ìà¹ìî

K ⊂ MH ⊂ M,

äå [M : MH ] = |H| = 2n, i [MH : K] = 2k + 1 äëÿ äåÿêîãî k ∈ N. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî [MH : K] = 1, îñêiëüêè ÿêùî γ ∈ MH i p(X) ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí äëÿ γ, òî [K(γ) : K] = degp(X) íåïàðíå ÷èñëî, òîìó p(X) ìà¹
êîðiíü â K, îòæå, degp(X) = 1 i γ ∈ K.

Ìè îäåðæàëè, ùî MH = K, îòæå, [M : K] = [M : L] · [L : K] = 2m+1,
äå [M : L] = 2m. Äîâåäåìî, ùî m = 0.

ßêùî m = 1, òî [M : L] = 2 i M = L(α), äå α êîðiíü íåçâiäíîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ 2. Àëå ç óìîâè á) âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ íåçâiäíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ 2 íàä L. Îòæå, ïðèïóùåííÿ, ùî m = 1 âåäå äî
ñóïåðå÷íîñòi.
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ßêùî m > 1, òî â ãðóïi Gal(L/M), ùî ìà¹ ïîðÿäîê 2m iñíó¹ ïiä-
ãðóïà H1 ïîðÿäêó 2m−1 (iñíóâàííÿ òàêî¨ ïiäãðóïè âèïëèâà¹ ç òåîðåòèêî-
ãðóïîâî¨ ëåìè íèæ÷å).

Íåõàé M1 âiäïîâiäíå ïiäãðóïi H1 ïiäïîëå ïîëÿ M . Ìà¹ìî

L ⊂ M1 ⊂ M,

äå [M : M1] = 2m−1, îòæå, [M1 : L] = 2, àëå ðàíiøå âæå áóëî ïîêàçàíî,
ùî öå âåäå äî ñóïåðå÷íîñòi.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî m = 0, òîáòî [M : L] = 1, îòæå, M = L i f(X) ìà¹
â ïîëi L êîðiíü.

Òàêèì ÷èíîì, íàøà òåîðåìà áóäå äîâåäåíîþ, ÿêùî ìè äîâåäåìî òàêå
òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 151. Íåõàé p ïðîñòå ÷èñëî, G � p-ãðóïà ïîðÿäêó pm. Òîäi äëÿ
êîæíîãî k, 0 ≤ k ≤ m, â G iñíó¹ ïiäãðóïà ïîðÿäêó pk.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî çà iíäóêöi¹þ. ßêùî m = 1, òî äîâîäèòè íi÷îãî.
Ïðèïóñòèìî, ùî ëåìà äîâåäåíà äëÿ âñiõ p-ãðóï ïîðÿäêiâ ìåíøèõ, íiæ pm,
i ðîçãëÿíåìî p-ãðóïó G ïîðÿäêó pm. Âiäîìî, ùî ãðóïà G ìà¹ íåòðèâiàëü-
íèé öåíòð C, ÿêèé òåæ ¹ p-ãðóïîþ. Ïiäãðóïà C ìà¹ åëåìåíòè ïîðÿäêó p,
îòæå, i ïiäãðóïè ïîðÿäêó p: ÿêùî a ∈ C, òî ïîðÿäîê åëåìåíò a äîðiâíþ¹
ps, äå s ≤ m çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè Ëàãðàíæà. ßêùî s > 1, òî åëåìåíò
aps−1 ìà¹ ïîðÿäîê p.

Íåõàé H ⊂ C ïiäãðóïà ïîðÿäêó p ãðóïè G, H íîðìàëüíà ïiäãðóïà,
Îñêiëüêè âîíà ìiñòèòüñÿ â öåíòði. Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-ãðóïó G/H i êà-
íîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì f : G → G/H. ìà¹ìî |G/H| = pm−1 i çà ïðèïóùå-
ííÿì iíäóêöi¨ äëÿ êîæíîãî k ≤ m â G/H iñíó¹ ïiäãðóïà G̃ ïîðÿäêó pk−1.
Ïðîîáðàç f−1(G̃) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G ïîðÿäêó pk. Ëåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 152. Ïîëå C àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ïîëÿ R i C çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ç
ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè. C = R(i), òîìó [C : R] = 2. Êîæåí ìíîãî÷ëåí
íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ äiéñíèé êîðiíü. Ñïðàâ-
äi, Îñêiëüêè äëÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíå f(X) ìà¹ìî lim

X→−∞
f(X) = −∞ i

lim
X→+∞

f(X) = +∞, òî iñíó¹ iíòåðâàë äiéñíî¨ îñi, íà êiíöÿõ ÿêîãî íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f(X) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiçíèõ çíàêiâ. Ç òåîðåìè, ÿêó
â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó íàçèâàþòü òåîðåìîþ Êîøi ïðî ïðîìiæíå
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çíà÷åííÿ, âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ α ∈ R ç âëàñòèâiñòþ f(α) = 0, òîáòî ìíî-
ãî÷ëåí f(X) ìà¹ äiéñíèé êîðiíü.

Äëÿ ïåðåâiðêè óìîâè á) òåîðåìè äîñèòü çàóâàæèòè, ùî ç êîæíîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äîáóâà¹òüñÿ êâàäðàòíèé êîðiíü. Öåé ôàêò äîáðå âi-
äîìèé ç I ñåìåñòðó, àëå äëÿ ïîâíîòè íàãàäà¹ìî éîãî. ßêùî α = a + bi,
òî √α çíàõîäèìî ç ðiâíîñòi (x + iy)2 = a + bi, ÿêà ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi
ðiâíÿíü {

x2 − y2 = a,

2xy = b.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, îäåðæèìî

x2 =
a +

√
a2 + b2

2
, y2 =

−a +
√

a2 + b2

2
.

Îäåðæàíi âèðàçè äëÿ x2 òà y2 íåâiä'¹ìíi, òîìó ìîæíà çíàéòè x i y. Çíàêè
â x òà y áåðåìî òàê, ùîá 2xy = b.

Ïðèêëàäè.

1) Íåõàé L ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà (X2−2)(X3−3) ∈ Q[X]. ßêùî
ïåðåíóìåðóâàòè êîðåíi

√
2, −√2,

√
3, −√3 öüîãî ìíîãî÷ëåíà ÷èñëàìè

1, 2, 3, 4, òî Gal(L/K) = {1, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)} ' C2 × C2. Öÿ ãðóïà
ìà¹ òðè âëàñíi öèêëi÷íi ïiäãðóïè {1, (1, 2)}, {1, (3, 4)} òà {1, (1, 2)(3, 4)}.
Âiäïîâiäíi öèì ïiäãðóïàì çà âiäïîâiäíiñòþ Ãàëóà ïiäïîëÿ ¹ òàêèìè:
Q(
√

2), Q(
√

3) òà Q(
√

6).
2) Ôîðìóëè Êàðäàíî äëÿ ìíîãî÷ëåíà 3-ãî ñòåïåíÿ. Íåõàé K ïîëå.

Ïðèïóñòèìî, ùî charK 6= 2, 3 i ùî
√−3 ∈ K, ïðè¹äíàâøè, ÿêùî ïîòði-

áíî äî K êîðiíü ìíîãî÷ëåíà X2 + 3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L ïîëå ðîçêëàäó
íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) = X3 + pX + q ∈ K[X], i ÷åðåç a, b, c ∈ L

êîðåíi f(X), j = −1
2 +

√−3
2 .

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè x1 = a + bj + cj2 i x2 = a + cj + bj2. ßêùî
ïîäiÿòè íà åëåìåíòè a, b, c ãðóïîþ S3 i íàçâàòè îáðàçè åëåìåíòiâ x1 òà x2

ñïðÿæåíèìè äî x1, òî ìíîæèíà øåñòè ñïðÿæåíèõ äî x1 åëåìåíòiâ ¹
òàêîþ:

{x1, jx1, j
2x1, x2, jx2, j

2x2}. (20.5.1)
Çàçíà÷èìî, ùî

x1x2 = (a + bj + cj2)(a + cj + bj2) =

= (a2 + b2 + c2) + (ab + ac + bc)(j + j2) =

= a2 + b2 + c2 − (ab + ac + bc) = (a + b + c)2 − 3(ab + ac + bc) = −3p,
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Îñêiëüêè a + b + c = 0.
ßêùî åëåìåíòè ìíîæèíè (20.5.1) ïiäíåñòè äî êóáó, òî ñåðåä êóáiâ

çàëèøèòüñÿ òiëüêè äâà ðiçíèõ: x3
1 òà x3

2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî [K(x3
1) :

K] = 2 i ùî x3
1 ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà 2-ãî ñòåïåíÿ íàä K. Ùîá çíàéòè

öåé ìíîãî÷ëåí, çàóâàæèìî, ùî çi çðîáëåíèõ îá÷èñëåíü âèïëèâà¹ x3
1x

3
2 =

−27p3. Êðiì öüîãî, x3
1 + x3

2 = (x1 + x2)3− 3x1x2(x1 + x2) = (2a− b− c)3 +
9p(2a− b− c) = (3a)3 + 27ap = 27(a3 + ap) = −27q.

Îòæå, x3
1 òà x3

2 ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà X2 + 27qX − 27p3. Çâiäñè

x1 =
3

√
−27q +

√
27(4p3 + 27q2)

2
, x2 =

3

√
−27q −

√
27(4p3 + 27q2)

2
,

äå êóái÷íi êîðåíi ó âèðàçàõ äëÿ x1 òà x2 âèáðàíi òàê, ùîá x1x2 = −3p.
Òåïåð äëÿ êîðåíiâ a, b, c ìíîãî÷ëåíà X3 + pX + q ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü





a + b + c = 0,

a + bj + cj2 = x1,

a + bj2 + cj = x2,

ðîçâ'ÿçàâøè ÿêó, ìàòèìåìî ôîðìóëè äëÿ êîðåíiâ a, b, c. Çîêðåìà, äîäàâ-
øè ïî÷ëåííî ðiâíÿíííÿ íàøî¨ ñèñòåìè i âèêîðèñòàâøè, ùî j3 = 1 (òîáòî
1 + j + j2 = 0), îäåðæèìî

3a = x1 + x2

áî

a =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
−q

2
−

√
q2

4
+

p3

27
.

Âïðàâà. Ïðèïóñòèìî, ùî G = Gal(L/K) ' S3. Òîäi G ìà¹ 6 ïiäãðóï.
Ñïðîáóéòå âêàçàòè âiäïîâiäíi öèì ïiäãðóïàì ïiäïîëÿ ïîëÿ L.

20.6 Ãðóïà Ãàëóà çàãàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
Íàâåäåìî ïðèêëàä ðîçøèðåííÿ Ãàëóà L/K ç ãðóïîþ Ãàëóà Sn. Íåõàé K
ïîëå, t1, . . . , tn àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíi íàä K, iíàêøå êàæó÷è, ïîëå
K(t1, . . . , tn) içîìîðôíå ïîëþ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä n çìiííèõ ç êîå-
ôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ K. Íåõàé s1 = t1 + · · ·+ tn, s2 = t1t2 + · · ·+ tn−1tn, . . . ,
sn = t1 . . . tn. Öå åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè âiä t1, . . . , tn. Ç
òåîðåìè ïðî ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè âèïëèâà¹, ùî s1, . . . , sn àëãåáðà¨÷-
íî íåçàëåæíi íàä K i ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ¹ ìíîãî÷ëåíîì

99



âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ôîðìóëè Âi¹òà ïîêàçóþòü,
ùî ïîëå K(t1, . . . , tn) ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X) =

∏n
i=1(X −

ti), êîåôiöi¹íòàìè ÿêîãî ¹ (ç òî÷íiñòþ äî çíàêiâ) s1, . . . , sn. Òîìó ïî-
ëå K(t1, . . . , tn) ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K(s1, . . . , sn)[X].
Êðiì öüîãî,

Gal(K(t1, . . . , tn)/K(s1, . . . , sn)) ' Sn.

Ìíîãî÷ëåí f(X) =
∏n

i=1(X − ti), äå t1, . . . , tn àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-
æíi íàä K íàçèâàþòü çàãàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ n. Áà÷èìî, ùî
ãðóïà Ãàëóà çàãàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì K(s1, . . . , sn) içîìîðôíà
ãðóïi Sn.

20.7 Ôîðìóëè Êàðäàíî äëÿ ìíîãî÷ëåíà 4-ãî ñòåïåíÿ
Íåõàé K äåÿêå ïîëå, charK 6= 2, 3. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé ìíîãî÷ëåí 4-ãî
ñòåïåíÿ f(T ) = T 4+s1T

3+s2T
2+s3T +s4. Ïiñëÿ çàìiíè T = X− s1

4 îäåð-
æèìî ìíîãî÷ëåí, ùî íå ìiñòèòü îäíî÷ëåí ç X3: f(X) = X4+aX2+bX+c.
Íåõàé x1, x2, x3, x4 êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(X) i L = K(a, b, c)(x1, x2, x3, x4)
éîãî ïîëå ðîçêëàäó. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò α = x1x2 + x3x4 ∈ L. Ãðó-
ïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f(X) içîìîðôíà ãðóïi S4. Ïiäãðóïà ãðóïè S4, ùî
çàëèøà¹ åëåìåíò α iíâàðiàíòíèì, ñêëàäà¹òüñÿ ç âîñüìè ïiäñòàíîâîê: 1,
(1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî α ìà¹ ëèøå 24 : 8 = 3 ðiçíèõ îáðàçiâ ïðè äi¨
ãðóïè S4 íà α (îðáiòà α ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ åëåìåíòiâ): α, β i γ. α =
x1x2 + x3x4, β = x2x3 + x1x4, γ = x1x3 + x2x4.

Îòæå, α êîðiíü ìíîãî÷ëåíà 3-ãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì K(a, b, c). Äëÿ òî-
ãî, ùîá çíàéòè öåé ìíîãî÷ëåí, îá÷èñëèìî åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíî-
ãî÷ëåíè âiä α, β i γ.

α + β + γ =
∑

i<j

xixj = a,

αβ + βγ + α

gamma = (
∑

xi)(
∑

i<j<k

xixjxk)− 4x1x2x3x4 = −4c,

αβγ = x1x2x3x4(
∑

xi)2 + (
∑

i<j<k

xixjxk)2 − 4x1x2x3x4(
∑

i<j

xixj) = −4ac + b2.

Îòæå, α, β i γ êîðåíi ìíîãî÷ëåí

X3 − aX2 − 4cX + 4ac− b2. (20.7.1)
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Ïîêàæåìî, ùî x1, x2, x3, x4 âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç α, β i γ. Ìà¹ìî
{

(x1 + x3)(x2 + x4) = α + β,

(x1 + x3) + (x2 + x4) = 0.

Çâiäñè x1 + x3 =
√−α− β =

√
γ − a, x2 + x4 = −√−α− β = −√γ − a.

Àíàëîãi÷íî x1 + x4 =
√

β − a, x2 + x3 = −√β − a, x1 + x2 =
√

α− a,
x3 + x4 = −√α− a.

Çâiäñè ìà¹ìî

3x1 + x2 + x3 + x4 = 2x1 =
√

α− a +
√

β − a +
√

β − a,

3x2 + x1 + x3 + x4 = 2x2 =
√

α− a−
√

β − a−
√

β − a,

3x3 + x1 + x2 + x4 = 2x3 = −√α− a−
√

β − a +
√

γ − a,

3x4 + x1 + x2 + x3 = 2x4 = −√α− a +
√

β − a−√γ − a,

äå α, β, β êîðåíi ìíîãî÷ëåí (20.7.1). Öå i ¹ ôîðìóëè Êàðäàíî äëÿ ìíîãî-
÷ëåíà 4-ãî ñòåïåíÿ.

21 Ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü ó ðàäèêàëàõ
21.1 Ãðóïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà Xn − 1

Åëåìåíò α ïîëÿ K íàçèâàþòü êîðåíåì ç 1, ÿêùî αn = 1. Ìíîæèíà âñiõ
êîðåíiâ ç 1 â ïîëi K óòâîðþ¹ ïiäãðóïó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè ïîëÿ K.
Êîæíà ñêií÷åííà ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè áóäü-ÿêîãî ïîëÿ ¹
öèêëi÷íîþ. Öå äîâîäèòüñÿ ç äîïîìîãîþ òàêèõ æå ìiðêóâàíü ÿê òi, ùî
áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ öèêëi÷íîñòi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè
ñêií÷åííîãî ïîëÿ. ßêùî ãðóïà êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ïîëÿ K ìiñòèòü
âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà Xn−1 (¨õ áóäå n, ÿêùî charK - n), òî öÿ öèêëi÷íà
ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç n′ åëåìåíòiâ, äå n = pkn′, p = charK, (n′, p) = 1.
�¨ òâiðíà ìà¹ ïîðÿäîê n′ i íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1. ßêùî charK - n, òî n = n′.

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ç 1, äîâîäèìî, ùî
êîëè ξ ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, òî ξk ïåðâiñíèé êîðiíü òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè (k, n) = 1.

Òâåðäæåííÿ 153. Íåõàé charK - n; L ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Xn −
1 ∈ K[X]. Òîäi L/K ðîçøèðåííÿ Ãàëóà i Gal(L/K) içîìîðôíà ïiäãðóïi
ãðóïè (Z/nZ)∗.
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Äîâåäåííÿ. Ïðè íàøèõ ïðèïóùåííÿõ, L � ïîëå ðîçêëàäó ñåïàðàáåëüíî-
ãî ìíîãî÷ëåíà, îòæå, ðîçøèðåííÿ Ãàëóà. Íåõàé ξ ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî
ñòåïåíÿ ç 1. ßêùî ξ ∈ K, òî L = K i Gal(L/K) = {1}. ßêùî ξ /∈ K,
σ ∈ Gal(L/K), òî σ(ξ) òåæ êîðiíü ìíîãî÷ëåí Xn− 1 i σ(ξ) ìà¹ òàêèé æå
ïîðÿäîê ÿê i ξ. Òîìó σ(ξ) = ξk, äå (k, n) = 1: åëåìåíòè ãðóïè Ãàëóà ïåðå-
âîäÿòü ïåðâiñíi êîðåíi ç 1 â ïåðâiñíi êîðåíi. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F :
Gal(L/K) → (Z/nZ)∗, äå F (σ) = k ⇔ σ(ξ) = ξk. ßêùî σ, τ ∈ Gal(L/K) i
f(τ) = l, òî F (στ) = kl, Îñêiëüêè (στ)(ξ) = σ (τ(ξ)) = σ(ξl) = σ(ξ)l = ξkl.
Îòæå, F ãîìîìîðôiçì. KerF = {σ | σ(ξ) = ξ} = {id}. Ç òåîðåìè ïðî ãî-
ìîìîðôiçì âèïëèâà¹, ùî Gal(L/K) ' ImF ⊂ (Z/nZ)∗.

21.2 Öèêëi÷íi ðîçøèðåííÿ
Îçíà÷åííÿ 154. Ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà L/K íàçèâàþòü öèêëi-
÷íèì, ÿêùî éîãî ãðóïà Ãàëóà Gal(L/K) öèêëi÷íà.

Ïðèêëàäè.

1) Ãðóïà Ãàëóà ïîëÿ ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà X2 − 2 ∈ Q[X] öèêëi÷íà
ãðóïà 2-ãî ïîðÿäêó. Ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ ìè äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêå
öèêëi÷íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K ¹ ïîëåì ðîçêëàäó äåÿêîãî ìíîãî÷ëåí Xn−
a.

2) Ïåðåâiðèìî, ùî áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Fq ¹ öèêëi-
÷íèì ðîçøèðåííÿì Ãàëóà. Íåõàé L/Fq ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ n. Ìè âæå
çíà¹ìî ç ï. 18.2, ùî L = Fqn � ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí Xqn −X. Ïîõi-
äíà öüîãî ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ −1 6= 0, îòæå, L/Fq ðîçøèðåííÿ Ãàëóà.
Âiäîáðàæåííÿ σ: L → L, σ(α) = αq ¹ àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ L, ïðè÷îìó
àâòîìîðôiçìè σ, σ2, . . . , σn−1, σn âñi ðiçíi i çàëèøàþòü íåçìiííèìè åëå-
ìåíòè ç ïîëÿ Fq. Òîé ôàêò, ùî öi àâòîìîðôiçìè âñi ðiçíi âèïëèâà¹ ç
òîãî, ùî äëÿ òâiðíîãî åëåìåíòà α ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè F∗qn åëåìåí-
òè αq, αq2

, . . . , αqn âñi ðiçíi (öå áóëî äîâåäåíî â ï. 18.2). Âîíè çàëèøàþòü
íåçìiííèìè âñi åëåìåíòè ïîëÿ Fq, îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò β ∈ Fq ¹
êîðåíåì ðiâíÿííÿ Xq − X = 0. Ìè ìà¹ìî n = [Fqn : Fq] àâòîìîðôiçìiâ
σ, σ2, . . . , σn = id ïîëÿ Fqn íàä ïîëåì Fq. Àëå ç òåîðåìè ïðî êiëüêiñòü
âêëàäåíü (äèâ. íàñëiäîê 111) âèïëèâà¹, ùî âîíè âè÷åðïóþòü âñþ ãðóïó
Gal(Fqn/Fq), òîìó öÿ ãðóïà öèêëi÷íà, ïîðîäæåí àâòîìîðôiçìîì σ.

Òåîðåìà 155. Íåõàé K ïîëå, charK - n. Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðâiñíèé
êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 íàëåæèòü äî K.
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a) ßêùî L/K öèêëi÷íå ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ n, òî iñíó¹ åëåìåíò
θ ∈ L, äëÿ ÿêîãî L = K(θ) i θ ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà Xn − a, äå a ∈ K.

á) Íàâïàêè, ÿêùî a ∈ K, i θ äåÿêèé êîðiíü ìíîãî÷ëåí Xn − a, òî
K(θ)/K � öèêëi÷íå ðîçøèðåííÿ, [K(θ) : K] = d, d|n i θd ∈ K. ßêùî,
çîêðåìà, Xn − a íåçâiäíèé íàä K, òî d = n.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé ξ ∈ K ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, σ òâiðíà
ãðóïè Gal(L/K). Ç ëåìè Àðòiíà ïðî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü õàðàêòåðiâ
(ï. 12.3, Ðîçä. ??) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò α ∈ L, äëÿ ÿêîãî

θ = α + ξσ(α) + · · ·+ ξn−1σn−1(α) 6= 0.

Ìà¹ìî

σ(θ) = σ(α) + ξσ2(α) + · · ·+ ξn−1σn(α) =

= ξ−1α + ξ−1ξσ(α) + ξ−1ξ2σ2(α) + · · ·+ ξ−1ξn−1σn−1(α) = ξ−1θ.

Çâiäñè σ(θn) = σ(θ)n = (ξ−1θ)n = θn. Àâòîìîðôiçì σ çàëèø ¹ íåçìií-
íèì θn, îòæå, êîæíèé àâòîìîðôiçì σi, 1 ≤ i ≤ n, òåæ çàëèøà¹ íåçìií-
íèì θn, òîäi θn = a ∈ K i θ ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà Xn − a.

Äîâåäåìî, ùî L = K(θ). Îñêiëüêè ξ ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1, òî åëåìåíòè θ, σ(θ) = ξθ, σ2(θ) = ξ2θ, . . . , σn−1(θ) = ξn−1θ âñi ðiçíi.
Òîìó ìà¹ìî

n = [L : K] ≥ [K(θ) : K] ≥ |Aut(K(θ)/K)| = n,

i çâiäñè âèïëèâà¹, ùî K(θ) = L.
á) ßêùî θ ∈ L êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Xn − a ∈ K[X], òî ξiθ òåæ êîðiíü

öüîãî ìíîãî÷ëåí äëÿ âñiõ i, 0 ≤ i ≤ n−1. Îòæå, K(θ) ïîëå ðîçêëàäó ìíî-
ãî÷ëåí Xn−a, òîìó K(θ)/K ðîçøèðåííÿ Ãàëóà. ßêùî σ ∈ Gal (K(θ)/K),
òî σ(θ) = ξiθ äëÿ äåÿêîãî i, 0 ≤ i ≤ n − 1. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F :
Gal(L/K) → Z/nZ òàê: F (σ) = ı̄ ⇔ σ(θ) = ξiθ.

F ãîìîìîðôiçì ãðóï, Îñêiëüêè, ÿêùî F (τ) = ̄, òî (στ)(θ) = σ (τ(θ)) =
σ(ξjθ) = ξjσ(θ) = ξi+jθ, òîìó F (στ) = ı +  = ı̄+ ̄ = F (σ)+F (τ). F , î÷å-
âèäíî, ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì. Òîìó Gal (K(θ)/K) içîìîðôíà ïiäãðóïi
ãðóïè Z/nZ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Gal (K(θ)/K) öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿä-
êó d, äå d|n. Íåõàé òåïåð σ òâiðíà ãðóïè Gal (K(θ)/K). Òîäi σ(θ) = ηθ,
äå η ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ d ç 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî σ çàëèøf¹ íå-
çìiííèì åëåìåíò θd. σ(θd) = σ(θ)d = (ηθ)d = ηd · θd = θd. Òîìó θd çà-
ëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì ïðè äi¨ âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè Gal (K(θ)/K), îòæå,
θd ∈ K.
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21.3 Ðàäèêàëüíi òà íàïiâàáåëüîâi ðîçøèðåííÿ
Âiäòåïåð i äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà ââàæà¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòèêà ïî-
ëÿ K äîðiâíþ¹ 0. Òàêå îáìåæåííÿ ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ùî íàì äîâåäåòüñÿ
ðîçãëÿäàòè ðîçøèðåííÿ Ãàëóà òèïó K(α)/K, äå α êîðiíü ìíîãî÷ëåíà
Xn − a ∈ K[X], ìè äîñëiäèëè â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi òàêi ðîçøèðåííÿ
ëèøå ïðè îáìåæåíi charK 6 |n. Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi
òèì, ÿêi ìè äîâåäåìî, ñïðàâåäëèâi äëÿ ïîëiâ áóäü-ÿêî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
Ìè îáìåæó¹ìîñÿ ðîçãëÿäîì ïîëiâ õàðàêòåðèñòèêè 0 ëèøå äëÿ ñïðîùåí-
íÿ äîâåäåíü i ôîðìóëþâàíü.

Îçíà÷åííÿ 156. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü ïðîñòèì ðàäèêàëüíèì
ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K, ÿêùî L = K(α), äå α êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Xn−a ∈
K[X]. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü ðàäèêàëüíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K,
ÿêùî iñíó¹ áàøòà ïîëiâ

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = L,

äå Ki/Ki−1 ïðîñòå ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ äëÿ âñiõ i, 1 ≤ i ≤ m.

Ïðèêëàä. Ôîðìóëè Êàðäàíî (äèâ. ïï. 20.5 i 20.7) ïîêàçóþòü, ùî ïî-
ëÿ ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíiâ X3+pX+q òà X4+aX2+bX+c ¹ ðàäèêàëüíèìè
ðîçøèðåííÿìè ïîëiâ K(p, q) òà K(a, b, c) âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 157. ðîçøèðåííÿ L/K íàçèâàþòü íàïiâàáåëüîâèì, ÿêùî
iñíó¹ áàøòà K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km = L, äå Ki/Ki−1 ðîç-
øèðåííÿ Ãàëóà àáåëüîâîþ ãðóïîþ Ãàëóà.

Ëåìà 158. Áóäü-ÿêå ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ L/K ìîæíà âêëàñòè â
íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L/K � ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ i

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km = L

âiäïîâiäíà éîìó áàøòà ïðîñòèõ ðàäèêàëüíèõ ðîçøèðåíü: Ki = Ki−1(αi),
äå αi êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Xni − ai ∈ Ki−1[X]. Ïðè¹äíà¹ìî äî ïîëÿ K
ïåðâiñíèé êîðiíü ξ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, äå n íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå âñiõ ni

i ðîçãëÿíåìî áàøòó

K = K0 ⊂ K0(ξ) ⊂ K1(ξ) ⊂ K2(ξ) ⊂ · · · ⊂ Km(ξ) = L(ξ).

ðîçøèðåííÿ K(ξ)/K ìà¹ àáåëüîâó ãðóïó Ãàëóà: âîíà içîìîðôíà ïiäãðóïi
ãðóïè (Z/nZ)∗ ç òâåðäæåííÿì 153. Äàëi, êîæíå ïîëå Ki−1(ξ) ìiñòèòü
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âñi êîðåíi ñòåïåíÿ ni ç 1, òîìó çà òåîðåìîþ 155 Gal (Ki(ξ)/Ki−1(ξ)) ¹
öèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Îòæå, L(ξ) íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K i L ⊂
L(ξ).

Ëåìà 159. Íåõàé L1 i L2 íàïiâàáåëüîâi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K, ÿêi ¹ ïiä-
ïîëÿìè äåÿêîãî ðîçøèðåííÿ L/K. Òîäi ïîëå L1L2 � êîìïîçèò ïîëiâ L1

i L2 òàêîæ ¹ íàïiâàáåëüîâèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ K.

Äîâåäåííÿ. Çà ïðèïóùåííÿì ëåìè iñíóþòü äâi áàøòè ïîëiâ

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km = L1,

K = K ′
0 ⊂ K ′

1 ⊂ K ′
2 ⊂ · · · ⊂ K ′

m′ = L2,

äå Ki/Ki−1 òà K ′
i/K ′

i−1 ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ç àáåëüîâèìè ãðóïàìè Ãàëóà.
Óòâîðèìî òàêó áàøòó

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = L1K
′
0 ⊂ L1K

′
1 ⊂ · · · ⊂ L1K

′
m′ = L1L2.

Ç òåîðåìè ïðî òðàíñëÿöiþ (ï. 20.4) âèïëèâà¹, ùî L1K
′
i/L1K

′
i−1 ¹ ðîçøè-

ðåííÿì Ãàëóà ç ãðóïîþ ÃàëóàGal(L1K
′
i/L1K

′
i−1), ÿêà içîìîðôíà

Gal(K ′
i/K ′

i−1)
K′

i∩L1 � ïiäãðóïi àáåëüîâî¨ ãðóïè Gal(K ′
i/K ′

i−1) äëÿ âñiõ i,
1 ≤ i ≤ m′. Òîìó L1L2 íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K.

Ëåìà 160. Êîæíå íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ ìîæíà âêëàñòè ó íîð-
ìàëüíå íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L íàïiâàáåëüîâå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K. Îñêiëüêè L/K
ñêií÷åííå ñåïàðàáåëüíå ðîçøèðåííÿ, òî ç òåîðåìè 131 ïðî ïðîñòîòó âè-
ïëèâà¹, ùî L = K(β). ßêùî ïðè¹äíàòè äî L âñi êîðåíi ìiíiìàëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà åëåìåíòà β íàä K, òî îäåðæèìî íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ E ïî-
ëÿ K. Íåõàé L1, L2, . . . , Lr îáðàçè ïîëÿ L ïðè âñiõ àâòîìîðôiçìàõ ïîëÿ E
íàä K. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó òîìó, ùî âñi ðîçøèðåííÿ L1, L2, . . . , Lr íàïiâ-
ààáåëüîâi. Íåõàé σL îäíå ç ðîçøèðåíü L1, L2, . . . , Lr, äå σ ∈ Gal(E/K).
Äëÿ ïîëÿ L iñíó¹ áàøòà

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km = L,

äå Hi = Gal(Ki/Ki−1) àáåëüîâi ãðóïè äëÿ âñiõ i, 1 ≤ i ≤ m.
Ðîçãëÿíåìî òàêó áàøòó

K = σK = σK0 ⊂ σK1 ⊂ · · · ⊂ σKm = σL.
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Àâòîìîðôiçìó τ ∈ Hi âiäïîâiäà¹ àâòîìîðôiçì στσ−1 ïîëÿ σKi íàä σKi−1.
Òîìó ðîçøèðåííÿ σKi/σKi−1 ¹ ðîçøèðåííÿì Ãàëóà ç àáåëüîâîþ ãðóïîþ
Ãàëóà σHσ−1, îòæå, ðîçøèðåííÿ σL íàïiâàáåëüîâå.

Çà ëåìîþ 159 êîìïîçèò M = L1L2 . . . Lr ¹ íàïiâàáåëüîâèì ðîçøèðåí-
íÿì. Çàëèà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî M íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K. Äëÿ
öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî àâòîìîðôiçìó σ ïîëÿ E íàä K
σM = M (ïîðiâíÿéòå òåîðåìè ïðî íîðìàëüíi ðîçøèðåííÿ òà ïðî ïîëå
ðîçêëàäó). Àëå M i σM âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïåðåñòàíîâêîþ ìíîæíèêiâ
L1, L2, . . . , Lr ó êîìïîçèòi L1L2 . . . Lr. Îòæå, σM = M .

Ëåìà 161. Ãðóïà Ãàëóà íîðìàëüíîãî íàïiâàáåëüîâîãî ðîçøèðåííÿ M/K
¹ ðîçâ'çíîþ.

Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ áàøòà ðîçøèðåíü K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km−1 ⊂
Km = M, äå Ki/Ki−1 ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ç àáåëüîâîþ ãðóïîþ Ãàëóà.
Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ òåîði¨ Ãàëóà ëàíöþæîê
ïiäãðóï ãðóïè G = Gal(M/K):

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm−1 ⊃ Gm = {e},

äå Gi = GKi = {σ ∈ G | σ(α) = α ∀α ∈ Ki}. Äëÿ êîæíîãî i, 0 ≤ i ≤ m,
ïîëå M ¹ ðîçøèðåííÿì Ãàëóà ïîëÿ Ki ç ãðóïîþ Ãàëóà Gi.

Ðîçãëÿíåìî áàøòó ïîëiâ

Ki−1 ⊂ Ki ⊂ M.

Ki/Ki−1 ðîçøèðåííÿ Ãàëóà; çà òåîðåìîþ 148 ãðóïà Gi ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè Gi−1 i ôàêòîð-ãðóïà Gi−1/Gi ' Gal(Ki/Ki−1) àáåëüîâà.
Òîìó ãðóïà G ðîçâ'ÿçíà.

21.4 Ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü ó ðàäèêàëàõ
Îçíà÷åííÿ 162. Íåõàé f(X) ∈ K[X] íåçâiäíèé íàä ïîëåì K ìíîãî-
÷ëåí. Ðiâíÿííÿ f(X) = 0 íàçèâàþòü ðîçâ'ÿçíèì ó ðàäèêàëàõ, ÿêùî iñíó¹
ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ L ïîëÿ K, â ÿêîìó f(X) ìà¹ êîðiíü.

Òåîðåìà 163. Íåõàé f(X) ∈ K[X] íåçâiäíèé íàä ïîëåì K ìíîãî÷ëåí,
E ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X) ç ãðóïîþ Ãàëóà G = Gal(E/K). Ðiâ-
íÿííÿ f(X) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi ðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ, êîëè ãðóïà G
ðîçâ'ÿçíà. Ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ òàêå ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K,
â ÿêîìó f(X) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.
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Äîâåäåííÿ. =⇒. Íåõàé iñíó¹ ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ L ïîëÿ K, â ÿêî-
ìó ìíîãî÷ëåí f(X) ìà¹ êîðiíü. Çà ëåìàìè 158 i 160 ïîëå L ìîæíà
âêëàñòè â íàïiâàáåëüîâå íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ M ïîëÿ K. Ç òåîðå-
ìè ïðî íîðìàëüíi ðîçøèðåííÿ âèïëèâà¹, ùî f(X) ðîçêëäà¹òüñÿ íà ëi-
íiéíi ìíîæíèêè â ïîëi M , îòæå, ïîëå ðîçêëàäó E ìíîãî÷ëåí f(X) ¹
ïiäïîëåì ïîëÿ M , òîìó ç òåîðåìè 148 ïðî íîðìàëüíiñòü îäåðæó¹ìî, ùî
Gal(E/K) = Gal(M/K)/Gal(M/E). Ìè îäåðæó¹ìî, ùî G = Gal(E/K) ¹
ôàêòîð-ãðóïîþ ðîçâ'ÿçíî¨ çà ëåìîþ 161 ãðóïè Gal(M/K), îòæå, ¹ ðîçâ'ÿ-
çíîþ ãðóïîþ.

⇐=. Íåõàé ãðóïà G ðîçâ'ÿçíà, n = |G|. Ïðè¹äíà¹ìî äî ïîëÿ K ïåð-
âiñíèé êîðiíü ξ n-ãî ñòåïåíÿ 1, K ′ = K(ξ) � ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ
ïîëÿ K. Ïîëå E′ = EK ′ ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà f(X) íàä ïî-
ëåì K ′. Ç òåîðåìè ïðî òðàíñëÿöiþ îäåðæó¹ìî, ùî G′ = Gal(E′/K ′) =
Gal(E/K)K′∩E ïiäãðóïà ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè Gal(E/K), îòæå, ðîçâ'ÿçíà ãðó-
ïà. Ðîçãëÿíåìî

G′ = G′
0 . G′

1 . G′
2 . · · · . G′

s = {e}
ëàíöþæîê íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ç öèêëi÷íèìè ôàêòîð-ãðóïàìè G′

i/G′
i+1,

0 ≤ i ≤ s − 1 i âiäïîâiäíó öüîìó ëàíöþãó ç îñíîâíîþ òåîðåìîþ òåîðio
Ãàëóà áàøòó ïîëiâ

K ′ = K ′
0 ⊂ K ′

1 ⊂ · · · ⊂ K ′
s = E,

äå K ′
i = E

′G′i , E′/K ′
i ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ç ãðóïîþ Ãàëóà G′

i. K ′
i/K ′

i−1

öèêëi÷íå ðîçøèðåííÿ, òîìó çà òåîðåìîþ 155 ïðî öèêëi÷íi ðîçøèðåííÿ
K ′

i = K ′
i−1(θi), äå θi êîðiíü ìíîãî÷ëåíà Xni − ai ∈ Ki−1[X]. Îòæå, E′

� ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K ′, à òîìó i ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ
ïîëÿ K, Îñêiëüêè K ′/K ðàäèêàëüíå. Îòæå, E′ ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ
ïîëÿ K, â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(X) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.

Íàñëiäîê 164 (Àáåëü). Íåõàé f(X) çàãàëüíèé ìíîãî÷ëåí (äèâ. ïðèêëàä
ç ï. 20.6) ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0. ßêùî n ≥ 5, òî
ðiâíÿííÿ f(X) = 0 íå ðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ.
Äîâåäåííÿ. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî ãðóïà Ãàëóà çàãàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-
ïåíÿ n içîìîðôíà ãðóïi Sn. Àëå ãðóïà Sn íåðîçâ'ÿçíà ïðè n ≥ 5. Òîìó
çàãàëüíå ðiâíÿííÿ â öüîìó âèïàäêó íåðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ.

21.5 Ïðèêëàäè íåðîçâ'ÿçíèõ ðiâíÿíü ñòåïåíÿ ≥ 5

Ïîáóäó¹ìî ïðèêëàäè ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ n ≥ 5 ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè, ãðóïà Ãàëóà ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Sn. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî
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îäèí ðåçóëüòàò ïðî ãðóïó Sn.
Ëåìà 165. Sn ïîðîäæó¹òüñÿ öèêëàìè (1, 2, . . . , n) òà (1, 2).
Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

(1, 2, . . . , n)(1, 2)(1, 2, . . . , n)−1 = (2, 3),

(1, 2, . . . , n)(2, 3)(1, 2, . . . , n)−1 = (3, 4),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1, 2, . . . , n)(n− 2, n− 1)(1, 2, . . . , n)−1 = (n− 1, n).

Äàëi, (1, 2)(2, 3)(1, 2) = (1, 3), (1, 3)(3, 4)(1, 3) = (1, 4), . . . , (1, n − 1)(n −
1, n)(1, n− 1) = (1, n), îòæå ïiäãðóïà, ïîðîäæåíà öèêëàìè (1, 2, . . . , n) òà
(1, 2) ìiñòèòü âñi òðàíñïîçèöi¨ âèãëÿäó (1, k), äå k ∈ {2, . . . , n}. Àëå çâiä-
ñè âèïëèâà¹, ùî öÿ ïiäãðóïà ìiñòèòü âñi òðàíñïîçèöi¨: (1, k)(1, l)(1, k) =
(k, l), äå 1 < k, l ≤ n. Ëåìà âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Sn ïîðîäæó¹òüñÿ òðàíñ-
ïîçèöiÿìè.

Íåõàé f(X) ∈ Q[X] íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ñòåïåíÿ p, ùî ìà¹
äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi i p−2 äiéñíèõ êîðåíiâ. Òîäi â ãðóïi Ãàëóà
éîãî ïîëÿ ðîçêëàäó L iñíó¹ àâòîìîðôiçì, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òðàíñïîçèöi¨
êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ.

Êðiì öüîãî, ÿêùî α áóäü-ÿêèé êîðiíü ìíîãî÷ëåí f(X), òî [Q(α) :
Q] = p, îòæå p|[L : Q], àëå [L : Q] = |Gal(L/Q)|. Îñêiëüêè p ïðîñòå, òî
â Gal(L/Q) iñíó¹ åëåìåíò ïîðÿäêó p, ïiäñòàíîâêà ïîðÿäêó p â Sp íåîáõi-
äíî ¹ öèêëîì. Öå îçíà÷à¹, ùî ãðóï Ãàëóà ïîëÿ ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí f(X)
içîìîðôíà ïiäãðóïi ãðóïè Sp, ÿêà ìiñòèòü öèêë äîâæèíè p i öèêë äîâ-
æèíè 2. Íóìåðóþ÷è ïiäõîäÿùèì ñïîñîáîì êîðåíi ìíîãî÷ëåí f(X), ìî-
æíà ââàæàòè, ùî öÿ ïiäãðóïà ìiñòèòü òðàíñïîçèöiþ (1, 2) i ÿêèéñü öèêë
σ = (i1, . . . , ip). Äåÿêèé ñòåïiíü öèêëó σ ïåðåâîäèòü 1 â 2. Òîìó, çíîâó
áåðó÷è äî óâàãè, ùî p ïðîñòå i íóìåðóþ÷è âiäïîâiäíèì ÷èíîì êîðåíi,
îäåðæó¹ìî, ùî çãàäàíà ïiäãðóïà ãðóïè Sp ìiñòèòü öèêë (1, 2, 3, . . . , p). Ç
ëåìè âèïëèâà¹, ùî öÿ ïiäãðóïà ¹ âñÿ ãðóïà Sp.

Íàâåäåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä ìíîãî÷ëåí ç ãðóïîþ Ãàëóà S5. Äî-
ñèòü âêàçàòè íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ ç ðàöiîíàëüíèìè êî-
åôiöi¹íòàìè, ãðàôiê ÿêîãî ïåðåòèíà¹ âiñü àáñöèñ òðè ðàçè. Íàïðèêëàä,
f(X) = X5 − 4X − 2. Ñïðàâäi, öåé ìíîãî÷ëåí íåçâiäíèé çà êðèòåði¹ì
Åéçåíøòåéíà i ìà¹ òðè äiéñíèõ êîðåíi. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â îñòàííüî-
ìó òâåðäæåííi, çàóâàæèìî, ùî f ′(X) = 5X4 − 4 ìà¹ äâà äiéñíi êîðåíi:
±

√
2/
√

5 (
√

2/
√

5 < 1). Êðiì òîãî, p(−1) = 1, p(0) = −2 i åñêiç ãðiôiêà
f(X) ìà¹ òàêèé âèãëÿä
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kern1.3in

Îòæå, ðiâíÿííÿ X5 − 4X4 − 2 = 0 íåðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ.
Çàóâàæèìî, ùî ó âïðàâàõ 32 - 40, ÿêi ìè çàïîçè÷èëè ç îñíîâíîãî

òåêñòó êíèãè Å. Àðòiíà �Òåîðiÿ Ãàëóà�, îáãðóíòîâó¹òüñÿ ùå îäèí ìåòîä
ïîáóäîâè ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì Q ç íåðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ Ãàëóà.

22 Ãåîìåòðè÷íi ïîáóäîâè íà ïëîùèíi
22.1 Êîíñòðóêòèâíi òî÷êè
Ìà¹ìî ïëîùèíó, äåÿêó ïiäìíîæèíó M0 íà ïëîùèíi, à òàêîæ ëiíiéêó
òà öèðêóëü. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïëîùèíà îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïîëåì êîì-
ïëåêíèõ ÷èñåë C, îòæå, M0 ⊂ C, äå M0 äåÿêà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 166. Âèõîäÿ÷è ç ìíîæèíè M0, ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó M1,
äîäàâøè äî ìíîæèíè M0 óñi òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêi ¹:

• 1) ïåðåòèíàìè ïðÿìèõ, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü õî÷ áè äâi òî÷êè ìíî-
æèíè M0;

• 2) ïåðåòèíàìè êië ç öåíòðàìè ó òî÷êàõ ç M0 i ðàäióñàìè, ùî äîðiâ-
íþþòü âiäñòàíi ìiæ äâîìà òî÷êàìè ç ìíîæèíè M0;

• 3) ïåðåòèíàìè ïðÿìèõ ðîäèíè 1), êië ðîäèíè 2) òà ïðÿìèõ i êië
ðîäèí 1) i 2).

Äàëi áóäó¹ìî ìíîæèíó M2, âèõîäÿ÷è iç âæå ïîáóäîâàíî¨ M1. Çàñòî-
ñîâóþ÷è àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ, êðîê çà êðîêîì, îäåðæèìî ìíîæèíè Mn

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ∈ N. Ìíîæèíó M =
⋃

n∈NMn íàçâåìî ìíîæè-
íîþ K0-êîíñòðóêòèâíèõ òî÷îê ïëîùèíè. Ó âèïàäêó, êîëè M0 = {0, 1},
âiäïîâiäíó ìíîæèíó M íàçèâàþòü ìíîæèíîþ êîíñòðóêòèâíèõ òî÷îê
ïëîùèíè.

Ââàæàþòü, ùî çàâæäè {0, 1} ⊂ M0.

Ïåðøèì ïðîñòèì ôàêòîì ïðî ìíîæèíó M ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 167. Ïiäìíîæèí M M0-êîíñòðóêòèâíèõ òî÷îê ïîëÿ C ¹
ïiäïîëåì ïîëÿ C, çàìêíåíèì âiäíîñíî êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ òà äî-
áóâàííÿ êâàäðàòíèõ êîðåíiâ.
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kern1in
kern1.1in

Ðèñ. 2:

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ìíîæèíè M êîíñòðóêòèâíèõ òî-
÷îê, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ñåðåäèíó âiäðiçêà, êiíöÿìè ÿêîãî ¹ òî÷êè
ç M , ïåðïåíäèêóëÿð äî öüîãî âiäðiçêà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç éîãî ñåðåäè-
íó, à òàêîæ ïðÿìó ïàðàëåëüíó ïðÿìié ðîäèíè 1) ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè M ,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ìíîæèíè M , òà áiñåêòðèñó êóòà, óòâîðåíîãî
äâîìà ïðÿìèìè ðîäèíè 1). Îñêiëüêè {0, 1} ⊂ M0 ⊂ M , òî ìîæíà çà äî-
ïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè ïîáóäóâàòè íà ïëîùèíi êîîðäèíàòíi îñi Ox
òàOy, à òàêîæ óñi ÷èñëà âèãëÿäó a + bi, äå a, b ∈ Q.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà M M0-êîíñòðóêòèâíèõ òî÷îê ¹ ïiäïîëåì ïî-
ëÿ C. Íåõàé z1, z2 ∈ M . Òîäi çðîçóìiëî, ùî z1 + z2 ∈ M (äèâ. ìàë. 2))

Ïåðåâiðèìî, ùî z1z2 ∈ M . Ñïðàâäi |z1z2| áóäó¹òüñÿ òàê (äèâ. ìàë. 2
á)):

à)�ïåðåíîñèìî� z2 íà âiñü Ox ç äîïîìîãîþ öèðêóëÿ;
á) ïðîâîäèìî ÷åðåç òî÷êó |z2| ïðÿìó l1, ïàðàëåëüíó ïðÿìié 1z1;
â) äëÿ òî÷êè z3, ùî ¹ ïåðåòèíîì ïðÿìèõ l1 òàOz1 ìà¹ìî |z3| = |z1||z2|.

Îòæå, òî÷êà z1z2 ëåæàòü íà òié æå äóçi êîëà ç öåíòðîì ó òî÷öi , ùî i
òî÷êà z3, i arg z1z2 = arg z1 + arg z2.

ßêùî z ∈ M , òî z, <z, =z, |z|, −z òàz−1 äëÿ z 6= 0 òåæ âñi íàëåæàòü
äî M . Ïîáóäîâó åëåìåíòà z−1 iëþñòðó¹ ìàë. 2 â).

Iç ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî M ïîëå, çàìêíåíå âiäíîñíî ñïðÿæå-
ííÿ. Çàëèà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîëè z ∈ M , òî ±√z ∈ M . ±√z ðîçìiùåíi
íà áiñåêòðèñi êóòà, óòâîðåíîãî äiéñíîþ íàïiâïðÿìîþ òà íàïiâïðÿìîþ,
ùî ç'¹äíó¹ O i z. �õ ñïiëüíèé ìîäóëü îäåðæó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîëà,
êiíöÿìè äiàìåòðà ÿêîãî ¹ òî÷êè z òà−z/|z| (äèâ. ìàë. 2 ã)).

22.2 Íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâè êîíñòðóêòèâíîñòi
Íåõàé M0 äåÿêà ïiäìíîæèíà ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Ïðè¹äíà¹ìî
ìíîæèíó M0 äî ïîëÿ Q. Îäåðæèìî ïîëå Q(M0) � ïåðåòèí óñiõ ïiäïîëiâ
ïîëÿ C, ùî ìiñòÿòü ÿê Q òàê i M0. Öå íàéìåíøå ïiäïîëå ïîëÿ C, ÿêå
ìiñòèòü ìíîæèíó M0.

Òâåðäæåííÿ 168. ßêùî ÷èñëî z ∈ C ¹ M0-êîíñòðóêòèâíèì, òî ìiíi-
ìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ z íàä Q(M0) ìà¹ ñòåïiíü 2k, äå k ∈ N.
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Äîâåäåííÿ. Êîíñòðóêòèâíà òî÷êà z ¹ ðåçóëüòàòîì ïîáóäîâè ñêií÷åííî¨
ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê z1, . . . , zl, . . . , zm = z, äå êîæíà òî÷êà zl îäåðæó¹òüñÿ
ç òî÷îê ïîëÿ Q(M0, z1, . . . , zl−1) çà ïðàâèëàìè 2) àáî 3) ç îçíà÷åííÿ 166.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè òî÷êà zl = x+ iy îäåðæó¹òüñÿ çà ïðàâèëîì 3).
Ó öüîìó âèïàäêó x òà y ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
(x− x1)2 + (y − y1)2 = r2

1,

(x− x2)2 + (y − y2)2 = r2
2,

äå x1, y1, x2, y2, r1, r2 ∈ Q(M0, z1, . . . , zl−1).
Âiäíÿâøè ïî÷ëåííî öi ðiâíÿííÿ i âèðàçèâøè îäíó íåâiäîìó ÷åðåç ií-

øi, îäåðæèìî, ùî x òà y ¹ êîðåíÿìè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî zl ∈ Q(M0, z1, . . . , zl−1)(

√
αl−1), äå αl−1 ∈ Q(M0, z1, . . . , zl−1).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá äiçíàòèñÿ, ùî ÷èñëî z ∈ C ¹ M0-êîíñòðóêòèâíèì,
ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà áàøòà ðîçøèðåíü Q(M0) =
K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km ç âëàñòèâîñòÿìè:

à) z ∈ Km;
á) äëÿ êîæíîãî i, 0 ≤ i ≤ m− 1 Pi+1 = Pi(αi), äå α2

i ∈ Pi.
Çðîçóìiëî, ùî [Km : K0] = 2m i K0 ⊂ K0(z) ⊂ Km. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî [K0(z) : K0] ¹ ñòåïåíåì 2, îòæå, ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ z íàä K0

ìà¹ ñòåïiíü 2k äëÿ äåÿêîãî k ∈ N.

22.3 Ïðèêëàäè
1) Ðîçãëÿíåìî òðè çíàìåíèòi àíòè÷íi çàäà÷i: ïðî êâàäðàòóðó êðóãà,
ïîäâî¹ííÿ êóáà òà òðèñåêöiþ êóòà.

Ïåðåâiðèìî, ùî ÷èñëà π, 3
√

2 òà cos 20◦ íåêîíñòðóêòèâíi. Ùî ñòîñó¹-
òüñÿ ÷èñëà π, òî âiäîìî, ùî π òðàíñöåäåíòíå, êîæíå êîíñòðóêòèâíå ÷èñëî
¹ àëãåáðà¨÷íèì íàä Q. 3

√
2 íåêîíñòðóêòèâíå, áî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí

X3−2 ∈ Q[X] ÷èñëà 3
√

2 ìà¹ ñòåïiíü 3. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî cos 20◦

íåêîíñòðóêòèâíå ÷èñëî. Îñêiëüêè, cos 3α = 4 cos3 α−3 cos α, òî êóò â 60◦

ìîæíà ðîçäiëèòè íà 3 çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ cos 20◦ ìà¹ ñòåïiíü 2k, àëå Îñ-
êiëüêè öåé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ¹ ìíîãî÷ëåíîì 4X3− 3X − 1

2 (â ÷îìó
ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ñïðîáóâàâøè çíàéòè éîãî ðàöiîíàëüíi êîðåíi), òî öå
íåìîæëèâî. Îòæå, cos 20◦ íåêîíñòðóêòèâíå ÷èñëî.

2) Ïîáóäîâà ïðàâèëüíîãî ï'ÿòèêóòíèêà.
Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâ òè ïðàâèëüíèé ï'ÿòèêóòíèê, ïîòðiáíî ïîáó-

äóâàòè êîìïëåêñíå ÷èñëî ξ = e2πi/5 = cos 2π
5 + i sin 2π

5 . Ãðóï Ãàëóà ïîëÿ
Q(ξ) öèêëi÷íà, ìà¹ ïîðÿäîê 4 i ïîðîäæåíà àâòîìîðôiçìîì σ, äëÿ ÿêîãî
σ(ξ) = ξ2 (çãàäàéòå ï. 21.1).

111



Ðîçãëÿíåìî ïiäïîëå L ïîëÿ Q(ξ), ùî âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïi {1, σ2}. L
ïîðîäæó¹òüñÿ íàä Q áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì α, α /∈ Q, äå σ2(α) = α. Â
ÿêîñòi α ìîæíà âçÿòè α = ξ + σ2(ξ) = ξ + ξ4 = 2 cos 2π

5 . Ìà¹ìî σ(α) =
σ(ξ) + σ(ξ4) = ξ2 + ξ8 = ξ2 + ξ3, îòæå, σ(α) + α = −1 i σ(α)α = ξ3 + ξ4 +
ξ6 + ξ7 = ξ + ξ2 + ξ3 + ξ4 = −1. Çíà÷èòü, α i σ(α) ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà
X2+X−1. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî cos 2π

5 = −1+
√

5
4 i ïîáóäîâà ïðàâèëüíîãî

ï'ÿòèêóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî ðàäióñà 1 çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè öüîãî
÷èñëà.

3) Ïðàâèëüíèé ñåìèêóòíèê íå ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèð-
êóëÿ òà ëiíiéêè. Ñïðàâäi, äëÿ öüîãî ïîòðiáíî áóëî á ïîáóäóâàòè ÷èñëî
ξ7 = e

2πi
7 . Ìà¹ìî [Q(ξ7) : Q] = 6 òîìó, ùî íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ξ7

íàä Q ¹ 1+X +X2 +X3 +X4 +X5 +X6, 6 íå ¹ ñòåïåíåì äâiéêè, îòæå, ξ7

íå ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè.
4) Ïîáóäîâà ïðàâèëüíîãî 17-êóòíèêà ìîæëèâà òîìó, ùî ïîëå K ðîç-

êëàäó ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåí Φ17(X) =
∑16

i=0 xi äëÿ ξ17 = e
2πi
17 íàä Q

¹ ðîçøèðåííÿì Ãàëóà, ãðóïà Ãàëóà ÿêîãî içîìîðôíà ãðóïi (Z/17Z)∗, ÿêà
¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 16, ïîðîäæåíîþ, íàïðèêëàä, åëåìåíòîì
3 ∈ (Z/17Z)∗. Îòæå, òâiðíîþ ãðóïè Gal(K/Q) ¹àâòîìîðôiçì σ, äëÿ ÿêî-
ãî σ(ξ17) = ξ3

17. Â öié ãðóïi iñíó¹ ëàíöþæîê ïiäãðóï

G = (σ) ⊃ (σ2) ⊃ (σ4) ⊃ (σ8) ⊃ {e}
ç öèêëi÷íèì ôàêòîð-ãðóïàìè ïîðÿäêó 2. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ òåîði¨
Ãàëóà öüîìó ëàíöþæêó ïiäãðóï âiäïîâiäà¹ áàøòà ðîçøèðåíü

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ K4 = K,

äå [Ki : Ki−1] = 2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî ξ17 ìîæíà îäåðæàòè çà
äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî ïðè¹äíàííÿ êâàäðàòíèõ ðàäèêàëiâ, îòæå, ïðà-
âèëüíèé 17-êóòíèê ìîæí ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè.

Âïðàâè.
1. Ïîêàçàòè, ùî Q( 4

√
2, i) ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí X4 − 2 íàä Q.

Ïåðåâiðèòè, ùî [Q( 4
√

2, i) : Q] = 8. Çíàéòè ãðóïó Ãàëóàì íîãî÷ëåíà
X4−2 òà âñi ¨¨ ïiäãðóïè. Âêàçàòè âiäïîâiäíi öèì ïiäãðóïàì ïiäïîëÿ.

2. Êàæóòü, ùî ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà L/K ìà¹ íîðìàëüíó áà-
çó, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò α ∈ L òàêèé, ùî ìíîæèíà âñiõ ñïðÿæåíèõ
äî íüîãî (òîáòî ìíîæèíà σ1α, σ2α, . . . , σnα, äå {σ1, σ2, . . . , σn} =
Gal(L/K)) óòâîðþ¹ áàçó L/K. Çíàéòè íîðìàëüíi áàçè äëÿ ðîçøè-
ðåíü Q(

√
2), Q(

√
2 +

√
3), Q(i, 3

√
2).
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3. Íåõàé ãðóïà Ãàëóà ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ Ãàëóà L/K içîìîðôíà
ïiäãðóïi ãðóïè Sn, ùî ìiñòèòü ïiäñòàíîâêè îäíîãî ç òàêèõ òèïiâ:
à) âñi òðàíñïîçèöi¨,
á) âñi òðàíñïîçèöi¨, ùî ïåðåâîäÿòü äàíèé åëåìåíò ó áóäü-ÿêèé ií-
øèé,
â) îäíó òðàíñïîçèöiþ i îäèí öèêëàäîâæèíè n.
Äîâåñòè, ùî â öèõ âèïàäêàõ Gal(L/K) ' Sn.

4. Íåõàé f(X), g(X) ∈ K[X] i f(X)|g(X). Íåõàé Gf òà Gg ãðóïè Ãàëóà
ìíîãî÷ëåíiâ f(X) òà g(X). Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèé ãîìî-
ìoðôiçì Gg → Gf . ßêå éîãî ÿäðî?

5. Ïiäãðóïó G ⊂ Sn íàçèâàþòü òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
i, j ∈ {1, . . . , n} iñíó¹ σ ∈ G, òàêèé, ùî σ(i) = j. äîâåñòè, ùî ãðó-
ïà Ãàëóà ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ òðàíçèòèâíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè öåé ìíîãî÷ëåí íåçâiäíèé.

6. Äîñëiäèòè ãðóïè Ãàëóà ìíîãî÷ëåíiâ X3 +2X +1, X4 +X2 +X +1 ∈
Q[X].

7. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ãðóïó Ãàëóà ïàðíîãî ìíîãî÷ëåíà (òîáòî
ìíîãî÷ëåíà âiä X2)?

8. Ïîëå ïîäiëó êðóãà. Íåõàé ξn ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 íàä
ïîëåì Q. Ïîêàçàòè, ùî L = Q(ξn) ¹ ïîëåì ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà
Xn − 1 ∈ Q[X] i Gal(L/Q) ' (Z/nZ)∗.
Âêàçiâêà. Ìè çíà¹ìî, ùî Gal(L/Q) içîìîðôíà ïiäãðóïi ãðóïè (Z/nZ)∗.
Òîìó äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî âñi ïåðâiñíi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹
êîðåíÿìè ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåí äëÿ ξn.

9. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà Xp − 1 ∈ Q[X] içîìîðôíà
ãðóïi êîðåíiâ p− 1-ãî ñòåïåíÿ ç 1, ÿêùî p ïðîñòå ÷èñëî.

10. Îïèñàòè ãðóïè Ãàëóà ïîëiâ ïîäiëó êðóãà ñòåïåíiâ 4, 6, 9, 10.

11. Ó ïîëi ðîçêëàäó L ìíîãî÷ëåí X3 + 3X + 1 ∈ Q[X] âiçüìåìî â ÿêî-
ñòi ïðèìiòèâíîãî åëåìåíò ðiçíèöþ äâîõ êîðåíiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà.
Ïîêàçàòè, ùî ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ öüîãî åëåìåíòà ¹ ìíî-
ãî÷ëåí X3 − 9X + 9. Âèâåñòè çâiäñè, ùî Gal(L/K) ' C3.
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12. Íåõàé K(x) ïîëå ðîçêëàäó äåÿêîãî ìíîãî÷ëåí íàä K, y ∈ K(x).
Ïðèïóñòèìî, ùî ïîëå K(y) ìiñòèòü âñi ñïðÿæåíi äî y (äèâ. âïðà-
âó 2). Äîâåñòè, ùî Gal(K(y)/K) ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì ãðóïè
Gal(K(x)/K).

13. Âèâ÷èòè ãðóïè Ãàëóà ìíîãî÷ëåíiâ X4−5X +6, X4 +X2 +1, X4 +1,
X3 + X − 2X − 1, X4 − 2 ∈ Q[X].

14. Ðåçîëüâåíòîþ Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K[X] íàçèâàþòü äîâiëü-
íèé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ïðèìiòèâíîãî åëåìåíòà ïîëÿ ðîçêëàäó
ìíîãî÷ëåíà f . Ïîêàçàòè, ùî ñòåïiíü ðåçîëüâåíòè äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó
ãðóïè Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f i ùî ðåçîëüâåíòà ìà¹ òó æ ãðóïó Ãàëóà,
ùî i ìíîãî÷ëåí. Çíàéòè ðåçîëüâåíòè Ãàëóà äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ X2−2,
X4 + 2, X3 + X2 + X + 1, X3 + pX + q ∈ Q[X].

15. Ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] íàçèâàþòü íîðìàëüíèì, ÿêùî âií íåçâi-
äíèé i îäèí ç éîãî êîðåíiâ ïîðîäæó¹ éîãî ïîëå ðîçêëàäó. Äîâåñòè,
ùî òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:
a f(X) íîðìàëüíèé;
á) âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåí f(X) ¹ ïðèìiòèâíèìè åëåìåíòàìè ïîëÿ ðîç-
êëàäó;
â) âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(X) ðàöiîíàëüíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç îäèí
ç íèõ;
ã) ñòåïiíü êîæíî¨ ðåçîëüâåíòè Ãàëóà (äèâ. âïðàâó 14) ìíîãî÷ëåíà
f(X) äîðiâíþ¹ ñòåïåíþ ìíîãî÷ëåíà f(X).

16. Ïåðåâiðèòè òàêi âëàñòèâîñòi äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ K[X]:
a) êîæíèé íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 2 ¹ íîðìàëüíèì;
á) íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 3 ¹ íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè

√
∆ ∈ K, äå ∆ � äèñêðèìiíàíò ìíîãî÷ëåíà f(X);

â) äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí Xp − a ∈ K[X] ¹
íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîëå K ìiñòèòü âñi êîðåíi p-ãî
ñòåïåíÿ ç 1;
ã) ÿêùî ãðóïà Ãàëóà íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) ¹ öèêëi÷íîþ, òî
f(X) íîðìàëüíìèé;
ä) ÿêùî ãðóïà Ãàëóà íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(X) ¹ àáåëüîâîþ, òî
öåé ìíîãî÷ëåí íîðìàëüíèé.
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Âêàçiâêà. Ïèòàííÿ çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ, ùî ãðóïà Ãàëóà íåçâi-
äíîãî ìíîãî÷ëåíà òðàíçèòèâíà (äèâ. âïðàâó 5) i ùî òðàíçèòèâíà
àáåëüîâà ïiäãðóïà ãðóïè Sn îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ïîðÿäîê n. Ùîá äîâå-
ñòè öå, äîâîäÿòü, ùî äëÿ êîæíîãî i, 1 ≤ i ≤ n, iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò
σ ∈ G ç âëàñòèâiñòþ σ(1) = i.

17. Äîñëiäèòè íà íîðìàëüíiñòü ìíîãî÷ëåíè X3+X2+X+1, X4−5X2+
6, X4 − a, X4 + aX + b ∈ Q[x].

18. Äîâåñòè, ùî êîæíà ñêií÷åííà ãðóïà ¹ ãðóïîþ Ãàëóà äåÿêîãî ðîç-
øèðåííÿ L/K.

19. Äîâåñòè, ùî äëÿ íîðìàëüíèõ ñåïàðàáåëüíèõ ðîçøèðåíü K1/K òà
K2/K âiðíà ðiâíiñòü [K1K2 : K][K1 ∩ K2 : K] = [K1 : K][K2 : K].
Ïîêàçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëÿ K1 = Q( 3

√
2) òà K2 = Q(

√−3, 3
√

2),
ùî öå íåâiðíî áåç óìîâè íîðìàëüíîñòi îáîõ ðîçøèðåíü K1/K òà
K2/K.
Âêàçiâêà. Äîâåñòè ñïî÷àòêó, ùî

Gal(K1K2/K1 ∩K2) = Gal(K1/K1 ∩K2)×Gal(K2/K1 ∩K2).

20. Íåõàé L/K ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ Ãàëóà i x ∈ L. Trx ñëiä x ¹ ñóìîþ
âñiõ ñïðÿæåíèõ äî x i N(x) íîðìà x ¹ äîáóòêîì âñiõ ñïðÿæåíèõ äî x
(äèâ. âïðàâó 2). Äîâåñòè, ùî êîëè Gal(L/K) öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðî-
äæåíà åëåìåíòîì σ, òî Tr (x− σ(x)) = 0 i N(x/σ(x)) = 1. Íàâïàêè,
ÿêùî Try = 0, òî iñíó¹ x ∈ L, òî y = x − σ(x), ÿêùî N(y) = 1, òî
iñíó¹ x ∈ L ç âëàñòèâiñòþ y = x/σ(x).
Âêàçiâêà. Äëÿ åëåìåíòà z ∈ L ç âëàñòèâiñòþ Tr(z) 6= 0 (òàêèé åëå-
ìåíò z iñíó¹ çà ëåìîþ Àðòiíà) ðîçãëÿíóòè åëåìåíò

x = (yσ(z) + (y + σ(y))σ2(z) + · · ·+
+

(
y + σ(y) + · · ·+ σn−2(y)

)
σn−1(z)

1
Tr(z)

.

Ó âèïàäêó íîðìè ðîçãëÿíóòè åëåìåíò

x = z + yσ(z) + yσ(y)σ2(z) + · · ·+ yσ(y) . . . σn−2(y)σn−1(z),

äå z ∈ L âèáðàíèé òàê, ùîá

z + yσ(z) + yσ(y)σ2(z) + · · ·+ yσ(y) . . . σn−2(y)σn−1(z) 6= 0

115



(òóò çíîâó ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè ëåìó Àðòiíà).
Òâåðäæåííÿ âïðàâè 20 ¹ âàæëèâèìè â òåîði¨ ïîëiâ ôàêòàìè. Âîíè
âiäîìi ïiä íàçâîþ àäèòèâíî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ òåîðåìè 90
Ãiëüáåðòà.

21. Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâó 20 äîâåñòè, ùî êîëè L/K ðîçøèðåííÿ Ãà-
ëóà ç öèêëi÷íîþ ãðóïîþ Ãàëóà i ïåðâiñíèé êîðiíü ξn n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1 ëåæèòü â K, òî L/K ïðîñòå ðàäèêàëüíå ðîçøèðåííÿ.
Âêàçiâêà. Äîñëiäèòè íîðìó ξn.

22. ßêùî L/K íîðìàëüíå ñåïàðàáåëüíå ðîçøèðåííÿ, òî ïèøåìî K /L,
i ÿêùî H íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òî ïèøåìî H / G. Íåõàé
K / L1, K / L2 (L1 òà L2 ¹ ïiäïîëÿìè äåÿêîãî ïîëÿ L). Äîâåñòè, ùî
K / L1 ∩ L2, K / L1L2 i Gal(L1L2/K) ⊂ Gal(L1/K) × Gal(L2/K).
Îñòàííi âêëþ÷åííÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ðiâíiñòü, ÿêùî L1 ∩L2 = K.
×è ¹ îñòàííÿ óìîâà íåîáõiäíîþ?

23. Íåõàé K / L i K ⊂ M (ïîëÿ M i L ¹ ïiäïîëÿìè äåÿêîãî ïîëÿ N).
Äîâåñòè, ùî M / ML, Gal(ML/M) = Gal(L/L ∩ M), L ∩ M / L,
|Gal(ML/M)| | [L : K]. Ðîçãëÿíóòè ïðèêëàä L = Q(

√−3, 3
√

2) i
M = Q( 3

√
2), ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öi òâåðäæåííÿ ìîæóòü áóòè

íåâiðíèìè, ÿêùî ðîçøèðåííÿ M/K íå ¹ íîðìàëüíèì.

24. Íåõàé L ïîëå ðîçêëàäó ñåïàðàáåëüíîãî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] i
θ ∈ L. Òîäi

|Gal(L/K)|/|Gal (L/K(θ)) | = [K(θ) : K].

25. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè äîâåñòè, ùî êîëè θ1, θ2 ∈ L, òî

Gal (L/K(θ1, θ2)) = Gal (L/K(θ1)) ∩Gal (L/K(θ2)) .

26. Â óìîâàõ âïðàâè 24 äîâåñòè, ùî êîëè K(θ) ìiñòèòü âñi ñïðÿæåíi
äî θ, òî

Gal (L/K(θ))/Gal(L/K) i Gal (K(θ)/K) ' Gal(L/K)/Gal (L/K(θ)) .

27. Íåõàé Ki ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí fi(X) ∈ K[X], i = 1, 2. Äîâåñòè,
ùî:
a) Gal (K1K2/K2) / Gal (K1/K);
á) Gal (K1K2/K2) ' Gal (K1/K1 ∩K2);
â) Gal (K1 ∩K2/K) ' Gal(K1/K)/Gal(K1/K1 ∩K2).
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28. Íåõàé K(θ) ðîçøèðåííÿ Ãàëóà ïîëÿ K. Îïèñàòè ðîçøèðåííÿ L/K,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Gal (K(θ)/K) = Gal (L(θ)/L).

29. Äîâåñòè, ùî êîëè ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] íåçâiäíèé i K /L, òî âñi
ïðîñòi ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåíà f(X) â êiëüöi L[X] ìàþòü îäèí i òîé
æå ñòåïiíü. Ùî âiäáóâà¹òüñÿ, ÿêùî íå ââàæàòè, ùî K / L?

30. Äîâåñòè, ùî êîëè ãðóïà G òðàíçèòèâíà (äèâ. âïðàâó 5) ïiäãðóïà
ãðóïè Sn, äå n ïðîñòå ÷èñëî i H íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, òî H
òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà àáî H = {e}.
Âêàçiâêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâó 17, ìîæíà ââàæàòè, ùî G =
Gal(L/K). ßêùî L ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] i α1, . . . , αn

êîðåíi f(X), òî L = K(α1, . . . , αn).
a) Ïåðåâiðòå, ùî ç òðàíçèòèâíîñòi ãðóïè G âèïëèâà¹ íåçâiäíiñòü
ìíîãî÷ëåíà f(X) i íàâïàêè.
á) Íîðìàëüíié ïiäãðóïi H / G âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ
M/K. Ðîçãëÿíóòè ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà f(X) íà íåçâiäíi ìíîæíè-
êè f(X) = f1(X) . . . fr(X) â êiëüöi M [X]. Êîæåí αi ¹ êîðåíåì ëèøå
îäíîãî ìíîãî÷ëåíà fj(X), i â öüîìó âèïàäêó äëÿ σ ∈ G, σ(αi) ¹
êîðåíåì ìíîãî÷ëåí σ (fj(X)). Äàëi, σ (fj(X)) îäèí ç ìíîãî÷ëåíiâ
f1(X), . . . , fr(X). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi f1(X), . . . , fr(X) ìàþòü
îäèí i òîé æå ñòåïiíü. Âèâåñòè çâiäñè, ùî îáëàñòi òðàíçèòèâíîñòi
ãðóïè H ìàþòü îäèíàêîâó äîâæèíó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî H òðàí-
çèòèâíà ãðóïà àáî H = {e}.

31. Íåõàé K ïîëå i f(X) ∈ K[X] íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ñòåïå-
íÿ n, ãðóïà Ãàëóà ÿêîãî ðîçâ'ÿçíà i

G = G0 . G1 . · · · . Gm . Gm+1 = {e}

ëàíöþæîê íîðìàëüíèõ ïiäãðóï, ïðè÷îìó Gm öèêëi÷íà. Ïåðåâiðè-
òè, ùî Gm òðàíçèòèâíà ãðóïà ïîðÿäêó n.

32. ßêùî G òðàíçèòèâíà öèêëi÷íà ïiäãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó n äåÿêî¨
ãðóïè ïiäñòàíîâîê Sn, σ òâiðíà ãðóïè G, òî ïðè íàëåæíié íóìå-
ðàöi¨ ìîæí ââàæàòè, ùî σ(i) = σi(1) = i + 1, ÷èñëà1, . . . , n ìîæíà
îòîòîæíèòè ç åëåìåíòàìè ñêií÷åííîãî ïîëÿ Z/nZ. Îòæå, åëåìåí-
òè σi òðàíçèòèâíî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïðîñòîãî ïîðÿäêó n âèçíà÷àþòü
ïiäñòàíîâêó σi ïîëÿ Z/nZ òàêó, ùî σi(x) = x + i.
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ßêùî a, b ∈ Z/nZ, ïðè÷îìó a 6= 0, òî ôóíêöiÿ x 7→ ax + b ¹ ïiäñòà-
íîâêîþ ìíîæèíè Z/nZ. Ãðóïó E ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè Z/nZ íàçè-
âàþòü ëiíiéíîþ, ÿêùî êîæíà ïiäñòàíîâêà τ öi¹¨ ãðóïè ìà¹ âèãëÿä
τ(x) = ax + b, a, b ∈ Z/nZ, a 6= 0, ïðè÷îìó ïiäñòàíîâêà σ(x) = x + 1
íàëåæèòü E.
Ïîêàçàòè, ùî êîëè τ ¹ åëåìåíòîì ëiíiéíî¨ ãðóïè E, òî ïîðÿäîê
åëåìåíòà τ äîðiâíþ¹ n òîäi i òiëüêè, êîëè τ(x) = x + i, òîáòî êîëè
a = 1.

33. Íåõàé H ïiäãðóïà ãðóïè Sn, äå n ïðîñòå ÷èñëî i N /H, ïðè÷îìó N
ëiíiéíà ãðóïà. Òîäi i H ëiíiéíà ãðóïà.
Âêàçiâêà. Íåõàé σ(x) = x+1. Òîäi σ ∈ N . ßêùî τ ∈ H, òî τστ−1 ∈
N . Ç âïðàâè 32 âèïëèâà¹, ùî τ(y + x) = τ(y) + ix i τ(x) = ix + b.

34. Äîâåñòè, ùî êîëè ãðóïà Ãàëóà íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðîñòîãî ñòå-
ïåíÿ ðîçâ'ÿçíà, òî âîíà ëiíiéíà.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âïðàâó 33.

35. Äîâåñòè, ùî ëiíiéíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê ïîëÿ Z/nZ ìà¹ íå áiëüøå,
íiæ (n− 1)n åëåìåíòiâ.

36. Äîâåñòè, ùî êîæíà ëiíiéíà ãðóïà ðîçâ'ÿçíà.
Âêàçiâêà. Íåõàé N öèêëi÷íà ïiäãðóïà ëiíiéíî¨ ãðóïè H, N ïîðî-
äæåíà åëåìåíòîì σ, σ(x) = x + 1. Ïîêàçàòè, ùî N / H i H/N
àáåëåâà ãðóïà.

37. Äîâåñòè, ùî êîæíà íåòîòîæíà ïiäñòàíîâêà ëiíiéíî¨ ãðóïè íå ìà¹
äâîõ íåðóõîìèõ òî÷îê.

38. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ðiâíÿííÿ f(X) = 0, äå f(X) ∈ K[X] íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ñòåïåíÿ n, ðîçâ'ÿçíå, òî éîãî ïîëå ðîçêëàäó
ïîðîäæó¹òüñÿ áóäü-ÿêèìè äâîì éîãî êîðåíÿìè.
Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè ïîëå M = K(α, β), äå α, β äâ êîðåíi ìíîãî-
÷ëåí f(X). Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ òåîði¨ Ãàëóà ïîëþ M âiäïîâiäà¹
ïiäãðóïà H. Âîíà ðîçâ'ÿçíà. Çàëèøà¹òüñÿ âèêîðèñòàòè âïðàâè 34
òà 37.

39. Äîâåñòè, ùî êîëè íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ñòåïåíÿ f(X) ∈
Q[X] ìà¹ äâà äiéñíi êîðåíi α i β i ÿêùî âií ðîçâ'ÿçíèé â ðàäèêàëàõ,
òî âñi êîðåíi f(X) äiéñíi.
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Âêàçiâêà. Ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü γ i ðîçãëÿíó-
òè àâòîìîðôiçì σ ïîëÿ ðîçêëàäó, äëÿ ÿêîãî σ(α) = α, σ(β) = β,
σ(γ) = γ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèé äî γ i âèêîðèñòàòè âïðàâè 34 i 37.

40. Äîâåñòè, ùî íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ñòåïåíÿ n ≥ 5 íàä Q
íåðîçâ'ÿçíèé â ðàäèêàëàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ òî÷íî
òðè äiéñíèõ êîðåíi.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âïðàâó 39.

41. Äîâåñòè, ùî êîëè ïðàâèëüíèé p-êóòíèê, äå p ïðîñòå ÷èñëî, ìîæí
ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè, òî p − 1 = 2k, äå
k ∈ N. Ïåðåâiðèòè, ùî êîëè íàòóðàëüíå ÷èñëî m ìà¹ íåïàðíèé
ïðîñòèé ìíîæíèê, òî 1 + 2m íå ïðîñòå. Âèâåñòè çâiäñè, ùî êîëè
ïðàâèëüíèé p-êóòíèê ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà
ëiíiéêè, òî p = 1 + 22n .

42. Äîâåñòè, ùî êîëè m i n âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ïðàâèëüíèé mn-êóòíèê
ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðàâèëüíèé m-êóòíèê i ïðàâèëüíèé
n-êóòíèê.

43. Äîâåñòè, ùî ïðàâèëüíèé pn-êóòíèê (n > 1, p ïðîñòå) ìîæí ïîáóäóâ
òè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p = 2.

44. Ïðàâèëüíèé n-êóòíèê ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà
ëiíiéêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîçêëàä ÷èñëà n íà ïðîñòi ìíîæíè-
êè ìà¹ âèãëÿä n = 2np1 . . . ps, äå pi = 22ni + 1, n, ni ∈ N i p1, . . . , ps

ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà òàêîãî âèãëÿäó.

45. Äîâåñòè, ùî êîìïëåêñíå ÷èñëî ¹ êîíñòðóêòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíî íàëåæèòü íîðìàëüíîìó ðîçøèðåííþ K/Q ç [K : Q] = 2n.

46. Äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü òðèñåêöi¨ êóò 72◦.

p-àäè÷íi ÷èñëà
Ïîíÿòòÿ ÷èñëà ¹ îäíèì ç íàéáiëüø âàæëèâèõ ó ìàòåìàòèöi. Ïðîãðà-

ìà ñåðåäíüî¨ øêîëè äà¹ çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî íàòóðàëüíi, ðàöiîíàëüíi
i äiéñíi ÷èñëà òà ïðî âëàñòèâîñòi àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié íà öèõ ÷èñëî-
âèõ ìíîæèíàõ. Âæå ç ïåðøèõ êðîêiâ ó âèâ÷åííi àëãåáðè ÷è ãåîìåði¨ ó
âèùié ùêîëi ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè âñi öi ÷èñëîâi ñèñòåìè, íåçâàæàþ÷è
íà òå, ùî äiéñíå ÷èñëî ¹ äîñèòü ñêëàäíèì ìàòåìàòè÷íèì îá'¹êòîì. Äî-
ñèòü ñêàçàòè, ùî âåñü ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ¹, ïî-ñóòi, íàóêîþ ïðî äiéñíi
÷èñëà.
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Âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçïî÷èíà¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, ç ôîð-
ìóëþâàííÿ àêñiîì äiéñíèõ ÷èñåë. Îäíi¹þ ç ïðèéíÿòèõ ñèñòåì àêñiîì ¹
òàêà: ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R öå âïîðÿäêîâàíå ïîëå1

Çàóâàæèìî, ùî âïîðÿäêîâàíå ïîëå K ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì, K ìi-
ñòèòü ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q â ÿêîñòi âïîðÿäêîâàíîãî ïiäïîëÿ (äèâ.
âïðàâó 1), ÿêå ìà¹ ùå òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

à) àêñiîìà Àðõiìåäà: ∀a ∈ R, ∃n > N, n > a;
á) àêñiîìà ïîâíîòè: êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë ìà¹ ãðàíèöþ â R.
Àêñiîìà ïîâíîòè íå ¹ î÷åâèäíîþ àêñiîìîþ, àëå âîíà ¹ âèðiøàëüíîþ

äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Iíêîëè çàìiñòü àêñiîìè ïîâíîòè
ôîðìóëþþòü ÿêóñü iíøó, íàïðèêëàä, àêñiîìó òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi ÷è
àêñiîìó ïðî âêëàäåíi âiäðiçêè i òîäi òâåðäæåííÿ àêñiîìè ïîâíîòè îäåð-
æó¹òüñÿ ÿê îäíà ç ïåðøèõ òåîðåì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Çàóâàæèìî, ùî âñi àêñiîìè äiéñíèõ ÷èñåë, çà âèíÿòêîì àêñiîìè ïîâ-
íîòè, âiðíi i äëÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q. Íàøà ìåòà � âèâ÷èòè ùå
îäíó âàæëèâó ÷èñëîâó ñèñòåìó, ÿêó òåïåð øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü â òåî-
ði¨ ÷èñåë i ÿêó íàçèâàþòü ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Ìè îäåðæèìî p-àäè÷íi
÷èñëà ç ðàöiîíàëüíèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîáóäîâó, ÿêà äà¹ i äiéñíi ÷èñëà.
Äëÿ òîãî, ùîá öå çðîáèòè, íàì äîâåäåòüñÿ ñïî÷àòêó îïèñàòè ìåòîä Êàí-
òîðà ïîáóäîâè ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

23 Ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë
Iñòîðè÷íî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë âèíèêëî â ðåçóëüòàòi ðîçøèðåíü ÷èñëî-
âèõ ñèñòåì: âiä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äî äîäàòíèõ äðîáiâ òà öiëèõ ÷èñåë,
äàëi äî ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i, íàðåøòi, äî äiéñíèõ ÷èñåë. Íàì ïîòðiáíî
âêàçàòè ìíîæèíó, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìàì, ùî íàâåäåíi ó âñòóïi. Öåé
ïàðàãðàô, ïðèñâÿ÷åíèé êîðîòêîìó îïèñó ÿê ìîæíà îäåðæàòè öþ ìíî-
æèíó.

23.1 Íàòóðàëüíi ÷èñëà
Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ââîäÿòü ÿê ìíîæèíó N, ùî çàäîâîëüíÿ¹
òàêèì àêñiîìàì:

1Ïîëå K íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî äëÿ éîãî åëåìåíòiâ âèçíà÷åíà âëàñòè-
âiñòü áóòè äîäàòíèì (ïîçíà÷àþòü a > 0), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Äëÿ êîæíîãî a ∈ K âèêîíó¹òüñÿ îäíà i òiëüêè îäíà ç òðüîõ ìîæëèâîñòåé: a = 0,
a > 0, a < 0.

2. ßêùî a > 0 i b > 0, òî a + b > 0 i ab > 0.
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1) iñíó¹ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : N → N, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiä-
íiñòü êîæíîìó a ∈ N åëåìåíò f(a) df= a′. a′ íàçèâàþòü íàñòóïíèì çà a
÷èñëîì;

2) iñíó¹ åëåìåíò 0 ∈ N, ÿêèé íå ¹ íàñòóïíèì äëÿ æîäíîãî a ∈ N,
òîáòî 0 /∈ Imf ;

3) ÿêùî S ïiäìíîæèíà ìíîæèíè N, äëÿ ÿêî¨ 0 ∈ S, i äëÿ êîæíîãî
a ∈ S ìà¹ìî a′ ∈ S, òî S = N.

Àêñiîìè 1), 2), 3) íàçèâàþòü àêñiîìàìè Ïåàíî.
Àêñiîìó 3) íàçèâàþòü àêñiîìîþ iíäóêöi¨. Íà íié ãðóíòó¹òüñÿ ìåòîä

ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Ùîá çàäàòè ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äîñèòü âêàçàòè áóäü-ÿêó

ìíîæèíó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìàì 1), 2), 3). Òàêó ìíîæèíó ìîæíà ïî-
áóäóâàòè, âèõîäÿ÷è ç ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ∅:

∅ df= 0, {∅} df= 1 = 0′, {∅, {∅}} df= 2 = 1′, {{∅, {∅}, {∅, {∅}}} df= 3 = 2′,

{{∅, {∅}, {{∅, {∅}}, {{∅, {∅}, {∅, {∅}}}} df= 4 = 3′, . . . .

Òóò n′ = n∪{n}, n ∈ n′ i n ⊂ n′. Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî òàê ïîáóäîâàíà
ìíîæèíà {0, 1, 2, . . . } çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè Ïåàíî.

Íà ìíîæèíi N ðîçãëÿäàþòü äâi îïåðàöio äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, ÿêi
âèçíà÷àþòü �çà iíäóêöi¹þ�.

Îçíà÷åííÿ 169. à) Äëÿ a, b ∈ N a + 0 = a i a + b′ = (a + b)′.
á) Äëÿ a, b ∈ N a · 0 = 0 i ab′ = ab + a.

Åëåìåíò 0′ ïîçíà÷àþòü 1. Äîâîäÿòü, ùî a′ = a + 1, à òàêîæ, ùî âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìíîæèíà N ¹ êîìóòàòèâíîì ìîíî¨äîì i
ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíå âiäíîñíî äîäàâàííÿ (äèâ. âïðàâó 2).

Ìíîæèíà N ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî òàêîãî âiä-
íîøåííÿ ïîðÿäêó: a ≤ b, ÿêùî iñíó¹ c, ùî a + c = b. Öå, çâè÷àéíî,
ïîòðiáíî äîâåñòè i ìè ïðîïîíó¹ìî öþ âïðàâó ÷èòà÷åâi.

Ïåðåôðàçîâóþ÷è àôîðèçì Êðîíåêåðà, ìîæíà ñêàçàòè, ùî Áîã ñòâî-
ðèâ íàòóðàëüíi ÷èñëà ç ∅, à âñå iíøå ñïðàâà ðóê ëþäèíè.

23.2 Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë
Ïîáóäó¹ìî êiëüöå öiëèõ ÷èñåë. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íà ìíîæèíi âïî-
ðÿäêîâàíèõ ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî íà ìíîæèíi N×N, òàêå áiíàðíå
âiäíîøåííÿ:

(a, b) ∼ (a1, b1) ⇔ a + b1 = a1 + b.
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Âiäíîøåííÿ ∼, î÷åâèäíî, ñèìåòðè÷íå i ðåôëåêñèâíå. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî âîíî òðàíçèòèâíå. ßêùî a + b1 = a1 + b i a1 + b2 = a2 + b1, òî
a + b1 + a1 + b2 = a1 + b + a2 + b1, çâiäñè a + b2 = a2 + b.

Îòæå, ìà¹ìî ôàêòîð-ìíîæèíó Z = N×N/ ∼, åëåìåíòàìè ìíîæèíè Z
¹ ñóìiæíi êëàñè ìíîæèíè N×N âiäíîñíî íàøîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi. Ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì (a, b) ∈ N2 äàëi ïîçíà÷àòèåìî
(a− b) àáî a− b.

Îçíà÷èìî íà Z îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ:

(a− b) + (c− d) = a + c− (b + d), (23.2.1)
(a− b)(c− d) = ac + bd− (ad + bc). (23.2.2)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî öi îïåðàöio îçíà÷åíi êîðåêòíî, òîáòî ðå-
çóëüòàòè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ
â ñóìiæíèõ êëàñàõ. Îáìåæèìîñÿ ïåðåâiðêîþ ëèøå êîðåêòíîñòi ìíîæåí-
íÿ, à êîðåêòíiñòü äîäàâàííÿ ÷èòà÷ ëåãêî ïåðåâiðèòü ñàìîñòiéíî â ÿêîñòi
âïðàâè.

ßêùî c− d = c1 − d1, òî

(a− b)(c1 − d1) = ac1 − bd1 − (ad1 + bc1). (23.2.3)

Ïîðiâíþþ÷è öå ç (23.2.2),îäåðæèìî

ac + bd + ad1 + bc1 = a(c + d1) + b(d + c1),
ac1 + bd1 + ad + bc = a(c1 + d) + b(d1 + c).

Òîìó ac + bd + ad1 + bc1 = ac1 + bd1 + ad + bc, Îñêiëüêè c + d1 = c1 + d, à
öå îçíà÷à¹, ùî äîáóòîê (23.2.3) äîðiâíþ¹ äîáóòêó (23.2.2). Êîðåêòíiñòü
ìíîæåííÿ äîâåäåíî.

Ïðîñòà ïåðåâiðêà (ç âèêîðèñòàííÿì òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà N íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ìîíîiäîì âiäíîñíî äîäàâàííÿ i âiäíîñíî ìíîæåííÿ)
ïîêàçó¹ (âïðàâà 3), ùî ìíîæèíà Z ¹ îáëàñòþ âiäíîñíî âèçíà÷åíèõ ðiâíî-
ñòÿìè (23.2.1) òà (23.2.2) îïåðàöié. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî 0 = aa = 0− 0,
1 = 1− 0, −(a− b) = b− a.

Âêëàäåìî òåïåð ìíîæèíó N ó ìíîæèíó Z çà äîïîìîãîþ ií'¹êòèâíîãî
âiäîáðàæåíÿ f : N→ Z

f(a) = a− 0. (23.2.4)
Ïðè òàêîìó âêëàäåííi äîäàâàííþ òà ìíîæåííþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

âiäïîâiäà¹ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë, îçíà÷åíå çà äîïîìîãîþ
ðiâíîñòåé (23.2.1) i (23.2.2).

122



Êîæíå öiëå ÷èñëî a−b ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi a−b = (a−0)+(0−b).
Äîäàíîê a−0 îòîòîæíèìî ç íàòóðàëüíèì ÷èñëîì a çà äîïîìîãîþ âiäîá-
ðàæåííÿ (23.2.4), à äîäàíîê 0−b ïîçíà÷èìî −b. ×èñëà âèãëÿäó −b íàçâå-
ìî âiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè. Îòæå, êîæíå öiëå ÷èñëî ¹ ñóìîþ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà i âiä'¹ìíîãî ÷èñëà.

Ìíîæèíà Z ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî òàêîãî âiä-
íîøåííÿ ïîðÿäêó:

· · · < −3 < −2 < −1 < 0 < 1 < 2 < 3 < . . . ,

òîáòî äëÿ m,n ∈ Z m ≤ n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n − m ∈ N çãiäíî
îòîòîæíåííÿ (23.2.4).

Ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñàìîñòiéíî òàêi âëàñòèâîñòi:

m ≤ n ⇒ m + p ≤ n + p, (23.2.5)
m ≤ n, 0 ≤ p ⇒ mp ≤ np, (23.2.6)
m ≤ n, p ≤ 0 ⇒ mp ≥ np, (23.2.7)

m ≥ 0, n ≥ 0 ⇒ m + n ≥ 0, mn ≥ 0 (23.2.8)

äå m,n, p ∈ Z.

23.3 Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
Ìè âæå çíà¹ìî, ùî êîæíó îáëàñòü K ìîæíà âêëàñòè â ïîëå äðîáiâ Q(K).
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n mn = 0 ⇔
m = 0 àáî n = 0 i âèâåñòè çâiäñè, ùî êiëüöå Z íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ.
Òîìó êiëüöå Z ìîæíà âêëàñòè â ïîëå äðîáiâ Q(Z), ÿêå ïîçíà÷àþòü Q i
íàçèâàþòü ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. ßêùî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî çàïèñàíå
ó âèãëÿäi äðîáó a = m

n , äå m,n ∈ Z, n 6= 0, òî äîìîâèìîñÿ ââàæàòè, ùî
n > 0.

Ââåäåìî íà ìíîæèíi Q âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó: ÿêùî a1 = m1
n1

, a2 = m2
n2

,
òî a1 ≤ a2 îçíà÷à¹ m1n1 < n1m2.

Ìîæíà äîâåñòè (ìè ïðîïîíó¹ìî öå â ÿêîñòi ùå îäíi¹¨ âïðàâè), ùî ìíî-
æèíàQ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ âëàñòèâîñòi (23.2.5),
(23.2.6), (23.2.7) i (23.2.8), à ïîëå Q ¹ âïîðÿäêîâàíèì ïîëåì.

Îçíà÷åííÿ 170. Àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ |a| ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a íà-
çèâàþòü max{a,−a}.
Òâåðäæåííÿ 171. 1) |a| ≥ 0, |a| = 0 ⇔ a = 0,

2) |ab| = |a||b|,
3) |a + b| ≤ |a|+ |b|.
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Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi 1) i 2) î÷åâèäíi. Íåðiâíiñòü 3) äîâîäèìî òàê.
ßêùî a ≥ 0 i b ≥ 0, òî a + b = |a + b| = |a| + |b|. ßêùî a ≤ 0 i b ≤ 0,
òî |a + b| = −(a + b) = −a − b = |a| + |b|. ßêùî a ≥ 0, à b < 0, òî
|a + b| = F||a| − |b|

∣∣ ≤ F||a|+ |b|∣∣ = |a|+ |b|.
Îçíà÷åííÿ 172. Âiäîáðàæåííÿ φ : Q→ Q íàçèâàþòü íîðìóâàííÿì ïî-
ëÿ Q iç çíà÷åííÿìè â Q, ÿêùî φ ìà¹ òàêi 3 âëàñòèâîñòi:

1) φ(a) ≥ 0, φ(a) = 0 ⇔ a = 0,
2) φ(ab) = φ(a)φ(b),
3) φ(a + b) ≤ φ(a) + φ(b).

Îòæå, áà÷èìî, ùî àáñîëþòíà âåëè÷èíà |a| ¹ íîðìóâàííÿì.
Òåïåð ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî iñíóþòü i iíøi íîðìóâàííÿ ïîëÿ Q.

Îçíà÷åííÿ 173. Íåõàé p ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî a ∈ Q, a 6= 0, òî iñíó¹
¹äèíå k ∈ Z, äëÿ ÿêîãî a = pk m

n , äå m i n âçà¹ìíî ïðîñòi ç p. Îçíà÷èìî

|a|p = p−k i |0|p = 0.

i íàçâåìî |a|p p-àäè÷íîþ íîðìîþ ÷èñëà a.

Òâåðäæåííÿ 174. p-àäè÷íà íîðìà ¹ íîðìóâàííÿì ïîëÿ Q çi çíà÷åííÿ-
ìè â Q.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1) ç îçíà÷åííÿ 172 î÷åâèäíà. Âëàñòèâiñòü 2) äî-
âîäèòüñÿ äóæå ïðîñòî: ÿêùî a = pk m

n , b = pl m1
n1

, òî |ab|p = F|pk+l mm1
nn1

∣∣ =
p−k · p−l = |a|p · |b|p.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ 3), òî ìè äîâåäåìî íàâiòü ñèëüíiøó íåðiâíiñòü |a+b|p ≤
max{|a|p, |b|p}. Íåõàé, íàïðèêëàä, k ≤ l. Òîäi |a + b|p = F|pk m

n + pl m1
n1

∣∣
p

=

F|pk m+pl−km1

nn1

∣∣
p

= F|pk+s m2
nn1

∣∣
p
, äå s ≥ 0, m2 i nn1 âçà¹ìíî ïðîñòi ç p.

Îòæå, |a + b|p = p−k · p−s ≤ p−k = max{|a|p, |b|p} ≤ |a|p + |bp|.
Îçíà÷åííÿ 175. Íîðìóâàííÿ φ ïîëÿQ íàçèâàþòü íåàðõiìåäîâèì, ÿêùî
âîíî ìà¹ âëàñòèâîñòi 1) i 2) ç îçíà÷åííÿ 172 i âëàñòèâiñòü

3′) φ(a + b) ≤ max{φ(a), φ(b)}.
Ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 174 âèïëèâà¹, ùî êîæíå p-àäè÷íå íîðìóâà-

ííÿ ¹ íåàðõiìåäîâèì. Àáñîëþòíó âåëè÷èíó íàçèâàþòü ùå àðõiìåäîâèì
íîðìóâàííÿì ïîëÿ Q.

Ïiçíiøå ìè äîâåäåìî (äèâ. òåîðåìó Îñòðîâñüêîãî), ùî àáñîëþòíà âå-
ëè÷èíà òà p-àäè÷íi íîðìóâàííÿ âè÷åðïóþòü, ïî-ñóòi, âñi ìîæëèâi íîð-
ìóâàííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q. Âñi öi íîðìóâàííÿ çâ'ÿçàíi ìiæ
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ñîáîþ çà äîïîìîãîþ òàê çâàíî¨ ôîðìóëè äîáóòêó, ÿêó ìè äîâîäèìî ó
òâåðäæåííi 176.

Äëÿ îäíîìàíiòíîñòi ïîçíà÷åíü ââåäåìî ñèìâîë ∞ i ïîçíà÷èìî àáñî-
ëþòíó âåëè÷èíó ÷èñëà a ∈ Q ñèìâîëîì |a|∞. Íåõàé S ìíîæèíà, ùî ¹
îá'¹äíàííÿì ìíîæèíè âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë P i ñèìâîëó ∞: S = PUp{∞}.
Âiðíå òàêå

Òâåðäæåííÿ 176 (ôîðìóëà äîáóòêó). ßêùî a ∈ Q, a 6= 0, òî
∏

p∈S

|a|p = 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ a = 1 ôîðìóëà î÷åâèäíà. ßêùî a 6= 1, òî çàïèøåìî a ó
âèãëÿäi

a = ±pk1
1 · pkt

t ,

äå t ≤ 0, k1, . . . , kt ∈ Z \ {0}, p1, . . . , pt ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, ùî âõîäÿòü â
ðîçêëàä ÷èñåëüíèêà àáî çíàìåííèêà ÷èñëà a â äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë.

Ìà¹ìî
∏

p∈S

|a|p = |a|∞ · |a|p1 · · · · · |a|pt = pk1
1 . . . pkt

t · p−k1
1 . . . p−kt

t = 1.

23.4 Ïîñëiäîâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
Îçíà÷åííÿ 177. Ïîñëiäîâíiñòþ {an} åëåìåíòiâ ïîëÿ K íàçèâàþòü âi-
äîáðàæåííÿ f : N→ K, äå an = f(n).

Ïîíÿòòÿ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë äîáðå âiäîìå ç àíàëiçó. Àëå ç
òî÷êè çîðó, ïðèéíÿòî¨ â öüîìó ïàðàãðàôi (â ÿêîìó ìè çàéíÿòi ïîáóäî-
âîþ ÷èñëîâèõ ñèñòåì, ïî÷èíàþ÷è ç ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N), ìè,
ïîêè-ùî, íå ìà¹ìî ó ñâî¨ìó ðîçïîðÿäæåííi ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R, à ìà¹-
ìî ëèøå ïîëå Q ðàçîì ç ìíîæèíîþ íîðìóâàíü ïîëÿ Q, ñåðåä ÿêèõ îäíå
àðõiìåäîâå íîðìóâàííÿ | |∞, ùî ¹ çâè÷àéíîþ àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ, i
íåñêií÷åííà ìíîæèíà íåàðõiìåäîâèõ íîðìóâàíü | |p, ïî îäíîìó äëÿ êî-
æíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Òîìó òåïåð ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ïîñëiäîâíîñòi
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, àëå ó âñiõ îçíà÷åííÿõ ñèìâîë |a| áóäå îçíà÷àòè íå
ëèøå àáñîëþòíó âåëè÷èíó ÷èñëà a ∈ Q, àëå é áóäü-ÿêó p-àäè÷íó íîðìó
÷èñëà a.
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Îçíà÷åííÿ 178. Ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë {an} íàçèâàþòü îáìå-
æåíîþ, ÿêùî iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî M > 0 òàêå, ùî |an| < M äëÿ âñiõ
n ∈ N. Ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë {an} íàçèâàþòü çáiæíîþ äî
ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a (çàïèñóþòü öå lim

n→∞ an = a), ÿêùî

∀ε ∈ Q, ∃n0 ∈ N n > n0 ⇒ |an − a| < ε. (23.4.1)

Çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü {an} íàçèâàþòü 0-ïîñëiäîâíiñòþ, ÿêùî
lim

n→∞ an = 0.
Ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë {an} íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëü-

íîþ, ÿêùî lim
n,m→∞ |an − am| = 0, òîáòî

∀ε ∈ Q,∃n0 ∈ N (n > n0 ∧m > n0) ⇒ |an − am| < ε. (23.4.2)

Ïðèêëàäè. 1) Ïîñëiäîâíiñòü F{ 1
2n

}
îáìåæåíà, à ïîñëiäîâíiñòü {n}

íåîáìåæåíà, ÿêùî | | = | |∞, àëå ïîñëiäîâíiñòü {n} îáìåæåíà, ÿêùî
| | = | |p, äå p ïðîñòå ÷èñëî, Îñêiëüêè |n|p = p−k ≤ 1, äå pk íàéáiëüøà
ñòåïiíü p, ùî äiëèòü n. Ïîñëiäîâíiñòü F{ 1

2n

}
íåîáìåæåíà, ÿêùî | | = | |2.

2) ßêùî | | = | |∞, òî lim
n→∞

n2+2
3n2+5

= 1
3 , à ïîñëiäîâíiñòü {(−1)n} íå

¹ çáiæíîþ. ßêùî | | = | |5, òî lim
n→∞ 5n = 0, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {5n}

çáiãà¹òüñÿ ó öüîìó âèïàäêó äî 0.
3) F{ 1

n+1

}
0-ïîñëiäîâíiñòü, ÿêùî | | = | |∞, {n2n} 0-ïîñëiäîâíiñòü,

ÿêùî | | = | |2.
Òâåðäæåííÿ 179. ßêùî íîðìóâàííÿ | | íåàðõiìåäîâå (òîáòî p-àäè÷íå),
òî ïîñëiäîâíiñòü {an} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∀ε ∈ Q, ∃n0 ∈ N n > n0 ⇒ |an − an+1| < ε. (23.4.3)

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó íåàðõiìåäîâîãî íîðìóâàí-
íÿ ç óìîâè (23.4.3) âèïëèâà¹ óìîâà (23.4.2). Íåõàé, íàïðèêëàä, m > n.
Ìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåàðõiìåäîâiñòü íîðìóâàííÿ | |,

|an − am| ≤ |(an − an+1) + (an+1 − an+2) + · · ·+ (am−1 − am)| ≤
≤ max

k
{|ak − ak+1|

}
< ε.

Òâåðäæåííÿ 180. à) Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ôóíäàìåíòàëüíà.
á) Êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà.
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Äîâåäåííÿ. Ìiðêóâàííÿ òàêi æ, ÿê i òi, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ â êóðñi ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë.

à) Âèêîðèñòîâóþ÷è (23.4.1), îäåðæó¹ìî äëÿ n > n0, m > n0:

|an − am| = |an − a + a− am| ≤ |an − a|+ |a− am| < 2ε.

á) Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà |a + b| ≤ |a|+ |b| âèïëèâà-
þòü íåðiâíîñòi

|a| − |b| ≤ F||a| − |b|
∣∣ ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|. (23.4.4)

Íåõàé {an} ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi iñíó¹ n0 ∈ N ç âëà-
ñòèâiñòþ |an − an0+1| < 1 äëÿ âñiõ n > n0. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, âèêîðèñòî-
âóþ÷è (23.4.4), |an| < 1 + |an0+1|. Òîäi |an| < 1 + M äëÿ âñiõ n ∈ N, ÿêùî
M = max{|a0|, . . . , |an0+1|}.

Ïðèêëàäè. 1) Êîæíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ç ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäiâ
¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

2) Ïîñëiäîâíiñòü 1+p, 1+p2, . . . , 1+pn, . . . ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî
| | = | |p.
Çàóâàæåííÿ 181. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà, òî âîíà ìà¹ ëèøå îäíó
ãðàíèöþ, òîáòî ç ðiâíîñòåé lim

n→∞ an = a i lim
n→∞ an = b âèïëèâà¹, ùî a = b.

Äîâåäiòü öå ñàìîñòiéíî.

23.5 Ïîïîâíåííÿ ïîëÿ Q
Òåïåð íàøà ìåòà � ïîáóäóâàòè äëÿ ïîëÿ Q i íîðìóâàííÿ | |p, äå p ïðîñòå
÷èñëî àáî p = ∞, ïîëå Qp, â ÿêîìó (ÿê âèÿâèòüñÿ ïiçíiøå) êîæíà ôóí-
äàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü âiäíîñíî íîðìóâàííÿ | |p ¹ çáiæíîþ. ßêùî
p = ∞, òî â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìà¹ìî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, Q∞ = R.
ßêùî p ïðîñòå ÷èñëî, òî âiäïîâiäíå ïîëå Qp íàçèâàþòü ïîëåì p-àäè÷íèõ
÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ öüîãî ìíîæèíó Φp âñiõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Iíäåêñ p òóò îçíà÷à¹, ùî ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî îäíå ç íîðìóâàíü | |p ïîëÿ Q, íå âèêëþ÷àþ÷è i âèïàäîê, êîëè
p = ∞.

Ââåäåìî íà ìíîæèíi Φp îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ: ÿêùî {an},
{bn} ∈ Φp, òî

{αn}+ {βn} = {αn + βn}, {α} · {βn} = {αnβn}.
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Òåîðåìà 182. Ñóìà i äîáóòîê äâîõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè. Ìíîæèíà âñiõ ôóíäàìåíòàëü-
íèõ ïîñëiäîâíîñòåé Φp ¹ êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ öiëiñíîñòi. Ìíîæè-
íà Ip âñiõ 0-ïîñëiäîâíîñòåé êiëüöÿ Φp ¹ iäåàëîì i ôàêòîð-êiëüöå Qp =
Φp/Ip ¹ ïîëåì, Qp ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Q.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïoòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî ñóìà i äîáóòîê ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ çíîâó ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿ-
ìè. Ìà¹ìî

|(an + bn)− (am + bm)| ≤ |an − am|+ |bn − bm| < 2ε,

äå n > n0, m > n0, à n0 âèáðàíå òàê, ùî |an − am| < ε i |bn − bm| < ε. Öå
îçíà÷à¹, ùî {an + bn} ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü.

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü îáìå-
æåíà. Íåõàé M ∈ Q òàêå, ùî |an| < M i |bm| < M äëÿ âñiõ n ∈ N. Òîäi

|anbn − ambm| = |anbn − anbm + anbm − ambm| ≤
≤ |an||bn − bm|+ |bm||an − am| < 2εM,

òîáòî lim
n,m→∞ |anbn − ambm| = 0 i ïîñëiäîâíiñòü {anbn} ôóíäàìåíòàëüíà.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ìíîæèíà Φp ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç 1 âiä-
íîñíî âèçíà÷åíèõ âèùå îïåðàöié. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî íåéòðàëüíèìè
åëåìåíòàìè äëÿ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹ �ñòàëi� ïîñëiäîâíîñòi {0} òà
{1}.

Ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà Ip âñiõ 0-ïîñëiäîâíîñòåé ¹ iäåàëîì êiëü-
öÿ Φp. ßêùî lim

n→∞ an = 0 i lim
n→∞ bn = 0, òî lim

n→∞(an + bn) = 0, áî |an +

bn| ≤ |an| + |bn| < 2ε äëÿ n ∈ N òàêèõ, ùî |an| < ε i |bn| < ε. Äàëi,
ÿêùî lim

n→∞ an = 0 i {cn} ∈ Φp, òî iñíó¹ M ∈ Q, M > 0 ç âëàñòèâiñòþ
|cn| < M äëÿ âñiõ n ∈ N çà òâåðäæåííÿì 180á). Òîìó ç |an| < ε âèïëèâà¹
|ancn| = |cn||an| ≤ M |an| < Mε äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n, òîáòî {ancn} ∈ Ip,
à òîìó CIp iäåàë êiëüöÿ Φp.

Ôàêòîð-êiëüöå Qp = Φp/Ip ¹ ïîëåì. Ñïðàâäi, íåõàé {an} = {an}+CIp

íåíóëüîâèé åëåìåíò ç Qp. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü
{an} íå íàëåæèòü Ip. Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi {an} ìà¹ìî: ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N
ç âëàñòèâiñòþ m > n0∧n > n0 ⇒ |am−an| < ε

2 . Àëå, Îñêiëüêè, {an} /∈ Ip,
òî iñíó¹ n1, n1 > n0 i |an1 | > ε. Çâiäñè îäåðæó¹ìî äëÿ n > n0

ε < |an1 | = |an + an1 − an| ≤ |an|+ |an1 − an| ≤ |an|+ ε

2

àáî |an| > ε
2 äëÿ âñiõ n > n0.
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Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {dn}, äå dn = 1 äëÿ n ≤ n0 i dn = a−1
n

äëÿ n > n0. Ìà¹ìî |dn − dm| = | 1
an
− 1

am
| = |a−1

n a−1
m ||an − am| ≤ 4

ε2 |an −
am| −→

m,n→∞ 0 (òóò ε ôiêñîâàíå), îòæå, {dn} ∈ Φp. Êðiì öüîãî, andn = 1

äëÿ n > n0, à öå îçíà÷à¹, ùî {dn} = {an}−1 â Qp.
Íàðåøòi, îòîòîæíèìî êîæíèé åëåìåíò a ∈ Q ç êëàñîì �ñòàëî¨� ïîñëi-

äîâíîñòi. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : Q→ Qp, φ(a) = {a} =
{a}+ Ip. φ ¹ ií'¹êòèâíèì ãîìîìîôiçìîì ïîëÿ Q â ïîëå Qp, òîìó, îòîòî-
æíèâøè Q ç éîãî îáðàçîì φ(Q) ìîæíà ââàæàòè, ùî Qp ¹ ðîçøèðåííÿì
ïîëÿ Q.

Îçíà÷åííÿ 183. Ïîëÿ Qp, ïîáóäîâàíi â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òåîðåìè íà-
çèâàþòü ïîïîâíåííÿìè ïîëÿ Q âiäíîñíî íîðìóâàíü | |p.

23.6 Àáñîëþòíà âåëè÷èíà â ïîëi Q∞
Îçíà÷èìî ó ïîëi Q∞ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó. Íàäàëi åëåìåíòè ïîëÿ Q∞
ïîçíà÷àòèìåìî α, β, . . . , α1, α2, . . . .

Ëåìà 184. ßêùî α ∈ Q∞, α 6= 0 i α çîáðàæåíèé ôóíäàìåíòàëüíîþ
ïîñëiäîâíiñòþ {an}, òî iñíó¹ n1 ∈ N òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n > n1 ÷èñëà an

âñi äîäàòíi àáî âñi âiä'¹ìíi.

Äîâåäåííÿ. Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òåîðåìè 182 ìè áà÷èëè, ùî iñíó¹ n0 ∈ N
ç âëàñòèâiñòþ |an| > ε

2 äëÿ äåÿêîãî ε > 0 i âñiõ n > n0. Îñêiëüêè {an}
ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü, òî iñíó¹ n′0 ∈ N, ùî ç m > n′0, n > n′0
âèïëèâà¹ |am − an| < ε. Íåõàé n1 = max{n0, n

′
0}. ßêáè äëÿ m > n1 i

n > n1 ÷èñëà am i an ìàëè ðiçíi çíàêè, òî ìè îäåðæàëè á |am − an| =
|am|+ |an| > ε. Ñóïåðå÷íiñòü.

Ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ìîæíà äàòè òàêå

Îçíà÷åííÿ 185. Íåõàé α ∈ Q∞, α 6= 0. Ñêàæåìî, ùî α > 0, ÿêùî
an > 0 äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n i α < 0, ÿêùî an < 0 äëÿ âñiõ äî-
ñèòü âåëèêèõ n. Òóò {an} áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ùî
íàëåæèòü ñóìiæíîìó êëàñó α.

Çðîçóìiëî, ùî öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå, òîáòî íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
ïðåäñòàâíèêà {an} â êëàñi α. Âñå æ çàïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè öå.

Îçíà÷åííÿ 186. Äëÿ α, β ∈ Q∞ ñêàæåìî, ùî α > β, ÿêùî α − β > 0 i
α− β ≥ 0, ÿêùî α− β > 0 àáî α = β.
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Òâåðäæåííÿ 187. 1) α < β àáî α = β àáî β < α,
2) α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ,
3) α ≤ β, γ ≥ 0 ⇒ αγ ≤ βγ,
4) α ≥ 0, β ≥ 0 ⇒ αβ ≥ 0.
5) Q∞ âïîðÿäêîâàíå ïîëå.

Äîâåäåííÿ íåñêëàäíå i ìè éîãî ïðîïóñêà¹ìî.

Îçíà÷åííÿ 188. Äëÿ α ∈ Q∞ ç ïðåäñòàâíèêîì {an} íàçâåìî àáñîëþ-
òíîþ âåëè÷èíîþ |α| êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì F{|an|

}
.

Öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå, áî ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {an}
âèïëèâà¹ ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {|an|} â ñèëó íåðiâíîñòi ||am|−
|an|| ≤ |an − am|. Ç îçíà÷åííÿ, îòæå, âèïëèâà¹, ùî |α| ∈ Q∞ i |α| =
max{α,−α} âiäíîñíî îçíà÷åíîãî âèùå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 189. Àáñîëþòíà âåëè÷èíà | | ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
1) |α| ≥ 0, |α| = 0 ⇔ α = 0;
2) |αβ| = |α||β|;
3) |α + β| ≤ |α|+ |β|.
Iíàêøå êàæó÷è, àáñîëþòíà âåëè÷èíà | | ¹ íîðìóâàííÿì ïîëÿ Q∞ çi

çíà÷åííÿìè â Q∞.

Äîâåäåííÿ. 1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ çà ëåìîþ 184.
2) òåæ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè, ç îçíà÷åííÿ ìíî-

æåííÿ â ïîëi Q∞ òà ç âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè â
ïîëi Q.

Äîâåäåííÿ 3) çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi |α|+ |β|−|α+β| ≥ 0.
ßêùî {an} i {bn}ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi, ùî çîáðàæàþòü α i β, òî
çà îçíà÷åííÿì îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòÿì ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë |an|+|bn|−|an+bn| ≥ 0 äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n. Àëå öi íåðiâíîñòi
âiðíi íàâiòü äëÿ âñiõ n çà âiäïîâiäíîþ âëàñòèâiñòþ àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè
â ïîëi Q.

Çàóâàæåííÿ 190. ßêùî a ∈ Q, òî ïðåäñòàâíèêîì a â Q∞ ¹ ñòàëà ïîñëi-
äîâíiñòü {an}, à ïðåäñòàâíèêîì |a| ¹ ñòàëà ïîñëiäîâíiñòü F{|an|

}
. Òîìó

ìîæíà ââàæàòè, ùî àáñîëþòíà âåëè÷èíà â ïîëi Q∞ äëÿ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë äîðiâíþ¹ àáñîëþòíié âåëè÷èíi â ïîëi Q.

Çàâåðøèìî öåé ï. îäíèì äóæå ïðîñòèì i âàæëèâèì òâåðäæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 191. Ïîëå Q∞ çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó Àðõiìåäà.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Q ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ Q∞, òî N ⊂ Q∞. Íåõàé α ∈ Q∞.
Ðîçãëÿíåìî |α| ∈ Q∞. |α| çîáðàæåíèé ôóíäàìåíòàëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ
F{|an|

}
, ÿêà îáìåæåíà çà òâåðäæåííÿì 180. Òîìó iñíó¹ M ∈ Q ç âëàñòè-

âiñòþ M > |an|, îòæå, M ≥ α. M = a
b ç a, b ∈ N, b > 0. Ðîçäiëèìî a íà b

ç îñòà÷åþ. Îäåðæèìî M = bd+r
b < d + 1. Òîìó äëÿ n = d + 1 ìàòèìåìî

n > |α| ≥ α, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

23.7 Ïîâíîòà ïîëÿ Q∞
Òåîðåìà 192. Ïîëå Q∞ ïîâíå, òîáòî êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü {an} ç åëåìåíòiâ ïîëÿ Q∞ ¹ çáiæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {αn} ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â Q∞. Íàãàäà¹-
ìî, ùî âñi αn ¹ ñóìiæíèìè êëàñàìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë {anm} ¹ ïðåäñòàâíèêîì êëàñó αn. Ñêëàäåìî ç óñiõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé {anm} �äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü� {ann}. Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî {ann}
ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ç ôóíäàìåíòàëüíî-
ñòi ïîëiäîâíîñòi {αn} âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ Q∞, ε > 0,

|αn − αm| < ε

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m i n, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî

|ank − amk| < ε. (23.7.1)

Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {anm} îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ êîæíî-
ãî ε ∈ Q∞, ε > 0 âiðíà íåðiâíiñòü

|anl − ans| < ε (23.7.2)

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n i s. Ç (23.7.1) i (23.7.2) ìà¹ìî

|amm − ann| = |amm − amn + amn − ann| ≤ |amm − amn|+ |amn − ann| < 2ε

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m i n. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíñòü {ann} ôóíäàìåí-
òàëüíà.

Íåõàé α åëåìåíò ïîëÿ Q∞ ç ïðåäñòàâíèêîì {ann}. Ïîêàæåìî, ùî
lim

n→∞αn = α. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî lim
n,m→∞ |anm− amm| = 0, àëå

öå âèïëèâà¹ ç (23.7.1).
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23.8 Ùiëüíiñòü Q â Q∞
Òåîðåìà 193. Êîæíèé åëåìåíò α ∈ Q∞ ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ìà¹ ñâî¨ì ïðåäñòàâíèêîì ôóíäàìåíòàëüíó ïîñëi-
äîâíiñòü {an}, äå an ∈ Q. Òîäi åëåìåíò α− an ìà¹ ïðåäñòàâíèêîì ïîñëi-
äîâíiñòü am − an (äå n ôiêñîâàíå, à m ∈ N). Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi {an}
îäåðæó¹ìî, ùî lim

m,n→∞ |an − am| = 0, à öå é îçíà÷à¹, ùî lim
n→∞ an = α.

23.9 Ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë
Ìè ïîáóäóâàëè âïîðÿäêîâàíå ïîëå Q∞, ÿêå ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ Q, çà-
äîâîëüíÿ¹ àêñiîìó Àðõiìåäà i àêñiîìó ïîâíîòè. Ó âñòóïi äî öüîãî ïàðà-
ãðàôà áóëî ñêàçàíî, ùî öi âëàñòèâîñòi ¹ ÿêðàç àêñiîìàìè ïîëÿ äiéñíèõ
÷èñåë R. Îòæå, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ïîáóäîâàíå ïîëå Q∞ ¹
ïîëeì äiéñíèõ ÷èñåë. Íàâåäåíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ïîëÿ R íàëåæèòü Êàí-
òîðó. Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü i iíøi ìåòîäè ïîáóäîâè ïîëÿ äiéñíèõ ÷è-
ñåë. Äâà íàéâiäîìiøèõ ñåðåä íèõ öå ìåòîä ïåðåðiçiâ Äåäåêiíäà òà ìåòîä
Âåé¹ðøòðàñà, ó ÿêîìó äiéñíi ÷èñëà öå íåñêií÷åííi äåñÿòêîâi äðîáè.

Ïiñëÿ ïîáóäîâè ïîëÿ R áóäü-ÿêèì ç öèõ ñïîñîáiâ âèíèêàþòü äâà ïè-
òàííÿ. Ïåðøå ç íèõ � ïèòàííÿ ¹äèíîñòi i âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ òàêà: R
âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè àêñiîìàìè îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íîãî
içîìîðôiçìó íàä Q (òîáòî içîìîðôiçìó ïîëiâ, ùî ïåðåâîäèòü ôóíäàìåí-
òàëüíi ïîñëiäîâíîñòi ó ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi i çàëèøà¹ âñi ðàöiî-
íàëüíi ÷èñëà íåçìiííèìè). Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè öå ñàìîñòiéíî
(äèâ. âïðàâó 6 i âêàçiâêó äî íå¨).

Äðóãå ïèòàííÿ � öå ïèòàííÿ ïðî íåñóïåðå÷ëèâiñòü, òîáòî, ïî-ñóòi,
ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Öå ïèòàííÿ çíà÷íî ñêëàäíiøå,
âîíî çâîäèòüñÿ äî âiðè â òå, ùî àêñiîìè òåîði¨ ìíîæèíè òà àêñiîìè àðè-
ôìåòèêè (àêñiîìè Ïåàíî), ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi ïîëÿ R, íå
ìîæóòü ïðèâåñòè äî ñóïåðå÷íîñòi. Öå ùå îäíå ñâiä÷åííÿ òîãî, ùî äiéñíi
÷èñëà ¹ äîñèòü ñêëàäíèì îá'¹êòîì.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôà ïîêàæåìî ÿê äiéñíi ÷èñëà (òîáòî
êëàñè åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë) ìîæíà çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííèõ äåñÿòêîâèõ äðîáiâ.

Òåîðåìà 194. à) Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α, 0 ≤ α < 1, iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü {dn} ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ùî íàëåæèòü êëàñó α i ìà¹ âèãëÿä

d0 = 0; d1 = 0, c1; d2 = 0, c1c2; . . . ; dn = 0, c1c2 . . . cn; . . . ,
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äå ci ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}. Òîìó α ìîæíà îòîòîæíèòè ç íåñêií÷åííèì äå-
ñÿòêîâèì äðîáîì

α = 0, c1c2 . . . cn . . . .

á) Êîæíå äiéñíå ÷èñëî α ìîæíà îòîòîæíèòè ç íåñêií÷åííèì äå-
ñÿòêîâèì äðîáîì

α = ±10−m(0, c1c2 . . . cn . . . ).

Äîâåäåííÿ. à) ßêùî α = 0, òî ïîêëàäåìî α = 0, 00 . . . . Íåõàé α >
0. Ç âïîðÿäêîâàíîñòi ïîëÿ R îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹ c1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}
ç âëàñòèâiñòþ c1

10 ≤ α < c1+1
10 . Çâiäñè c1 ≤ 10α < c1 + 1, òîìó òàê

ñàìî iñíó¹ c2 ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, äëÿ ÿêîãî c1 + c2
10 ≤ 10α < c1 + c2+1

10
àáî 0, c1c2 ≤ α < 0, c1c2 + 10−2. Çà iíäóêöi¹þ îäåðæó¹ìî, ùî iñíóþòü
c1, c2, . . . , cn ∈ {0, 1, . . . , 9}, äëÿ ÿêèõ

0, c1c2 . . . cn ≤ α < 0, c1c2 . . . cn + 10−n.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi dn = 0, c1c2 . . . cn ìà¹ìî |α−dn| < 10−n, òîìó lim
n→∞ dn =

α, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü dn íàëåæèòü êëàñó α. Öå äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè α =
0, c1c2 . . . cn . . . .

á)Äîñèòü äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ äëÿ âèïàäêó α > 0. Â iíøîìó âè-
ïàäêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷èñëî −α. Çà àêñiîìîþ Àðõiìåäà iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî n ç âëàñòèâiñòþ α < n. ßêùî 10m ≥ n, òî α

10m < 1. Çâiäñè çà
äîâåäåíèì α

10m = 0, c1c1 . . . cn . . . , òîìó α = 10m(0, c1c2 . . . cn . . . ).

Ïiäñóìó¹ìî. Â öüîìó ïàðàãðàôi ìè ïîáóäóâàëè ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R
ÿê ïîïîâíåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè.
Áiëüø ãëèáîêå âèâ÷åííÿ ïîëÿ R ¹ ïðåäìåòîì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.
Âðàõîâóþ÷è öå, ìè ââàæàòèìåìî âiäîìèìè åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi äå-
ÿêèõ ôóíêöié âiä äiéñíîãî àðãóìåíòà (òàêèõ ÿê ax, xa, loga x, äå a ∈ R),
ùî áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïàðàãðàôi 3. Êðiì ïîëÿ R, ìè ìà¹ìî ùå íåñêií-
÷åííó êiëüêiñòü ïîëiâ Qp ïîïîâíåíü ïîëÿ Q âiäíîñíî p-àäè÷íèõ íîðìó-
âàíü. �õ âèâ÷åííþ ïðèñâÿ÷åíèé íàñòóïíèé ïàðàãðàôi.

24 Òåîðåìà Îñòðîâñüêîãî
24.1 Åêâiâàëåíòíi íîðìóâàííÿ
Ìè âæå ìàëè ñïðàâó ç íîðìóâàííÿìè ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë (àáñî-
ëþòíà âåëè÷èíà òà p-àäè÷íi íîðìóâàííÿ) òà ¨õ ïðîäîâæåííÿìè äî íîð-
ìóâàíü ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë òà ïîëiâ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Âñi öi íîðìóâàííÿ
áóëè ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè íàñòóïíîãî çàãàëüíîãî ïîíÿòòÿ.
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Îçíà÷åííÿ 195. Íîðìóâàííÿì ïîëÿ K íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿ | | : K →
R, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) |α| ≥ 0, |α| = 0 ⇔ α = 0,
2) |αβ| = |α| · |β|,
3) |α + β| ≤ |α|+ |β|.
ßêùî ðàçîì ç âëàñòèâîñòÿìè 1), 2) íîðìóâàííÿ | | ìà¹ âëàñòèâiñòü
3') |α + β| ≤ max{|α|, |β|},
òî òàêå íîðìóâàííÿ íàçèâàþòü íåàðõiìåäîâèì.
Ïðèãàäà¹ìî, ùî ïîëÿ äiéñíèõ òà p-àäè÷íèõ ÷èñåë ¹ ïîïîâíåííÿìè

ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè àáî âiäíîñíî
îäíîãî ç p-àäè÷íèõ íîðìóâàíü. Ç òåîðåìè Îñòðîâñüêîãî, ÿêié ïðèñâÿ-
÷åíî öåé ïàðàãðàô, âèïëèâà¹, ùî iíøèõ ïîïîâíåíü ïîëå ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë íå ìà¹.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè Îñòðîâñüêîãî íàì ïîòðiáíå ïîíÿòòÿ åêâi-
âàëåíòíèõ íîðìóâàíü.
Îçíà÷åííÿ 196. Íåõàé | |1 i | |2 äâà íîðìóâàííÿ ïîëÿ K iç çíà÷åííÿìè
â R. Íîðìóâàííÿ | |2 íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèì íîðìóâàííþ | |1, ÿêùî
iñíó¹ ρ ∈ R, ρ > 0, òàêå, ùî |a|2 = |a|ρ1 äëÿ êîæíîãî a ∈ K.
Òâåðäæåííÿ 197. ßêùî | | : K → R íîðìóâàííÿ i | |1 : K → R âiäîáðà-
æåííÿ, òàêå, ùî iñíó¹ ρ ∈ R, 0 < ρ < 1, i |a|1 = |a|ρ äëÿ âñiõ a ∈ K,
òî | |1 íîðìóâàííÿ ïîëÿ K, ïðè÷îìó | |1 íåàðõiìåäîâå äëÿ áóäü-ÿêîãî
ρ > 0, ÿêùî | | íåàðõiìåäîâå.
Äîâåäåííÿ. Íàì ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ | |ρ1 çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâîñòi 1), 2), 3) ç îçíà÷åííÿ íîðìóâàííÿ. Äëÿ âëàñòèâîñòåé 1), 2)
öå î÷åâèäíî. Âëàñòèâiñòü 3) âèïëèâà¹ ç òàêîãî ìiðêóâàííÿ. ßêùî β = 0,
òî íåðiâíiñòü 3) ìà¹ âèãëÿä |α| ≤ |α| i äîâîäèòè íi÷îãî.

Ïðèïóñòèìî, ùî |α| ≤ |β|, β 6= 0. Òîäi

|α + β|ρ = |β|ρ
∣∣∣1 +

α

β

∣∣∣
ρ
≤ |β|ρ

∣∣∣1 +
|α|
|β|

∣∣∣
ρ
≤

≤ |β|ρ
(

1 +
|α|
|β|

)
≤ |β|ρ

∣∣∣1 +
( |α|
|β|

)ρ ∣∣∣ = |α|ρ + |β|ρ.

ßêùî | | íåàðõiìåäîâå, òî |α + β| ≤ max{|α|, |β|}. Çâiäñè, î÷åâèäíî,
âèïëèâà¹ |α + β|ρ ≤ max{|α|ρ, |β|ρ}.

Ç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî êîëè | | áóäü-ÿêå íîðìóâàííÿ
ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i 0 < ρ < 1 (ρ > 0 ó âèïàäêó íåàðõiìåäîâî-
ãî íîðìóâàííÿ), òî | |ρ òåæ íîðìóâàííÿ ïîëÿ Q. Çàóâàæèìî, ùî êîëè
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ìè ìà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó àáî çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë âiäíîñíî íîðìóâàííÿ | |, òî âîíà çàëèøà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ àáî
çáiæíîþ i âiäíîñíî | |ρ. Ç öüîãî çàóâàæåííÿ âèïëèâà¹ ïðîñòå, àëå âàæëè-
âå

Òâåðäæåííÿ 198. ßêùî íîðìóâàííÿ | |1 i | |2 ïîëÿ K åêâiâàëåíòíi, òî
ïîïîâíåííÿ âiäíîñíî öèõ íîðìóâàíü îäèíàêîâi.

25 Ïîëå Qp

25.1 Íîðìóâàííÿ ïîëÿ Qp

Ïîêàæåìî, ùî p-àäè÷íå íîðìóâàííÿ | |p ïîëÿ Q (äèâ. îçíà÷åííÿ 173 òà
òâåðäæåííÿ 174) ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íîðìóâàííÿ ïîëÿ Qp. Ñïî÷àòêó
äîâåäåìî äâi ïðîñòi ëåìè.

Ëåìà 199. ßêùî a, b ∈ Q, |a|p 6= |b|p, òî |a + b|p = max{|a|p, |b|p}.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé a = pk r

s , b = pl r1
s1
, äå r, s, r1, s1 âçà¹ìíî ïðîñòi ç p i

íåõàé |a|p < |b|p, òîáòî k > l. Ìà¹ìî

|a + b|p = |pk r

s
+ pl r1

s1
|p = |pl|p|p

k−lrs1 + sr1

ss1
|p = p−l = |b|p,

Îñêiëüêè ss1 òà pk−lrs1 + sr1 âçà¹ìíî ïðîñòi ç p.

Ëåìà 200. Íåõàé {an} ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî p-àäè÷íîãî íîðìóâàí-
íÿ | |p ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà íå ¹ 0-ïîñëiäîâíiñòþ. Òîäi
iñíó¹ n0 ∈ N òàêå, ùî |an|p = |am|p äëÿ âñiõ n > n0, m > n0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè {an} íå 0-ïîñëiäîâíiñòþ, òî iñíó¹ ε ∈ Q, ε > 0
òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî n0 çíàéäåòüñÿ n > n0 ç âëàñòèâiñòþ |an|p > ε. Ç
ôóíäàìåíòàëüíîñòi {an} âèïëèâà¹, ùî äëÿ âêàçàíîãî ε çíàéäåòüñÿ n0,
äëÿ ÿêîãî ç íåðiâíîñòåé m > n0, n > n0 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |am−an|p <
ε. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 199, ìà¹ìî

|am|p = |an + am − an| = maxF{|an|p, |am − an|p
}

= |an|p,

äå m > n0 i n > n0.

Ç ëåìè 200 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë {an} ïîñëiäîâíiñòü {|an|p} ñòàáiëiçó¹òüñÿ, òîáòî {|an|p}
ñòà¹ ñòàëîþ äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n, ÿêùî lim

n→∞ an 6= 0. ßêùî æ lim
n→∞ an =
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0, òî i lim
n→∞ |an|p = 0. Â êîæíîìó âèïàäêó iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

n→∞ |an|p.Îòæå,
p-àäè÷íå íîðìóâàííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà ïðîäîâæèòè äî
íîðìóâàííÿ ïîëÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 201. ßêùî α ∈ Qp i {an} �ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ùî ¹ ïðåäñòàâíèêîì ÷èñëà α, òî çà îçíà÷åííÿì

|α|p = lim
n→∞ |an|p.

Íîðìóâàííÿ | |p çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè ç îçíà÷åííÿ íîðìóâàííÿ, òîá-
òî

1) |α|p ≥ 0, |α|p = 0 ⇔ α = 0,
2) |αβ|p = |α|p · |β|p,
3) |α + β|p ≤ max {|α|p, |β|p} ≤ |α|p + |β|p.
Ñïðàâäi, âëàñòèâiñòü 1) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ. Âëàñòè-

âiñòü 2) ¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî ãðàíèöÿ äîáóòêó äîðiâíþ¹ äîáóòêó
ãðàíèöü. ßêùî α = 0 àáî β = 0, òî âëàñòèâiñòü 3) î÷åâèäíà. Â iíøîìó âè-
ïàäêó âñi ïîñëiäîâíîñòi {|(an + bn)|p}, {|an|p} òà F{|bn|p

}
ñòàáiëiçó¹òüñÿ

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n. Òîìó íåðiâíiñòü 3) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

|an + bn|p ≤ max {|an|p, |bn|p} .

25.2 Ïîâíîòà ïîëÿ Qp òà ùiëüíiñòü Q à Qp

Äëÿ âñiõ ïîëiâ Qp, ÿê i äëÿ ïîëÿ R, âiðíi òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 202 (ïðî ïîâíîòó Qp). Ïîëå Qp ïîâíå, òîáòî êîæíà ôóíäà-
ìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {αn} ç åëåìåíòàìè ç Qp ¹ çáiæíîþ.

Òåîðåìà 203 (ïðî ùiëüíiñòü). Ïîëå Qp ùiëüíå â Qp, òîáòî êîæíå p-
àäè÷íå ÷èñëî ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äîñëiâíî ïîâòîðþþòü äîâåäåííÿ òåîðåì 192 òà 193
ç ï. 23.7 ïðî ïîâíîòó òà ùiëüíiñòü äëÿ ïîëÿ R = Q∞. Ðåêîìåíäó¹ìî ÷è-
òà÷åâi ïðîñòî ïåðåïèñàòè öi äîâåäåííÿ, çàìiíþþ÷è àáñîëþòíó âåëè÷èíó
| | íà p-àäè÷íå íîðìóâàííÿ | |p.

25.3 Êàíîíi÷íi çîáðàæåííÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë
Ìè îçíà÷èëè äiéñíi i p-àäè÷íi ÷èñëà ÿê êëàñè åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåí-
òàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi ¹äèíà
âiäìiííiñòü ìiæ äiéñíèìè òà p-àäè÷íèìè ÷èñëàìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ
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ïîáóëîâè ïîëÿ R âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àáñîëþòíà âåëè÷èíà â ïîëi Q, à äëÿ
ïîáóäîâè ïîëÿ Qp p-àäè÷íå íîðìóâàííÿ.

Ç òàêèìè ÷èñëàìè � êëàñàìè âàæêî ïðàöþâàòè, òîìó êîðèñíî â êî-
æíîìó êëàñi âèáðàòè çðó÷íi ïðåäñòàâíèêè i ïðàöþâàòè ç ïðåäñòàâíèêà-
ìè. Òàê ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî ïîëÿ Z/pZ, åëåìåíòàìè ÿêîãî òåæ ¹ ñóìi-
æíi êëàñè, ïðàâäà çíà÷íî ïðîñòiøî¨ ïðèðîäè, ìè âèáèðà¹ìî ïðåäñòàâíè-
êè 0, 1, . . . , p− 1 âñiõ ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ i ïðàöþ¹ìî ç 0, 1, . . . , p− 1.

Äëÿ âèïàäêó ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë ìè âæå ïîêàçàëè â ï. 23.9, ùî êîæíå
α ∈ R çîáðàæà¹òüñÿ íåñêií÷åííèì äåñÿòêîâèì äðîáîì

±10m(0, c1c2 . . . cn . . . ),

äå ci ∈ {0, 1, . . . , 9}, iíàêøå êàæó÷è, â êëàñi α iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë âèãëÿäó

{±10m(0, c1c2 . . . cn)}.

Íàøà ìåòà òåïåð âêàçàòè àíàëîãi÷íå çîáðàæåííÿ äëÿ p-àäè÷íèõ ÷è-
ñåë.

Òåîðåìà 204. Íåõàé α ∈ Qp, |α|p = p−m. Â êëàñi α iñíó¹ ¹äèíà ôóíäà-
ìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

{pm(a0 + a1p + · · ·+ anpn)}, (25.3.1)

äå a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, a0 6= 0, m ∈ Z.
Iíàêøå êàæó÷è, êîæíå íåíóëüîâå p-àäè÷íå ÷èñëî çîáðàæà¹òüñÿ ó

âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ðÿäó

pm(a0 + a1p + · · ·+ anpn + . . . ), (25.3.2)

äå ïîñëiäîâíiñòü (25.3.1) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó (25.3.2).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàì ïîòðiáíà

Ëåìà 205. Äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, êîæíîãî íåíóëüîâîãî ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà r

s ç (s, p) = 1 i êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ öiëå
÷èñëî c, 0 ≤ c < pn, ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü |c− r

s |p ≤ p−n.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (s, p) = 1, òî êîíãðóåíöiÿ sx ≡ r (mod pn) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Îòæå, iñíó¹ c, 0 ≤ c < pn, sc− r = pnt, äå t ∈ Z. Çâiäñè
|c− r

s |p = | cs−r
s |p = |pnt

s |p ≤ p−n, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåïåð ïîâåðíèìîñü äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 204.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé, ñïî÷àòêó, |α|p ≤ 1. Òîäi â êëàñi α ìîæíà âèáðàòè ïî-
ñëiäîâíiñòü {bn} ç âëàñòèâiñòþ |bn|p ≤ 1, à â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòi
ïîñëiäîâíîñòi {bn} ó íié ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {bin} ç âëàñòè-
âiñòþ

|bin − bin−1 |p < p−n.

Ïåðåïîçíà÷èâøè bin çíîâó íà bn, îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {bn}
ïðåäñòàâíèê êëàñó α ç âëàñòèâîñòÿìè

|bn − bn−1| < p−n, (25.3.3)
|bn|p ≤ 1. (25.3.4)

Íåõàé bn = rn
sn
, äå rn, sn ∈ Z. Ç (25.3.4) âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ââàæàòè

(sn, p) = 1. Òîäi ç ëåìè 205 îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹ ¹äèíå öiëå cn, ÿêå ¨
ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöio snx ≡ rn (mod pn+1), 0 ≤ cn < pn+1 òàêå, ùî

|bn − cn|p < p−n−1. (25.3.5)

Íåðiâíiñòü (25.3.5) îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi {bn} òà {cn} åêâiâàëåíòíi,
òîáòî {cn} ¹ ïðåäñòàâíèêîì êëàñó α. Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi 0 ≤
cn < pn+1 âèïëèâà¹, ùî öiëå ÷èñëî cn ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

cn = a0 + a1p + · · ·+ anpn, (25.3.6)

äå a0, . . . , an ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, a0, . . . , an îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ÷è-
ñëîì cn, ÿêå, â ñâîþ ÷åðãó, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (25.3.5)
òà óìîâîþ 0 ≤ cn < pn+1. Êðiì öüîãî ìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâ-
íîñòi (25.3.3) i (25.3.5),

|cn − cn−1|p = |cn − bn + bn − bn−1 + bn−1 − cn−1| ≤
≤ max {|cn − bn|p, |bn − bn−1|p, |bn−1 − cn−1|p} ≤

≤ max{p−n−1, p−n, p−n} = p−n,

òîáòî
cn ≡ cn−1 (mod pn). (25.3.7)

Ç êîíãðóåíöi¨ (25.3.7) âèïëèâà¹, ùî êîëè cn = a0 + a1p + · · · + anpn, òî
cn+1 = cn + an+1p

n+1, äå an+1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.
Ðàçîì âñå öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë {cn}, ùî ¹ ïðåä-

ñòàâíèêîì p-àäè÷íîãî ÷èñëà α, ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïîñëiäîâíiñòü
÷àñòêîâèõ ñóì òàêîãî ðÿäó

a0 + a1p + · · ·+ anpn + . . . , (25.3.8)
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ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü a0, a1, . . . , an, . . . , 0 ≤ ai < p, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à-
¹òüñÿ ÷èñëîì α. Ç óìîâè |α|p = p−m ≤ 1 âèïëèâà¹, ùî a0 = · · · = am−1 =
0 i ðÿä (25.3.8) íàáóâà¹ âèãëÿäó pm(am+am+1p+· · ·+am+npn+. . . ). Çàìi-
íèâøè â öüîìó âèðàçi am íà a0, . . . , am+n íà an i ò.ä., îäåðæó¹ìî (25.3.2).

Çàëèøèâñÿ âèïàäîê |α|p > 1. Íåõàé pm = |α|p > 1. Òîäi |p−mα|p = 1,
i çà äîâåäåíèì p−mα ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíiñòi ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó

a0 + a1p + · · ·+ anpn + . . . ,

äå a0 6= 0. Òîìó α ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíiñòi ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó

pm(a0 + a1p + · · ·+ anpn + . . . ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi ðÿäiâ (25.3.2),
íàä íèìè ìîæíà âèêîíóâàòè îïåðàöio äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çà òèì æå
ïðèíöèïîì, ùî i äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Ùîá ïðîiëþ-
ñòðóâàòè öå, íàâåäåìî ïðèêëàäè íà äîäàâàííÿ. Íåõàé α = 5−2 +2 · 5−1 +
1 + 2 · 5 + 3 · 52 + . . . i β = 3 · 5−1 + 3 + 4 · 5 + 2 · 52 + . . . äâà 5-àäè÷íi
÷èñëà. Ìà¹ìî

5−2+ 2 · 5−1 + 1 + 2 · 5 + 3 · 52 + . . .
+

3 · 5−1 + 3 + 4 · 5 + 2 · 52 + . . .

5−2+ 5 · 5−1 + 4 + 6 · 5 + 5 · 52 + · · · =
= 5−2+ 1 + 4 + 1 · 5 + 6 · 52 + · · · =
= 5−2+ 2 · 5 + 1 · 52 + . . .

α + β = 5−2 + 5−2 + 2 · 5 + 1 · 52 + . . . .

25.4 Àðèôìåòèêà ïîëÿ Qp

Ó ïî÷àòêîâîìó ðîçóìiííi àðèôìåòèêà öå íàóêà ïðî íàòóðàëüíi (öiëi)
÷èñëà, çîêðåìà, ïðî âëàñòèâîñòi ïîäiëüíîñòi öèõ ÷èñåë. Òîìó, êîëè â
ÿêîìó-íåáóäü ïîëi ðîçãëÿäàþòü ïiäêiëüöå öüîãî ïîëÿ i âèâ÷àþòü äiëü-
íèêè îäèíèöi, ïðîñòi åëåìåíòè, ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè òà iíøi ïî-
íÿòòÿ òàêîãî òèïó, òî êàæóòü, ùî âèâ÷àþòü àðèôìåòèêó öüîãî ïîëÿ.

Â öüîìó ï. ìè âèäiëèìî â ïîëi p-àäè÷íèõ ÷èñåë Qp ïiäêiëüöå Zp, ÿêå
íàçâåìî êiëüöåì öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë, i âèâ÷èìî àðèôìåòèêó öüîãî
êiëüöÿ.
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Îçíà÷åííÿ 206. ×èñëî α ∈ Qp íàçèâàþòü öiëèì p-àäè÷íèì ÷èñëîì,
ÿêùî |α|p ≤ 1. Ìíîæèíó âñiõ öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ïîçíà÷àþòü = Zp.

Ââåäåìî ïîíÿòòÿ p-ïîêàçíèêà p-àäè÷íîãî ÷èñëà α.

Îçíà÷åííÿ 207. Íåõàé α ∈ Qp, α 6= 0. ßêùî |α|p = p−m, òî m íàçèâà-
þòü p-ïîêàçíèêîì ÷èñëà α i ïèøóòü m = vp(α). Çà îçíà÷åííÿì vp(0) = ∞.

Î÷åâèäíî, ùî m = vp(α) ⇐⇒ |α|p = p−m.
Ó òåðìiíàõ p-ïîêàçíèêà îçíà÷åííÿ 206 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê.

Îçíà÷åííÿ 208. ×èñëî α ∈ Qp íàçèâàþòü öiëèì p-àäè÷íèì ÷èñëîì,
ÿêùî vp(α) ≥ 0.

Òâåðäæåííÿ 209. Zp ïiäêiëüöå ïîëÿ Qp. Ïîëå Qp ¹ ïîëåì äðîáiâ êiëü-
öÿ Qp.

Äîâåäåííÿ. Ç âëàñòèâîñòåé

|α|p ≤ 1, |β|p ≤ 1 =⇒ |αβ|p ≤ 1 i |α + β|p ≤ maxF{|α|p, |β|p
} ≤ 1

âèïëèâà¹, ùî Zp çàìêíåíå âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.
Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹, ùî Zp ïiäêiëüöå.

Î÷åâèäíî, ïîëå äðîáiâ êiëüöÿ Zp ìiñòèòüñÿ â Qp. Íàâïàêè, ÿêùî α ∈
Qp, vp(α) = m, òî vp(p−mα) = 0, òîáòî β = p−mα ∈ Zp i α = β

pm , çâiäñè
áà÷èìî, ùî α íàëåæèòü ïîëþ äðîáiâ êiëüöÿ Zp.

Òåïåð çíàéäåìî îäèíèöi êiëüöÿ Zp.

Òâåðäæåííÿ 210. Åëåìåíò u ∈ Zp ¹ îäèíèöåþ êiëüöÿ Zp òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè |u|p = 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî u|1, òî iñíó¹ v ∈ Zp, uv = 1. Çâiäñè |u|p · |v|p = 1 i
|u|p ≤ 1, |v|p ≤ 1, à òîìó |u|p = 1.

Íàâïàêè, íåõàé |u|p = 1. Äëÿ u iñíó¹ îáåðíåíèé v ó ïîëi Qp. Îòæå,
uv = 1, |uv|p = |uv|p = |u|p · |v|p = 1, çâiäñè |v|p = 1, òîìó v ∈ Zp.

Íàñëiäîê 211. Êîæíå íåíóëüîâå p-àäè÷íå ÷èñëî α îäíîçíà÷íî çàïèñó-
¹òüñÿ ó âèãëÿäi α = pmu, äå m = vp(α) ∈ Z, u ∈ Zp, u|1.
Äîâåäåííÿ. ßêùî α = pmu = pnv, äå u|1, v|1, òî m = n = vp(α). Çâiäñè
pn(u− v) = 0 i òîìó u = v.

Íàñëiäîê 212. Ó êiëüöi öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë Zp iñíó¹ ¹äèíèé ç òî-
÷íiñòþ äî äiëüíèêiâ îäèíèöi ïðîñòèé åëåìåíò. Öå ïðîñòå ÷èñëî p.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé q ïðîñòèé åëåìåíòàêiëüöå Zp. Ç íàñëiäêó 211 ìà¹ìî
q = pmu, äå u|1, à m = vp(α) ∈ N, îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó α ∈ Zp.
Òîìó, îáîâ'ÿçêîâî m = 1, îòæå, q = pu, ùî i ñòâåðäæó¹ íàñëiäîê 212.

Íàñëiäîê 213. Êiëüöå Zp ôàêòîðiàëüíå.

Äîâåäåííÿ. ßêùî α ∈ Zp, α 6= 0, òî çà íàñëiäêîì 211 α îäíîçíà÷íî
çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi α = pmu, äå p ïðîñòèé åëåìåíò, m ≥ 0, u|1.

Áà÷èìî, ùî àðèôìåòèêà â êiëüöi Zp äóæå ïðîñòà: iñíó¹ ¹äèíèé ïðî-
ñòèé åëåìåíò i êîæíèé åëåìåíòàêiëüöÿ Zp ¹ äîáóòêîì äåÿêîãî ñòåïåíÿ
öüîãî ïðîñòîãî åëåìåíòà p i äiëüíèêà îäèíèöi.

Íàñëiäîê 214. ßêùî α, β ∈ Zp, òî α|β òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè vp(α) ≤
vp(β).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = pmu, β = pnv. ßêùî α|β, òî β = αγ, äå γ = prw.
Òóò u, v, w äiëüíèêè 1. Çâiäñè pnv = pm+rvw, îòæå, m ≤ n. Íàâïàêè,
ÿêùî n ≤ r, òî äëÿ åëåìåíòà γ = pn−mu−1v, îäåðæó¹ìî β = αγ.

Òâåðäæåííÿ 215. Êîæíèé íåíóëüîâèé iäåàë êiëüöÿ Zp ìà¹ âèãëÿä
pnZp, îòæå, ¹ ãîëîâíèì. Ôàêòîð êiëüöå Zp/pnZp ñêií÷åííå i ñêëàäà¹-
òüñÿ ç pn åëåìåíòiâ i â êîæíîìó ñóìiæíîìó êëàñi öüîãî êiëüöÿ iñíó¹
ïðåäñòàâíèê âèãëÿäó

a0 + a1p + · · ·+ an−1p
n−1,

äå ai ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé I íåíóëüîâèé iäåàë, n = minα∈I{vp(α)}. Òîäi êîæíèé
åëåìåíò α ∈ I ìà¹ âèãëÿä α = pmu, äå m ≥ n, u|1. Öå é îçíà÷à¹, ùî I
ãîëîâíèé iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì pn.

Ç òåîðåìè 204 âèïëèâà¹, ùî êîæíå öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî çîáðàæà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ðÿäó pm(a0+a1p+ · · ·+anpn+ . . . ), äå (ó íàøîìó
âèïàäêó) m ≥ 0, ai ∈ {0, 1, . . . , p − 1}. Îòæå, ÿêùî íå âèìàãàòè, ùîá
a0 6= 0, òî áà÷èìî, ùî êîæíå öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî ìîæå áóòè çîáðàæåíå
ó âèãëÿäi ðÿäó

a0 + a1p + · · ·+ anpn + . . . . (25.4.1)
Îáðàçîì åëåìåíòà (25.4.1) ïðè êàíîíi÷íîìó ãîìîìîðôiçìi Zp → Zp/pnZp

¹ ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì

a0 + a1p + · · ·+ an−1p
n−1, (25.4.2)
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ÿêèé òåæ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðÿä âèãëÿäó (25.4.1) ç an = an+1 = · · · =
0.

Î÷åâèäíî, ðiçíi ÷èñëà âèãëÿäó (25.4.2) âèçíà÷àþòü ðiçíi åëåìåíòè
êiëüöÿ Zp/pnZp. Îñêiëüêè ai ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, òî iñíó¹ pn ÷èñåë âèãëÿ-
äó (25.4.2), i öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

25.5 Ëîêàëüíà êîìïàêòíiñòü ïîëÿ Qp

Îçíà÷åííÿ 216. Ïîëå K ç íîðìóâàííÿì | | íàçèâàþòü ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíèì, ÿêùî êîæíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü {αn} åëåìåíòiâ ïîëÿ K
ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó äîâîäÿòü, ùî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë ¹
ëîêàëüíî êîìïàêòíèì.
Òåîðåìà 217. Ïîëå Qp ëîêàëüíî êîìïàêòíå.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ç êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ p-àäè÷-
íèõ ÷èñåë ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Íåõàé {αn} ïîñëiäîâ-
íiñòü öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Ç òâåðäæåííÿ 215 îäåðæó¹ìî, ùî Zp/pZp

ñêëàäà¹òüñÿ ç p åëåìåíòiâ, òîìó iñíó¹ öiëå ÷èñëî d0, 0 ≤ do < p, i iñíó¹
ïiäïîñëiäîâíiñòü {α(0)

n } ïîñëiäîâíîñòi {αn} ç âëàñòèâiñòþ
p|α(0)

n − d0. (25.5.1)
Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 215, ôàêòîð-êiëüöå Zp/p2Zp ñêií÷åííå, òîìó òàê
ñàìî iñíó¹ öiëå ÷èñëî d1, 0 ≤ d1 < p2 i ïiäïîñëiäîâíiñòü {α(1)

n } ïîñëiäîâ-
íîñòi {α(0)

n } ç âëàñòèâiñòþ
p2|α(1)

n − d1. (25.5.2)

Ç (25.5.1) i (25.5.2) ìà¹ìî p|
(
(d1 − α

(1)
n ) + (α(1)

n − d0)
)
, òîáòî p|d1 − d0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå çíàéøëè öiëi ÷èñëà d0, d1, . . . , dk−1 i ïiäïîñëi-
äîâíîñòi {α(0)

n } ⊃ {α(1)
n } ⊃ · · · ⊃ {α(k−1)

n } ç âëàñòèâîñòÿìè
pi+1|(α(i)

n − di), (25.5.3)
pi|di − di−1 (25.5.4)

äëÿ 1 ≤ i ≤ k − 1.
Îñêiëüêè Zp/pkZp ñêií÷åííå, òî iñíó¹ dk, 0 ≤ dk < pk i ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü {α(k)
n } ïîñëiäîâíîñòi {α(k−1)

n } òàêi, ùî
pk+1|(α(k)

n − dk), (25.5.5)
pk|dk − dk−1. (25.5.6)
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Äëÿ äîâåäåííÿ (25.5.6), çàóâàæèìî, ùî ç (25.5.3) ïðè i = k−1 i ç (25.5.5)
âèïëèâà¹ pk|

(
(dk − α

(k)
n ) + (α(k)

n − dk−1)
)
, òîáòî (25.5.6).

Òàêèì ÷èíîì, çà iíäóêöi¹þ ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë
d0, d1, . . . , dn, . . . ç âëàñòèâiñòþ pn|dn−1 − dn, òîáòî |dn − dn−1| ≤ p−n.
Îñêiëüêè íîðìóâàííÿ | |p íåàðõiìåäîâå, òî öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{dn} ôóíäàìåíòàëüíà i, îòæå, âèçíà÷à¹ äåÿêå öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî α.

Ñêëàäåìî òåïåð ç óñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {α(k)
n } �äiàãîíàëüíó� ïîñëiäîâ-

íiñòü α
(n)
n . Ìà¹ìî

|α(n)
n − α|p = |α(n)

n − dn + dn − α|p ≤ max
{
|α(n)

n − dn|, |dn − α|
}
−→
n→∞ 0,

îòæå, lim
n→∞α

(n)
n = α i ìè âèäiëèëè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {α(n)

n } ïîñëi-
äîâíîñòi {αn}.

Íåõàé òåïåð {αn} äîâiëüíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü p-àäè÷íèõ ÷èñåë.
Òîäi iñíó¹ m ∈ Z, ùî ïîñëiäîâíiñòü {pmαn} ¹ ïîñëiäîâíiñòþ öiëèõ p-
àäè÷íèõ ÷èñåë (ÿêùî |αn|p ≤ M äëÿ âñiõ n ∈ N, òî âèáåðåìî m òàê, ùîþ
pm ≥ M). Çà äîâåäåíèì iñíó¹ çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü {pmαin} ïîñëiäîâ-
íîñòi {pmαn}. Îòæå, ïiäïîñëiäîâíiñòü {αin} ¹ çáiæíîþ ïiäïîñëiäîâíiñòþ
ïîñëiäîâíîñòi {αn}. Òåîðåìó äîâåäåíî.

25.6 àëãåáðà¨÷íi ðiâíÿííÿ íàä Zp

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíîãî÷ëåíè f(X1, . . . , Xm) ∈ Zp[X1, . . . , Xm] ç öi-
ëèìè p-àäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñêiëüêè êiëüöå öiëèõ ÷èñåë Z ¹ ïiä-
êiëüöåì êiëüöÿ Zp, òî êîæåí ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè áóäåìî
ââàæàòè i ìíîãî÷ëåíîì ç öiëèìè p-àäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ êîæíîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Âïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü p-àäè÷íèõ ÷èñåë α1, . . . , αm òàêó, ùî
f(α1, . . . , αm) = 0 â ïîëi Qp áóäåìî íàçèâàòè p-àäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-
íÿííÿ

f(X1, . . . , Xm) = 0. (25.6.1)
Íàñ áóäóòü öiêàâèòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (25.6.1) â öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñëàõ.
Ó öüîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà
f(X1, . . . , Xn) ¹ ðÿäàìè (òîáòî ãðàíèöÿìè ÷àñòêîâèõ ñóì òàêèõ ðÿäiâ)
âèãëÿäó

a0 + a1 + . . .+ anpn + . . . , (25.6.2)
äå ai ∈ {0, 1, . . . , p−1} i, àíàëîãi÷íî, öiëi p-àäè÷íi ðîçâ'ÿçêè (α1, . . . , αm)
¹ òàêèìè, ùî êîæíå αi çîáðàæà¹òüñÿ ðÿäîì âèãëÿäó (25.6.2).
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Òåîðåìà 218. ßêùî f(X1, . . . , Xm) ∈ Zp[X1, . . . , Xm], òî ðiâíÿííÿ

f(X1, . . . , Xm) = 0

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñëàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîí-
ãðóåíöiÿ

f(X1, . . . , Xm) ≡ 0 (mod pn) (25.6.3)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (c1n, . . . , cmn), cij ∈ Z äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n.
Äîâåäåííÿ. ßêùî ðiâíÿííÿ f(X1, . . . , Xn) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â öiëèõ p-
àäè÷íèõ ÷èñëàõ, òî äëÿ äåÿêèõ c1, . . . , cm ∈ Zp ìà¹ìî

f(c1, . . . , cm) = 0.

Çàñòîñó¹ìî äî öi¹¨ ðiâíîñòi êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì Zp → Zp/pnZp.
Îäåðæèìî

f(c1, . . . , cm) = 0

â Zp/pnZp, äå ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðåäñòàâíèêè êëàñiâ c1, . . . , cm ¹ öiëè-
ìè ÷èñëàìè âèãëÿäó

a0 + a1p + · · ·+ an−1p
n−1.

Âñå öå i îçíà÷à¹, ùî êîíãðóåíöiÿ (25.6.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â öiëèõ ÷èñëàõ.
Íåõàé, íàâïàêè, âñi êîíãðóåíöi¨ (25.6.3) ìàþòü ðîçâ'ÿçîê(

c
(1)
n , . . . , c

(m)
n

)
â öiëèõ ÷èñëàõ. Âñi ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ ÷èñåë {c(i)

n }, 1 ≤
i ≤ m, ¹ îáìåæåíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë, Îñêiëüêè
êîæíå öiëå ÷èñëî ¹ öiëèì p-àäè÷íèì ÷èñëîì.

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ëîêàëüíó êîìïàêòíiñòü ïîëÿ Qp ìè ìî-
æåìî âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {c(1)

n1 } ïîñëiäîâíîñòi {c(1)
n }, äàëi

âèáèðà¹ìî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {c(2)
n2 } ïîñëiäîâíîñòi {c(2)

n1 } i ò.ä., âè-
áèðà¹ìî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {c(m)

nm } ïîñëiäîâíîñòi {c(m)
nm−1}. Òîäi âñi

ïîñëiäîâíîñòi {c(1)
nm}, . . . , {c(m)

nm } ¹ çáiæíèìè. Íåõàé αi = lim
nm→∞

c
(i)
nm .

Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè ç Qp[X1, . . . , Xm] ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè
ç Qm

p â Qp (öå äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ôàêò, ùî ìíîãî÷ëåíè ç
R[X1, . . . , Xm] ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè ç Rm â R: ïðîïîíó¹ìî äîâå-
äåííÿ â ÿêîñòi âïðàâè), òî ç

f(c(1)
nm

, . . . , c(1)
nm

) ≡ 0 (mod pnm)

âèïëèâà¹
f(α1, . . . , αm) = lim

nm→∞
f(c(1)

nm
, . . . , c(1)

nm
) = 0,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó â öiëèõ p-
àäè÷íèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ f(X1, . . . , Xm) = 0, äå f(X1, . . . , Xn) ìíîãî÷ëåí
ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ðiâíîñèëüíå iñíóâàííþ ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöié

f(X1, . . . , Xm) ≡ 0 (mod pn)

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n, òîáòî íåñêií÷åííî¨ ñiì'o êîíãðóåíöié. Â íàñòó-
ïíîìó ï. ìè ïîêàæåìî, ùî ïðè äåÿêèõ ïðîñòèõ óìîâàõ íà ìíîãî÷ëåí f
iñíóâàííÿ öiëîãî p-àäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ f = 0 ðiâíîñèëüíå iñíó-
âàííþ ðîçâ'ÿçêó îäíî¨-¹äèíî¨ êîíãðóåíöio, òîáòî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ
öiëîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ f = 0 ìîæå áóòè åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçàíå çà
ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ.

Íåõàé òåïåð f(X1, . . . , Xm) ∈ Zp[X1, . . . , Xm] îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíÿ k. Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ f = 0 ìà¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.
Âèÿñíèìî ïðè ÿêèõ óìîâàõ öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.
Òåîðåìà 219. Ðiâíÿííÿ

f(X1, . . . , Xn) = 0, (25.6.4)
äå f îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ k ç öiëèìè p-àäè÷íèìè êëåôiöi¹í-
òàìè, ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî n êîíãðóåíöiÿ

f(X1, . . . , Xn) ≡ 0 (mod pn), (25.6.5)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (c1n, . . . , cnm) â öiëèõ ÷èñëàõ, äå íå âñi ÷èñëà ñåðåä
c1n, . . . , qcnm äiëÿòüñÿ íà p.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé α1 = pr1u1, . . . , αm = prmum, äå u1, . . . , um äiëüíèêè 1,
íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (25.6.4) â öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñëàõ i íåõàé
r = min{r1, . . . , rm}. Òîäi β1 = pr1−ru1, . . . , βm = prm−rum òåæ ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (25.6.4), ïðè÷îìó õî÷ îäíå ç ÷èñåë β1, . . . , βm ¹ p-àäè÷íîþ îäè-
íèöåþ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå β1. Òîäi â êàíîíi÷íîìó çîáðàæåííi (25.6.2)
äëÿ β1 ìà¹ìî α0 6≡ 0 (mod p) i β1 ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ ÷è-
ñåë {dn} ç âëàñòèâiñòþ dn 6≡ 0 (mod p). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîíãðóåí-
öiÿ (25.6.4) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (c1n, . . . , cmn) â öiëèõ ÷èñëàõ, äå c1n = dn íå
äiëèòüñÿ íà p. Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N êîíãðóåíöiÿ (25.6.5)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (c1n, . . . , cmn), äå íå âñi c1n, . . . , cmn äiëÿòüñÿ íà p, òî iñíó¹ j,
1 ≤ j ≤ m, ùî cjn íå äiëèòüñÿ íà p äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü n.
Ïðèïóñòèìî, i öå íå çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi, ùî j = 1. Âèáåðåìî ïiäïîñëi-
äîâíiñòü {c1nk

} ïîñëiäîâíîñòi {c1n} ç âëàñòèâiñòþ p - c1nk
. Âèõîäÿ÷è ç

ïîñëiäîâíîñòåé {c1nk
}, . . . , {cmnk

}, ÿê i â òåîðåìi 218 çíàõîäèìî ðîçâ'ÿ-
çîê {α1, . . . , αm} ðiâíÿííÿ (25.6.4) â öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñëàõ. Çðîçóìiëî,
ùî p - α1, òîìó α1 6= 0.

145



25.7 Ëåìà Ãåíçåëÿ
Òåîðåìà 220. Íåõàé f(X) ∈ Zp[X] ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè p-àäè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

f(a0) ≡ 0 (mod p2δ+1),

f ′(a0) ≡ 0 (mod pδ),

f ′(a0) 6≡ 0 (mod pδ+1),

äå δ ≥ 0, f ′(X) ïîõiäíà ìíîãî÷ëåíà f(X).
Òîäi iñíó¹ öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî α, òàêå, ùî f(α) = 0 i α ≡ α0 (mod p).

Äîâåäåííÿ. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöio ìè ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü p-àäè÷íèõ ÷èñåë {αn}, âèçíà÷åíà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

αn = αn−1 − f(αn−1)
f ′(αn−1)

, (25.7.1)

¨ ôóíäàìåíòàëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë i, ÿêùî α =
lim αn, òî f(α) = 0.

Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (25.7.1) ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi

f(αn) ≡ 0 (mod p2δ+n+1), (25.7.2)
f ′(αn) ≡ 0 (mod pδ), (25.7.3)

f ′(αn) 6≡ 0 (mod pδ+1), (25.7.4)
αn ≡ αn−1 (mod pδ+n). (25.7.5)

Äëÿ n = 0 öi âëàñòèâîñòi (25.7.2) � (25.7.4) ïåðåòâîðþþòüñÿ â óìîâè
òåîðåìè, à ïðî âëàñòèâiñòü (25.7.5) òóò ìîâè íåìà¹. Ïðèïóñòèìî, ùî n >
0 i âëàñòèâîñòi (25.7.2) � (25.7.5) äîâåäåíi äëÿ âñiõ αm ç m < n.

Ðîçêëàäåìî ìíîãî÷ëåí f(X) çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà

f(X) = f(c) + (X − c)
f ′(c)

1
+ (X − c)2

f ′′(c)
2!

+ . . . (25.7.6)

i ïiäñòàâèìî â (25.7.6) c = αn−1, X = αn. Îäåðæèìî

f(αn) =
1
2

(
f(αn−1)
f ′(αn−1)

)2

f ′′(αn−1) + . . . .

Âèêîðèñòîâóþ÷è (25.7.2) i (25.7.3) äëÿ n− 1 çàìiñòü n, îäåðæó¹ìî

f(αn) ≡ 0 (mod p4δ+2n−2δ) ≡ 0 (mod p2δ+2n) ≡ 0 (mod p2δ+n+1),
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òîáòî âëàñòèâiñòü (25.7.2) äîâåäåíà äëÿ âñiõ n.

αn − αn−1 = − f(αn−1)
f ′(αn−1)

≡ 0 (mod p2δ+n−δ) ≡ 0 (mod pδ+n)

öå âëàñòèâiñòü (25.7.5).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ′(αn) ≡ f ′(αn−1) (mod pδ+n) i, çîêðåìà, f ′(αn) ≡

0 (mod pδ), f ′(αn) 6≡ 0 (mod pδ+1), òîáòî âñi âëàñòèâîñòi (25.7.2) � (25.7.5)
äîâåäåíi.

Ç (25.7.5) âèïëèâà¹ ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {αn}. Ïåðåõî-
äÿ÷è â (25.7.2) äî ãðàíèöi, îäåðæó¹ìî f(α) = 0, äå α = lim

n→∞αn, α ≡ α0

(mod p).

Äîâåäåíó òåîðåìó íàçèâàþòü ùå ëåìîþ Ãåíçåëÿ àáî p-àäè÷íîþ ëå-
ìîþ Íüþòîíà. Îñòàííÿ íàçâà ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ðåêóðåíòíà ôîðìó-
ëà (25.7.1) äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {αn} ìà¹ òàêèé ñàìî âèãëÿä, ÿê i ôîðìóëà
Íüþòîíà

αn = αn−1 − f(αn−1)
f ′(αn)

äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü êîðåíÿ ìíîãî÷ëåíà f(X) ∈ R[X]
ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè (äèâ., íàïðèêëàä, Áàõâàëîâ Í.Ñ., ×èñëåííûå
ìåòîäû, 2 èçä., Ì., 1975).
Íàñëiäîê 221. Íåõàé f(X1, . . . , Xm) ∈ Zp[X1, . . . , Xm] ìíîãî÷ëåí ç öi-
ëèìè p-àäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü öiëi p-àäè÷íi
÷èñëà α

(1)
0 , . . . , α

(m)
0 ç âëàñòèâîñòÿìè

f(α(1)
0 , . . . , α

(m)
0 ) ≡ 0 (mod p2δ+1),

df

dXi0

(α(1)
0 , . . . , α

(m)
0 ) ≡ 0 (mod pδ),

df

dXi0

(α(1)
0 , . . . , α

(m)
0 ) 6≡ 0 (mod pδ+1),

äå δ ≥ 0, 1 ≤ i0 ≤ m. Òîäi iñíóþòü öiëi p-àäè÷íi ÷èñëà α(1), . . . , α(m),
òàêi, ùî f(α(1), . . . , α(m)) = 0 i α(i) ≡ α

(i)
0 (mod p), 1 ≤ i ≤ m.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí

f(α(1)
0 , . . . , α

(i0−1)
0 , X, α

(i0+1)
0 , . . . , α

(m)
0 ) = h(X).

Çà òåîðåìîþ 220 iñíó¹ α(i0) ≡ α
(i0)
0 (mod p), äëÿ ÿêîãî h(α(i0)) = 0. Âi-

çüìåìî α(k) = αk
0 äëÿ k 6= i0. Òîäi α(1), . . . , α(m) ¹ øóêàíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ f(X1, . . . , Xn) = 0.
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Íàñëiäîê 222. Íåõàé f(X) ∈ Zp[X] ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè p-àäè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî α0, äëÿ ÿêîãî

f(α0) ≡ 0 (mod p),
f ′(α0) 6≡ 0 (mod p).

Òîäi iñíó¹ öiëå p-àäè÷íå ÷èñëî α, òàêå, ùî f(α) = 0 i α ≡ α0 (mod p).
Äîâåäåííÿ. Öåé íàñëiäîê ÷àñòêîâèé âèïàäîê òåîðåìè ïðè δ = 0.

Ïðèêëàä. Âèêîðèñòà¹ìî íàñëiäîê 222 äëÿ îá÷èñëåííÿ äåêiëüêîõ ïåð-
øèõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî çáiãà¹òüñÿ äî

√
3 â Q11.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ X2 − 3 = 0, äå X2 − 3 ∈ Z11[X]. α0 = 5 ¹
ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ X2−3 ≡ 0 (mod 11) i íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨
2X ≡ 0 (mod 11), îòæå, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 222. Îá÷èñëèìî
α1 =

(
α0 − f(α0)

f ′(α0)

)
(mod 112), äå f(X) = X2 − 3. Ìà¹ìî

α1 =
(

5− 2 · 11
10

)
(mod 112) ≡ (5 + 2 · 11) (mod 112),

α2 =
(

27− 6 · 112

2 · 27

)
(mod 113) ≡ (27 + 6 · 112)

(mod 113) ≡ (5 + 2 · 11 + 6 · 112) (mod 113).

Îòæå, ïî÷àòîê êàíîíi÷íîãî çîáðàæåííÿ îäíîãî iç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ X3−
3 = 0 â Z11 ìà¹ òàêèé âèãëÿä

5 + 2 · 11 + 6 · 112 + . . . .

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ X3−3 = 0 ìà¹ ùå îäíèé êîðiíü β, äëÿ ÿêîãî
β ≡ 6 (mod 11).

Ó öüîìó ïðèêëàäi îá÷èñëåííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè i iíøèì ñïîñîáîì.
Çàïèøåìî

(a0 + a111 + a2112 + . . . )2 = 3

i ñïðîáó¹ìî çíàéòè a0, a1, a2, · · · ∈ {0, 1, . . . , 10} òàê, ùîá áóëà ñïðàâåäëè-
âîþ îñòàííÿ ðiâíiñòü. Öÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî a2

0 ≡ 3 (mod 11). Çâiäñè
a0 = 5 àáî a0 = 6 (mod 11), i äàëi, ÿêùî a0 = 5:

25 + 2 · 5a1 · 11 ≡ 3 (mod 112). Òîìó 10a1 ≡ −2 (mod 11).
Çâiäñè a1 = 2, a0 + a111 = 27.

272 + 2 · 27a2 · 112 ≡ 3 (mod 113). Òîìó 54a2 ≡ −6 (mod 11).
Çâiäñè a2 ≡ 6 (mod 11)

i ò.ä. Áà÷èìî, ùî îäåðæó¹òüñÿ òàêèé æå ðåçóëüòàò, ÿê i ðàíiøå.
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25.8 Òåîðåìà Îñòðîâñüêîãî
Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä íîðìóâàíü êîæíîãî ïîëÿ K iç çíà÷åííÿìè â ïîëi R
¹ îäíå, òàê çâàíå, òðèâiàëüíå íîðìóâàííÿ, äëÿ ÿêîãî |0| = 0 i |α| = 1 äëÿ
êîæíîãî α ∈ K, α 6= 0.

ßêùî ìè ñïðîáó¹ìî ïîáóäóâàòè ïîïîâíåííÿ ïîëÿ Q âiäíîñíî òðè-
âiàëüíîãî íîðìóâàííÿ, òî ïðèéäåìî çíîâó äî ïîëÿ Q, Îñêiëüêè ôóí-
äàìåíòàëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ó öüîìó âèïàäêó ¹ ïîñëiäîâíîñòi {an},
ÿêi ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ñòàþòü ïîñòiéíèìè, òîáòî an =
an+1 = . . . .

Òåîðåìà 223 (òåîðåìà Îñòðîâñüêîãî). Êîæíå íåòðèâiàëüíå íîðìóâàí-
íÿ ïîëÿ Q åêâiâàëåíòíå îäíîìó ç p-àäè÷íèõ íîðìóâàíü | |p àáî çâè÷àéíié
àáñîëþòíié âåëè÷èíi | |∞ = | |.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé | | íåòðèâiàëüíå íîðìóâàííÿ ïîëÿ Q. Çàôiêñó¹ìî a ∈
N, a > 1. ßêùî b ∈ N, b > 0, òî b ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

b = b0 + b1a + · · ·+ bm−1a
m−1 + bmam,

äå 0 ≤ bj < a, 0 ≤ j ≤ m, bm 6= 0. Òóò b ≥ am, òîìó lg b ≥ m lg a i
m ≤ lg b

lg a . Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3) ç îçíà÷åííÿ íîðìóâàííÿ (òîáòî
íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà), îäåðæó¹ìî

|b| ≤ |b0|+ |b1||a|+ · · ·+ |bm−1||am−1|+ |bm||am| ≤ M(1 + |a|+ · · ·+ |a|m),
(25.8.1)

äå M = maxF{|1|, |2|, . . . , |a− 1|}.
ßêùî |a| ≤ 1, òî 1 + |a|+ · · ·+ |a|m ≤ m + 1 ≤ lg b

lg a + 1. ßêùî |a| > 1,
òî 1 + |a|+ · · ·+ |a|m ≤ (m + 1)|a|m ≤

(
lg b
lg a + 1

)
|a| lg b

lg a .
Ïiäñòàâèìî öå ó íåðiâíiñòü (25.8.1):

|b| ≤ M

(
lg b

lg a
+ 1

)
max

{
1, |a| lg b

lg a

}
.

Ïiäñòàâèìî â öþ íåðiâíiñòü b = cn:

|c|n ≤ M

(
n lg c

lg a
+ 1

)
max

{
1, |a|n lg c

lg a

}
.

Çâiäñè limn→∞ n
√
|c|n ≤ maxF{1, |a| lg c

lg a
}

limn→∞
n
√

M limn→∞ n

√
n lg c
lg a + 1

àáî
|c| ≤ max

{
1, |a| lg c

lg a

}
. (25.8.2)
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Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
1) Iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî c ç âëàñòèâiñòþ |c| > 1. Ïiäñòàâèìî òàêå c

ó (25.8.2). Îäåðæèìî
|c| ≤ |a| lg c

lg a . (25.8.3)
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |a| > 1 äëÿ êîæíîãî a > 1. Äàëi, ç (25.8.3) ìà¹ìî

|c| 1
lg c ≤ |a| 1

lg a ,

i, ìiíÿþ÷è ðîëÿìè a i c,
|a| 1

lg a ≤ |c| 1
lg c ,

òîáòî
|a| 1

lg a = |c| 1
lg c . (25.8.4)

Îñêiëüêè |a| > 1, òî iñíó¹ α ∈ R, α > 0, ùî |a| = |a|α∞. Òîäi ç (25.8.4)
ìà¹ìî

|c| = |a| lg c
lg a = F|a

lg c
lg a

∣∣∣
α

∞
= F|c

logc a lg c
lg a

∣∣∣
α

∞
= F|c

lg a
lg c

· lg c
lg a

∣∣∣
α

∞
= |c|α∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî íàøå íîðìóâàííÿ åêâiâàëåíòíå àáñîëþòíié âåëè÷èíi íà
ìíîæèíi N. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âîíî åêâiâàëåíòíå àáñîëþòíié âåëè÷èíi
i íà ìíîæèíi Q.

2) |c| ≤ 1 äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë c.
Îñêiëüêè íîðìóâàííÿ | | íåòðèâiàëüíå, òî iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî p ç âëà-

ñòèâiñòþ |p| < 1, îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó, áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâiñòü
2) ç îçíà÷åííÿ íîðìóâàííÿ, ìè îäåðæàëè á, ùî |c| = 1 äëÿ âñiõ íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë c, à çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹, ùî íîðìóâàííÿ | | òðèâiàëüíå.

Iñíó¹ ëèøå îäíå ïðîñòå ÷èñëî ç âëàñòèâiñòþ |p| < 1, áî ÿêáè iñíóâàëî
ùå îäíå ïðîñòå ÷èñëî q, äëÿ ÿêîãî |q| < 1, òî ìè îäåðæàëè äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî n

|q|n <
1
2

i |p|n <
1
2
.

Àëå qn i pn âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó iñíóþòü òàêi öiëi u, v, ùî upn + vqn = 1.
Çâiäñè

1 = |1| = |upn + vqn| ≤ |u||pn|+ |v||qn| < 1
2

+
1
2

= 1,

i ìè ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi.
Íåõàé |p| = ρ, äå 0 < ρ < 1, x = pvp(x) a

b ðàöiîíàëüíå ÷èñëî i vp(x)
p-ïîêàçíèê ÷èñëà x (äèâ. ï.25.4). Òîäi

|x| = |p|vp(x) |a|
|b| = |p|vp(x) = ρvp(x).
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Áà÷èìî, ùî íàøå íîðìóâàííÿ | | åêâiâàëåíòíå p-àäè÷íîìó íîðìóâàí-
íþ | |p, äëÿ ÿêîãî |x|p =

(
1
p

)vp(x)
.

Âïðàâè.
1. Íåõàé K âïîðÿäêîâàíå ïîëå (äèâ. âñòóï äî ðîçäiëó 22.3). Äîâåñòè,

ùî
a) K ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà;
á) ∀a ∈ K \ {0} a2 > 0;
â) charK = 0 i K ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë Q.

2. Äîâåñòè, ùî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îçíà÷åíi
â ï. 23.1, ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:
a)a + (b + c) = (a + b) + c;
á) a′ = a + 1 = 1 + a, äå 1 = 0′;
â) a + b = b + a;
ã) 0 · a = 1, 1 · a = a · 1 = a;
ä) (a + b)c = ac + bc;
å) ab = ba;
æ) (ab)c = a(bc).

3. Äîâåñòè, ùî îçíà÷åíà â ï. 23.2 ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë Z ¹ îáëàñòþ
öiëiñíîñòi.

4. Äîâåñòè, ùî ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q ¹ âïîðÿäêîâàíèì ïîëåì
ëèøå âiäíîñíî îäíîãî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó (òîáòî çâè÷àéíîãî).

5. Äîâåñòè, ùî â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C íå ìîæíà ââåñòè òàêå
âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó, âiäíîñíî ÿêîãî âîíî áóëî á âïîðÿäêîâàíèì.
Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê i > 0 òà i < 0.

6. Íåõàé R1 òà R2 äâà âïîðÿäêîâàíèõ ïîëÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìi
Àðõiìåäà òà àêñiîìi ïîâíîòè. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ içîìîðôiçì ϕ : R1 →
R2 íàä Q (òîáòî ϕ(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ Q).
Âêàçiâêà. Q ùiëüíå â R1 i â R2. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòó
x ∈ R1 åëåìåíò y = ϕ(x) ∈ R2, ÿêùî x i y ¹ ãðàíèöÿìè òèõ ñàìèõ
ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
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7. Äëÿ äîâiëüíîãî íîðìóâàííÿ | | ïîëÿ K äîâåñòè íåïåðåðâíiñòü îïå-
ðàöio äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà.
Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ K[X] âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíó ôóíêöiþ
ç K â R.

8. Äîâåñòè, ùî íîðìóâàííÿ | | ïîëÿ K íåàðõiìåäîâå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè |n·1| ≤ 1, äå 1 ó âèðàçi n·1 îçíà÷à¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò ïîëÿ K,
à 1 ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi îçíà÷à¹ äiéñíå ÷èñëî 1.

9. Äîâåñòè, ùî äâà åêâiâàëåíòíèõ íîðìóâàííÿ ïîëÿ K ¹ îäíî÷àñíî
àðõiìåäîâi àáî îäíî÷àñíî íåàðõiìåäîâi.

10. Äîâåñòè, ùî äâà p-àäè÷íi íîðìóâàííÿ | |p1 òà | |p2 íååêâiâàëåíòíi,
ÿêùî p1 i p2 ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà.

11. Íåõàé x ∈ Q i |x|p ≤ 1 äëÿ âñiõ ïðîñòèõ p. Äîâåñòè, ùî x ∈ Z.
12. Äîâåñòè, ùî êîæíå íîðìóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîëÿ òðèâiàëüíå (òîáòî

|0| = 0 i |a| = 1 äëÿ âñiõ a 6= 0).

13. Äîâåñòè, ùî êîæíå íîðìóâàííÿ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p ¹ íåàðõiìå-
äîâèì.

14. Äîâåñòè, ùî êàíîíi÷íå çîáðàæåííÿ ÷èñëà a ∈ Qp îáðèâà¹òüñÿ (òîá-
òî ai = 0 äëÿ âñiõ i, ùî áiëüøi âiä äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a äîäàòíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, çíàìåííèê
ÿêîãî ¹ ñòåïåíåì p.

15. Äîâåñòè, ùî êàíîíi÷íå çîáðàæåííÿ ÷èñëà a ∈ Qp ïî÷èíàþ÷è ç äå-
ÿêîãî íîìåðà ïåðiîäè÷íå (òîáòî iñíó¹ n, ùî ai+r = ai äëÿ äåÿêîãî r
i âñiõ i > n).

16. Çíàéòè êàíîíi÷íi çîáðàæåííÿ ÷èñåë: a) −8 â Q7; á) −1
6 â Q7; â) − 3

10
â Q11.

17. Çíàéòè êàíîíi÷íi çîáðàæåííÿ ç 4-ìà çíàêàìè äëÿ
à) (1 + 2 · 3 + 1 · 32 + 2 · 33 + . . . )(1 + 3 + 32 + 33 + . . . );
á) (2 + 3 · 5 + 4 · 52 + 2 · 53 + . . . );
â)
√

3 â Q13.

18. Äëÿ ÿêèõ p ìîæíà äîáóòè êâàäðàòíèé êîðiíü ç −1 â Qp?

19. Äîâåñòè, ùî ðÿä 1 + p + p2 + p3 + . . . çáiãà¹òüñÿ äî (1− p)−1 â Qp.
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20. Äîâåñòè, ùî êîëè (m, p) = 1, òî êîæíèé äiëüíèê îäèíèöi u ∈ Zp

òàêèé, ùî u ≡ 1 (mod p) ¹ m-òèì ñòåïåíåì â Zp.

21. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ 3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â öiëèõ
p-àäè÷íèõ ÷èñëàõ, ùî íå âñi äiëÿòüñÿ íà p, äëÿ p = 2, 3, 5, 7.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ëåìó Ãåíçåëÿ.

22. Íåõàé K ïîëå i K(X) ïîëí ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié íàä K. Êîæíó
íåíóëüîâó ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ a ∈ K(X) ìîæíà âèðàçèòè â âè-
ãëÿäi a = Xm f(X)

g(X) , äå f(X), g(X) ∈ K[X], f(0) 6= 0, g(0) 6= 0. Íåõàé
ρ ∈ R, 0 < ρ < 1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

|a| = ρm, |0| = 0

¨ íîðìóâàííÿì ïîëÿ K.

23. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i äîâåñòè, ùî ïîïîâíåííÿ ïîëÿ K(X)
içîìîðôíå ïîëþ

K ((X)) =

{ ∞∑

i=m

αiX
i | m ∈ Z, αi ∈ K

}

ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè íàä ðÿäà-
ìè.

24. Äîáóòè
√

1 + X â K ((X)).
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