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ÂÑÒÓÏ
Àëãåáðà íàëåæèòü äî îñíîâíèõ ÷àñòèí ìàòåìàòèêè i ïîðÿä ç

òåîði¹þ ìíîæèí òà òîïîëîãi¹þ ñêëàäà¹ áàçó, íà ÿêié áóäóþòüñÿ
âñi iíøi ðîçäiëè ìàòåìàòèêè. Âñþäè òàì, äå ìè ùî-íåáóäü äîäà-
¹ìî ÷è ìíîæèìî, ïðèñóòíÿ àëãåáðà. Æîäíà ç áóäü-ÿêèõ iíøèõ
ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií íåìîæëèâà áåç àëãåáðè.

Ïðåäìåòîì âèâ÷åííÿ àëãåáðè ¹ ìíîæèíè iç çàäàíèìè íà íèõ
àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè, ïðè÷îìó êîíêðåòíà ïðèðîäà öèõ ìíî-
æèí äëÿ àëãåáðè íå ñóòò¹âà, îòæå, ïî-ñóòi, àëãåáðà âèâ÷à¹ ñàìi
àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨, íåçàëåæíî âiä òîãî íà ÿêèõ ìíîæèíàõ âîíè
ìîæóòü áóòè çàäàíi.

Â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿêi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ âèâ÷àþòüñÿ,
àëãåáðà äiëèòüñÿ íà ðîçäiëè, òàêi ÿê òåîðiÿ ãðóï, òåîðiÿ êiëåöü,
òåîðiÿ óíiâåðñàëüíèõ àëãåáð òà iíøi. Íà ìåæi àëãåáðè ç iíøè-
ìè ðîçäiëàìè ìàòåìàòèêè ëåæàòü òàêi ¨¨ ðîçäiëè ÿê òîïîëîãi÷íà
àëãåáðà, äèôåðåíöiàëüíà àëãåáðà, ãîìîëîãi÷íà àëãåáðà, àëãåáðà-
¨÷íà òîïîëîãiÿ, àëãåáðà¨÷íà ãåîìåòíiÿ i áàãàòî iíøèõ.

Àëãåáðà çíàõîäèòü çàñòîñóâàííÿ â êîæíîìó ðîçäiëi ìàòåìà-
òèêè, àëå îñîáëèâî âåëèêîþ ¹ ¨¨ ðîëü â òåîði¨ ÷èñåë.

Àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë ìàþòü ñïiëüíå äæåðåëî: âîíè âèíèêëè
ÿê íàóêè ïðî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü ç íàòó-
ðàëüíèìè àáî äîäàòíèìè ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ïðî
ïðàâèëà äié íàä íàòóðàëüíèìè àáî äðîáîâèìè ÷èñëàìè.

Ïèñüìîâi ïàì'ÿòêè, ùî äiéøëè äî íàñ, ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî äå-
ÿêi ç öèõ ïðàâèë áóëè âiäîìi ùå ìàòåìàòèêàì äðåâíüîãî �ãèïòó
òà Âàâiëîíó.

Â III ñò. äî í.å. â Íà÷àëàõ Åâêëiäà, äå áóëî ñèñòåìàòèçîâà-
íî âñþ äîòîãî÷àñíó ìàòåìàòèêó, ñòàâèòüñÿ çàäà÷à îáãðóíòóâàííÿ
öèõ ïðàâèë. Çîêðåìà, Åâêëiä íàâîäèòü äîâåäåííÿ êîìóòàòèâíîñòi
ìíîæåííÿ äðîáiâ. Êíèãà Íà÷àëà çàïî÷àòêóâàëà i òåîðiþ ÷èñåë �
ÿê íàóêó ïðî íàòóðàëüíi ÷èñëà. Â öié êíèçi Åâêëiä âïåðøå çàïðî-
ïîíóâàâ ñèñòåìàòè÷íó ïîáóäîâó òåîði¨ ïîäiëüíîñòi íàòóðàëüíèõ
÷èñåë íà îñíîâi âiäêðèòîãî íèì àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ íàéáiëü-
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øîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, äîñëiäèâ ïðîñòi ÷èñëà i äîâiâ òåîðåìó
ïðî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë.

Íàñòóïíîþ êíèãîþ, ÿêó iñòîðèêè ìàòåìàòèêè ââàæàþòü åòà-
ïíîþ â ñòàíîâëåííi ÿê àëãåáðè òàê i òåîði¨ ÷èñåë ¹ Àðèôìåòèêà
Äiîôàíòà (III ñò. í.å.). Â Àðèôìåòèöi, çîêðåìà, áóëè îáãðóíòîâà-
íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü 1-ãî òà 2-ãî ñòåïåíÿ ç íàòóðàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çâiäñè
áåðóòü ñâié ïî÷àòîê òàêi âàæëèâi ðîçäiëè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè
ÿê òåîðiÿ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü òà äiîôàíòîâèõ íàáëèæåíü i äiî-
ôàíòîâà ãåîìåòðiÿ.

Ïðèáëèçíî â öåé æå ÷àñ â Êèòà¨, â çâ'ÿçêó ç àñòðîíîìi÷íè-
ìè òà êàëåíäàðíèìè îá÷èñëåííÿìè, âèíèêëà çàäà÷à ïðî çíàõîä-
æåííÿ íàéìåíøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ùî ìà¹ çàäàíi îñòà÷i ïðè
äiëåííi íà çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ç òî÷êè çîðó åëåìåíòàðíî¨
òåîði¨ ÷èñåë � öå çàäà÷à ïðî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîí-
ãðóåíöié. Ðåçóëüòàò ïðî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i òà éîãî óçàãàëüíå-
ííÿ íàçèâàþòü òåïåð êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî ëèøêè.

Ñàì òåðìií àëãåáðà ïîõîäèòü ç íàçâè êíèãè Ìóõàììåäà àëü-
Õîðåçìi Àëüäæåáð àëü-ìóêàáàëà (IX ñò.), ÿêà áóëà ïðèñâÿ÷åíà
àëãåáði òà ãåîìåòði¨. Â àëãåáðà¨÷íié ÷àñòèíi öi¹¨ êíèãè ïîäàþòüñÿ
ïðàâèëà äié íàä àëãåáðà¨÷íèìè âåëè÷èíàìè, à òàêîæ ðîçãëÿäà-
þòüñÿ ðiâíÿíííÿ ïåðøîãî i äðóãîãî ñòåïåíÿ.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ùå Äiîôàíò çàïðîâàäèâ áóêâåííi ïî-
çíà÷åííÿ äëÿ íåâiäîìèõ, àðèôìåòè÷íi äi¨ íàä ðiçíèìè âåëè÷è-
íàìè íà ïðîòÿçi áàãàòüîõ ñòîëiòü îïèñóâàëèñÿ ñëîâåñíî. Ëèøå â
êiíöi XV ñò. ïîÿâèëèñÿ çíàêè �+�, òà �-�, à â êiíöi XVI ñò. Âi-
¹ò çàïðîâàäèâ áóêâåííi ïîçíà÷åíííÿ ÿê äëÿ íåâiäîìèõ òàê i äëÿ
êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü. Îñíîâè àëãåáðà¨÷íî¨ ñèìâîëiêè ñêëàëèñÿ
ëèøå â ñåðåäèíi XVII ñòîëiòòÿ, ïî÷èíàþ÷è ç Ð. Äåêàðòà (1596 �
1650) àëãåáðà¨÷íi çàïèñè ìàéæå íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ñó÷àñíèõ.

Ó XVI ñòîëiòòi àëãåáðà îòðèìó¹ ïîòóæíèé iìïóëüñ äëÿ ðîçâè-
òêó â çâ'ÿçêó ç âiäêðèòòÿì iòàëiéñüêèìè ìàòåìàòèêàìè Í. Òàðòà-
ëüÿ (1500�1557) òà Ä. Êàðäàíî (1501�1576) ôîðìóë äëÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü 3-ãî òà 4-ãî ñòåïåíÿ. Â öåé ÷àñ, i äàëi
íà ïðîòÿçi XVII òà XVIII ñòîëiòü, ïðåäìåòîì àëãåáðè ¹ ïðàâèëà
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îá÷èñëåíü òà òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü áóêâåííèõ âèðàçiâ i ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Ó XVII ñòîëiòòi Ð. Äåêàðò ñòâîðþ¹ àíàëiòè÷íó ãåîìåòðiþ, ó
ÿêié ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè îïèñóþòüñÿ àëãåáðà¨÷íèìè ðiâíÿííÿìè.
Öå íàñòiëüêè çáëèçèëî àëãåáðó i ãåîìåòðiþ, ùî ñòàëî ìîæëèâèì
ðîçãëÿäàòè ãåîìåòðiþ ÿê ÷àñòèíó àëãåáðè. Íà öåé ÷àñ ïðèïà-
äà¹ äiÿëüíiñòü ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòèêà Ï. Ôåðìà (1601�1665),
òâîð÷iñòü ÿêîãî ñïðèÿëà âiäíîâëåííþ iíòåðåñó äî òåîði¨ ÷èñåë.
Ï. Ôåðìà, çîêðåìà, äîâiâ òåîðåìó ïðî òå, ùî ÿêùî p � ïðîñòå
÷èñëî, òî ap− a äiëèòüñÿ íà p äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà a (ìàëà
òåîðåìà Ôåðìà), äîâiâ, ùî êîæíå ïðîñòå ÷èñëî âèãëÿäó 4k + 1 ¹
ñóìîþ äâîõ êâàäðàòiâ i ñôîðìóëþâàâ òàê çâàíó � âåëèêó òåîðåìó
Ôåðìà� ïðî òå, ùî ðiâíÿííÿ xn + yn = zn íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â íà-
òóðàëüíèõ ÷èñëàõ, ÿêùî n > 2. Ñïðîáè äîâåñòè öþ òåîðåìó äóæå
ñïðèÿëè ðîçâèòêîâi òåîði¨ ÷èñåë i ïðèâåëè ïîòiì äî âèíèêíåííÿ
àëãåáðà¨÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë. Äóæå áàãàòî äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨ ÷è-
ñåë çðîáèâ Ë. Îéëåð (1707�1783). Ñåðåä íàóêîâèõ ïðàöü Îéëåðà
áiëüøå, íiæ 140 ïðèñâÿ÷åíi òåîði¨ ÷èñåë. Çîêðåìà, Îéëåð âèêî-
ðèñòîâóâàâ â òåîði¨ ÷èñåë ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i çàïî-
÷àòêóâàâ ùå îäèí âàæëèâèé ðîçäië òåîði¨ ÷èñåë � àíàëiòè÷íó
òåîðiþ ÷èñåë.

Íà ïî÷àòêó XIX ñòîëiòòÿ Ê.Ô. Ãàóñ (1777�1855) äà¹ äîâåäåí-
íÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè ïðî iñíóâàííÿ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ ç
êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êðiì òîãî, ó 1801 ð. Ãàóñ âèäà¹ âå-
ëèêèé òâið ïiä íàçâîþ � Àðèôìåòè÷íi äîñëiäæåííÿ� ïðèñâÿ÷åíèé
ïèòàííÿì àëãåáðè òà òåîði¨ ÷èñåë. Ó öüîìó òâîði, ñåðåä iíøîãî,
Ãàóñîì áóëà çàâåðøåíà ïîáóäîâà òåîði¨ êîíãðóåíöié, äîâåäåíèé
êâàäðàòè÷íèé çàêîí âçà¹ìíîñòi, äîñëiäæåííi, òàê çâàíi, ãàóñîâi
ñóìè òà çîáðàæåííÿ ÷èñåë êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè. Äiÿëüíiñòþ
Ãàóñà áóâ ïiäâåäåíèé ïiäñóìîê ïîïåðåäíüîãî ðîçâèòêó àëãåáðè i
òåîði¨ ÷èñåë i âèçíà÷åíèé äàëüøèé ðîçâèòîê öèõ äèñöèïëií.

Ó ïåðøié ïîëîâèíi XIX ñòîëiòòÿ äîñëiäæåííÿ êîðåíiâ ìíîãî-
÷ëåíiâ çàëèøà¹òüñÿ îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ àëãåáðè. Ó 1824 ðîöi
Í.Õ. Àáåëü (1802�1829) äîâiâ, ùî çàãàëüíå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿí-
íÿ ñòåïåíÿ n íåðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ, à ó 1830 ðîöi Å. Ãàëóà
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(1811�1832) îäåðæàâ êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi êîíêðåòíèõ ðiâíÿíü.
Â öåé æå ÷àñ âèíèêà¹ ïîíÿòòÿ ãðóïè, âèâ÷àþòüñÿ ìàòðèöi òà
âèçíà÷íèêè. Ó äðóãié ïîëîâèíi XIX ñòîëiòòÿ áóëà ñòâîðåíà àë-
ãåáðà ëîãiêè (Äæ. Áóëü (1815�1864)), âiäêðèòi êâàòåðíiîíè òà
ãiïåðêîìïëåêñíi ÷èñëà (Ó. Ãàìiëüòîí (1805�1865), À. Êåëi (1821�
1895)). Â òåîði¨ ÷èñåë iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ ÿê àëãåáðà¨÷íà
òåîðiÿ ÷èñåë (Å. Êóììåð (1810�1894), Ë. Êðîíåêåð (1823�1891),
Ð. Äåäåêiíä (1831�1916)) òàê i àíàëiòè÷íà òåîðiÿ ÷èñåë (Ï. Äiði-
õëå (1805�1859), Ã. Ðiìàí (1826�1866), Ï. ×åáèøîâ (1821�1894)).

Ñó÷àñíà òî÷êà çîðó íà àëãåáðó ÿê íà íàóêó ïðî àëãåáðà¨÷íi
îïåðàöi¨ ñôîðìóëþâàëàñÿ íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ ïiä âïëèâîì
iäåé i ðîáiò Ä. Ãiëüáåðòà (1862�1943), Å. Øòåéíiöà (1871�1928),
Å. Àðòiíà (1898�1962), Å. Íåòåð (1882�1935). Öÿ òî÷êà çîðó ñòàëà
çàãàëüíîïðèéíÿòîþ ïiñëÿ âèõîäó ó 1931 ðîöi ìîíîãðàôi¨ Á.Ë. âàí
äåð Âàðäåíà � Ñó÷àñíà àëãåáðà�.

Ó XX ñòîëiòòi àëãåáðà¨÷íi ïîíÿòòÿ i ìåòîäè âñå øèðøå âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ ó âñiõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè; ïîÿâèâñÿ, íàâiòü, òåð-
ìií � àëãåáðà¨çàöiÿ ìàòåìàòèêè�. Ç äðóãîãî áîêó, áàãàòî àáñòðà-
êòíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ïîíÿòü (ãðóïè òà çîáðàæåííÿ ãðóï, íåêîìó-
òàòèâíi àëãåáðè, ñêií÷åííi ïîëÿ, ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè, ëiíié-
íi ïðîñòîðè òà iíøi) çíàõîäÿòü øèðîêi çàñòîñóâàíííÿ â êâàíòîâié
ìåõàíiöi, â êîíñòðþþâàííi îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè, â êðèñòàëî-
ãðàôi¨, â ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi, â òåîði¨ êîäóâàííÿ òà ïåðåäà÷i
iíôîðìàöi¨ òà â iíøèõ ãàëóçÿõ ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi.

Òåîðiÿ ÷èñåë òåæ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðàêòè÷íié äi-
ÿëüíîñòi, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî âiäîìèé ìàòåìàòèê Ã. Õàðäi ó
1940 ðîöi íàïèñàâ � Ãàóñ, ÿê i iíøi ìàòåìàòèêè, ìàâ ðàöiþ, êîëè
âií êàçàâ, ùî iñíó¹ ëèøå îäíà íàóêà (òåîðiÿ ÷èñåë), ÿêà òàêà äà-
ëåêà âiä ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi, ùî çàâæäè çàëèøà¹òüñÿ ÷èñòîþ�.
Õàðäi ïîìèëÿâñÿ, òåïåð òåîðiþ ÷èñåë øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü,
íàïðèêëàä, â ïèòàííÿõ. çâ'ÿçàíèõ ç ïåðåäà÷åþ òà êîäóâàííÿì
iíôîðìàöi¨.

Îñíîâó öi¹¨ êíèãè ñêëàäàþòü êóðñè ëåêöié, ùî íà ïðîòÿçi ðÿ-
äó ðîêiâ ÷èòàëèñÿ àâòîðàìè ó ïåðøîìó ñåìåñòði íà ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi òà íà ôàêóëüòåòi ïðèêëàäíî¨ ìàòå-
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ìàòèêè Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó iì. I. Ôðàíêà.
Àâòîðè ðèçèêíóëè ïî÷àòè âèêëàä ç ðîçãëÿäó àáñòðàêòíèõ àë-

ãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié. Â çâ'ÿçêó ç öèì, ìàòðèöi, ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü òà âåêòîðíi ïðîñòîðè â ðîçäiëàõ 2, 3, i 4 ðîçãëÿäàþòüñÿ
íàä äîâiëüíèì ïîëåì P , à íå íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

×èòà÷åâi, ÿêîìó ïñèõîëîãi÷íî âàæêî ïðèéíÿòè âiäðàçó öåé
ðiâåíü àáñòðàêöi¨, ìè ðåêîìåíäó¹ìî ïðè ïåðøîìó ÷èòàííi ââà-
æàòè, ùî òåðìií � ïîëå P � îçíà÷à¹ � � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë R�,
à òåðìií � a � åëåìåíò ïîëÿ P � îçíà÷à¹ � a � äiéñíå ÷èñëî�.
Ëåêòîð òåæ ìîæå îðãàíiçóâàòè âèêëàä ìàòåðiàëó, íàïðèêëàä, ó
òàêié ïîñëiäîâíîñòi: ìàòðèöi ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè òà äi¨ íàä
íèìè, ìåòîä Ãàóñà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äié-
ñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÷èñëîâèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið,
âèçíà÷íèêè n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöü ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïî-
íÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, ïî÷àòêîâà iíôîðìàöiÿ ïðî ãðóïè,
êiëüöÿ òà ïîëÿ, ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì,
åâêëiäîâi êiëüöÿ, ôàêòîðiàëüíi êiëüöÿ, êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ.

Êîæíèé ðîçäië êíèãè çàâåðøó¹òüñÿ âïðàâàìè, ïåðåâàæíà áiëü-
øiñòü ÿêèõ çàïîçè÷åíà ç ðiçíèõ äæåðåë. Äåÿêi âïðàâè ïðèñâÿ÷åíi
âèñâiòëåííþ ìàòåðiàëó, äëÿ ÿêîãî íå âèñòà÷èëî ìiñöÿ â îñíîâíî-
ìó òåêñòi i äëÿ ÿêîãî ëåêòîðó íå âèñòà÷à¹ ÷àñó äëÿ ïðî÷èòàííÿ
éîãî ñòóäåíòàì i âií çàëèøà¹ öåé ìàòåðiàë íà ñàìîñòiéíå îïðà-
öþâàííÿ. Íàïðèêëàä, àâòîðè âèíåñëè ó âïðàâè ðîçêëàä ðàöiî-
íàëüíèõ ôóíêöié íà ïðîñòi äðîáè, òåîðåìó Øòóðìà òà òåîðåìó
ïðî ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. Âñi òàêi âïðàâè ñóïðîâîäæóþòüñÿ
âêàçiâêàìè àáî ïîñèëàííÿìè íà ëiòåðàòóðó.

Àâòîðè âäÿ÷íi Î. Ðîìàíiâó i À. Òåëåéêó çà íàáið ðóêîïèñó íà
êîìï'þòåði òà òåðïiííÿ ïðè âíåñåííi â öåé íàáið âåëèêî¨ êiëüêîñòi
ïðàâîê.



Ðîçäië 1
Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè
Ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ¹ îñíîâíèì â àëãåáði. ×àñòî íà

çàïèòàííÿ �Ùî òàêå àëãåáðà?� âiäïîâiäàþòü, ùî öå íàóêà ïðî àë-
ãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨. Îñíîâíèìè îá'¹êòàìè, ùî âèâ÷àþòüñÿ â àëãå-
áði, ¹ ãðóïè, êiëüöÿ, ïîëÿ, ìîäóëi òà iíøi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè.
Âñi öi îá'¹êòè ¹ ìíîæèíàìè iç çàäàíèìè íà íèõ àëãåáðà¨÷íèìè
îïåðàöiÿìè. Ñàìå ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ âèíèêëî ÿê óçà-
ãàëüíåííÿ âiäîìèõ ç äàâíèíè çâè÷àéíèõ îïåðàöié ìíîæåííÿ òà
äîäàâàííÿ (íàòóðàëüíèõ, äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ, öiëèõ òà ðà-
öiîíàëüíèõ) ÷èñåë. Çâè÷àéíî, ó ìàòåìàòèöi äîäàþòü òà ìíîæàòü
íå òiëüêè ÷èñëà. Ïðè âèâ÷åííi ìàòåìàòèêè â ñåðåäíié øêîëi äî-
âîäèòüñÿ, íàïðèêëàä, äîäàâàòè âåêòîðè, äîäàâàòè òà ìíîæèòè
ìíîãî÷ëåíè àáî ôóíêöi¨, çíàõîäèòè êîìïîçèöiþ äâîõ ðóõiâ ïëî-
ùèíè (äâà ðóõè, âèêîíàíi ïîñëiäîâíî, äàþòü çíîâó ðóõ) i ò.ï..

1.1. Ìíîæèíè òà âiäíîøåííÿ
Ìè ïðèéìà¹ìî òî÷êó çîðó, çãiäíî ÿêî¨ ïîíÿòòÿ ìíîæèíè ¹ ïåð-

âèííèì. Ïiä ìíîæèíîþ ðîçóìiþòü ñóêóïíiñòü äåÿêèõ îá'¹êòiâ,
ÿêi íàçèâàþòü åëåìåíòàìè. Íåìà¹ ÷iòêî¨ ðiçíèöi ìiæ åëåìåíòàìè
òà ìíîæèíàìè; åëåìåíòè ìîæóòü áóòè ìíîæèíàìè, à ìíîæèíè
� åëåìåíòàìè. Òîé ôàêò, ùî îá'¹êò a ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A
çàïèñóþòü ó âèãëÿäi a ∈ A. Çàïèñ a ∈ A ìîæíà ÷èòàòè i ïî
iíøîìó: �åëåìåíò a íàëåæèòü ìíîæèíi A". ßêùî îá'¹êò a íå íà-
ëåæèòü ìíîæèíi A, òî ïèøóòü a /∈ A. Ìíîæèíó B íàçèâàþòü

7
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ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A, i ïèøóòü B ⊂ A, ÿêùî êîæåí åëåìåíò
ìíîæèíè B ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A. Äâi ìíîæèíè A i B íàçè-
âàþòü ðiâíèìè, i ïèøóòü A = B, ÿêùî öi ìíîæèíè ñêëàäàþòüñÿ
ç îäíèõ i òèõ æå åëåìåíòiâ. Çðîçóìiëî, ùî A = B òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè A ⊂ B i B ⊂ A. Çðó÷íî ââàæàòè, ùî iñíó¹ ìíîæèíà,
ÿêà íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà. Òàêó ìíîæèíó íàçèâàþòü ïî-
ðîæíüîþ i ïîçíà÷àþòü ∅. Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ ïiäìíîæèíîþ
êîæíî¨ ìíîæèíè.

Äëÿ äåÿêèõ âàæëèâèõ ìíîæèí iñíóþòü ñïåöiàëüíi ïîçíà÷åí-
íÿ. Çîêðåìà, áóêâàìè N,Z,Q,R ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè, âiäïîâiäíî,
ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ òà äiéñíèõ ÷èñåë.

Íåõàé A � äåÿêà ìíîæèíà. Ìíîæèíó B � âñiõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè A, ÿêi ìàþòü äåÿêó âëàñòèâiñòü P , çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

B = {x ∈ A | P (x)}.
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìíîæèíó çàäàþòü ïåðåëiêîì åëåìåíòiâ, ç
ÿêèõ âîíà ñêëàäà¹òüñÿ. Íàïðèêëàä, C = {2, 3, 5, 7} � ìíîæèíà,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ 2, 3, 5, 7, à

N = {0, 1, 2, 3, . . . , n, . . .}
� ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ äàëi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi âè-
ðàçè:

∀x ∈ A îçíà÷à¹ �äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ìíîæèíè A�;
∃x ∈ A îçíà÷à¹ �iñíó¹ åëåìåíò x ìíîæèíè A�;
P −→ Q îçíà÷à¹ �ç âëàñòèâîñòi P âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü Q�;
P ←→ Q îçíà÷à¹ �âëàñòèâiñòü P âèêîíó¹òüñÿ òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü Q�;
∧ îçíà÷à¹ �i�;
∨ îçíà÷à¹ �àáî�;

1.1.1. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè âiäíîøåíü
Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Áiíàðíèì âiäíîøåííÿì R ìiæ ìíîæèíà-

ìè A i B íàçèâà¹òüñÿ ïiäæíîæèíà R äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B.
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[htb]

Ó âèïàäêó, êîëè A1 = · · · = An = A, êàæóòü ïðî n-ìiñíå âiäíî-
øåííÿ íà ìíîæèíi A.

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ áiíàðíèõ âiäíîøåíü:

Ïðèêëàä 1.1.1. 1) {(0, 1), (0, 3), (1, 2)} ⊂ {0, 1, 5} × {1, 2, 3}.
{(0, 1), (0, 3), (1, 2)} � áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè {0, 1, 5}
i {1, 2, 3}.

2) Áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè R2 ¹ áiíàðíèì âiäíîøåí-
íÿì íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë. Íà ìàë. 1.1.1 çîáðàæåíî äåêiëü-
êà òàêèõ âiäíîøåíü

Ðèñ. 1.1.1

Íåõàé R ⊂ A × B � áiíàðíå âiäíîøåííÿ. Òîäi îáåðíåíå âiä-
íîøåííÿ R−1 ¹ íàñòóïíîþ ïiäìíîæèíîþ äåêàðòîâîãî äîáóòêó
B ×A:

R−1 = {(b, a) ∈ B ×A | (a, b) ∈ R}.
Äëÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ R ïèøóòü aRb çàìiñòü (a, b) ∈ R.

1.1.2. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi A íàçèâà¹òü-

ñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi , ÿêùî âîíî ìà¹ íàñòóïíi âëàñ-
òèâîñòi:

1) ∀a ∈ A (a, a) ∈ R (ðåôëåêñèâíiñòü);
2) ∀a, b ∈ A (a, b) ∈ R → (b, a) ∈ R (ñèìåòðè÷íiñòü);
3) ∀a, b, c ∈ A (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R → (a, c) ∈ R (òðàíçèòèâ-

íiñòü).



10 Ðîçäië 1. Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ îäíèì ç äóæå âàæëèâèõ âiä-
íîøåíü ó ìàòåìàòèöi. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ âiäíîøåíü
åêâiâàëåíòíîñòi:

Ïðèêëàä 1.1.2. 1) Íåõàé A � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ïðèéìåìî
(x, y) ∈ R, ÿêùî x = y. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî âiäíî-
øåííÿ x = y ¹ ðåôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì.
Îòæå, ðiâíiñòü ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Òîìó åêâiâà-
ëåíòíiñòü ìîæíà ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì ðiâíîñòi.

2) Íåõàé M � ìíîæèíà âñiõ îïóêëèõ ìíîãîêóòíèêiâ íà ïëî-
ùèíi. Äëÿ x, y ∈ M ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi 5 âiäíîøåíü:

a) xR1y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîãîêóòíèêè x òà y êîí-
ãðóåíòíi;

á) xR2y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîãîêóòíèêè x òà y ìà-
þòü îäíàêîâó ïëîùó;

â) xR3y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x òà y ìàþòü îäíàêîâi ïå-
ðèìåòðè;

ã) xR4y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ìàþòü îäíàêîâi êiëü-
êîñòi ñòîðií;

ä) xR5y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x òà y ïîäiáíi.

Âñi âiäíîøåííÿ R1, . . . , R5 ¹ âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.
Çàóâàæèìî, ùî R5 ⊂ R4.

3) N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, R ⊂ N2

R = {(m,n) ∈ N2 | m äiëèòüñÿ íà n}.

Âiäíîøåííÿ R íå ñèìåòðè÷íå, òîìó âîíî íå ¹ âiäíîøåííÿì åê-
âiâàëåíòíîñòi.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi A ÷àñòî ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì ∼, òîáòî çàìiñòü (a, b) ∈ R ïèøóòü a ∼R b àáî a ∼ b.
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1.1.3. Ðîçáèòòÿ òà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
Îçíà÷åííÿ 1.1.3. ßêùî ìíîæèíà A ¹ îá'¹äíàííÿì ñêií÷åí-

íî¨ àáî íåñêií÷åííî¨ ðîäèíè ìíîæèí {Ai}i∈I , ïðè÷îìó Ai
⋂

Aj =
∅ äëÿ i 6= j, òî êàæóòü, ùî çàäàíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A.

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðîçáèòòiâ.
1) Íåõàé Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, 2Z = {0,±2,±4, . . . } �

ìíîæèíà ïàðíèõ ÷èñåë. Òîäi 2Z∪(Z\2Z) � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Z.
Îá'¹äíàííÿ

{0} ∪ {1,−1} ∪ {2,−2} ∪ · · · ∪ {n,−n} ∪ . . .

¹ òàêîæ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè Z.
2) R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. Ai = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 =

i2}, äå i ∈ R, i ≥ 0. Òîäi R2 =
⋃

i∈R,i≥0 Ai � ðîçáèòòÿ ìíîæèíè R2

(äèâ. ìàë. ??).
Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Íåõàé R � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà

ìíîæèíi A i a ∈ A. Ìíîæèíà a = {b ∈ A | b ∼R a} íàçèâà¹òüñÿ
ñóìiæíèì êëàñîì ç ïðåäñòàâíèêîì a.

1) Íàçâåìî äâà öiëèõ ÷èñëà x i y åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî x− y
äiëèòüñÿ íà 5. Ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì −12 ¹ íàñòóïíîþ
ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë:

−12 = {. . . ,−12,−7,−2, 3, 8, 13, 18, . . . } = {3 + 5k | k ∈ Z}.
2) Íåõàé M � ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè. Äëÿ P, Q ∈ M ñêà-

æåìî, ùî P ∼ Q, ÿêùî âiäðiçêè OP òà OQ ðiâíi, äå O � ôi-
êñîâàíà òî÷êà ïëîùèíè. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â òàêèé ñïîñiá
ìè îäåðæó¹ìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ òî-
÷îê ïëîùèíè. Íà ìàë. ?? çîáðàæåíî òðè ñóìiæíi êëàñè A0, A1 i
A√2 ç ïðåäñòàâíèêàìè, âiäïîâiäíî, O,A i B.

Òåîðåìà 1.1.1 (êðèòåðié ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ). Äâà ñó-
ìiæíi êëàñè a1 i a2 çáiãàþòüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ ïðåä-
ñòàâíèêè åêâiâàëåíòíi:

a = a1 ⇐⇒ a ∼ a1.
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Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ a = a1 ⇒ a ∼ a1 î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åíü. Äîâåäåìî îáåðíåíó iìïëiêàöiþ. Íåõàé b ∈ a. Òîäi b ∼ a.
Àëå a ∼ a1. Òîìó çà òðàíçèòèâíiñòþ âiäíîøåííÿ ∼ ìà¹ìî b ∼ a1.
Îòæå, b ∈ a1, i ìè äîâåëè, ùî a ⊂ a1. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ i
ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ a1 ⊂ a. Îòæå, a = a1.

Òåîðåìà 1.1.2. Êîæíå ðîçáèòòÿ A = ∩i∈IAi ìíîæèíè A
âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà öié ìíîæèíi: a ∼ b,
ÿêùî iñíó¹ i ∈ I äëÿ ÿêîãî a, b ∈ Ai. Íàâïàêè, ÿêùî íà ìíîæè-
íi A çàäàíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òî âîíî âèçíà÷à¹ ðîç-
áèòòÿ ìíîæèíè A, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ñóìiæíi êëàñè. Çîêðå-
ìà, ðiçíi ñóìiæíi êëàñè íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A =
⋃

i∈I Ai � ðîçáèòòÿ i a, b ∈ A, òî ñêà-
æåìî, ùî a ∼ b, ÿêùî iñíó¹ i ∈ I òàêå, ùî a ∈ Ai i b ∈ Bi. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî òàê îçíà÷åíå âiäíîøåííÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâà-
ëåíòíîñòi. Íàâïàêè, íåõàé íà ìíîæèíi A çàäàíå âiäíîøåííÿ åêâi-
âàëåíòíîñòi ∼. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ. ßñíî,
ùî êîæíèé åëåìåíò a ìíîæèíè A ìiñòèòüñÿ ó ñóìiæíîìó êëàñi a.
Òîìó A =

⋃
a∈A a. Àëå îá'¹äíàííÿ

⋃
a∈A a, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹

ðîçáèòòÿì, òîìó ùî äëÿ ðiçíèõ a, a′ ∈ A ìè ìîæåìî ìàòè a = a′.
Ùîá îäåðæàòè ðîçáèòòÿ, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ ðiçíèõ ñóìi-
æíèõ êëàñiâ i â êîæíîìó ç íèõ âèáåðåìî ïî ïðåäñòàâíèêó (òóò
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî àêñiîìó âèáîðó). Íåõàé C � ìíîæèíà ïðåä-
ñòàâíèêiâ âñiõ ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ, òîáòî òàêà ïiäìíîæèíà
ìíîæèíè A, ùî äëÿ ðiçíèõ a, b ∈ C ìà¹ìî a 6= b i äëÿ êîæíîãî
ñóìiæíîãî êëàñó a çíàéäåòüñÿ c ∈ C, äëÿ ÿêîãî c = a.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó òîìó, ùî
⋃

a∈C a ¹ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè A.
Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî êîëè a, b ∈ C i a 6= b, òî a ∩
b = ∅. Ñïðàâäi, ÿêáè iñíóâàâ åëåìåíò d ∈ a ∩ b, òî d ∼ a i d ∼
b, òîìó a ∼ b i çà êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ a = b.
Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü ç âèáîðîì ìíîæèíè C. Òîìó

⋃
a∈C

a ¹ ðîç-
áèòòÿì ìíîæèíè A.

Íàñëiäîê 1.1.3. ßêùî äâà ñóìiæíi êëàñè ìàþòü ñïiëüíèé
åëåìåíò, òî âîíè çáiãàþòüñÿ: a ∩ b 6= ∅ ⇒ a = b.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.5. ßêùî íà ìíîæèíi A çàäàíå âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi E, òî ìíîæèíà âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ äëÿ öüî-
ãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæèíîþ
ìíîæèíè A âiäíîñíî E i ïîçíà÷à¹òüñÿ A/E.

1.1.4. Ôóíêöiîíàëüíi âiäíîøåííÿ òà âiäîáðàæåííÿ
Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Âiäíîøåííÿ Rf ∈ A×B íàçèâà¹òüñÿ ôóíê-

öiîíàëüíèì âiäíîøåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè A i B, ÿêùî Rf çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:

(x, y1) ∈ Rf ∧ (x, y2) ∈ Rf =⇒ y1 = y2, äå x ∈ A, y1, y2 ∈ B.
(1.1.1)

ßêùî Rf ⊂ A × B � ôóíêöiîíàëüíå âiäíîøåííÿ, òî ïèøóòü
y = f(x) çàìiñòü (x, y) ∈ Rf i êàæóòü, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ f ç
ìíîæèíè A ó ìíîæèíó B. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì, ïîíÿòòÿ ôóíê-
öiîíàëüíîãî âiäíîøåííÿ Rf òà ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ öå ïðîñòî ðiçíi
íàçâè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìíîæèíè Rf ⊂ A×B, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âi (1.1.1).

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. Ìíîæèíó

D(f) = {x ∈ A | ∃y ∈ B, y = f(x)}

íàçèâàþòü îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f , à ìíîæèíó

Imf = {y ∈ B | ∃x ∈ A, y = f(x)}

íàçèâàþòü îáëàñòþ çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨. ßêùî y = f(x), òî y
íàçèâàþòü îáðàçîì åëåìåíòà x, à x � ïðîîáðàçîì åëåìåíòà y.
Ìíîæèíà f−1(y) = {x ∈ A | f(x) = y} íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì ïðî-
îáðàçîì åëåìåíòà y.

Ïðèêëàä 1.1.3. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà {(x, sinx) | x ∈ R} ¹
ôóíêöiîíàëüíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi R. Âiäïîâiäíîþ öüî-
ìó âiäíîøåííþ ôóíêöi¹þ ¹ f(x) = sinx. Ïîâíèé ïðîîáðàç äié-
ñíîãî ÷èñëà 0 äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ � öå ìíîæèíà {πk | k ∈ Z}, à
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ïîâíèì ïðîîáðàçîì ÷èñëà −3 ¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ìíîæèíà
{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} íå ¹ ôóíêöiîíàëüíèì âiäíîøåííÿì,
òîìó ùî, íàïðèêëàä, îáèäâi ïàðè (0, 1) i (0,−1) íàëåæàòü öié
ìíîæèíi, îòæå, óìîâà (1.1.1) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. Ôóíêöiÿ f ç ìíîæèíè A ó ìíîæèíó B
íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç A â B, ÿêùî D(f) = A. Âiäîáðà-
æåííÿ f ç ìíîæèíè A â ìíîæèíó B ïîçíà÷àþòü

f : A → B.

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. Âiäîáðàæåííÿ f : A → B íàçèâà¹òüñÿ:
1) ií'¹êòèâíèì, ÿêùî äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ A ç f(x1) = f(x2)

âèïëèâà¹ x1 = x2;

2) ñþð'¹êòèâíèì, ÿêùî Imf = B;

3) ái¹êòèâíèì, ÿêùî âîíî ií'¹êòèâíå i ñþð'¹êòèâíå.
1) Ôóíêöiÿ f ç ìíîæèíè R â R, äëÿ ÿêî¨ f(x) = x−1, íå ¹ âi-

äîáðàæåííÿì, îñêiëüêè D(f) 6= R. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ âiäîáðàæåííÿì
ç ìíîæèíè R\{0} ó ìíîæèíó R\{0}. Öå îñòàíí¹ âiäîáðàæåííÿ
ái¹êòèâíå.

2) Âiäîáðàæåííÿ f : N → N, äëÿ ÿêîãî f(n) = n3 + 1, ¹ ií'¹ê-
òèâíèì, àëå íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

3) Âiäîáðàæåííÿ f : R → R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}, f(x) = x2 ¹
ñþð'¹êòèâíèì, àëå íå ¹ ií'¹êòèâíèì.

1.1.5. Äîáóòîê âiäîáðàæåíü
Îçíà÷åííÿ 1.1.10. Äîáóòêîì âiäîáðàæåíü f : A → B i g : B →

C íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ g ◦f : A → C, äëÿ ÿêîãî (g ◦f)(x) =
= g

(
f(x)

)
.

Òåîðåìà 1.1.4. Íåõàé f : A → B, g : B → C, h : C → D �
òðè âiäîáðàæåííÿ. Òîäi

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Iíàêøå êàæó÷è, ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü àñîöiàòèâíå.
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Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ∀ x ∈ A
(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) =

=
(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x). Ìà¹ìî:

(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) = h

(
(g ◦ f)

)
(x) = h

((
gf(x)

))
,

(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) = (h ◦ g)

(
f(x)

)
= h

((
gf(x)

))
.

Ïîðiâíþþ÷è öi ðiâíîñòi, áà÷èìî, ùî òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1.1.1. Ó âèïàäêó, êîëè âèçíà÷åíi îáèäâà äîáóòêè
g ◦f i f ◦g âiäîáðàæåíü f i g, íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî g ◦f =
= f ◦ g, òîáòî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü, âçàãàëi êàæó÷è, íå êîìó-
òàòèâíå. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ ó öüîìó, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
f : R→ R, f(x) = x + 1 i g : R→ R, g(x) = 2x. Òîäi

(g ◦ f)(x) = g(x + 1) = 2x + 2,

(f ◦ g)(x) = f(2x) = 2x + 1.

Òîìó g ◦ f 6= f ◦ g.

Òåîðåìà 1.1.5. 1) Äîáóòîê äâîõ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹
ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

2) Äîáóòîê äâîõ ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ñþð'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì.

3) Äîáóòîê äâîõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü � ái¹êòèâíå âiäîá-
ðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé f : A → B, g : B → C � ií'¹êòèâíi âi-
äîáðàæåííÿ. Òîäi, ÿêùî (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2) äëÿ x1, x2 ∈ A,
òî g

(
f(x1)

)
= g

(
f(x2)

)
. Çâiäñè, çà ií'¹êòèâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ g,

îäåðæó¹ìî f(x1) = f(x2), i, îòæå, x1 = x2, òîìó ùî f ií'¹êòèâíå.
Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ g ◦ f ií'¹êòèâíå.

2) Íåõàé f : A → B, i g : B → C � ñþð'¹êòèâíi. Ïîêàæåìî, ùî
äëÿ êîæíîãî z ∈ C çíàéäåòüñÿ x ∈ A, ùî (g ◦ f)(x) = z. Ïåðø çà
âñå, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò y ∈ B òàêèé, ùî g(y) = z. Öå âèïëèâà¹ ç
ñþð'¹êòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ g. Òîäi, çà ñþð'¹êòèâíiñòþ âiäîáðà-
æåííÿ f , äëÿ öüîãî y çíàéäåòüñÿ x ∈ A, ùî f(x) = y. Â ðåçóëüòàòi
g
(
f(x)

)
= z, òîáòî (g ◦ f)(x) = z i äîáóòîê g ◦ f ñþð'¹êòèâíèé.
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3) Òâåðäæåííÿ ïðî ái¹êòèâíiñòü âèïëèâà¹ ç óæå äîâåäåíèõ
ïåðøèõ äâîõ ÷àñòèí òåîðåìè.

1.1.6. Îäèíè÷íå òà îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
Îçíà÷åííÿ 1.1.11. Âiäîáðàæåííÿ i : A → A íàçèâà¹òüñÿ îäè-

íè÷íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè A, ÿêùî i(x) = x äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà x ∈ A. Îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè A ïîçíà÷à-
þòü 1A.

Îçíà÷åííÿ 1.1.12. Âiäîáðàæåííÿ g : B → A íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíèì âiäîáðàæåííÿì äî âiäîáðàæåííÿ f : A → B, ÿêùî

g ◦ f = 1A i f ◦ g = 1B.

ßêùî g � âiäîáðàæåííÿ îáåðíåíå äî f , òî ïèøóòü f−1 çàìiñòü g.

1) Íåõàé f : R\{0} → R\{0}, f(x) = 1
x . Òîäi f−1 = f òîìó, ùî

(f ◦ f)(x) = f
(

1
x

)
= (x−1)−1. Öå îçíà÷à¹, ùî f ◦ f = 1R \ {0} i

îáèäâi óìîâè ç äðóãîãî îçíà÷åííÿ âèêîíóþòüñÿ.
2) Íåõàé A =

(
π
2 , π

2

)
, B = R. Âiäîáðàæåííÿ f :

(
π
2 , π

2

) → R,
f(x) = tgx i g : R→ (

π
2 , π

2

)
, g(x) = arctgx ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíi.

Òåîðåìà 1.1.6. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : A → B iñíó¹ îáåðíåíå
âiäîáðàæåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ái¹êòèâíå.

Äîâåäåííÿ. ⇒. Íåõàé g: B → A îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî f .
Ïîêàæåìî, ùî f � ái¹êòèâíå. ßêùî f(x1) = f(x2), òî i g

(
f(x1)

)
=

= g
(
f(x2)

)
, òîáòî (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2) àáî x1 = x2, îñêiëü-

êè g ◦ f = 1A. Öå îçíà÷à¹, ùî f � ií'¹êòèâíå. Äàëi, ìè ìà¹ìî
f ◦ g = 1B. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ B (f ◦ g)(y) = y àáî
f
(
g(y)

)
= y. Åëåìåíò x = g(y) i ¹ ïðîîáðàçîì åëåìåíòà y äëÿ

âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî f � ñþð'¹êòèâíå.
⇐. Íåõàé f � ái¹êòèâíå. Ïîáóäó¹ìî çà âiäîáðàæåííÿì f âi-

äîáðàæåííÿ g : B → A, îçíà÷èâøè

g(y) = x ⇔ f(x) = y. (1.1.2)
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Ïåðåâiðèìî, ùî îäåðæèòüñÿ âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé

Rg = {(y, x) ∈ B ×A | g(y) = x} = {(y, x) ∈ B ×A | f(x) = y}.

ßêùî (y, x1) ∈ Rg i (y, x2) ∈ Rg, òî f(x1) = f(x2) = y, îòæå,
x1 = x2 òîìó, ùî f ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî Rg �
ôóíêöiîíàëüíå âiäíîøåííÿ. Çíàéäåìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(g)
ôóíêöi¨ g. D(g) = {y ∈ B | ∃x ∈ A, g(y) = x} = {y ∈ B | ∃x ∈
A, f(x) = y} = B òîìó, ùî f ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ìè
äîâåëè, ùî âiäïîâiäíiñòü g, âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì (1.1.2), ¹ âi-
äîáðàæåííÿì. Ïîêàæåìî, ùî g = f−1. Áåðó÷è äî óâàãè (1.1.2),
ìà¹ìî äëÿ x ∈ A, y ∈ B:

(g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
= g(y) = x,

(f ◦ g)(y) = f
(
g(y)

)
= f(x) = y.

Öå îçíà÷à¹, ùî g ◦ f = 1A i f ◦ g = 1B, ùî i ïîòðiáíî áóëî
äîâåñòè.

1.2. Àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ
1.2.1. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíî-
æèíi G íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ◦ : G × G → G ç äåêàðòîâîãî
äîáóòêó G×G â G. ßêùî (x, y) ∈ G×G, òî îáðàç ◦((x, y)

)
ïàðè

(x, y) íàçèâàþòü êîìïîçèöi¹þ (äîáóòêîì ÷è, â äåÿêèõ âèïàäêàõ,
ñóìîþ) åëåìåíòiâ x i y, i ïîçíà÷àþòü x ◦ y (àáî xy, x + y; âèêî-
ðèñòîâóþòü é iíøi ïîçíà÷åííÿ, íàïðèêëàä, x ∗ y, x ª y, x ⊗ y i
ò.ï.).

Ïðèêëàä 1.2.1. 1) Äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ìíîæèíàõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N, öiëèõ ÷èñåë Z, ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q òà
äiéñíèõ ÷èñåë R ¹ àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè íà öèõ ìíîæèíàõ.

2) Âiäíiìàííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi Z, àëå
íå ¹ àëãåáðài÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi N (3− 5 /∈ N). Äiëåííÿ
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íå ¹ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë, àëå ¹
àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi íåíóëüîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë
(ïîÿñíiòü, ÷îìó?).

3) Îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèí ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ¹ àëãåá-
ðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè íà ìíîæèíi 2X � âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæè-
íè X.

4) Íåõàé A � áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç EndA ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A â ñåáå. Òîäi
äëÿ êîæíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè âiäîáðàæåíü f, g ∈ EndA âèçíà-
÷åíèé ¨õ äîáóòîê g ◦ f : A → A, (g ◦ f)(x) = g

(
f(x)

)
äëÿ x ∈ A.

Ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü ¹ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi
M = EndA.

1.2.2. Àñîöiàòèâíiñòü. Íàïiâãðóïà òà ìîíî¨ä
Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ◦ íà ìíîæèíi G íà-

çèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíîþ, ÿêùî (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) äëÿ âñiõ
åëåìåíòiâ x, y, z ∈ G.

Ïðèêëàä 1.2.2. 1) Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ìíîæèíàõ
N,Z,Q,R ¹ àñîöiàòèâíèìè àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè. Ïåðåâið-
òå, ùî ïðàâèëî a ∗ b = a + b− ab çàäà¹ àñîöiàòèâíó àëãåáðà¨÷íó
îïåðàöiþ íà êîæíié ç ìíîæèí Z,Q, i R.

2) Âiäíiìàííÿ ¹ íåàñîöiàòèâíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà
êîæíié ç ìíîæèí Z,Q, i R (íàïðèêëàä, (1−2)−3 6= 1− (2−3)).
Ïåðåâiðòå, ùî ïðàâèëî a∗b = ab çàäà¹ íåàñîöiàòèâíó àëãåáðà¨÷íó
îïåðàöiþ íà ìíîæèíi R+ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë.

3) Îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèí ìíîæèí ¹ àñîöiàòèâíèìè àëãåá-
ðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè íà ìíîæèíi 2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæè-
íè X. Ïåðåâiðòå, ùî ïðàâèëî A ⊕ B = (A ∪ B)\(A ∩ B) òåæ
çàäà¹ àñîöiàòèâíó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi 2X .

4) Âiäîìî, ùî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü àñîöiàòèâíå. Òîìó ìíî-
æåííÿ âiäîáðàæåíü ¹ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi V =
EndA âñiõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A â ñåáå.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Åëåìåíò e ∈ G íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì
âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ◦ íà ìíîæèíi G, ÿêùî e ◦ x =
= x ◦ e = x äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ G.

Ïðèêëàä 1.2.3. 1) ×èñëî 0 ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ íà ìíîæèíàõ N,Z,Q, i R, à ÷èñ-
ëî 1 ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ
íà öèõ ìíîæèíàõ.

2) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ àë-
ãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ ïiäìíîæèí íà ìíîæèíi 2X , à âñÿ
ìíîæèíà X ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðà-
öi¨ ïåðåòèíó ïiäìíîæèí.

3) Îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ 1A ìíîæèíè A ¹ íåéòðàëüíèì
åëåìeíòîì äëÿ îïåðàöi¨ äîáóòêó âiäîáðàæåíü ìíîæèíè M =
= EndA.

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. ßêùî íåéòðàëüíèé åëåìåíò äëÿ àëãåáðà-
¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ◦ iñíó¹, òî âií ¹äèíèé. Ñïðàâäi, ÿêùî e1 òà e2 äâà
íåéòðàëüíi åëåìåíòè, òî ç îçíà÷åííÿ 1.2.3 âèïëèâà¹, ùî e1 =
= e1 ◦ e2 = e2.

Ïîçíà÷åííÿ. Ìíîæèíó G iç çàäàíîþ íà íié àëãåáðà¨÷íîþ îïå-
ðàöi¹þ ◦ áóäåìî ïîçíà÷àòè (G, ◦). Íàñ ìîæå öiêàâèòè äåêiëüêà
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié ◦1, . . . , ◦n íà ìíîæèíi G. Ó öüîìó âèïàä-
êó áóäåìî ïèñàòè (G, ◦1, . . . , ◦n). Òàê, çàïèñ (Z, +, ·) îçíà÷à¹, ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìíîæèíà Z ðàçîì ç àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè äî-
äàâàííÿ i ìíîæåííÿ, à çàïèñ (R+, ·) îçíà÷à¹, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ìíîæèíà äîäàòíèõ ÷èñåë R+ ðàçîì ç àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ
ìíîæåííÿ. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ ÷àñòî ïèøóòü xy çàìiñòü x◦y.

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Ìíîæèíà (G, ◦) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ,
ÿêùî àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ◦ ¹ àñîöiàòèâíîþ. ßêùî äëÿ àëãåáðà-
¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ◦ iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò, òî íàïiâãðóïà (G, ◦)
íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì.

Ïðèêëàä 1.2.4. 1) Âñi ìíîæèíè ç ïðèêëàäiâ 1, 2 i 3 ïiñëÿ
îçíà÷åííÿ 1.2.3 ¹ ìîíî¨äàìè âiäíîñíî âêàçàíèõ ó öèõ ïðèêëàäàõ
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié íà öèõ ìíîæèíàõ.
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2) Ìíîæèíà 2Z ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹ ìîíî¨äîì âiäíîñíî àë-
ãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i íå ¹ ìîíî¨äîì, à ëèøå íàïiâãðó-
ïîþ, âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

Íåõàé (G, ◦) � ìîíî¨ä, x1, x2, . . . , xn ∈ G. Âèçíà÷èìî äîáóòîê
åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xn çà ïðàâèëîì

n∏

i=1

x1x2 . . . xn = (x1x2 . . . xn−1)xn. (1.2.1)

Âëàñòèâiñòü àñîöiàòèâíîñòi àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ äîçâîëÿ¹ ðîç-
ñòàâëÿòè äóæêè â äîáóòêó (1.2.1) áóäü-ÿêèì ñïîñîáîì. Íàïðè-
êëàä,

x1x2x3x4 = x1

(
(x2x3)x4

)
= (x1x2)(x2x4).

1.2.3. Îáåðíåíèé åëåìåíò.Ãðóïà
Íåõàé (G, ·) � ìíîæèíà ç àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî â ìíîæèíi G iñíó¹ äëÿ öi¹¨ îïåðàöi¨ íåéòðàëüíèé åëå-
ìåíò e.

Îçíà÷åííÿ 1.2.5. Åëåìåíò b ∈ G íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì)
îáåðíåíèì äî åëåìåíòà a ∈ G, ÿêùî ab = e (ba = e).

Ïðèêëàä 1.2.5. 1) Íåõàé f ∈ EndN, f(n) = 2n,
g1, g2 ∈ EndN,

g1(n) =

{
n
2 n � ïàðíå,
1 n � íåïàðíå,

g2(n) =

{
n
2 n � ïàðíå,
2 n � íåïàðíå.

Òîäi g1 ◦ f = g2 ◦ f = 1N, òîáòî g1 i g2 ¹ ëiâèìè îáåðíåíèìè
äî f . Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî òóò iñíó¹ áåçëi÷ ëiâèõ îáåðíåíèõ
äî f . Â òîé æå ÷àñ íå iñíó¹ æîäíîãî ïðàâîãî îáåðíåíîãî äî f .
Ñïðîáóéòå äîâåñòè öå ñàìîñòiéíî.

2) Áiëüø çàãàëüíî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ f ∈ EndA,
äå A áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ìà¹ îáåðíåíå çëiâà (ñïðàâà)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ií'¹êòèâíå (ñþð'¹êòèâíå). Ïåðå-
êîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñòiéíî.



1.2. Àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ 21

Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Åëåìåíò b ∈ G íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî
åëåìåíòà a ∈ G, ÿêùî ba = ab = e. Åëåìåíò a ∈ G, äëÿ ÿêîãî iñíó¹
îáåðíåíèé, íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì. Îáåðíåíèé äî a åëåìåíò ïî-
çíà÷àþòü a−1 (àáî −a, ÿêùî îïåðàöiþ â G ïîçíà÷àþòü +).

Òâåðäæåííÿ 1.2.1. Íåõàé (G, ·) � ìîíî¨ä. ßêùî äëÿ åëåìåí-
òà a ∈ G iñíóþòü ëiâèé i ïðàâèé îáåðíåíi, òî âîíè çáiãàþòüñÿ.
Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî îáåðíåíîãî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé b i c, âiäïîâiäíî, ëiâèé i ïðàâèé îáåðíåíi
äî a. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è àñîöiàòèâíiñòü, ìà¹ìî:

c = (ba)c = b(ac) = b.

Öåé æå ëàíöþæîê ðiâíîñòåé ïîêàçó¹ i ¹äèíiñòü îáåðíåíîãî åëå-
ìåíòà.

Íåõàé a äîâiëüíèé îáîðîòíèé åëåìåíò ìîíî¨äà G, òîáòî åëå-
ìåíò, ÿêèé ìà¹ îáåðíåíèé a−1 ∈ G. Ïîçíà÷èìî äëÿ k ∈ Z

ak =





a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
k

, ÿêùî k > 0,

e, ÿêùî k = 0,(
a−1

)|k|
, ÿêùîk < 0.

Åëåìåíò ak íàçâåìî k-èì ñòåïåíåì åëåìåíòà a ãðóïè G.
Òâåðäæåííÿ 1.2.2. Íåõàé a îáîðîòíèé åëåìåíò ìîíî¨äà G.

Òîäi äëÿ âñiõ m,n ∈ Z âiðíi òàêi ðiâíîñòi
aman = am+n, (am)n = amn.

Äîâåäåííÿ. ßêùî m,n ∈ N, òî âñå î÷åâèäíî. ßêùî m < 0,
n < 0, òî aman = (a−1)|m|(a−1)|n| = (a−1)|m|+|n| = (a−1)|m+n| =
am+n. ßêùî m < 0, n > 0, òî

aman = (a−1)|m|an = a−1 · · · · · a−1︸ ︷︷ ︸
|m| ðàçiâ

· a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

=

{
an−|m|, ÿêùîn ≥ |m|,
(a−1)|m|−n, ÿêùîn < |m| = am+n. (1.2.2)
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Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþòüñÿ iíøi âèïàäêè.

Çàóâàæåííÿ 1.2.2. ßêùî àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ â G ïîçíà÷à-
¹òüñÿ +, òî ðiâíîñòi òâåðäæåííÿ 1.2.2 íàáóâàþòü âèãëÿäó

ma + na = (m + n)a, n(ma) = (nm)a,

äå m,n ∈ Z.

Ïðèêëàä 1.2.6. Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ïðèêëàä ìîíî¨äà. Íåõàé
ìà¹ìî êâàäðàò íà ïëîùèíi (äèâ. ìàë. ??), âåðøèíè ÿêîãî çàíó-
ìåðîâàíi ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4. Íåõàé O
� öåíòð êâàäðàòà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e, a, b, c ïîâîðîòè êâàäðàòà
íàâêîëî òî÷êè O, âiäïîâiäíî, íà 0◦, 90◦, 180◦, 270◦ ïðîòè ãîäèí-
íèêîâî¨ ñòðiëêè. ßêùî ïîâåðíóòè êâàäðàò íàâêîëî öåíòðó O

íà 90◦, òîäi âåðøèíà 1 ïåðåéäå ó âåðøèíó 2, 2 � â 3, 3 � â 4, 4 �
â 1. Â ðåçóëüòàòi êâàäðàò ïåðåéäå ñàì â ñåáå. Öå ïåðåòâîðåí-
íÿ êâàäðàòà ìîæíà çàäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ âåðøèí {1, 2, 3, 4}
â ñåáå, ÿêå, ÿê çâè÷àéíî, çàïèñóþòü ó âèãëÿäi òàáëèöi ç äâîõ
ðÿäêiâ

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, äå ó âåðõíüîìó ðÿäêó âèïèñàíi âñi âåðøèíè, à â

íèæíüîìó � ¨õ îáðàçè. Ìíîæèíà âñiõ ïîâîðîòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç
÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ:

e =
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
, a =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
,

b =
(

1 2 3 4
3 4 1 2

)
, c =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Ââåäåìî íà ìíîæèíi G = {e, a, b, c} ïîâîðîòiâ êâàäðàòà àë-
ãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ ◦ � ìíîæåííÿ öèõ ïîâîðîòiâ. Òîäi (G, ◦)
� ìîíî¨ä ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì e, â ÿêîìó êîæíèé åëåìåíò
¹ îáîðîòíèì: e−1 = e, a−1 = c, b−1 = b, c−1 = a. Ðóõè ïëî-
ùèí (òîáòî ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè â ñåáå, ùî çáåði-
ãàþòü âiäñòàíü), ÿêi ïåðåâîäÿòü çàäàíó ãåîìåòðè÷íó ôiãóðó â



1.2. Àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ 23

ñåáå, íàçèâàþòü ñèìåòðiÿìè öi¹¨ ôiãóðè. Òàê, e, a, b, c ¹ ñèìåò-
ðiÿìè êâàäðàòà. Êðiì öèõ ñèìåòðié, êâàäðàò ìà¹ i iíøi ñèìå-
òði¨, à ñàìå ñèìåòði¨ d i f âiäíîñíî äiàãîíàëåé d i f , à òàêîæ
ñèìåòði¨ h i g âiäíîñíî ïðÿìèõ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç öåíòð êâà-
äðàòà ïàðàëåëüíî ñòîðîíàì. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæè-
íà S = {e, a, b, c, d, f, g, h} òåæ ¹ ïðèêëàäîì ìîíî¨äà, â ÿêîìó
êîæíèé åëåìåíò ¹ îáîðîòíèé. Öåé ìîíî¨ä íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ
ñèìåòðié êâàäðàòà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.7. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨ä, â ÿêîìó êîæ-
íèé åëåìåíò ¹ îáîðîòíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.8. Ãðóïà (G, ·) íàçèâà¹òüñÿ àáåëüîâîþ, ÿêùî
x · y = y · x äëÿ âñiõ x, y ∈ G.

Àáåëüîâi ãðóïè, ÿê ïðàâèëî, çàïèñóþòü àäèòèâíî: çàïèñ (G,+)
� ãðóïà îçíà÷à¹ (G,+) � àáåëüîâà ãðóïà.

Ïðèêëàä 1.2.7. 1) Ïîâîðîòè êâàäðàòà óòâîðþþòü ãðóïó,
ÿêà ¹ àáåëüîâîþ. Ãðóïà ñèìåòðié êâàäðàòà íå ¹ àáåëüîâîþ. Ñïðàâ-
äi,

ag =
(

1 2 3 4
2 3 4 1

)(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
=

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
= f,

ga =
(

1 2 3 4
4 3 2 1

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
= d.

Îòæå, ag 6= ga.
2) Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ãðóïè ¹ ãðóïà AutA � ãðóïà âñiõ

ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A â ñåáå âiäíîñíî àëãåáðà¨÷-
íî¨ îïåðàöi¨ äîáóòêó âiäîáðàæåíü. Ñïðàâäi, ìè çíà¹ìî, ùî äîáó-
òîê âiäîáðàæåíü àñîöiàòèâíèé, 1A ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì
â AutA i äëÿ êîæíîãî ái¹êòèâíîãî âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ îáåðíåíå.

3) Íåõàé Q∗,R∗ � ìíîæèíè íåíóëüîâèõ ðàöiîíàëüíèõ òà
äiéñíèõ ÷èñåë, à Q+,R+ � ìíîæèíè äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ
òà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi (Z, +), (2Z, +), (Q,+), (R, +),
(R∗, ·), (R+, ·), (Q∗, ·), (Q+, ·), ({−1, 1}, ·) ¹ àáåëüîâèìè ãðóïàìè
âiäíîñíî âêàçàíèõ îïåðàöié.
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Òâåðäæåííÿ 1.2.3 (íàñëiäêè ç àêñiîì ãðóï). Íåõàé G � ãðó-
ïà. Âiðíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1)íåéòðàëüíèé åëåìåíò â G ¹äèíèé;
2)äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé;
3) ç êîæíî¨ ç ðiâíîñòåé ab = ac i ba = ca âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

b = c (çàêîí ñêîðî÷åííÿ);
4)êîæíå ç äâîõ ðiâíÿíü ax = b i xa = b ìà¹ â G ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi âëàñòèâîñòi âæå áóëè äîâåäåíi ðàíiøå
äëÿ ìîíî¨äiâ. ßêùî ìè ìà¹ìî ðiâíiñòü ab = ac, òî, äîìíîæèâøè ¨¨
çëiâà íà a−1, îäåðæó¹ìî a−1(ab) = (a−1a)b = eb = b i a−1(ac) = c,
òîáòî b = c. Ïðàâèé çàêîí ñêîðî÷åííÿ äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ
äîìíîæåííÿ ñïðàâà íà a−1. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ax = b ¹ x =
a−1b. Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé çà çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ.

1.2.4. Ïiäãðóïà. Êðèòåðié ïiäãðóïè
Îçíà÷åííÿ 1.2.9. Ïiäãðóïîþ H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íåïî-

ðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊂ G, ÿêà ñàìà ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî òi¹¨ æ
îïåðàöi¨, ùî i G.

Ïðèêëàä 1.2.8. 1) Ó íàñòóïíèõ ëàíöþæêàõ ãðóï êîæíà
ãðóïà ¹ ïiäãðóïîþ êîæíî¨ áiëüøî¨ ãðóïè:

(2Z, +) ⊂ (Z, +) ⊂ (Q, +) ⊂ (R, +),
({1,−1}, ·) ⊂ (Q∗, ·) ⊂ (R∗, ·),

(Q+, ·) ⊂ (R+, ·).

2) Ãðóïà ïîâîðîòiâ êâàäðàòà ¹ ïiäãðóïîþ éîãî ãðóïè ñèìå-
òðié.

Òâåðäæåííÿ 1.2.4 (êðèòåðié ïiäãðóïè). Ïiäìíîæèíà H ãðó-
ïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíèõ
äâîõ åëåìåíòiâ x, y ∈ H äîáóòîê xy ìiñòèòüñÿ â H i äëÿ êîæ-
íîãî x ∈ H îáåðíåíèé åëåìåíò x−1 òåæ ìiñòèòüñÿ â H.
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íå-
õàé h ∈ H. Òîäi h−1 ∈ H i hh−1 = e ∈ H. Àñîöiàòèâíiñòü àëãåá-
ðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ íà H î÷åâèäíà, àäæå âîíà ¹ îáìåæåííÿì íà H
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ â G, à G � ãðóïà.

Ïiäðóïó {e} ãðóïè G, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íåéòðàëüíîãî
åëåìåíòà ãðóïè G, íàçèâàþòü òðèâiàëüíîþ. Âñþ ãðóïó G òåæ
íàçèâàþòü òðèâiàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Âñi iíøi ïiäãðóïè
(ÿêùî âîíè iñíóþòü) íàçèâàþòü íåòðèâiàëüíèìè.

Òâåðäæåííÿ 1.2.5. Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ðîäèíè ïiäãðóï ãðó-
ïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Hi)i ∈ I ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà ðîäèíà
ïiäãðóï i H =

⋂
i∈I Hi. ßêùî x, y ∈ H, òî x, y ∈ Hi äëÿ âñiõ i.

Òîìó xy ∈ Hi i x−1 ∈ Hi äëÿ âñiõ i. Öå îçíà÷à¹, ùî xy, x−1 ∈⋂
i∈I Hi i H ¹ ïiäãðóïîþ çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè.

1.2.5. Öèêëi÷íi ïiäãðóïè òà ãðóïè
Íåõàé G � ãðóïà i a ∈ G. Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó (a) = {an |
n ∈ Z}. Ç ðiâíîñòåé anam = am+n i (an)−1 = a−n âèïëèâà¹, ùî(
(a), ·) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè (G, ·).
Îçíà÷åííÿ 1.2.10. Öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ åëå-

ìåíòîì a ∈ G, íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà (a), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ñòåïåíiâ åëåìåíòà a. Åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ òâiðíîþ öèêëi÷íî¨
ãðóïè (a). Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ
ç îäíi¹þ iç ñâî¨õ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï.

Ïîêàæåìî, ùî âñi ïiäãðóïè ãðóïè Z ¹ öèêëi÷íèìè. Î÷åâèä-
íî, ùî òðèâiàëüíi ïiäãðóïè öi¹¨ ïiäãðóïè ¹ öèêëi÷íèìè i òâiðíîþ
îäíi¹¨ ç íèõ ¹ 0, à òâiðíîþ iíøî¨ ¹ � 1. Íåõàé H � íåòðèâiàëüíà
ïiäãðóïà ãðóïè Z. Òîäi H ìiñòèòü íåíóëüîâi åëåìåíòè, à, îòæå,
i äîäàòíi åëåìåíòè: ÿêùî 0 6= b ∈ H, òî i −b ∈ H i îäèí ç åëå-
ìåíòiâ b,−b ¹ äîäàòíèì. Íåõàé a � íàéìåíøèé äîäàòíèé åëåìåíò
ç H i íåõàé x ∈ H. ßêùî x > 0, òî ðîçäiëèìî x ç îñòà÷åþ íà a,



26 Ðîçäië 1. Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

x = na + r, 0 ≤ r < a. Òîäi r = x − na ∈ H, áî H ïiäãðóïà.
Çâiäñè r = 0 i x = na. ßêùî x < 0, òî −x > 0 i çíîâó −x = ma,
òîáòî x = −ma. Öå é îçíà÷à¹, ùî H = {ma | n ∈ Z}, òîáòî (H, +)
� öèêëi÷íà ãðóïà.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà öèêëi÷íà ãðóïà ¹ àáå-
ëüîâîþ.

1.2.6. Ïîðÿäîê åëåìåíòà ãðóïè
Îçíà÷åííÿ 1.2.11. Ãðóïó G íàçèâàþòü ñêií÷åííîþ, ÿêùî

ìíîæèíà ¨¨ åëåìåíòiâ ¹ ñêií÷åííîþ, â iíøoìó âèïàäêó ãðóïó G
íàçèâàþòü íåñêií÷åííîþ. Ïîðÿäêîì |G| ñêií÷åííî¨ ãðóïè G íà-
çèâàþòü êiëüêiñòü ¨¨ åëåìåíòiâ. Íåõàé a åëåìåíò ãðóïè G. ßêùî
iñíó¹ äîäàòíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî ak = e � íåéòðàëü-
íèé åëåìåíò ãðóïè G, òî êàæóòü, ùî åëåìåíò a ìà¹ ñêií÷åííèé
ïîðÿäîê. Íàéìåíøå ç óñiõ òàêèõ ÷èñåë k íàçèâàþòü ïîðÿäêîì
åëåìåíòà a i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç o(a). ßêùî íå iñíó¹ äîäàòíîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà k ç âëàñòèâiñòþ ak = e, òî åëåìåíò a íàçèâàþòü
åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä 1.2.9. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó S = {e, a, b, c, d, f, g, h} ñè-
ìåòðié êâàäðàòà ç ï. 1.2.2. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî åëåìåíòè
öi¹¨ ãðóïè ìàþòü òàêi ïîðÿäêè: o(e) = 1, o(a) = o(c) = 4,
o(b) = o(d) = o(f) = o(g) = o(h) = 2.

Òåîðåìà 1.2.6. Ïîðÿäîê åëåìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðóïè äîðiâíþ¹
ïîðÿäêó öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè, ïîðîäæåíî¨ öèì åëåìåíòîì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, íå âñi åëåìåíòè ç ïîñëiäîâíîñòi
e = a0, a1, a2, . . . , ak, . . . ¹ ðiçíèìè, áî ãðóïà G ñêií÷åííà. Çíàé-
äóòüñÿ i, j ∈ N, 0 ≤ i < j, äëÿ ÿêèõ ai = aj , òîáòî aj−i = e.
Îòæå, a ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê. Íåõàé o(a) = n. Òîäi åëåìåíòè
e = a0, a1, . . . , an−1 âñi ðiçíi, áî ÿêáè ai = aj äëÿ 0 ≤ i < j ≤ n−1,
òî aj−i = e i 0 < j−i < n, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî o(a) = n. Ïîêà-
æåìî, ùî êîæíèé öiëèé ñòåïiíü am åëåìåíòà a äîðiâíþ¹ îäíîìó
ç åëåìåíòiâ e, a, . . . , an−1. Öå é îçíà÷àòèìå, ùî o(a) = |(a)| = n.
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ßêùî m äîäàòíå, òî, ðîçäiëèâøè m ç îñòà÷åþ íà n, îäåðæèìî
m = dn + r, 0 ≤ r ≤ n − 1 i am = adn+r = (an)dar = edar = ar,
ùî é ñòâåðäæó¹òüñÿ. ßêùî m âiä'¹ìíå, òî m = −l, äå l > 0, i
am = a−l = (a−1)l = (an−1)l = a(n−1)l; öå îçíà÷à¹, ùî âiä'¹ìíi
ñòåïåíi åëåìåíòà a çâîäÿòüñÿ äî äîäàòíèõ (òóò ìè âèêîðèñòîâó-
¹ìî ðiâíiñòü a−1 = an−1, ÿêà âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi an = e).

1.3. Ãðóïè ïiäñòàíîâîê
1.3.1. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ãðóïè ïiäñòàíîâîê

Íåõàé M � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ùî ìà¹ n åëåìåíòiâ. Ìè âæå
çíà¹ìî (äèâ. ïðèêëàä 2 ïiñëÿ îçíà÷åííÿ 1.2.7), ùî ìíîæèíà AutM
âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ìíîæèíè M â ñåáå óòâîðþ¹ ãðó-
ïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü. Öþ ãðóïó ïðèéíÿòî ïîçíà-
÷àòè Sn. Îñêiëüêè ïðèðîäà åëåìåíòiâ ìíîæèíè M äëÿ íàñ íå-
ñóòò¹âà, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî M = {1, 2, . . . , n} � ìíîæèíà
ïåðøèõ n äîäàòíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Åëåìåíò σ ãðóïè Sn ¹
âiäîáðàæåííÿì ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè â ñåáå, òîìó éîãî çðó÷íî çà-
ïèñóâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi

σ =
(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

àáî
σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
, (1.3.1)

äå ik = σ(k). Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà Sn íåàáåëüîâà, ÿêùî n ≥ 3.
Ñïðàâäi, ÿêùî, íàïðèêëàä,

σ =
(

1 2 3 4 . . . n
2 3 1 4 . . . n

)
, τ =

(
1 2 3 4 . . . n
3 2 1 4 . . . n

)
, òî

σ ◦ τ =
(

1 2 3 4 . . . n
1 3 2 4 . . . n

)
, τ ◦ σ =

(
1 2 3 4 . . . n
2 1 3 4 . . . n

)
,

i òîìó σ ◦ τ 6= τ ◦ σ.
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Åëåìåíòè ãðóïè Sn íàçèâàþòü ïiäñòàíîâêàìè. Çàóâàæèìî, ùî
êîæíó ïiäñòàíîâêó ìîæíà îäíîçíà÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi (1.3.1).
Î÷åâèäíî, ùî êîëè â çàïèñi (1.3.1) äîâiëüíèì ñïîñîáîì ïåðåñòà-
âèòè ñòîâï÷èêè, òî îäåðæèìî çàïèñ òi¹¨ ñàìî¨ ïiäñòàíîâêè. Ïåðå-
ñòàâèâøè â (1.3.1) ðÿäêè, îäåðæèìî ïiäñòàíîâêó σ−1 =

(
i1 i2 ... in
1 2 ... n

)
,

îáåðíåíó äî ïiäñòàíîâêè σ. Çíàéäåìî êiëüêiñòü |Sn| åëåìåíòiâ
ãðóïè Sn.

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. |Sn| = n!.

Äîâåäåííÿ. Êîæíó ïiäñòàíîâêó σ ∈ Sn ìîæíà îäíîçíà÷íî çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi (1.3.1). Äëÿ i1 â (1.3.1) ìà¹ìî n ìîæëèâîñòåé.
Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ n ìîæëèâîñòåé ìà¹ìî n − 1 ìîæëèâiñòü äëÿ
i2 = σ(2). ßêùî ìè âæå âèáðàëè i1 = σ(1) òà i2 = σ(2), òî äëÿ
êîæíîãî ç n(n − 1) ìîæëèâèõ âèáîðiâ öèõ äâîõ åëåìåíòiâ iñíó¹
n− 2 ìîæëèâîñòåé äëÿ i3. I òàê äàëi, ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ,
ìè îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 ïiäñòàíîâîê(

1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
, òîáòî |Sn| = n!.

1.3.2. Öèêëè òà îðáiòè
Ïiäñòàíîâêà ìîæå äåÿêi åëåìåíòè ïåðåìiùóâàòè, à äåÿêi çà-

ëèøàòè íà ìiñöi. Iñíóþòü ïiäñòàíîâêè, ÿêi äåÿêi åëåìåíòè ïåðå-
ìiùóþòü, òàê áè ìîâèòè, ïî êîëó, à iíøi çàëèøàþòü áåç çìií.
Íàïðèêëàä, ïiäñòàíîâêà

(
1 2 3 4 5 6
3 2 4 6 5 1

)

çàëèøà¹ áåç çìií åëåìåíòè 2 i 5, à iíøi ïåðåìiùó¹ òàê: 1 → 3 →
→ 4 → 6 → 1. Îñòàííþ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë i ñòðiëîê çîáðà-
æåíî íà ìàë. ??. Ïiäñòàíîâêè òàêîãî âèãëÿäó áóäåìî íàçèâàòè
öèêëàìè. Íå âñi ïiäñòàíîâêè ¹ öèêëàìè. Íàïðèêëàä, ïiäñòàíîâêà(

1 2 3 4 5 6
3 1 2 4 6 5

)
íå ¹ öèêëîì. Ââåäåìî ñêîðî÷åíèé çàïèñ äëÿ öèêëiâ.

Íåõàé σ =
(

1 2 3 4 5
3 1 5 4 2

)
. Òàêèé öèêë ñêîðî÷åíî çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(1, 3, 5, 2). Ìíîæèíó åëåìåíòiâ {1, 3, 5, 2}, ùî âõîäÿòü ó ñêîðî÷å-
íèé çàïèñ öèêëó, íàçèâàþòü îðáiòîþ ïiäñòàíîâêè, âiäïîâiäíîþ
öèêëó (1, 3, 5, 2). Ïåðåéäåìî äî ñòðîãîãî îçíà÷åííÿ öèêëó.



1.3. Ãðóïè ïiäñòàíîâîê 29

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Öèêëîì (i1, i2, . . . , ik), äå i1, i2, . . . , ik � äå-
ÿêi ÷èñëà ç ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}, íàçèâà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà τ ∈ Sn

òàêà, ùî

τ(i) =





i, ÿêùî i /∈ {i1, . . . , ik},
it+1, ÿêùî i = it äå t 6= k,

i1, ÿêùî i = ik.

Ìíîæèíó åëåìåíòiâ {i1, i2, . . . , ik} íàçâåìî îðáiòîþ ïiäñòàíîâêè,
ÿêà âiäïîâiäà¹ öèêëó (i1, i2, . . . , ik). Äâà öèêëè ç Sn íàçâåìî íå-
çàëåæíèìè, ÿêùî âiäïîâiäíi ¨ì îðáiòè íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ. Äâîåëåìåíòíèé öèêë íàçâåìî òðàíñïîçèöi¹þ.

Çàóâàæåííÿ 1.3.1. Ïðè k = 1 ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ îäåð-
æó¹òüñÿ îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà, òîáòî öèêë äîâæèíè 1 ¹ îäèíè-
÷íîþ ïiäñòàíîâêîþ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2. ßêùî ρ i τ íåçàëåæíi öèêëè, òî ρ◦ τ =
= τ ◦ ρ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ̃ i τ̃ îðáiòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü
öèêëàì ρ i τ . ßêùî i ∈ ρ̃, òî ρ(i) ∈ ρ̃ i i /∈ τ̃ . Òàê ñàìî τ(i) ∈ τ̃ i
i /∈ ρ̃, ÿêùî i ∈ τ̃ . Òîìó

(τ ◦ ρ)(i) = (ρ ◦ τ)(i) =





ρ(i) = i, ÿêùî i /∈ ρ̃ ∪ τ̃ ,

ρ(i), ÿêùî i ∈ ρ̃,

τ(i), ÿêùî i ∈ τ̃ .

Îòæå, (ρ ◦ τ)(i) = (τ ◦ρ)(i) äëÿ âñiõ i ∈ {1, 2, . . . , n}, òîáòî ρ ◦ τ =
= τ ◦ ρ.

1.3.3. Ðîçêëàä ïiäñòàíîâêè â äîáóòîê öèêëiâ
Òâåðäæåííÿ 1.3.3. Êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äî-

áóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn ÷åðåç k(σ) ïîçíà÷èìî
êiëüêiñòü íåiíâàðiàíòíèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n}
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âiäíîñíî σ, òîáòî êiëüêiñòü òèõ i ∈ M , äëÿ ÿêèõ σ(i) 6= i. ßêùî
k(σ) = 0, òî äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé k(σ) = m > 0. Ïðè-
ïóñêà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå äëÿ âñiõ σ′ ∈ Sn òàêèõ, ùî
k(σ′) < m. Iñíó¹ i1 ∈ M ç âëàñòèâiñòþ σ(i1) 6= i1. Íåõàé i1 ïå-
ðåõîäèòü â i2, i2 â i3 i òàê äàëi. Íåõàé ir ïåðøèé åëåìåíò, ÿêèé
ïîâòîðþ¹òüñÿ. ßêùî ir = ik, äå 2 ≤ k ≤ r − 1, òî îòðèìà¹ìî äâà
ðiçíèõ åëåìåíòè ir−1 òà ik−1, ÿêi ïiäñòàíîâêà σ ïåðåâîäèòü â îäèí
i òîé æå åëåìåíò ik. Öå íåìîæëèâî, áî σ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.
Òîìó ir = i1 i ìè îòðèìó¹ìî öèêë

τ1 = (i1, i2, . . . , ir−1).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïiäñòàíîâêó σ1, äëÿ ÿêî¨

σ1(j) =

{
j, ÿêùî j ∈ τ̃1 = {i1, . . . , ir−1},
σ(j), ÿêùî j /∈ τ̃1.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî σ = τ1σ1 = σ1τ1. Äàëi k(σ1) = k(σ) −
−r < k(σ). Òîìó, çà ïðèïóùåííÿì, ïiäñòàíîâêà σ1 ðîçêëàäà¹òüñÿ
â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ σ1 = τ2 · · · · · τs. Îòæå, σ = τ1σ1 =
= τ1τ2 . . . τs òåæ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ.

Çàóâàæåííÿ 1.3.2. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ðîçêëàä, ïðî ÿêèé
éäåòüñÿ ó òâåðäæåííi 1.3.3, ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó öèêëiâ
(âïðàâà!). Â òîé æå ÷àñ, ÿêùî íå âèìàãàòè óìîâè íåçàëåæíîñòi
öèêëiâ, òî ðîçêëàä íå ¹ ¹äèíèì. Íàïðèêëàä,

(
1 2 3
2 3 1

)
=

= (1, 2)(2, 3) = (1, 3)(1, 2).

1.3.4. Ðîçêëàä ïiäñòàíîâêè â äîáóòîê òðàíñïîçèöié
Òâåðäæåííÿ 1.3.4. Áóäü-ÿêèé öèêë ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáó-

òîê òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

(i1, i2, . . . , ik) = (i1, ik)(i1, ik−1) . . . (i1, i3)(i1, i2). (1.3.2)
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Òâåðäæåííÿ 1.3.5. Êîæíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â äî-
áóòîê òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäà¹ìî ñïî÷àòêó ïiäñòàíîâêó â äîáóòîê íå-
çàëåæíèõ öèêëiâ (òâåðäæåííÿ 1.3.3), à òîäi êîæíèé öèêë, ùî
âõîäèòü â öåé ðîçêëàä, ðîçêëàäà¹ìî â äîáóòîê òðàíñïîçèöié çà
ïðàâèëîì (1.3.2).

1.3.5. Ïàðíi òà íåïàðíi ïiäñòàíîâêè
Äëÿ äàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ãðóïè Sn íàì íåîáõiäíå ïîíÿò-

òÿ ïåðåñòàíîâêè. Ïiä ïåðåñòàíîâêîþ i1, i2, . . . , in ÷èñåë 1, 2, . . . , n
ðîçóìiþòü çàïèñ öèõ ÷èñåë â äåÿêîìó ïîðÿäêó. Âçàãàëi, ïåðåñòà-
íîâêè i ïiäñòàíîâêè òiñíî ìiæ ñîáîþ çâ'ÿçàíi. ßêùî i1, i2, . . . , in
� ïåðåñòàíîâêà, òî

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
ïiäñòàíîâêà. Íàâïàêè, ÿêùî(

i1 i2 ... in
j1 j2 ... jn

)
� ïiäñòàíîâêà, òî îáèäâà ¨¨ ðÿäêè ¹ ïåðåñòàíîâêàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Êàæóòü, ùî ÷èñëà ik òà il óòâîðþþòü ií-
âåðñiþ â ïåðåñòàíîâöi i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in, ÿêùî ik > il, à
k < l. ßêùî ik òà il íå óòâîðþþòü iíâåðñi¨, òî êàæóòü, ùî âîíè
óòîðþþòü ïîðÿäîê.

Êiëüêiñòü âñiõ iíâåðñié äàíî¨ ïåðåñòàíîâêè õàðàêòåðèçó¹, íà-
ñêiëüêè âîíà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïåðåñòàíîâêè 1, 2, . . . , n. Àëå íàñ
áóäå öiêàâèòè íå òàê ÷èñëî iíâåðñié, ÿê éîãî ïàðíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Ïåðåñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, ÿêùî
÷èñëî ¨¨ iíâåðñié ïàðíå, i íåïàðíîþ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Íàïðèêëàä, ÷èñëî iíâåðñié ïåðåñòàíîâêè 3, 5, 7, 1, 4, 2, 6 äîðiâ-
íþ¹ 10. Îòæå, öÿ ïåðåñòàíîâêà ïàðíà. Ïåðåñòàíîâêà 2, 1, 4, 3, 5, 7, 6
íåïàðíà: ¨¨ åëåìåíòè óòâîðþþòü 3 iíâåðñi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. Òðàíñïîçèöi¹þ ïåðåñòàíîâêè íàçâåìî çà-
ìiíó ìiñöÿìè äâîõ ¨¨ åëåìåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.6. Òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòà-
íîâêè.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè ìà¹ìî òðàíñ-
ïîçèöiþ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ ik òà ik+1. ×èñëî iíâåðñié, ÿêi óòâî-
ðþþòü ik òà ik+1 ç iíøèìè åëåìåíòàìè, ïðè ¨õ òðàíñïîçèöi¨ íå
çìiíþ¹òüñÿ. ßêùî ik, ik+1 óòâîðþþòü ïîðÿäîê, òî ¨õ òðàíñïîçè-
öiÿ äà¹ iíâåðñiþ. ßêùî æ öi åëåìåíòè óòâîðþþòü iíâåðñiþ, òî
ïiñëÿ ¨õ ïåðåñòàíîâêè âîíà ïðîïàäå. Â îáîõ âèïàäêàõ çàãàëüíå
÷èñëî iíâåðñié çìiíþ¹òüñÿ íà 1, òîáòî ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè çìi-
íþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíó. Íåõàé òðàíñïîçèöiÿ çäiéñíþ¹òüñÿ íàä
÷èñëàìè ik òà il, ìiæ ÿêèìè ¹ ùå ÷èñëà j1, . . . , js. Öþ òðàíñïî-
çèöiþ ìîæíà âèêîíóâàòè, ïåðåñòàâèâøè ik ç êîæíèì j1, . . . , js,
òîäi ïåðåñòàâèâøè ik òà il i, íàðåøòi, ïåðåñòàâèâøè il ç êîæíèì
j1, . . . , js, îòæå, çðîáèâøè âñüîãî 2s+1 ïåðåñòàíîâîê ñóñiäíiõ åëå-
ìåíòiâ. Çíàþ÷è, ùî ïðè òðàíñïîçèöi¨ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ ïàðíiñòü
çìiíþ¹òüñÿ, ìè îäåðæó¹ìî çâiäñè, ùî öå âiðíî i ïðè òðàíñïîçèöi¨
áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Ïiäñòàíîâêà
(

1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
íàçèâà¹òüñÿ ïàð-

íîþ, ÿêùî ïåðåñòàíîâêà i1, i2, . . . , in ïàðíà. Â iíøîìó âèïàäêó
ïiäñòàíîâêà

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíîþ.

1.3.6. Ðîçêëàä i ïàðíiñòü ïiäñòàíîâîê
Òåîðåìà 1.3.7. Êîæíà ïàðíà ïiäñòàíîâêà ðîçêëàäà¹òüñÿ â

äîáóòîê ïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié, à íåïàðíà � â äîáóòîê
íåïàðíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ïðè ìíîæåííi ïiäñòàíîâ-
êè ñïðàâà íà òðàíñïîçèöiþ îäåðæèìî ïiäñòàíîâêó ïðîòèëåæíî¨
ïàðíîñòi. Ñïðàâäi,

(
. . . r . . . s . . .
. . . ir . . . is . . .

)
(r, s) =

(
. . . r . . . s . . .
. . . is . . . ir . . .

)
.

Áà÷èìî, ùî ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâêè íà òðàíñïîçèöiþ (r, s) äà¹
òðàíñïîçèöiþ åëåìåíòiâ ir, is â íèæíüîìó ðÿäêó ïiäñòàíîâêè. Çàñ-
òîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 1.3.6, îäåðæó¹ìî, ùî îòðèìàíà i ïî÷àò-
êîâà ïiäñòàíîâêè ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü. Çà òâåðäæåííÿì 1.3.5
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êîæíà ïiäñòàíîâêà π ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê òðàíñïîçèöié π =
σ1 · · · · ·σk. Ïåðåïèøåìî öþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi π = εσ1 · · · · ·σk, äå ε
� îäèíè÷íà ïiäñòàíîâêà. Áà÷èìî, ùî ïiäñòàíîâêà π îäåðæó¹òüñÿ
ç îäèíè÷íî¨ ïiäñòàíîâêè ε äîìíîæåííÿì ñïðàâà íà òðàíñïîçèöi¨
σ1, . . . , σk. Îñêiëüêè äîìíîæåííÿ íà òðàíñïîçèöiþ çìiíþ¹ ïàð-
íiñòü, à ε � ïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî π � ïàðíà ïiäñòàíîâêà òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè k � ïàðíå ÷èñëî.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êâàäðàò áóäü-ÿêî¨ òðàíñïîçèöi¨ äîðiâíþ¹
îäèíè÷íié ïiäñòàíîâöi: (r, s)2 = ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî π−1 =
= σk · · · · · σ1, ÿêùî π = σ1 . . . σk. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiäñòàíîâ-
êè π i π−1 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Òîìó ïiäñòàíîâêà, îáåðíåíà
äî ïàðíî¨, ¹ ïàðíîþ. Êðiì öüîãî, äîáóòîê ïiäñòàíîâîê îäíàêîâî¨
ïàðíîñòi ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ. Òîìó, çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè,
ìíîæèíà ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê óòâîðþ¹ ïiäãðóïó An ãðóïè âñiõ
ïiäñòàíîâîê Sn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.6. ßêùî ïiäñòàíîâêà σ ∈ Sn ðîçêëàäà¹òüñÿ
â äîáóòîê m òðàíñïîçèöié, òî m íàçèâàþòü ñèãíàòóðîþ ïiäñòà-
íîâêè σ i ïîçíà÷àþòü sgnσ. Ñèãíàòóðà sgnσ âèçíà÷à¹òüñÿ ïiäñòà-
íîâêîþ σ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïàðíîãî äîäàíêà.

1.4. Ãîìîìîðôiçìè, ñóìiæíi êëàñè òà ôàêòîð-
ãðóïè

1.4.1. Ãîìîìîðôiçìè ïiâãðóï òà ãðóï
Íåõàé (G1, ·) i (G2, ◦) � äâi ïiâãðóïè àáî ãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : G1 → G2 íàçèâà¹òüñÿ
ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî ϕ(x · y) = ϕ(x) ◦ ϕ(y) äëÿ âñiõ x, y ∈ G1.
Ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ åïiìîðôiçìîì, ií'¹êòèâ-
íèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì ãðóï, à ái¹êòèâ-
íèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì. ßêùî iñíó¹ içîìîð-
ôiçì ïiâãðóï (ãðóï) G1 i G2, òî öi ïiâãðóïè (ãðóïè) íàçèâàþòüñÿ
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içîìîðôíèìè. Òîé ôàêò, ùî ïiâãðóïè (ãðóïè) G1 i G2 içîìîðôíi,
áóäåìî çàïèñóâàòè G1 ' G2.

Ïðèêëàä 1.4.1. 1) Ìíîæèíà R+ âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ ÷èñåë. Êîæíå äî-
äàòíå äiéñíå ÷èñëî r 6= 1 âèçíà÷à¹ ãîìîìîðôiçì àäèòèâíî¨ ãðó-
ïè R äiéñíèõ ÷èñåë â ãðóïó R+ çà ïðàâèëîì a

exp7−→ ra. Ñïðàâ-
äi, exp(a + b) = ra+b = rarb = exp a · exp b. Âiäîáðàæåííÿ exp:
R → R+ ìà¹ îáåðíåíå log : R+ → R, îòæå, âîíî ái¹êòèâíå. Òî-
ìó ãðóïè {R+, ·} i {R, +} � içîìîðôíi.

2) Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C2 ãðóïó ç åëåìåíòàìè 1,−1 i çâè÷àé-
íèì ìíîæåííÿì. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ε : Sn → C2, äëÿ
ÿêîãî

ε(π) =

{
1, π� ïàðíà,
−1, π� íåïàðíà.

Òîäi

ε(στ) =

{
1, σ i τ ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü,
−1, â iíøîìó âèïàäêó

= ε(σ)ε(τ).

Oòæå, ε � ãîìîìîðôiçì ãðóï Sn i C2.
3) ßêùî ãðóïà G àáåëüîâà, òî âiäîáðàæåííÿ ε : G → G, ε(a) =

a−1, ¹ içîìîðôiçìîì ãðóïè G â ñåáå.

Îçíà÷åííÿ 1.4.2. Ãîìîìîðôiçì ãðóïè G â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ
åíäîìîðôiçìîì ãðóï. Ìíîæèíó âñiõ åíäîìîðôiçìiâ ãðóïè G â
ñåáå ïîçíà÷àþòü EndG.

Çàóâàæåííÿ 1.4.1. Îñêiëüêè 1G ∈ EndG, òî EndG 6= ∅.
Òâåðäæåííÿ 1.4.1. ßêùî φ : G1 → G2 � ãîìîìîðôiçì ãðóï,

òî:

a) îáðàç φ(e1) íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè G1 ¹ íåéòðàëü-
íèì åëåìåíòîì ãðóïè G2;

á) îáðàç φ(G1) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G2.
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Äîâåäåííÿ. a) Íåõàé e1 òà e2 � íåéòðàëüíi åëåìåíòè ãðóï G1

òà G2 âiäïîâiäíî, a1 ∈ G1. Ìà¹ìî

e2φ(a1) = φ(e1a1) = φ(e1)φ(a1).

Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíîñòi e2φ(a1) = φ(e1)φ(a1) çàêîí ñêîðî÷åííÿ,
îäåðæèìî φ(e1) = e2.

á) Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî φ(G1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè êðèòå-
ðiþ ïiäãðóïè. Íåõàé a2, b2 ∈ φ(G1). Òîäi iñíóþòü a1, b1 ∈ G1,
òàêi ùî a2 = φ(a1), b2 = φ(b1). a2b2 = φ(a1)φ(b1) = φ(a1b1).
Îòæå, a2b2 ∈ φ(G1). Äàëi, çà äîâåäåíèì, e2 = φ(e1) = φ(a1a

−1
1 ) =

φ(a1)φ(a−1
1 ). Çâiäñè a−1

2 = φ(a1)−1 = φ(a−1
1 ) ∈ φ(G1).

Òâåðäæåííÿ 1.4.2. a) ßêùî φ � içîìîðôiçì ãðóï G1 i G2,
òî φ−1 ¹ içîìîðôiçìîì ãðóï G2 i G1.

á) ßêùî ψ � içîìîðôiçì ãðóï G2 i G3, òî äîáóòîê ψ ◦ φ ¹
içîìîðôiçìîì ãðóï G1 i G3.

Äîâåäåííÿ. a) Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî φ−1(a2b2) = φ−1(a2)φ−1(b2)
äëÿ âñiõ a2, b2 ∈ G2. Îñêiëüêè, φ � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî
äëÿ åëåìåíòiâ a2, b2 ∈ G2 iñíóþòü åëåìåíòè a1, b1 ∈ G1 òàêi,
ùî φ(a1) = a2, φ(b1) = b2. Òîäi φ−1(a2b2) = φ−1

(
φ(a1)φ(b1)

)
=

= φ−1
(
φ(a1b1)

)
= a1b1 = φ−1(a2)φ−1(b2).

á) Äîáóòîê ψ◦φ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè G1 ó ãðó-
ïó G3. Êðiì öüîãî, äëÿ a, b ∈ G1 ìà¹ìî (ψ ◦ φ)(ab) = ψ(φ(ab)) =
= ψ(φ(a)φ(b)) = (ψφ)(a)(ψφ)(b).

Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ 1G ¹ içî-
ìîðôiçìîì ãðóïè G, ç òâåðäæåííÿ 1.4.2 âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ
içîìîðôiçìó ãðóï çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíò-
íîñòi. Öå äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ãðóïè ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó,
òîáòî íå ðîçðiçíÿòè içîìîðôíi ãðóïè.

1.4.2. Ñóìiæíi êëàñè
Îçíà÷åííÿ 1.4.3. Íåõàé G � ãðóïà, à H � ¨¨ ïiäãðóïà. Ìíî-

æèíó åëåìåíòiâ Hx = {hx | h ∈ H} íàçèâàþòü ïðàâèì ñóìi-
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æíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Ìíîæèíà xH = {xh |
h ∈ H} íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðàâi (ëiâi) ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ H ¹ êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâà-
ëåíòíîñòi íà ìíîæèíi åëåìåíòiâ ãðóïè G, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà
äîïîìîãîþ ïiäãðóïè H. À ñàìå, çàäàìî íà ãðóïi G âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi ∼H . Ââàæàòèìåìî, ùî a ∼H b, ÿêùî ab−1 ∈ H.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ∼H � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

a) a ∼H a, áî aa−1 = e ∈ H.
á) ßêùî a ∼H b, òî ab−1 ∈ H. Îòæå, (ab−1)−1 = ba−1 ∈ H,

òîìó b ∼H a.
â) Íåõaé a ∼H b i b ∼H c, Òîäi ab−1 ∈ H i bc−1 ∈ H. Çâiäñè

ab−1bc−1 = ac−1 ∈ H. Îòæå, a ∼H c.
Òàêèì ÷èíîì, ∼H � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà G. Òîìó

ãðóïà G ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ, ïðè÷î-
ìó ðiçíi êëàñè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. êîæíèé òàêèé êëàñ x
ñêëàäà¹òüñÿ iç åëåìåíòiâ z ∈ G òàêèõ, ùî zx−1 ∈ H, òîáòî
zx−1 = h ∈ H, z = hx. Îòæå, êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi x åëåìåíòà x
� öå ìíîæèíà Hx = {hx | h ∈ H}. Î÷åâèäíî, ùî G =

⋃
x∈G Hx.

Ìè áà÷èìî, ùî ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ¹ êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ åëå-
ìåíòiâ âiäíîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi∼H . Òàê ñàìî ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî ëiâi ñóìiæíi êëàñè îäåðæóþòüñÿ ç âiäíîøåííÿ åêâi-
âàëåíòíîñòi H ∼, äëÿ ÿêîãî: a H ∼ b ⇔ a−1b ∈ H. Òîìó ãðóïà G
¹ îá'¹äíàííÿì ÿê ëiâèõ, òàê i ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ:

G =
⋃

x∈G

Hx =
⋃

x∈G

xH.

Òâåðäæåííÿ 1.4.3. Ìíîæèíà ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè
G çà ïiäãðóïîþ H ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi ïðàâèõ ñóìiæíèõ
êëàñiâ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå ëiâîìó ñóìiæíî-
ìó êëàñó xH ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñ Hx−1,
f(xH) = Hx−1. Ìà¹ìî

xH = yH ↔ x−1y ∈ H ↔ x−1 ∈ Hy−1 ↔ Hx−1 = Hy−1.
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Çâiäñè âèïëèâà¹ ÿê êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ f , òàê i
éîãî ií'¹êòèâíiñòü. Íàðåøòi, f(y−1H) = Hy äëÿ êîæíîãî y ∈ G,
òîáòî âiäîáðàæåííÿ f ñþð'¹êòèâíå.

Îçíà÷åííÿ 1.4.4. ßêùî êiëüêiñòü ðiçíèõ ëiâèõ (ïðàâèõ) ñó-
ìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ñêií÷åííà, òî êàæóòü, ùî
ïiäãðóïà H ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ â ãðóïi G. Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó êàæóòü, ùî H ìà¹ íåñêií÷åííèé iíäåêñ. Iíäåêñ ïiäãðóïè
H ó ãðóïi G ïîçíà÷àþòü (G : H).

Ïðèêëàä 1.4.2. 1) Íåõàé G = Sn, à H = An � ïiäãðóïà
ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê. Íåõàé π ∈ Sn. Òîäi πAn ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê, ÿêùî ïiäñòàíîâêà π � ïàðíà, i ç óñiõ íå-
ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê â iíøîìó âèïàäêó. Ç òàêèõ ñàìèõ ïiäñòàíî-
âîê (âñiõ ïàðíèõ àáî íåïàðíèõ) ñêëàäà¹òüñÿ i ïðàâèé ñóìiæíèé
êëàñ Anπ. Òîìó â öüîìó âèïàäêó

πAn = Anπ =

{
An, ÿêùî π − ïàðíà ïiäñòàíîâêà,
Sn\An, â iíøîìó âèïàäêó.

Áà÷èìî, ùî òóò ëiâi ñóìiæíi êëàñè çáiãàþòüñÿ ç ïðàâèìè. Íà-
ñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òàê òðàïëÿ¹òüñÿ íå çàâæäè.

2) Íåõàé G = S3, H = {e, (1, 2)}. Òîäi (2, 3)H = {(2, 3), (1, 3, 2)},
à H(2, 3) = {(2, 3), (1, 2, 3)}.

Çàóâàæåííÿ 1.4.2. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ áóäü-ÿêîãî ïðàâîãî (ëi-
âîãî) ñóìiæíîãî êëàñó Hx (xH) ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ðiâ-
íîïîòóæíà ìíîæèíi H, òîáòî iñíóþòü ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ
H → Hx òà H → xH. Ñïðàâäi, âiäîáðàæåííÿ f : H → Hx, äëÿ
ÿêîãî f(h) = hx, ¹ ái¹êòèâíèì, áî äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå f−1:
Hx → H, f−1(hx) = (hx)x−1 = h. Òàê ñàìî âiäîáðàæåííÿ g:
H → xH, g(h) = xh, ¹ ái¹êòèâíèì. Çîêðåìà, ÿêùî H ¹ ñêií-
÷åííîþ ãðóïîþ, ùî ìà¹ m åëåìåíòiâ, òî êîæíèé ïðàâèé (ëiâèé)
ñóìiæíèé êëàñ òåæ ìà¹ m åëåìåíòiâ.



38 Ðîçäië 1. Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

1.4.3. Òåîðåìà Ëàãðàíæà
Íàãàäà¹ìî, ùî ïîðÿäêîì ñêií÷åííî¨ ãðóïè G íàçèâàþòü êiëü-

êiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè G.

Òåîðåìà 1.4.4 (Ëàãðàíæ). Ïîðÿäîê áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïè H ñêií-
÷åííî¨ ãðóïè G ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà G ¹ îá'¹äíàííÿì ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ Hx.
Âîíè ¹ êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi ∼H , ðîçãëÿíóòîãî â ï. 1.4.2. Ðiçíi êëàñè íå ìàþòü ñïiëüíèõ
åëåìåíòiâ. Äàëi, ÿêùî ïiäãðóïà H ñêëàäà¹òüñÿ ç m åëåìåíòiâ, òî,
çãiäíî çàóâàæåííÿ 1.4.2, êîæíèé ñóìiæíèé êëàñ Hx ìiñòèòü m
åëåìåíòiâ. Òîìó ïîðÿäîê n ãðóïè G äîðiâíþ¹ mk, äå k � êiëü-
êiñòü ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ Hx.

Íàñëiäîê 1.4.5. Ïîðÿäîê êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðó-
ïè G ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿäîê åëåìåíòà çà òåîðåìîþ 1.2.6 äîðiâíþ¹ ïî-
ðÿäêó öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè, ïîðîäæåíî¨ öèì åëåìåíòîì.

Íàñëiäîê 1.4.6. ßêùî ïîðÿäîê ãðóïè G ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì,
òî âîíà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíi ïiäãðóïè.

Äîâåäåííÿ. �äèíèìè äiëüíèêàìè ïðîñòîãî ÷èñëà p ¹ 1 i p.

1.4.4. Ðîçáèòòÿ ãðóïè, óçãîäæåíi ç îïåðàöi¹þ
Ñåðåä âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi, çàäàíèõ íà ãðóïi G, îñîáëèâå
çíà÷åííÿ ìàþòü òi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi óçãîäæåíi ç
ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.5. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà ãðóïi G
íàçèâà¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç îïåðàöi¹þ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëå-
ìåíòiâ g1, g2, g

′
1, g

′
2 ∈ G ç g1 ∼ g2 i g′1 ∼ g′2 âèïëèâà¹ g1g

′
1 ∼ g2g

′
2.
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Iíàêøå êàæó÷è, âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ãðóïi óçãîä-
æåíå ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ, ÿêùî äîáóòîê äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
ïî îäíîìó ç äâîõ çàäàíèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çàâæäè íàëåæèòü äî
îäíîãî i òîãî æ ñóìiæíîãî êëàñó. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ïiä-
ãðóïó An ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê â ãðóïi Sn. Öÿ ïiäãðóïà âèçíà÷à¹
ðîçáèòòÿ Sn = An ∪ (Sn\An) ãðóïè Sn (íàãàäà¹ìî, ùî çàäàííÿ
ðîçáèòòÿ ìíîæèíè ðiâíîñèëüíå çàäàííþ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíò-
íîñòi íà öié ìíîæèíi). Î÷åâèäíî, äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ïàðíèõ
ïiäñòàíîâîê ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ, äîáóòîê äâîõ íåïàðíèõ ïiä-
ñòàíîâîê ¹ ïàðíîþ, à äîáóòîê ïàðíî¨ i íåïàðíî¨ ïiäñòàíîâîê ¹
íåïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ. Òîìó ìè ìà¹ìî òóò ðîçáèòòÿ Sn (âiäíî-
øåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà Sn), ÿêå óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.6. Ïiäãðóïà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëü-
íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü gH = Hg
(ëiâi ñóìiæíi êëàñè çáiãàþòüñÿ ç ïðàâèìè).

Ïðèêëàä 1.4.3. 1) ßêùî G àáåëüîâà ãðóïà, òî êîæíà ïiä-
ãðóïà ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ.

2) Ìè áà÷èëè â ï.1.4.2, ùî An ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
Sn.

3) Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ÿêùî (G : H) = 2, òî ðîçáèò-
òÿ ãðóïè ÿê íà ëiâi, òàê i íà ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ìà¹ âèãëÿä
G = H ∪ (G\H), òîáòî â öüîìó âèïàäêó ëiâi ñóìiæíi êëàñè çái-
ãàþòüñÿ ç ïðàâèìè i H ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Çîêðå-
ìà, ãðóïà ïîâîðîòiâ êâàäðàòà ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ âñiõ ñè-
ìåòðié êâàäðàòà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.7. Ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ â G
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ghg−1 ∈ H äëÿ âñiõ h ∈ H, g ∈ G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H íîðìàëüíà â G. Òîäi gH = Hg, òîáòî
äëÿ êîæíîãî h ∈ H i êîæíîãî g ∈ G iñíó¹ s ∈ H òàêèé, ùî
gh = sg. Çâiäñè ghg−1 = s ∈ H. Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ âñiõ h ∈ H,
g ∈ G ghg−1 = s ∈ H, òî gh = sg, çâiäêè gH ⊂ Hg. Îñêiëüêè
g−1h(g−1)−1 ∈ H äëÿ âñiõ h ∈ H, òî i Hg ⊂ gH, à òîìó gH =
= Hg.



40 Ðîçäië 1. Îñíîâíi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

Òåîðåìà 1.4.8 (ïðî ðîçáèòòÿ ãðóïè). Ðîçáèòòÿ ãðóïè G íà
êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi óçãîäæåíå ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ðîçáèòòÿì íà ñóìiæíi êëàñè çà äåÿ-
êîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé G =
⋃

i Gi � ðîçáèòòÿ, óç-
ãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ. Ïðèïóñòèìî, ùî íåéòðàëüíèé åëåìåíò e
ãðóïè G íàëåæèòü äî G1. Ïîêàæåìî, ùî G1 � ïiäãðóïà ãðóïè G.
Íåõàé g1, g2 ∈ G1. Òîäi g1 ∼ e, g2 ∼ e, îòæå, g1g2 ∼ e. Öå îçíà÷à¹,
ùî g1g2 ∈ G1. Äàëi, ÿêùî g ∼ e i, î÷åâèäíî, g−1 ∼ g−1, òî gg−1 ∼
∼ eg−1, òîáòî g−1 ∼ e. Öå îçíà÷à¹, ùî g−1 ∈ G1. Îòæå, çà êðèòå-
ði¹ì ïiäãðóïè, G1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Ïîêàæåìî, ùî G1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà. Íåõàé g ∈ G,
g1 ∈ G1. Òîäi g1 ∼ e i gg1g

−1 ∼ geg−1 = e, òîáòî gg1g
−1 ∈ G1

i, â ñèëó òâåðäæåííÿ 1.4.7, G1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, íàðåøòi, ùî êîæåí êëàñ Gi ¹ ñóìiæíèì êëà-

ñîì çà ïiäãðóïîþ G1. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò gi ∈ Gi. Íåõàé g �
äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè Gi. Òîäi ç g ∼ gi âèïëèâà¹ g−1

i g ∼
∼ g−1

i gi = e. Îòæå, åëåìåíò h = g−1
i g ìiñòèòüñÿ â G1, òîìó

g = gih ∈ giG1, òîáòî Gi ⊂ giH. Êðiì öüîãî, ÿêùî h ∈ G1, òî
h ∼ e i òîìó gih ∼ gi. Öå îçíà÷à¹, ùî gih ∈ Gi, òîáòî giG1 ⊂ Gi i,
îñòàòî÷íî, Gi = giG1.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G,
G =

⋃
gH � ðîçáèòòÿ G íà ñóìiæíi êëàñè. Äîâåäåìî, ùî öå

ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ. Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî êî-
ëè g1 H ∼ g2, g′1 H ∼ g′2, òî g1g

′
1 H ∼ g2g

′
2. Îñêiëüêè g1 H ∼ g2,

g′1 H ∼ g′2, òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè h1, h2 ∈ H, ùî g1 = g2h1,
g′1 = g′2h2. Ç íîðìàëüíîñòi ïiäãðóïè H âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ
åëåìåíò h3 ∈ H, òàêèé ùî h1g

′
2 = g′2h3. Çâiäñè g1g

′
1 = g2h1g

′
2h2 =

= g2g
′
2h3h2 = g2g

′
2h4, äå h4 = h3h2 ∈ H. Îòæå, g1g

′
1H ∼g2g

′
2 i

íàøå ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ.

1.4.5. Ôàêòîð-ãðóïà
Íåõàé G � ãðóïà, G =

⋃
i∈I Gi � ðîçáèòòÿ ãðóïè G, óçãîäæå-

íå ç îïåðàöi¹þ. Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè çàäàíå ðîçáèòòÿ (âiäíîøåí-
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íÿ åêâiâàëåíòíîñòi) äåÿêî¨ ìíîæèíè G, òî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè
ÿêî¨ ¹ ñóìiæíi êëàñè Gi, íàçèâàþòü ôàêòîð-ìíîæèíîþ.

Îçíà÷èìî íà ôàêòîð-ìíîæèíi {Gi | i ∈ I} íàñòóïíó àëãåá-
ðà¨÷íó îïåðàöiþ: äîáóòêîì êëàñiâ Gi òà Gj íàçâåìî êëàñ Gk

(Gi · Gj = Gk), â ÿêîìó ëåæàòü äîáóòêè gigj äëÿ âñiõ gi ∈ Gi,
gj ∈ Gj . Îñêiëüêè ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå ç îïåðàöi¹þ, òî Gk íå çà-
ëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó åëåìåíòiâ gi òà gj , à çàëåæèòü
ëèøå âiä âèáîðó êëàñiâ Gi òà Gj , òîáòî íàøà àëãåáðà¨÷íà îïåðà-
öiÿ íà ôàêòîð-ìíîæèíi {Gi | i ∈ I} îçíà÷åíà êîðåêòíî.

Ó ï. 1.4.4 ìè áà÷èëè, ùî ðîçáèòòÿ ãðóïè, óçãîäæåíå ç îïå-
ðàöi¹þ, ¹ îáîâ'ÿçêîâî ðîçáèòòÿì çà äåÿêîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðó-
ïîþ H, i ñóìiæíi êëàñè Gi ¹ ñóìiæíèìè êëàñàìè ãðóïè G çà
ïiäãðóïîþ H: Gi = giH = Hgi.

Ïîçíà÷èìî ôàêòîð-ìíîæèíó {Gi | i ∈ I} = {gH | g ∈ G}
ñèìâîëîì G/H. Îçíà÷åííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ â G/H ìîæíà
çàïèñàòè â iíøîìó, áiëüø çðó÷íîìó, âèãëÿäi.

Îçíà÷åííÿ 1.4.7. aH · bH = abH.

Òâåðäæåííÿ 1.4.9. G/H ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî ùîéíî îçíà÷åíî¨
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ íàä ¨¨ åëåìåíòàìè.

Äîâåäåííÿ. Äàíà îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà:

aH(bHcH) = aH(bcH) = a(bc)H = (ab)cH = abHcH = (aHbH)cH.

Íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì ¹ ñóìiæíèé êëàñ eH = H. Íàðåøòi,
(aH)−1 = a−1H.

Îçíà÷åííÿ 1.4.8. Ãðóïà G/H íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ãðóïîþ
ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âi-
äîáðàæåííÿ ϕ : G → G/H, φ(a) = aH, ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï.
Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì.

Ïðèêëàä 1.4.4. 1) Íåõàé G = Sn, H = An. Ìè áà÷èëè,
ùî An � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè Sn. Ôàêòîð-ãðóïà Sn/An

ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ An i Sn \ An. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó
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C2 =
({−1, 1}, ·), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ 1 i −1 çi çâè-

÷àéíèì ìíîæåííÿì. Âiäîáðàæåííÿ φ : Sn/An → C2, äëÿ ÿêîãî
φ(An) = 1, φ(Sn \ An) = −1 ¹, ÿê ëåãêî áà÷èòè, içîìîðôiçìîì
ãðóï Sn/An i C2.

2) Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïó Z ãðóïè Q. Q � àáåëüîâà ãðóïà, òî-
ìó Z ¹ ¨¨ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ. Ôàêòîð-ãðóïà Q/Z ñêëàäà¹òü-
ñÿ ç ñóìiæíèõ êëàñiâ m

n = m
n + Z, äå m

n ∈ Q. Ó êîæíîìó òàêî-
ìó ñóìiæíîìó êëàñi m

n ìiñòèòüñÿ ¹äèíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a
b ç

âëàñòèâiñòþ 0 ≤ a
b < 1. (a

b = m
n −

[
m
n

]
,
[

m
n

]
� öiëà ÷àñòèíà m

n ).
Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè ãðóïè Q/Z ïåðåáóâàþòü ó ái¹êòèâíié
âiäïîâiäíîñòi ç ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè a

b , 0 ≤ a
b < 1. Çíàéäåìî,

íàïðèêëàä, ñóìó åëåìåíòiâ 3
8 i 5

7 ãðóïè Q/Z: 3
8 + 5

7 = 61
56 = 5

56 .

1.4.6. Òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè
Íåõàé ϕ : G → G′ � ãîìîìîðôiçì ãðóï. Ìè âæå çíà¹ìî (äèâ.

òâåðäæåííÿ 1.4.1), ùî îáðàç ϕ(G) ãîìîìîðôiçìó ϕ ¹ ïiäãðóïîþ
ãðóïè G′. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ îáðàçó ãîìîìîðôiçìó âèêîðèñòîâóþòü
òàêîæ ñèìâîë Imϕ, òîáòî Imϕ = ϕ(G). Ââåäåìî ùå îäíå âàæëèâå
ïîíÿòòÿ, çâ'ÿçàíå ç ãîìîìîðôiçìàìè, � ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ϕ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.9. Ìíîæèíó Kerϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = e}
(e � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G′) íàçèâàþòü ÿäðîì ãîìîìîð-
ôiçìó ϕ.

Òâåðäæåííÿ 1.4.10. Kerϕ ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî êðèòåðié ïiäãðóïè. ßêùî g1, g2 ∈
∈ Kerϕ, òî ϕ(g1g2) = ϕ(g1) ·ϕ(g2) = e · e = e i ϕ(g−1

1 ) = ϕ(g1)−1 =
= e−1 = e. Îòæå, Kerϕ � ïiäãðóïà. ßêùî òåïåð g ∈ G,
h ∈ Kerϕ, òî ϕ(ghg−1) = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g−1) = ϕ(g)ϕ(g)−1 = e; òîìó,
çà òâåðäæåííÿì 1.4.7, Kerϕ � íîðìàëüíà ïiäãðóïà.

Òåîðåìà 1.4.11. ßêùî ϕ : G → G′ � ãîìîìîðôiçì ãðóï i
H = Kerϕ, òî iñíó¹ içîìîðôiçì ϕ : G/H

∼−→ Imϕ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé g = gH ∈ G/H. Îçíà÷èìî ϕ(g) = ϕ(g) i ïå-
ðåâiðèìî, ùî ϕ � ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì. Ñïî÷àòêó ïåðåñâiä-
÷ó¹ìîñÿ, ùî ϕ ¹ âiäîáðàæåííÿì: ÿêùî g1 = g2, òî g1g

−1
2 ∈ Kerϕ,

à òîìó ϕ(g1)ϕ(g2)−1 = e, i ϕ(g1) = ϕ(g2).
Î÷åâèäíî, ùî ϕ � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïåðåâiðèìî,

ùî âîíî òàêîæ ií'¹êòèâíå. ßêùî ϕ(g1) = ϕ(g2), òî ϕ(g1) = ϕ(g2),
îòæå, g1g

−1
2 ∈ Kerϕ, òîìó g1 = g2 çà êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ñóìiæíèõ

êëàñiâ.
Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî ϕ � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ϕ � ãîìîìîðôiçì, à öå âèïëèâà¹ ç
íàñòóïíî¨ íèçêè ðiâíîñòåé:

ϕ(g1g2) = ϕ(g1g2) = ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) = ϕ(g1)ϕ(g2).

1.5. Êiëüöÿ òà ïîëÿ
1.5.1. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè êiëåöü. Íàñëiäêè ç àê-

ñiîì
Îçíà÷åííÿ 1.5.1. Êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà R ç äâîìà

àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè �+� � äîäàâàííÿ i �·� � ìíîæåííÿ,
ÿêùî öi îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) R � àáåëüîâà ãðóïà âiäíîñíî äîäàâàííÿ;
2) ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíå: ∀a, b, c ∈ R a(bc) = (ab)c;
3) ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíå ç äîäàâàííÿì çàêîíàìè äèñòðèáóòèâ-

íîñòi:
∀a, b, c ∈ R (a + b)c = ac + bc, c(a + b) = ca + cb.

ßêùî ìíîæåííÿ â êiëüöi R êîìóòàòèâíå, òî R íàçèâàþòü êî-
ìóòàòèâíèì êiëüöåì. ßêùî iñíó¹ åëåìåíò 1 ∈ R, òàêèé ùî 1a =
= a1 = a äëÿ êîæíîãî a ∈ R, òî R íàçèâàþòü êiëüöåì ç îäèíè-
÷íèì åëåìåíòîì àáî êiëüöåì ç 1.

Ïðèêëàä 1.5.1. 1) Z, Q, R ¹ êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè ç 1,
2Z � êîìóòàòèâíå êiëüöå áåç 1.
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2) Ìíîæèíà äiéñíèõ ôóíêöié âiä äiéñíî¨ çìiííî¨, âèçíà÷å-
íèõ íà ïðîìiæêó (a, b), ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç 1 âiäíîñíî
çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ôóíêöié.

3) Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, M = 2A � ìíîæèíà
âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A. Âèçíà÷èìî íà 2A îïåðàöi¨: X⊕Y =
(X∪Y )\(X∩Y ) i X¯Y = X∩Y � ïåðåòèí X i Y . M ¹ êiëüöåì
âiäíîñíî öèõ îïåðàöié.

Ó êiëüöi îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî äî-
äàâàííÿ, ÿêèé ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè 0 i íàçèâàòè íóëåì. Àáåëüîâó
ãðóïó (R, +) êiëüöÿ R íàçèâàþòü àäèòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ R.

Òâåðäæåííÿ 1.5.1. Ó êîæíîìó êiëüöi R âèêîíóþòüñÿ òàêi
âëàñòèâîñòi (a, b � áóäü-ÿêi åëåìåíòè iç R):

1) a · 0 = 0 · a = 0;
2) a(−b) = (−a)b = −ab;
3) (−a)(−b) = ab. (−a,−b,−ab îçíà÷àþòü îáåðíåíi åëåìåíòè

äî a, b, ab âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ).
Äîâåäåííÿ. 1) Ç ðiâíîñòåé 0 · a = (0 + 0)a = 0 · a + 0 · a i

0 + 0 · a = 0 · a çà çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî 0 · a = 0.
Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ, ùî é a · 0 = 0. 2) a(−b) + ab = a(−b + b) =
a · 0 = 0 çà äîâåäåíèì. Îòæå, a(−b) = −ab. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ,
ùî i (−a)b = −ab. 3) (−a)(−b) + (−ab) = (−a)(−b) + (−a)b =
= (−a)(−b + b) = −a · 0 = 0. Ç iíøîãî áîêó, ab + (−ab) = 0. Çà
çàêîíîì ñêîðî÷åííÿ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (−a)(−b) = ab.

Íàäàëi ìè áóäåìî ïèñàòè a− b çàìiñòü a + (−b).

1.5.2. Ïiäêiëüöÿ òà iäåàëè. Ñóìiæíi êëàñè çà iäåàëîì
Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Ïiäìíîæèíà R1 êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïiä-

êiëüöåì êiëüöÿ R, ÿêùî R1 ¹ êiëüöåì âiäíîñíî òèõ æå îïåðàöié,
ùî i â R.

Ïðèêëàä 1.5.2. 1) Ó ëàíöþæêó 6Z ⊂ 2Z ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R
êîæíå ïîïåðåäí¹ êiëüöå ¹ ïiäêiëüöåì êîæíîãî íàñòóïíîãî (îïå-
ðàöi¨ òóò çâè÷àéíi äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ).
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2) Êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà ïðî-
ìiæêó (a, b), ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ âñiõ äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷å-
íèõ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Îçíà÷åííÿ 1.5.3. Ïiäìíîæèíà I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïðà-
âèì (ëiâèì) iäåàëîì â R, ÿêùî âîíà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) ∀a, b ∈ I a− b ∈ I;
2) ∀a ∈ I, ∀c ∈ R ac ∈ I (ca ∈ I).

Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ïðàâi i ëiâi iäåàëè, î÷åâèäíî,
çáiãàþòüñÿ, òîìó â öüîìó âèïàäêó âæèâàþòü òåðìií iäåàë.

Ïðèêëàä 1.5.3. 1) nZ ¹ iäåàëîì â êiëüöi Z, áî ðiçíèöÿ äâîõ
öiëèõ ÷èñåë, êðàòíèõ n, ¹ öiëèì ÷èñëîì, êðàòíèì n, i äîáóòîê
öiëîãî ÷èñëà, êðàòíîãî n, íà äîâiëüíå öiëå ÷èñëî ¹ öiëèì ÷èñëîì,
êðàòíèì n.

2) Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1, a ∈ R. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó (a) = {ac | c ∈ R}. Î÷åâèäíî, (a) ¹ iäåàëîì (öå óçàãàëü-
íåííÿ ïðèêëàäó 1). Öåé iäåàë (a) íàçèâàþòü ãîëîâíèì iäåàëîì,
ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a, i ÷àñòî ïîçíà÷àþòü aR.

Òâåðäæåííÿ 1.5.2. êîæíèé iäåàë I â êiëüöi R ¹ ïiäêiëüöåì
êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. ßêùî b ∈ I, òî 0 = b−b ∈ I, −b = 0−b ∈ I i a+b =
= a− (−b) ∈ I. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà I ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè R
âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Êðiì òîãî, ç îçíà÷åííÿ iäåàëó âèïëèâà¹, ùî
I çàìêíåíà âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Äëÿ I ñïðàâåäëèâi âñi àêñiîìè ç
îçíà÷åííÿ êiëüöÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âîíè ñïðàâåäëèâi äëÿ
âñüîãî R.

Çàóâàæåííÿ 1.5.1. Íåâiðíî, ùî ïiäêiëüöå çîáîâ'ÿçàíå áóòè
iäåàëîì. Íàïðèêëàä, ïiäêiëüöå Z êiëüöÿ Q íå ¹ iäåàëîì â Q.

Äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå êîìóòàòèâíi
êiëüöÿ.
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1.5.3. Ôàêòîð-êiëüöå
Íåõàé I � iäåàë â êiëüöi R. Òîäi I � ïiäãðóïà àäèòèâíî¨ ãðóïè

R. Òîìó òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ãðóï, ìîæíà îçíà÷èòè âiäíî-
øåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: a ∼I b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a − b ∈ I
(ïîðiâíÿéòå ç ï. 1.4.4). Çàóâàæèìî, ùî â äàíîìó âèïàäêó ñèòó-
àöiÿ áiëüø ïðîñòà, íiæ ó ï. 1.4.4, îñêiëüêè àäèòèâíà ãðóïà R ¹
êîìóòàòèâíîþ. Îòæå, òàê ñàìî, ÿê ó ï. 1.4.4, ìè îäåðæèìî ðîç-
áèòòÿ êiëüöÿ R íà ñóìiæíi êëàñè a+ I çà iäåàëîì I. Ìè ïèøåìî
a ∼ a′, ÿêùî åëåìåíòè a i a′ íàëåæàòü äî îäíîãî i òîãî æ ñóìiæ-
íîãî êëàñó, òîáòî a− a′ ∈ I.

Îçíà÷åííÿ 1.5.4. Ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R (âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi íà R) íàçèâà¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç îïåðàöiÿìè, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, a′, b′ ∈ R ç a ∼ a′ i b ∼ b′ âèïëèâà¹
a + b ∼ a′ + b′ i ab ∼ a′b′.

Òåîðåìà 1.5.3 (ïðî ðîçáèòòÿ êiëüöÿ). Ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R
óçãîäæåíå ç îïåðàöiÿìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ ðîç-
áèòòÿì íà ñóìiæíi êëàñè çà äåÿêèì iäåàëîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ðîçáèòòÿ êiëüöÿ R óçãîäæåíå ç îïåðàöiÿ-
ìè, òî ç òåîðåìè 1.4.8 (ïðî ðîçáèòòÿ ãðóïè) âèïëèâà¹, ùî âîíî
¹ ðîçáèòòÿì çà äåÿêîþ ïiäãðóïîþ I àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ R.
Ïîêàæåìî, ùî öÿ ïiäãðóïà I ¹ iäåàëîì. ßêùî a, b ∈ I, òî −b ∈ I
i a− b = a+(−b) ∈ I çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè. Äàëi, äëÿ áóäü-ÿêèõ
c ∈ R i a ∈ I ìà¹ìî a ∼ 0, c ∼ c, òîìó (ðîçáèòòÿ óçãîäæåíå
ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ) c · a ∼ c · 0 = 0, òîáòî ca ∈ I. Îòæå,
I ¹ iäåàëîì êiëüöÿ R. Íàâïàêè, ÿêùî I � iäåàë êiëüöÿ R, òî
ðîçáèòòÿ ãðóïè R íà ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïîþ I óçãîäæåíå
ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ çà òåîðåìîþ 1.4.8. Ïîêàæåìî, ùî öå ðîç-
áèòòÿ óçãîäæåíå i ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ. Íåõàé a ∼ a′, b ∼ b′.
Òîäi ab − a′b′ = ab − a′b + a′b − a′b′ = (a − a′)b + a′(b − b′) ∈ I,
áî a − a′, b − b′ ∈ I. Öå îçíà÷à¹, ùî ab ∼ a′b′, òîáòî ðîçáèòòÿ
óçãîäæåíå i ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.5.5. Íåõàé R/I = {a + I | a ∈ R} � ìíîæèíà
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âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ êiëüöÿ R çà iäåàëîì I. Ïîçíà÷èìî (äëÿ ñêî-
ðî÷åííÿ) ñóìiæíèé êëàñ a+I ÷åðåç a. Îçíà÷èìî íà ìíîæèíi R/I
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ:

a + b = a + b, a · b = ab.

Çàóâàæåííÿ 1.5.2. Ç òåîðåìè 1.5.3 âèïëèâà¹, ùî öi îçíà÷åííÿ
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ ¹ êîðåêòíèìè: ñóìà i äî-
áóòîê ñóìiæíèõ êëàñiâ îçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðåäñòàâíèêiâ
ó öèõ êëàñàõ, à òåîðåìà 1.5.3 ãàðàíòó¹, ùî öi îïåðàöi¨ çàëåæàòü
ëèøå âiä ñóìiæíèõ êëàñiâ, à íå âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó ïðåäñòàâ-
íèêiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.4. Ìíîæèíà R/I ¹ êiëüöåì âiäíîñíî âè-
çíà÷åíèõ âèùå îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëà-
ñiâ.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå çíà¹ìî (òâåðäæåííÿ 1.4.9), ùî R/I ¹ àáå-
ëüîâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Añîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ òà
äèñòðèáóòèâíiñòü â R/I âèïëèâàþòü ç àñîöiàòèâíîñòi ìíîæåííÿ
òà äèñòðèáóòèâíîñòi â R. Îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì äèñòðèáóòèâ-
íîñòi: (a+b)c = (a + b)c = (a + b)c = ac + bc = ac+bc = a ·c+b ·c.
Çàóâàæèìî, ùî êîëè R � êiëüöå ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1, òî é
R/I ¹ êiëüöåì ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 = 1 + I.

Îçíà÷åííÿ 1.5.6. Êiëüöå R/I, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ñóìiæíi
êëàñè êiëüöÿ R çà iäåàëîì I, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-êiëüöåì êiëüöÿ
R çà iäåàëîì I.

1.5.4. Êiëüöå Z/nZ

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì ôàêòîð-êiëüöÿ ¹ òàê çâàíå êiëüöå êëà-
ñiâ ëèøêiâ Z/nZ � ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ Z çà iäåàëîì nZ, äå n >
1. Ïîêè ùî îáìåæó¹ìîñÿ ëèøå íàéåëåìåíòàðíiøèìè âëàñòèâîñ-
òÿìè öüîãî ôàêòîð-êiëüöÿ i ðîçãëÿäà¹ìî éîãî ëèøå äëÿ òîãî,
ùîá ìàòè êîíêðåòíèé ïðèêëàä ôàêòîð-êiëüöÿ. Ïiçíiøå ìè áóäå-
ìî âèâ÷àòè ôàêòîð-êiëüöå Z/nZ áiëüø äåòàëüíî, îñêiëüêè âîíî
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âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ ÷èñåë. Åëåìåíòàìè êiëüöÿ êëàñiâ
ëèøêiâ Z/nZ ¹ ñóìiæíi êëàñè a = a + nZ, äå a ∈ Z. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç 0, 1, 2, . . . , n− 1 ñóìiæíi êëàñè ç ïðåäñòàâíèêàìè 0, 1,
2, . . . , n − 1. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öi ñóìiæíi êëàñè âè÷åðïóþòü âñi
åëåìåíòè êiëüöÿ Z/nZ. Ñïðàâäi, ç îçíà÷åííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ
âèïëèâà¹, ùî äëÿ a, b ∈ Z/nZ. a = b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a − b ∈ nZ, òîìó ñóìiæíi êëàñè 0, 1, 2, . . . , n− 1 âñi ðiçíi. Äàëi,
ÿêùî a ∈ Z/nZ áóäü-ÿêèé ñóìiæíèé êëàñ, òî, ðîçäiëèâøè a ç
îñòà÷åþ íà n, îäåðæèìî a = nd + r (òóò d =

[
a
n

]
� öiëà ÷àñòèíà

äðîáó a
n , r = a − nd, 0 ≤ r < n), i a = nd + r = nd + r = 0 + r =

r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Ðîçãëÿíåìî òàáëè÷êè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
äëÿ êiëåöü êëàñiâ ëèøêiâ Z/5Z i Z/6Z:

à) Z/5Z

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

á) Z/6Z

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

· 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Çàóâàæèìî, ùî â êiëüöi Z/5Z êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò
ìà¹ îáåðíåíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ: 1 · 1 = 1, 2 · 3 = 1, 4 · 4 = 1. Ó
êiëüöi Z/6Z åëåìåíòè 2, 3 i 4 íå ìàþòü îáåðíåíèõ âiäíîñíî ìíî-
æåííÿ. Êðiì òîãî, â Z/6Z äîáóòîê íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ìîæå
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äàâàòè íóëüîâèé åëåìåíò (2 ·3 = 0), êâàäðàò íåíóëüîâîãî åëåìåí-
òà, ùî íå äîðiâíþ¹ 1, ìîæå äàâàòè öåé ñàìèé åëåìåíò: 32 = 3.
� é iíøi íåçâè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ â Z/6Z. Òîé ôàêò, ùî â
Z/5Z êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ìà¹ îáåðíåíèé âiäíîñíî ìíî-
æåííÿ, äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.5. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, a ∈ Z/pZ, a 6=
0. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Z/pZ òàêèé, ùî a · b = 1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ãîëîâíèé iäåàë (a) = a · Z/pZ, ïîðî-
äæåíèé åëåìåíòîì a (ïðèãàäàéòå ïðèêëàä 3 ç ï. 1.5.1). Öåé iäåàë
ìiñòèòü íåíóëüîâi åëåìåíòè (a ∈ (a)) i çà òâåðäæåííÿì 1.5.2 ¹ ïiä-
êiëüöåì êiëüöÿ Z/pZ, îòæå, ¹ ïiäãðóïîþ àäèòèâíî¨ ãðóïè Z/pZ.
Çà íàñëiäêîì 1.4.6 ç òåîðåìè Ëàãðàíæà (ï. 1.4.3) (a) = Z/pZ.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ b ∈ Z/pZ, äëÿ ÿêîãî a ·b = 1.

1.5.5. Ïîëå
Îçíà÷åííÿ 1.5.7. Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíè÷íèì åëå-

ìåíòîì 1 6= 0 íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî
åëåìåíòà ç P iñíó¹ îáåðíåíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ.

Ïðèêëàä 1.5.4. 1) Ìíîæèíà Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i ìíî-
æèíà R äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïîëÿìè âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

2) Êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ Z/pZ ¹ ïîëåì òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè p-ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî çãiäíî òâåðäæå-
ííÿ 1.5.5 ôàêòîð-êiëüöå Z/pZ ¹ ïîëåì. ßêùî n íå ¹ ïðîñòèì ÷è-
ñëîì, òî Z/nZ íå ¹ ïîëåì. Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó n = n1 ·n2,
äå 1 < n1, n2 < n. n = n1 · n1 = 0 i n1 6= 0, n2 6= 0. ßêáè äëÿ n1

iñíóâàâ îáåðíåíèé n−1
1 , òî ìè ìàëè á n−1

1 · n1 · n2 = n−1
1 · 0 = 0,

òîáòî 1 · n2 = n2 = 0 � ñóïåðå÷íiñòü.

Òàêèì ÷èíîì, âiðíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.5.6. Z/nZ � ïîëå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n
� ïðîñòå ÷èñëî.
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1.5.6. Ãîìîìîðôiçìè êiëåöü òà ïîëiâ
Îçíà÷åííÿ 1.5.8. Íåõàé R1 i R2 � êiëüöÿ. Âiäîáðàæåííÿ

f : R1 → R2 íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü, ÿêùî f(a+ b) =
= f(a) + f(b) i f(ab) = f(a)f(b).

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî f(01) = 02, äå 01 i 02, âiäïîâiäíî,
íóëüîâi åëåìåíòè êiëåöü R1 i R2 (äèâ. òâåðäæåííÿ 1.4.1).

Îçíà÷åííÿ 1.5.9. Ãîìîìîðôiçìîì ïîëiâ P1 i P2 íàçèâàþòü
âiäîáðàæåííÿ f : P1 → P2, äëÿ ÿêîãî f(a + b) = f(a) + f(b),
f(ab) = f(a)f(b) i f(11) = 12, äå 11 òà 12 îäèíè÷íi åëåìåíòè â P1

òà P2 âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 1.5.5. 1) Íåõàé R � êiëüöå, I � iäåàë â R. Ðîçãëÿ-
íåìî âiäîáðàæåííÿ f : R → R/I êiëüöÿ R ó ôàêòîð-êiëüöå R/I,
äëÿ ÿêîãî f(a) = a. Òîäi f(a + b) = a + b = a + b = f(a) + f(b)
i f(ab) = ab = a · b = f(a)f(b). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìî-
ìîðôiçìîì êiëåöü R i R/I. Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâàþòü êàíî-
íi÷íèì ãîìîìîðôiçìîì.

2) Âiäîáðàæåííÿ êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë â ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë f : Z→ Q òàêå, ùî f(n) = n, ¹, î÷åâèäíî, ãîìîìîðôiçìîì.

Îçíà÷åííÿ 1.5.10. Içîìîðôiçìîì êiëåöü (ïîëiâ) íàçèâàþòü
ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì.

Ïðèêëàä 1.5.6. 1) Îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ áóäü-ÿêîãî êiëü-
öÿ (ïîëÿ) â ñåáå ¹, î÷åâèäíî, içîìîðôiçìîì.

2) Âiäîáðàæåííÿ f : Q(
√

2) → Q(
√

2), äëÿ ÿêîãî f(a + b
√

2) =
a − b

√
2, ¹ içîìîðôiçìîì ïîëÿ Q(

√
2) â ñåáå. Ñïðàâäi, ái¹êòèâ-

íiñòü òóò î÷åâèäíà. f
(
(a + b

√
2)(c + d

√
2)

)
= f(ac + 2bd +

+(ad + bc)
√

2) = ac + 2bd − (ad + bc)
√

2 = (a − b
√

2)(c − d
√

2) =
= f(a + b

√
2)f(c + d

√
2). Ùå ëåãøå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

f
(
(a + b

√
2) + (c + d

√
2)

)
= f(a + b

√
2) + f(c + d

√
2).

Iäåàëè êiëåöü òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ãîìîìîðôiçìàìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.5.11. Íåõàé f : R1 → R2 � ãîìîìîðôiçì êi-
ëåöü. Ïiäìíîæèíà Kerf = {x ∈ R1 | f(x) = 0} êiëüöÿ R1 íàçèâà-
¹òüñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó f .

Òâåðäæåííÿ 1.5.7. à) ßäðî ãîìîìîðôiçìó êiëåöü
f : R1 → R2 ¹ iäåàëîì êiëüöÿ R1.

á) ßêùî I � iäåàë êiëüöÿ R, òî I ¹ ÿäðîì êàíîíi÷íîãî ãîìî-
ìîðôiçìó f : R → R/I, f(a) = a.

Äîâåäåííÿ. à) ßêùî a, b ∈ Kerf , òî f(a − b) = f(a) − f(b) =
= 0 − 0 = 0, òîìó a − b ∈ Kerf . ßêùî, êðiì öüîãî, c ∈ R, òî
f(ca) = f(c)f(a) = f(c) · 0 = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ca ∈ Kerf .

á) Kerf = {a ∈ R | a = 0} = {a ∈ R | a ∈ I} = I.

Òâåðäæåííÿ 1.5.8. Ãîìîìîðôiçì ïîëiâ ¹ çàâæäè ií'¹êòèâ-
íèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, ÿäðî ãîìîìîðôiçìó ïîëiâ f : P1 → P2

¹ iäåàëîì â ïîëi P1. Àëå ìè çíà¹ìî , ùî â P1 ¹ ëèøå äâà iäåàëè (0)
i P1. Kerf 6= P1 òîìó, ùî f(1) = 1 i 1 /∈ Kerf . Îòæå, ÿäðî ãîìî-
ìîðôiçìó ïîëiâ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç 0. Òåïåð, ÿêùî f(a1) = f(a2),
òî, îñêiëüêè f � ãîìîìîðôiçì, f(a1−a2) = 0, a1−a2 ∈ Ker f = (0)
i a1 = a2. Îòæå, f � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

1.6. Ìàòðèöi
1.6.1. Îçíà÷åííÿ

Íåõàé R � êiëüöå. Ìàòðèöåþ ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R íàçè-
âà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , (1.6.1)
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äå aij ∈ R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ìàòðèöÿ (1.6.1) ìà¹ m ðÿäêiâ
i n ñòîâï÷èêiâ; êàæóòü ùå, ùî âîíà ìà¹ ðîçìið m × n. Ìàòðè-
öi ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè áóêâàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó
A,B, . . . , A1, A2, . . . , X, Y, Z. Åëåìåíòè aij ∈ R, ùî âõîäÿòü â ìà-
òðèöþ (1.6.1), íàçèâàþòü åëåìåíòàìè ìàòðèöi . Åëåìåíò aij ðîç-
ìiùåíèé íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâ÷èêà ìàòðèöi (1.6.1).
Ìàòðèöþ âèãëÿäó (1.6.1) ïîçíà÷àþòü ùå [aij ]1≤i≤m,1≤j≤n, àáî êî-
ðîòøå [aij ]. Ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðó m× n ç åëåìåíòàìè
êiëüöÿ R ïîçíà÷àþòü Mm,n(R):

Mm,n(R) = {[aij ]1≤i≤m,1≤j≤n | aij ∈ R}.

ßêùî m = 1, òî ìàòðèöÿ (1.6.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ðÿäêà; ¨¨ íà-
çèâàþòü ìàòðèöåþ-ðÿäêîì àáî ïðîñòî ðÿäêîì. Àíàëîãi÷íî ïðè
n = 1 ìà¹ìî ìàòðèöþ-ñòîâï÷èê àáî ïðîñòî ñòîâï÷èê. ßêùî
m = n, òî ìàòðèöþ (1.6.1) íàçèâàþòü êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ
ïîðÿäêó n. Ìíîæèíó âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëå-
ìåíòàìè ç êiëüöÿ R ïîçíà÷àþòü Mn(R). Äâi ìàòðèöi A i B íàçè-
âàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðè i îäíàêîâi
âiäïîâiäíi åëåìåíòè:

[aij ]1≤i≤m,1≤j≤n = [bij ]1≤i≤k,1≤j≤l,

ÿêùî m = k, n = l i aij = bij äëÿ âñiõ çíà÷åíü i òà j.

1.6.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè
Îçíà÷èìî íà ìíîæèíi ìàòðèöü Mm,n(R) àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ

äîäàâàííÿ ìàòðèöü i îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà åëåìåíòè
ç êiëüöÿ R (îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè). Íåõàé A = [aij ],
B = [bij ]; A,B ∈ Mm,n(R), λ ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 1.6.1. Ñóìîþ ìàòðèöü [aij ] òà [bij ] íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöÿ, íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ÿêî¨ ñòî¨òü
åëåìåíò aij + bij :

[aij ] + [bij ] = [aij + bij ].
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Äîáóòêîì ìàòðèöi [aij ] íà ñêàëÿð λ ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ,
íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ÿêî¨ ñòî¨òü åëåìåíò λaij :

λ[aij ] = [λaij ].

Äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ñêàëÿðè íàçèâà-
þòü ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè íàä ìàòðèöÿìè. Íóëüîâîþ ìàòðè-
öåþ O ∈ Mm,n(R) íàçâåìî ìàòðèöþ, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþ-
þòü íóëþ êiëüöÿ R. Äëÿ ìàòðèöi A = [aij ] ÷åðåç −A ïîçíà÷èìî
ìàòðèöþ [−aij ], åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ îáåðíåíèìè âiäíîñíî äîäàâàííÿ
äî åëåìåíòiâ aij ∈ R.

Íåõàé A, B,C ∈ Mm,n(R); λ, µ ∈ R.
Òâåðäæåííÿ 1.6.1. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè ìàþòü

òàêi âëàñòèâîñòi:
1) A + B = B + A,
2) (A + B) + C = A + (B + C),
3) A + O = A,
4) A + (−A) = O,
5) λ(µA) = (λµ)A,
6) (λ + µ)A = λA + µA,
7) λ(A + B) = λA + λB,
8) 1·A = A, ÿêùî êiëüöå R ¹ êiëüöåì ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì

1.
Äîâåäåííÿ. Îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì, íàïðèêëàä, âëàñòèâîñòi

7):

λ(A + B) = λ([aij ] + [bij ]) = λ[aij + bij ] = [λ(aij + bij)] =
= [λaij + λbij ] = [λaij ] + [λbij ] = λ[aij ] + λ[bij ] = λA + λB.

Ïðîïîíó¹ìî iíøi âëàñòèâîñòi äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

1.6.3. Äîáóòîê ìàòðèöü

Íåõàé A = (a1, a2, . . . , an) � ìàòðèöÿ-ðÿäîê, à B =
(

b1
b2
...
bn

)
�

ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê, A ∈ M1,n(R), B ∈ Mn,1(R). Òîäi äîáóòêîì
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ìàòðèöü A i B íàçèâàþòü åëåìåíò a1b1 + a2b2 + · · · + anbn =∑n
k=1 akbk ∈ R (öåé åëåìåíò ìîæíà ââàæàòè êâàäðàòíîþ ìàòðè-

öåþ ïîðÿäêó 1). Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîë ñóìè∑k
i=1 ai äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñóìè a1+a2+· · ·+ak äåêiëüêîõ åëåìåíòiâ

êiëüöÿ R. Ó íàñòóïíié ëåìi íàâåäåíi êîðèñíi ðiâíîñòi, ùî ìiñòÿòü
ñèìâîë

∑
.

Ëåìà 1.6.1. Íåõàé a, ai, aij ∈ R. Òîäi
1) a

∑k
i=1 ai =

∑k
i=1 aai;

2)
∑l

j=1

(∑k
i=1 aij

)
=

∑k
i=1

(∑l
j=1 aij

)
.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü 1) ¹ óçàãàëüíåííÿì âëàñòèâîñòi äèñòðè-
áóòèâíîñòi â êiëüöi R i ìîæå áóòè äîâåäåíà ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨ (äîâåäiòü ñàìîñòiéíî). Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi 2)
ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ




a11 a12 . . . a1l

a21 a22 . . . a2l

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akl


 ∈ Mk,l(R).

Ñóìó
∑l

j=1

(∑k
i=1 aij

)
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñóìó ñóì åëåìåíòiâ

âñiõ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A. Âîíà äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ åëåìåíòiâ
ìàòðèöi A. Òàê ñàìî, ñóìà

∑k
i=1

(∑l
j=1 aij

)
¹ ñóìîþ ñóì åëåìåíòiâ

âñiõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A; âîíà òåæ äîðiâíþ¹ ñóìi âñiõ åëåìåíòiâ
ìàòðèöi A.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2. Íåõàé A = [aij ] ∈ Mm,l(R), B = [bij ] ∈
Ml,n(R). Ìàòðèöÿ C = [cij ] ∈ Mm,n(R) íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì
ìàòðèöü A i B (¨¨ ïîçíà÷àþòü C = AB), ÿêùî cij =

∑l
k=1 aikbkj .

Çàóâàæåííÿ 1.6.1. Íå êîæíi äâi ìàòðèöi A i B ìîæíà ïåðå-
ìíîæèòè. Äîáóòîê AB ìàòðèöü A i B âèçíà÷åíèé ëèøå òîäi, êî-
ëè ìàòðèöi A i B ìàþòü ïiäõîæi ðîçìiðè, à ñàìå, êiëüêiñòü ñòîâ-
ï÷èêiâ ìàòðèöi A ïîâèííà äîðiâíþâàòè êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðèöi
B. Ìàòðèöÿ-äîáóòîê AB ìà¹ ñòiëüêè ðÿäêiâ, ñêiëüêè ¨õ ìà¹ A i
ñòiëüêè ñòîâï÷èêiâ, ñêiëüêè ¨õ ìà¹ B. Ñõåìàòè÷íî öå çîáðàæåíî
íà ìàë. ??
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Ïðèêëàä 1.6.1.

1)
(

a b
c d

)(
x1 y1 z1

x2 y2 z2

)
=

(
ax1 + bx2 ay1 + by2 az1 + bz2

cx1 + dx2 cy1 + dy2 cz1 + dz2

)
,

äå a, b, c, d, x1, x2, y1, y2, z1, z2 � åëåìåíòè äåÿêîãî êiëüöÿ R.
Äîáóòîê öèõ ìàòðèöü ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó íå âèçíà÷åíèé.

2)
(

1
2
1
3

)
( 2, 3, 4, 5 ) =

(
1·2 1·3 1·4 1·5
2·2 2·3 2·4 2·5
1·2 1·3 1·4 1·5
3·2 3·3 3·4 3·5

)
=

(
2 3 4 5
4 6 8 10
2 3 4 5
6 9 12 15

)
,

( 2, 3, 4, 5 )
(

1
2
1
3

)
= 2 + 6 + 4 + 15 = 27.

3) A =

(
1 1
2 3

)
, B =

(
2 −1
5 4

)
, AB =

(
7 3
19 10

)
, BA =

(
0 −1
13 17

)
.

Ïðèêëàä 1) ïîêàçó¹, ùî êîëè äîáóòîê AB âèçíà÷åíèé, òî äî-
áóòîê BA âèçíà÷åíèé íå çàâæäè. Êðiì öüîãî, ïðèêëàäè 2) i 3)
ïîêàçóþòü, ùî êîëè íàâiòü îáèäâà äîáóòêè AB i BA âèçíà÷åíi,
òî, âçàãàëi êàæó÷è, AB 6= BA.

Òâåðäæåííÿ 1.6.2. Íåõàé A,B i C � òðè ìàòðèöi ïiäõî-
æèõ ðîçìiðiâ, òîáòî A ∈ Mm,p(R), B ∈ Mp,q(R), C ∈ Mq,n(R).
Òîäi

(AB)C = A(BC). (1.6.2)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ∈ Mm,p(R), B ∈ Mp,q(R), C ∈ Mq,n(R),
òî AB ∈ Mm,q(R), BC ∈ Mp,n(R), i âñi äîáóòêè, ùî âõîäÿòü
â (1.6.2), âèçíà÷åíi. Ðiâíiñòü (1.6.2) âèïëèâà¹ ç òàêîãî îá÷èñëåí-
íÿ:

(AB)C = ([aij ] · [bij ])[cij ] =
[ p∑

k=1

aikbkj

]
· [cij ] =

=
[ q∑

l=1

(( p∑

k=1

aikbkl

)
clj

)]
=

[ q∑

l=1

( p∑

k=1

aikbklclj

)]
=

=
[ p∑

k=1

( q∑

l=1

aikbklclj

)]
=

[ p∑

k=1

aik

( q∑

l=1

bklclj

)]
= A(BC).
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Òóò ÷åòâåðòà i ïåðåäîñòàííÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç òâåðäæåííÿ
1) ëåìè 1.6.1 , ï'ÿòà � ç òâåðäæåííÿ 2) öi¹¨ æ ëåìè, à ðåøòà �
ç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü (êðiì ïåðøî¨ ðiâíîñòi, ÿêà ââîäèòü
ïîçíà÷åííÿ äëÿ åëåìåíòiâ íàøèõ ìàòðèöü).

Òâåðäæåííÿ 1.6.3. Íåõàé A ∈ Mm,p(R), B,C ∈ Mp,n(R),
D ∈ Mn,r(R). Òîäi

A(B + C) = AB + AC, (1.6.3)
(B + C)D = BD + CD. (1.6.4)

Äîâåäåííÿ. Îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì âëàñòèâîñòi (1.6.3), à âëàñ-
òèâiñòü (1.6.4) ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi. Íåõàé A = [aij ],
B = [bij ], C = [cij ].

A(B + C) =
[ p∑

k=1

aik(bkj + ckj)
]

=
[ p∑

k=1

(aikbkj + aikckj)
]

=

=
[ p∑

k=1

aikbkj +
p∑

k=1

aikckj

]
=

[ p∑

k=1

aikbkj

]
+

[ p∑

k=1

aikckj

]
= AB + BC.

1.6.4. Îäèíè÷íà òà òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöi
Íåõàé R � êiëüöå ç 1.

Îçíà÷åííÿ 1.6.3. Îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ En ∈ Mn(R) íàçè-
âà¹òüñÿ ìàòðèöÿ âèãëÿäó

En =




1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


 .

Íà ãîëîâíié äiàãîíàëi öi¹¨ ìàòðèöi ñòî¨òü îäèíè÷íèé åëåìåíò
êiëüöÿ R, à íà âñiõ iíøèõ ìiñöÿõ � íóëü êiëüöÿ R. ßê ïðàâèëî,
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iíäåêñ n â ïîçíà÷åííi îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïðîïóñêàþòü i ïèøóòü
ïðîñòî E. Îäèíè÷íó ìàòðèöþ çðó÷íî çàïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ
ñèìâîëó Êðîíåêåðà δij :

δij =

{
1, ÿêùî i = j,

0, ÿêùî i 6= j.

Îòæå, En = [δij ].

Òâåðäæåííÿ 1.6.4. Íåõàé A ∈ Mm,n(R). Òîäi

AEn = A, EmA = A. (1.6.5)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ç ðiâíîñòåé (1.6.5), à äðóãó çàëè-
øèìî ÷èòà÷åâi. AEn =

[∑n
k=1 aikδkj

]
. Òåïåð δkj = 1 ïðè k = j i

δkj = 0 ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ. Òîìó ñóìà
∑n

k=1 aikδkj çâîäèòüñÿ
äî îäíîãî äîäàíêà aij i AEn = [aij ] = A.

Îçíà÷åííÿ 1.6.4. Íåõàé A = [aij ] ∈ Mm,n(R). Ìàòðèöÿ A′ =
[a′ij ] ∈ Mn,m(R) íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî A, ÿêùî
a′ij = aji.

Ïðèêëàä 1.6.2.
(

1 9 9 5
1 7 0 1

)′
=




1 1
9 7
9 0
5 1


 .

Òâåðäæåííÿ 1.6.5. Íåõàé A ∈ Mm,p(R), B ∈ Mp,n(R). Òîäi
(AB)′ = B′A′ çà óìîâè, ùî êiëüöå R êîìóòàòèâíå.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ÿñíî, ùî ìàòðèöi (AB)′ i B′A′ ìàþòü
îäíàêîâi ðîçìiðè: (AB)′, B′A′ ∈ Mn,m(R). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâi-
ðèòè, ùî ¨õ âiäïîâiäíi åëåìåíòè ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Íåõàé (AB)′ =
= [cij ]. Çà îçíà÷åííÿì òðàíñïîíóâàííÿ cij äîðiâíþ¹ äîáóòêó j-ãî
ðÿäêà ìàòðèöi A íà i-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi B: cij =

∑p
k=1 ajkbki.

ßêùî B′A′ = [dij ], òî åëåìåíò dij äîðiâíþ¹ äîáóòêó i-ãî ñòîâï-
÷èêà ìàòðèöi B íà j-èé ðÿäîê ìàòðèöi A: dij =

∑p
k=1 bkiajk =

=
∑p

k=1 ajkbki. Îòæå, cij = dij , ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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1.6.5. Êiëüöå ìàòðèöü
Íåõàé R � áóäü-ÿêå êiëüöå. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Mn(R) êâàä-

ðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R. Ñóìà i äî-
áóòîê äâîõ ìàòðèöü ç Mn(R) çíîâó íàëåæàòü äî Mn(R), òîìó
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ àëãåáðà¨÷íèìè îïåðà-
öiÿìè íà ìíîæèíi Mn(R).

Òâåðäæåííÿ 1.6.6. Ìíîæèíà Mn(R) êâàäðàòíèõ ìàòðèöü
ç êîåôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R ¹ êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâà-
ííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 1.6.1 âèïëèâà¹, ùî Mn(R) ¹ àáåëüî-
âîþ ãðóïîþ âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Ìíîæåííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíå
çà òâåðäæåííÿì 1.6.2, i ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíå ç äîäàâàííÿì çàêîíà-
ìè äèñòðèáóòèâíîñòi çà òâåðäæåííÿì 1.6.3. ßêùî R � êiëüöå ç
1, òî Mn(R) � òåæ êiëüöå ç 1. Ðîëü îäèíè÷íîãî åëåìåíòà â êiëüöi
Mn(R) âiäiãðà¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

1.7. êîìïëåêñíi ÷èñëà
1.7.1. Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî êîìïëåêñíi ÷èñëà ÿê ìíîæèíó, òîäi ââå-
äåìî íà öié ìíîæèíi äâi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ i äîâåäåìî, ùî ìíî-
æèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ ïîëåì âiäíîñíî ââåäåíèõ îïåðàöié, i
öå ïîëå ìiñòèòü ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 1.7.1. Íàçâåìî ìíîæèíîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C
ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë:

C = {(a, b) | a, b ∈ R}.
Îòæå, êîìïëåêñíå ÷èñëî z ∈ C � öå âïîðÿäêîâàíà ïàðà äié-
ñíèõ ÷èñåë z = (a, b). êîìïëåêñíå ÷èñëî ùå ìîæíà òðàêòóâàòè
ÿê ìàòðèöþ-ðÿäîê ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè: (a, b) ∈ M1,2(R).

Ââåäåìî íà ìíîæèíi C îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 1.7.2. ßêùî (a, b), (c, d) ∈ C, òî

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),
(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad + bc).

Òâåðäæåííÿ 1.7.1. Ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ¹ ïî-
ëåì âiäíîñíî îçíà÷åíèõ âèùå àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié. Ïîëå C ìiñ-
òèòü ïiäïîëå R′, içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë R.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà C ¹ àáåëüîâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî äîäà-
âàííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà äîäàþòüñÿ ïî-
êîìïîíåíòíî (ÿê ìàòðèöi), à çà òâåðäæåííÿì 1.6.1 ìàòðèöi çà-
äàíîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü àáåëüîâó ãðóïó âiäíîñíî äîäàâàííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë àñîöiàòèâíå. Íåõàé
z1 = (a, b), z2 = (c, d), z3 = (e, f) � òðè êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òîäi

(z1z2)z3 =
(
(a, b)(c, d)

)
(e, f) = (ac− bd, ad + bc)(e, f) =

= (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade + bce)
z1(z2z3) = (a, b)

(
(c, d)(e, f)

)
= (a, b)(ce− df, cf + de) =

= (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade + bce).

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè öèõ îá÷èñëåíü, áà÷èìî, ùî (z1z2)z3 =
= z1(z2z3). Ç îçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ëåãêî âèä-
íî, ùî ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíå. Äëÿ ìíîæåííÿ iñíó¹ íåéòðàëü-
íèé åëåìåíò � êîìïëåêñíå ÷èñëî (1, 0). Ñïðàâäi, (a, b)(1, 0) =
= (a·1−b·0, a·0+b·1) = (a, b). Ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíå
ç äîäàâàííÿì çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòi. Íåõàé z1, z2, z3 ∈ C.

(z1 + z2)z3 =
(
(a, b) + (c, d)

)
(e, f) = (a + c, b + d)(e, f) =

=
(
(a + c)e− (b + d)f, (a + c)f + (b + d)e

)
=

= (ae + ce− bf − df, af + cf + be + de) =
= (ae− bf, af + be) + (ce− df, cf + de) =

= (a, b)(e, f) + (c, d)(e, f) = z1z3 + z2z3.
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Îòæå, ïåðåâiðåíî, ùî ìíîæèíà C ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäè-
íè÷íèì åëåìåíòîì. Ùîá äîâåñòè, ùî C ¹ ïîëåì, çàëèøèëîñÿ ïå-
ðåâiðèòè, ùî êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò z ∈ C ìà¹ îáåðíåíèé
âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Íåõàé z = (a, b) ∈ C, z 6= 0, îòæå, a i b íå
äîðiâíþþòü íóëþ îäíî÷àñíî. Òîäi a2 + b2 6= 0. Ðîçãëÿíåìî êîìï-
ëåêñíå ÷èñëî z′ =

(
a

a2+b2
, −b

a2+b2

)
i îá÷èñëèìî äîáóòîê zz′.

zz′ = (a, b)
( a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2

)
=

=
( a2

a2 + b2
+

b2

a2 + b2
,
−ab

a2 + b2
+

ab

a2 + b2

)
= (1, 0).

Îòæå, åëåìåíò z′ = z−1 � îáåðíåíèé äî z. Çàëèøà¹òüñÿ äî-
âåñòè, ùî ïîëå C ìiñòèòü ïiäïîëå R′, içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ
÷èñåë. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R′ íàñòóïíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè C:
R′ = {(a, 0) | a ∈ R}. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ â C, çàñòî-
ñîâàíi äî åëåìåíòiâ ç R′, íå âèâîäÿòü çà ìåæi ìíîæèíè R′:

(a1, 0) + (a2, 0) = (a1 + a2, 0),
(a1, 0)(a2, 0) = (a1a2, 0).

Íåéòðàëüíi åëåìåíòè (0, 0) âiäíîñíî äîäàâàííÿ i (1, 0) âiäíîñíî
ìíîæåííÿ íàëåæàòü äî R′. Òàê ñàìî åëåìåíòè (−a, 0) i (a−1, 0)
(a 6= 0), ÿêi îáåðíåíi äî åëåìåíòiâ ç R′, çíîâó íàëåæàòü äî R′.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà R′ ¹ ïîëåì. Ïåðåâiðèìî, ùî ïîëå
R′ içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë R. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âi-
äîáðàæåííÿ f : R → R′, äëÿ ÿêîãî f(a) = (a, 0). Î÷åâèäíî, âi-
äîáðàæåííÿ f � ái¹êòèâíå, ïåðåâîäèòü 0 â (0, 0) i 1 â (1, 0). Êðiì
òîãî,

f(a1 + a2) = (a1 + a2, 0) = (a1, 0) + (a2, 0) = f(a1) + f(a2),
f(a1a2) = (a1a2, 0) = (a1, 0)(a2, 0) = f(a1)f(a2).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ¹ içîìîðôiçìîì R i R′, i öå çàâåðøó¹ äî-
âåäåííÿ.
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1.7.2. Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
Â ïðîöåñi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1.7.1 áóâ ïîáóäîâàíèé içî-

ìîðôiçì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R i ïiäïîëÿ R′ = {(a, 0) | a ∈ R} ïîëÿ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé içîìîðôiçì, îòîòî-
æíèìî êîæíå êîìïëåêñíå ÷èñëî âèãëÿäó (a, 0) ç äiéñíèì ÷èñëîì
a. Â ðåçóëüòàòi òàêîãî îòîòîæíåííÿ ìîæíà ââàæàòè, ùî ñàìå ïî-
ëå äiéñíèõ ÷èñåë R ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ C (êàæóòü òàêîæ, ùî ïîëå C
¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ R). Ïîçíà÷èìî êîìïëåêñíå ÷èñëî (0, 1) ÷å-
ðåç i. Çíàéäåìî êâàäðàò ÷èñëà i: i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1
(îñòàííÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà â ñèëó íàøî¨ äîìîâëåíîñòi îòîòî-
æíþâàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà (a, 0) ç äiéñíèìè ÷èñëàìè a). Áà÷èìî,
ùî i2 = −1. Çâè÷àéíî, (−i)2 òåæ äîðiâíþ¹ −1. Öå îçíà÷à¹, ùî
â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí x2 + 1 ìà¹ äâà êîðåíi ±i.
Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè, ÿêó áóäå äîâåäåíî ïi-
çíiøå, ñòâåðäæó¹, ùî êîæíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ áiëüøîãî àáî
ðiâíîãî 1 ç êîìïëåêñíèìè (çîêðåìà ç äiéñíèìè) êîåôiöi¹íòàìè
ìà¹ õî÷ îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áóäü-ÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = (a, b) ∈ C.
Î÷åâèäíî, ùî z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) =
= a + bi. Íàãàäà¹ìî, ùî ìè äîìîâèëèñÿ îòîòîæíþâàòè (a, 0) ç a,
(b, 0) ç b, à (0, 1) ïîçíà÷èëè áóêâîþ i. Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
(a, b) ó âèãëÿäi a + bi, äå a, b ∈ R, íàçèâàþòü çâè÷àéíîþ (àáî àë-
ãåáðà¨÷íîþ) ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè
÷èñëàìè, çàïèñàíèìè ó çâè÷àéíié ôîðìi, âèêîíóþòü çà òàêèìè
æ ïðàâèëàìè, ÿê ó ñåðåäíié øêîëi íàä àëãåáðà¨÷íèìè âèðàçàìè.
Öi ïðàâèëà, ïî-ñóòi, âèïëèâàþòü ç àêñiîì ïîëÿ. Çâè÷àéíî, êðiì
öüîãî, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ùå òîé ôàêò, ùî i2 = −1.

Ïðèêëàä 1.7.1.

(3 + 5i)3

1− 2i
=

33 + 3 · 32 · 5i + 3 · 3 · 25i2 + 125i3

1− 2i
=

27 + 135i− 225− 125i

1− 2i
=

=
−198 + 10i

1− 2i
=

(−198 + 10i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
=
−198 + 10i− 296i− 20

5
=

=
−218− 286i

5
= −2

5
(109 + 143i).
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Îçíà÷åííÿ 1.7.3. Íåõàé z = a+bi. Òîäi a íàçèâàþòü äiéñíîþ
÷àñòèíîþ ÷èñëà z, à bi � óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. Äiéñíó i óÿâíó ÷à-
ñòèíó ÷èñëà z ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, Re z òà Im z.

1.7.3. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ
Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò (äèâ.

ìàë. ??). êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a + bi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiä-
íiñòü òî÷êó ïëîùèíè ç êîîðäèíàòàìè a i b (àáî âåêòîð iç ïî÷àòêîì
ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ç êiíöåì ó òî÷öi ç àáñöèñîþ a i îðäèíàòîþ
b).

Çðîçóìiëî, ùî öå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî÷êàìè
ïëîùèíè (àáî âåêòîðàìè) çàäà¹ ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíî-
æèíîþ C i ìíîæèíîþ òî÷îê ïëîùèíè (àáî âåêòîðiâ ç ïî÷àòêîì
â òî÷öi (0, 0)). Ïðè òàêîìó çîáðàæåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî÷-
êàìè ïëîùèíè äiéñíi ÷èñëà âiäïîâiäàþòü òî÷êàì îñi àáñöèñ Ox,
ÿêó òîìó ÷àñòî íàçèâàþòü äiéñíîþ âiññþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.
Íåõàé ìà¹ìî äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà z1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i.
Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi öèì ÷èñëàì âiäïîâiäàþòü äâà âåêòîðè
(äèâ. ìàë. ??).

Êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z1 + z2 = a1 + a2 + (b1 + b2)i âiäïîâiäà¹
âåêòîð-äiàãîíàëü ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ, âiä-
ïîâiäíèõ ÷èñëàì z1 i z2, ÿê íà ñòîðîíàõ. Îòæå, ÿêùî êîìïëåêñíi
÷èñëà iíòåðïðåòóâàòè âåêòîðàìè, òî ñóìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ií-
òåðïðåòó¹òüñÿ ñóìîþ âåêòîðiâ.

1.7.4. Ìîäóëü òà àðãóìåíò
Îçíà÷åííÿ 1.7.4. ßêùî z = a + bi � êîìïëåêñíå ÷èñëî, òî

êîìïëåêñíå ÷èñëî z = a− bi íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî z.

Ïðàâèëî f(z) = z çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ f : C → C. Ëåãêî áà-
÷èìî, ùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f iñíó¹ îáåðíåíå f−1 = f (ñïðàâäi
f ◦ f−1 = 1C), òîìó f � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Içîìîðôiçì
áóäü�ÿêîãî ïîëÿ â ñåáå íàçèâàþòü àâòîìîðôiçìîì öüîãî ïîëÿ.
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Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ¹ àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ
C.

Òâåðäæåííÿ 1.7.2. Âiäîáðàæåííÿ f : C → C, f(z) = z ¹
àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ C.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî z1 + z2 = z1 + z2 i z1 · z2 =
= z1·z2. Ïåðåâiðèìî äðóãó ðiâíiñòü, à ïåðåâiðêó ïåðøî¨ çàëèøèìî
÷èòà÷åâi. Íåõàé z1 = a + bi, z2 = c + di.

z1 · z2 = (a + bi)(c + di) = ac− bd + (ad + bc)i =
= ac− bd− (ad + bc)i = (a− bi)(c− di) = z1 · z2.

Íåõàé z = a+bi, òîäi zz = (a+bi)(a−bi) = a2+b2 � íåâiä'¹ìíå
äiéñíå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 1.7.5. Äiéñíå ÷èñëî |z| =
√

zz íàçèâà¹òüñÿ ìî-
äóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. ßñíî, ùî |z| =

√
a2 + b2, ÿêùî

z = a + bi, òîìó |z| ìîæíà ãåîìåòðè÷íî iíòåðïðåòóâàòè ÿê äîâ-
æèíó âåêòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó z.

Îçíà÷åííÿ 1.7.6. Íåõàé z = a + bi � íåíóëüîâå êîìïëåêñíå
÷èñëî. Äiéñíå ÷èñëî φ, äëÿ ÿêîãî cosφ = a√

a2+b2
i cosφ = b√

a2+b2
,

íàçèâà¹òüñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z i ïîçíà÷à¹òüñÿ
argz.

Çàóâàæåííÿ 1.7.1. ×èñëî φ = arg z ìîæíà çíàéòè äëÿ áóäü-
ÿêîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà z ∈ C. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
−1 ≤ a√

a2+b2
≤ 1, −1 ≤ b√

a2+b2
≤ 1 i

(
a√

a2+b2

)2 +
(

b√
a2+b2

)2 = 1.
Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî arg z âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì z íåîäíîçíà÷íî.
Iñíó¹ áåçëi÷ äiéñíèõ ÷èñåë φ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïîïåðåäíüîìó
îçíà÷åííþ. Âñi âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà ÷èñëî, êðàòíå
2π � ïåðiîäó ôóíêöié cosφ i sinφ. Ìîæíà óíèêíóòè öi¹¨ íåîäíî-
çíà÷íîñòi, ÿêùî äîìîâèòèñÿ âèáèðàòè arg z ó ÿêîìó-íåáóäü ïðî-
ìiæêó äîâæèíè 2π, íàïðèêëàä, ó ïðîìiæêó [0, 2π). Ãåîìåòðè÷íî
arg z ¹ êóòîì ìiæ äîäàòíèì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè i âåêòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ ÷èñëó z.
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Òâåðäæåííÿ 1.7.3. Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi:

1) |z| ≥ 0, |z| = 0 ⇔ z = 0,
2) |z1z2| = |z1||z2|,
3) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,
4)

∣∣|z1| − |z2|
∣∣ ≤ |z1 + z2|.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1) î÷åâèäíà, à âëàñòèâiñòü 2) âèïëè-
âà¹ ç òàêîãî îá÷èñëåííÿ:

|z1z2| =
√

(z1z2)z1z2 =
√

z1z2z1z2 =
√

(z1z1)(z2z2) =

=
√

z1z1 ·
√

z2z2 = |z1| · |z2|.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi 3 çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë a i b

a ≤
√

a2 + b2. (1.7.1)
Íåðiâíiñòü (1.7.1) î÷åâèäíà, ÿêùî a < 0 i ðiâíîñèëüíà î÷åâèäíié
íåðiâíîñòi a2 ≤ a2 + b2, ÿêùî a ≥ 0. Ïîâåðòàþ÷èñü äî íåðiâíîñòi
3), äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî

|1 + z| ≤ 1 + |z|. (1.7.2)

Ñïðàâäi, |1 + z| =
√

(1 + z)(1 + z). Çâiäñè

|1 + z|2 = (1 + z)(1 + z) = 1 + (z + z) + |z|2 = 1 + 2Re z + |z|2 ≤
≤ 1 + 2|z|+ |z|2 =

(
1 + |z|)2

.

Â öüîìó îá÷èñëåííi âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü Re z ≤ |z|, òîáòî íå-
ðiâíiñòü (1.7.1) äëÿ z = a+bi. Ìè îäåðæàëè |1+z|2 ≤ (

1+|z|)2. Äî-
áóâàþ÷è êâàäðàòíèé êîðiíü ç îáîõ ÷àñòèí, îäåðæèìî íåðiâíiñòü
(1.7.2), ÿêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âëàñòèâîñòi 3). Ïîêàæåìî, ùî
âëàñòèâiñòü 3 âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (1.7.2). Ìîæåìî ââàæàòè, ùî
z1 6= 0. Òîäi

|z1 + z2| = |z1|
∣∣∣1 +

z2

z1

∣∣ ≤ |z1|
(
1 +

|z1|
|z2|

)
= |z1|+ |z2|
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i âëàñòèâiñòü 3) äîâåäåíà. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè âëàñòèâiñòü 4).
Ìà¹ìî |z1| = |z1 + z2 − z2| ≤ |z1 + z2| + | − z2| = |z1 + z2| + |z2|.
Çâiäñè

|z1| − |z2| ≤ |z1 + z2|. (1.7.3)

Òàê ñàìî (ìiíÿþ÷è ðîëÿìè z1 i z2) ïîêàçó¹ìî, ùî

|z2| − |z1| ≤ |z1 + z2|. (1.7.4)

Ç (1.7.3) i (1.7.4) âèïëèâà¹ òå, ùî ïîòðiáíî.

Çàóâàæåííÿ 1.7.2. ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ äiéñíèì
(Im z = 0), òî éîãî ìîäóëü |z| çáiãà¹òüñÿ ç âiäîìèì ç êóðñó ñåðåä-
íüî¨ øêîëè ìîäóëåì (àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ) äiéñíîãî ÷èñëà.
Òâåðäæåííÿ 1.7.3 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî âiäîìi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ
äiéñíîãî ÷èñëà çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Çàóâàæèìî ùå, ùî âëàñòèâiñòü |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| ìà¹ íàñòó-
ïíó ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ: äîâæèíà ñòîðîíè òðèêóòíèêà íå
ïåðåâèùó¹ ñóìè äîâæèí äâîõ éîãî iíøèõ ñòîðií.

1.7.5. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
Íåõàé z = a + bi � íåíóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî, φ = arg z.

Ïåðåïèøåìî z ó âèãëÿäi

z =
√

a2 + b2
( a√

a2 + b2
+

bi√
a2 + b2

)
= |z|(cosφ + iσnφ).

Îçíà÷åííÿ 1.7.7. Âèðàç |z|(cosφ + iσnφ) íàçèâàþòü òðèãî-
íîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z (φ = arg z).

Ïðèêëàä 1.7.2. 1 +
√

3i = 2
(

1
2 +

√
32
i

)
= 2

(
cos π

3 + i sin π
3

)
,

òîìó 2
(
cos π

3 +i sin π
3

)
� òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà ÷èñëà 1+

√
3i.

Òâåðäæåííÿ 1.7.4. a) Ïðè ìíîæåííi íåíóëüîâèõ êîìï-
ëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ ìîäóëi ïåðåìíîæàþòüñÿ, à àðãóìåíòè
äîäàþòüñÿ.
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á) Ïðè äiëåííi íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ ìîäóëi äiëÿ-
òüñÿ, à àðãóìåíòè âiäíiìàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé arg z1 = φ1, arg z2 = φ2. Òîäi z1 = |z1|(cos φ1+
+i sinφ1), z2 = |z2|(cosφ2 + i sinφ2).

a)
z1z2 = |z1|(cosφ1 + i sinφ1)|z2|(cosφ2 + i sinφ2) = |z1||z2| =

=
(
(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + +i(sinφ1 cosφ2 + cos φ1 sinφ2)

)
=

= |z1||z2|
(
cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)

)
.

á)
z1

z2
=
|z1|(cosφ1 + i sinφ1)
|z2|(cosφ2 + i sinφ2)

=
|z1|
|z2|

(cosφ1 + i sinφ1)(cosφ2 − i sinφ2)
cos2 φ2 + sin2 φ2

=

=
|z1|
|z2|

(
(cosφ1 cosφ2 + sin φ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 − cosφ1 sinφ2)

)
=

=
|z1|
|z2|

(
cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)

)
.

1.7.6. Ôîðìóëà Ìóàâðà
Òâåðäæåííÿ 1.7.5. Äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë n

(cosφ + i sinφ)n = cosnφ + i sinnφ. (1.7.5)
Äîâåäåííÿ. Äëÿ n = 0 i n = 1 ôîðìóëà (1.7.5) î÷åâèäíà (äëÿ

n = 0 âîíà çâîäèòüñÿ äî 1 = 1). Äëÿ n = −1 âîíà çâîäèòüñÿ
äî (cosφ+ i sinφ)−1 = cosφ− i sinφ, ùî òåæ ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ.
Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî ôîðìóëà (1.7.5) âè-
êîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n. Îòæå, ïðèïóñòèìî, ùî
âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íàòóðàëüíîãî n = k ≥ 0 i ïîêàæåìî, ùî
òîäi âîíà âiðíà i äëÿ n = k + 1. Ìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðä-
æåííÿ 1.7.4,

(cosφ + i sinφ)k+1 = (cosφ + i sinφ)k(cosφ + i sinφ) =
= (cos kφ + i sin kφ)(cosφ + i sinφ) = cos(k + 1)φ + i sin(k + 1)φ.
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Îòæå, ðiâíiñòü (1.7.5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n. ßêùî
n = −k, äå k > 0, òî

(cosφ + i sinφ)n = (cosφ + i sinφ)−k =
(
(cosφ + i sinφ)−1

)k =

=
(
cos(−φ)+i sin(−φ)

)k = cos(−kφ)+i sin(−kφ) = cosnφ+i sinnφ

i ôîðìóëà (1.7.5) äîâåäåíà.

Ôîðìóëó (1.7.5) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Ìóàâðà.

1.7.7. Êîðåíi ç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
Íåõàé z � êîìïëåêñíå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 1.

Îçíà÷åííÿ 1.7.8. Êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷è-
ñëà z íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

xn = z. (1.7.6)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n
√

z ìíîæèíó âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç
÷èñëà z:

n
√

z = {u ∈ C | un = z}.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ öiëêîì îïèñó¹ ìíîæèíó n

√
z.

Òâåðäæåííÿ 1.7.6.

n
√

z =
{

n
√
|z|

(
cos

φ + 2πk

n
+ i sin

φ + 2πk

n

)
| φ = arg z, 0 ≤ k < n

}

(1.7.7)

Äîâåäåííÿ. Ùîá çíàéòè ìíîæèíó n
√

z, ïîòðiáíî çíàéòè âñi
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.7.6). Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâ-
íÿííÿ iñíóþòü i íåõàé u ∈ C îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ. Òîäi u ìîæíà ïî-
äàòè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi u = ρ(cosψ + i sinψ), äå ρ = |u|,
ψ = arg u. Ïiäñòàâèìî u â ðiâíÿííÿ (1.7.6). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-
ìóëó Ìóàâðà, îäåðæèìî ðiâíiñòü

|u|n(cosnψ + i sinnψ) = |z|(cosφ + i sinφ), (1.7.8)
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äå φ = arg z. Î÷åâèäíî, äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà ðiâíi òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè ¨õ ìîäóëi ðiâíi, à àðãóìåíòè âiäðiçíÿ¹òüñÿ íà öiëå
÷èñëî, êðàòíå ïåðiîäó 2π. Òîìó ç (1.7.8) îäåðæó¹ìî

|u|n = |z| àáî |u| = n
√
|z|,

nψ − φ = 2πk àáî ψ =
φ + 2πk

n
, äå k ∈ Z.

Òåïåð ÿñíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ÷èñëî n
√
|z|(cos φ+2πk

n +i sin φ+2πk
n

)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.7.6). Ïåðåâiðèìî, ùî ïðè k = 0, 1, . . . ,
n − 1 îäåðæóþòüñÿ ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. Ñïðàâäi, ÿêáè äëÿ 0 ≤ k1 <
< k2 ≤ n − 1 ðîçâ'ÿçêè áóëè îäíàêîâèìè, òî φ+2πk2

n − φ+2πk1

n =
= 2πl òîáòî k2− k1 = nl, l > 1, ùî íåìîæëèâî. Äàëi, ÿêùî k ∈ Z,
òî k ìîæíà ðîçäiëèòè ç îñòà÷åþ íà n, k = dn+r, äå 0 ≤ r ≤ n−1
i

cos
φ + 2πk

n
+ i sin

φ + 2πk

n
= cos

φ + 2π(nd + r)

n
+ i sin

φ + 2π(nd + r)

n
=

= cos
(φ + 2πr

n
+ 2πd

)
+ i sin

(φ + 2πr

n
+ 2πd

)
= cos

φ + 2πr

n
+ i sin

φ + 2πr

n
.

Öå îçíà÷à¹, ùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè n
√

z îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ (1.7.7).

Ïðèêëàä 1.7.3.
3
√−8 =

{ 3
√

8
(
cos

π + 2πk

3
+ i sin

π + 2πk

3

) | k = 0, 1, 2
}

=

=
{
2(cos

π

3
+ i sin

π

3
), 2(cos π + i sin π), 2(cos

5π

3
+ i sin

5π

3
)
}

=

=
{
1 +

√
3i,−2, 1−

√
3i

}
.

1.7.8. Êîðåíi ç 1. Ãðóïà Cn

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (1.7.7) äî âèïàäêó z = 1. Ó öüîìó âèïàä-
êó |z| = 1, arg z = 0 i ôîðìóëà (1.7.7) ìà¹ âèãëÿä

n
√

1 =
{
cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
| k = 0, 1, . . . , n− 1

}
. (1.7.9)

Äëÿ ìíîæèíè n
√

1 � êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 � ïðèéíÿòå ñòàí-
äàðòíå ïîçíà÷åííÿ Cn.
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Òâåðäæåííÿ 1.7.7. Ìíîæèíà Cn ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïî-
ðÿäêó n âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ç Cn i îáåð-
íåíèé äî åëåìåíòà ç Cn íàëåæàòü äî Cn:

(
cos

2πk1

n
+ i sin

2πk1

n

)(
cos

2πk2

n
+ i sin

2πk2

n

)
=

=
(
cos

2π(k1 + k2)

n
+ i sin

2π(k1 + k2)

n

) ∈ Cn,

(
cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

)−1
=

(
cos

2π(n− k)

n
+ i sin

2π(n− k)

n

) ∈ Cn.

Òîìó, çà êðèòåði¹ì ïiäãðóïè, Cn ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè C∗ � íåíó-
ëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî ìíîæåííÿ, îòæå, Cn � ãðóïà.
Ç ôîðìóëè Ìóàâðà âèïëèâà¹, ùî âñi åëåìåíòè ãðóïè Cn ¹ ñòåïå-
íÿìè åëåìåíòà cos 2π

n + i sin 2π
n , òîìó ãðóïà Cn � öèêëi÷íà, ùî é

ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ 1.7.3. Ç êðèòåðiþ ïiäãðóïè âèïëèâà¹, ùî ìíîæè-
íè U = {z ∈ C | |z| = 1} i T = {z ∈ C | ∃n ∈ N, zn = 1} ¹ ãðóïàìè
âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè öå ñàìîñòiéíî.

Ïðèêëàä 1.7.4. C6 ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ åëå-
ìåíòîì cos π

3 + i sin π
3 = 1

2 +
√

3
2 i.

1.7.9. Ïåðâiñíi êîðåíi ç 1

Îçíà÷åííÿ 1.7.9. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 íàçèâà¹òüñÿ ïåð-
âiñíèì, ÿêùî âií íå ¹ êîðåíåì ñòåïåíÿ m ç 1, äå 1 ≤ m < n.

Ïðèêëàä 1.7.5. i òà −i � ïåðâiñíi êîðåíi 4-ãî ñòåïåíÿ ç 1,
cos 2π

n + i sin 2π
n � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îïèñó¹ ìíîæèíó âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ
n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

Òâåðäæåííÿ 1.7.8. Íåõàé ε = cos 2π
n +i sin 2π

n . εk ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k i n âçà¹ìíî
ïðîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé εk ïåðâiñíèé êîðiíü, i íåõàé k i n íå âçà¹ìíî
ïðîñòi. Òîäi iñíó¹ d > 1 òàêå, ùî k = k1d i n = n1d. (εk)n1 =
= (εk1d)n1 = εk1dn1 = εk1n = (εn)k1 = 1. Ìè îäåðæàëè ñóïåðå÷-
íiñòü ç òèì, ùî εk � ïåðâiñíèé êîðiíü, áî (εk)n1 = 1, à n1 < n.
Íàâïàêè, íåõàé k i n âçà¹ìíî ïðîñòi. Ïîêàæåìî, ùî εk � ïåðâiñ-
íèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1. ßêùî äëÿ äåÿêîãî m < n (εk)m = 1,
òîáòî cos 2πkm

n + i sin 2πkm
n = 1, òî 2πkm

n = 2πl, l ∈ Z àáî km = nl.
Çâiäñè, i ç òîãî, ùî k i n âçà¹ìíî ïðîñòi, âèïëèâà¹, ùî m äiëèòüñÿ
íà n, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè m < n.

Çàóâàæåííÿ 1.7.4. Êiëüêiñòü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
ç 1 äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k, òàêèõ ùî 1 ≤ k < n
i k âçà¹ìíî ïðîñòå ç n. Öÿ êiëüêiñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ φ(n). φ(n) �
ôóíêöiÿ âiä íàòóðàëüíîãî n, âîíà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Îéëåðà
i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ ÷èñåë.

1.8. Âïðàâè
1) Íà ìíîæèíi N \ {0} íåíóëüîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàäàíi

òàêi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨:
à) a ◦1 b = c, äå c � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê a i b;
á) a ◦2 b = c, äå c � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå a i b;
â) a ◦2 b = ab.
Âèÿñíèòè, ÿêi ç öèõ îïåðàöié ¹ àñîöiàòèâíèìè, êîìóòàòèâ-
íèìè. ×è iñíóþòü íåéòðàëüíi åëåìåíòè (ëiâi, ïðàâi, äâîñòî-
ðîííi)?

2) Åëåìåíò a ïiâãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî
a2 = a. Äîâåñòè, ùî â êîæíié ñêií÷åííié ïiâãðóïi iñíóþòü
iäåìïîòåíòè.

3) Äîâåñòè, ùî â êîìóòàòèâíié ïiâãðóïi, ùî ìiñòèòü iäåìïî-
òåíòè, ìíîæèíà âñiõ iäåìïîòåíòiâ ¹ ïiäïiâãðóïîþ.
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4) ×è óòâîðþ¹ ãðóïó ìíîæèíà ôóíêöié f0(x) = x, f1(x) = 1
x ,

f2(x) = 1−x, f3(x) = x
x−1 , f4(x) = x−1

x , f5(x) = 1
1−x âiäíîñíî

ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié?

5) Çíàéòè ãðóïó ñèìåòðié ðîìáà. ×è içîìîðôíi ãðóïà ñèìå-
òðié êâàäðàòà i ãðóïà ñèìåòðié ðîìáà? ×è içîìîðôíi ãðóïà
ïîâîðîòiâ êâàäðàòà i ãðóïà ñèìåòðié ðîìáà?

6) Äîâåñòè, ùî äâi öèêëi÷íi ãðóïè içîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨õ ïîðÿäêè ðiâíi.

7) Äîâåñòè, ùî êîæíà íåñêií÷åííà ãðóïà ìà¹ íåñêií÷åííî áà-
ãàòî ïiäãðóï.

8) Çíàéòè ëiâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè A4 çà ïiäãðóïîþ H =
= {e, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}. ×è ¹ H íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ?

9) Äîâåñòè, ùî êîëè ïiäìíîæèíà K ãðóïè G ¹ ïðàâèì àáî
ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì çà ÿêîþ-íåáóäü ïiäãðóïîþ, òî äëÿ
âñiõ x, y, z ∈ K xy−1z ∈ K.

10) Äîâåñòè, ùî êîæíà íåöèêëi÷íà ãðóïà øîñòîãî ïîðÿäêó içî-
ìîðôíà ãðóïi S3.

11) Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäãðóïà i êîæíà ôàêòîð-ãðóïà öèêëi÷-
íî¨ ãðóïè ¹ öèêëi÷íîþ.

12) Äîâåñòè, ùî ãðóïà An ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ïîðî-
äæó¹òüñÿ öèêëàìè äîâæèíè 3.

13) Äîâåñòè, ùî ãðóïà Sn ïîðîäæó¹òüñÿ öèêëîì (1, 2, . . . , n)
äîâæèíè n i òðàíñïîçèöi¹þ (1, 2).

14) ×è óòâîðþþòü ñèñòåìó òâiðíèõ ãðóïè S9 ïiäñòàíîâêè (1, 2, 3)
i (1, 2, . . . , 9)?

15) ßêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî äëÿ êîæíîãî k, 0 < k < n,
ïiäñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in)k ¹ öèêëîì äîâæèíè n. ßêùî n �
íå ïðîñòå, òî öÿ ïiäñòàíîâêà áóäå öèêëîì äîâæèíè n äëÿ
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÷èñåë k, ùî âçà¹ìíî ïðîñòi ç n, i äîáóòêîì öèêëiâ îäíàêîâî¨
äîâæèíè â iíøîìó âèïàäêó.

16) Íåõàé σ ∈ Sn i íåõàé s � êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ öèêëiâ ó
ðîçêëàäi σ â äîáóòîê öèêëiâ ïëþñ êiëüêiñòü ñèìâîëiâ, ùî
ïåðåõîäÿòü ó ñåáå. Ðiçíèöÿ n− s íàçèâà¹òüñÿ äåêðåìåíòîì
ïiäñòàíîâêè σ. Äîâåñòè, ùî ïàðíiñòü ïiäñòàíîâêè σ çáiãà-
¹òüñÿ ç ïàðíiñòþ ¨¨ äåêðåìåíòó.

17) Äîâåñòè, ùî äëÿ êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ àêñiîìà êîìóòàòèâ-
íîñòi äîäàâàííÿ âèâîäèòüñÿ ç iíøèõ àêñiîì. Ïîêàçàòè, ùî
öå íåâiðíî äëÿ êiëåöü áåç îäèíèöi.

18) ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x êiëüöÿ K åëåìåíò x2 − x
êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ K, òî K � êîìóòàòèâ-
íå êiëüöå.

19) Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííå êîìóòàòèâíå êiëüöå, â ÿêîìó äîáó-
òîê áóäü-ÿêèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ íåíóëüîâèé, ¹ ïîëåì.

20) Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Q(
√

7) = {a + b
√

7 | a, b ∈ Q} ¹
ïîëåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
÷èñåë.

21) Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a b
−b a

)
, äå

a, b ∈ R, ¹ ïîëåì, içîìîðôíèì ïîëþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

22) Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ìàòðèöü R = {( a b
−b a

) | a, b ∈ Z/3Z}
¹ ïîëåì ç äåâ'ÿòè åëåìåíòiâ.

23) Äîâåñòè, ùî äëÿ òîãî, ùîá êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ∈ Mn(R)
êîìóòóâàëà ç óñiìà êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè B ∈ Mn(R)
òîãî æ ïîðÿäêó, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá A áóëà ñêàëÿð-
íîþ, òîáòî A = cE, äå c ∈ R, E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ (R �
êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1).

24) Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ ìàòðèöü Mn

(
Mm(R)

)
i Mnm(R) içîìîð-

ôíi.
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25) Ïîêàçàòè, ùî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ìíîæèíi
R = {( a b

−b a

) | a, b ∈ C} ¹ àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè íà
öié ìíîæèíi, i ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü âñiì àêñiîìàì ïîëÿ,
êðiì êîìóòàòèâíîñòi ìíîæåííÿ (òóò a � ñïðÿæåíå äî a â
C).

26) Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, äîâåäiòü òàêi ãåîìåòðè÷íi òåîðåìè:
a) ñóìà êâàäðàòiâ äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹ ñóìi
êâàäðàòiâ âñiõ éîãî ñòîðií.
á) êîëî i êâàäðàò ABCD ìàþòü ñïiëüíèé öåíòð. Äîâåñòè,
ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè M êîëà ÷èñëî MA2·MC2+MB2·MD2

íå çàëåæèòü âiä ðîçìiùåííÿ òî÷êè M íà êîëi.
â) âiäñòàíi âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M , âçÿòî¨ â ïëîùèíi òðèêó-
òíèêà ABC, äî âåðøèí A, B, C i òî÷êè O ïåðåòèíó ìåäiàí
çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

MA2 + MB2 + MC2 = AO2 + BO2 + CO2 + 3MO2.

27) Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ìóàâðà, çíàéòè ñóìè

cosα + cos 2α + · · ·+ cosnα i sinα + sin 2α + · · ·+ sin nα.

28) Îá÷èñëèòè ñóìè

A = 1− cos 2α + cos 4α− cos 6α + · · ·+ cos 2nα,

B = cosα− cos 2α + cos 3α− · · ·+ cos(2n− 1)α,

C = sin α− sin 2α + sin 3α− · · ·+ sin(2n− 1)α.

29) à) Îá÷èñëèòè 3
√−i, 3

√
2 + 2i, 4

√
i.

á) Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ z2 + i = 0, z3 + 8i = 0.
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Ðîçäië 2
Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà

âèçíà÷íèêè
2.1. n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið

Çàôiêñó¹ìî ÿêå-íåáóäü ïîëå P . Öå ìîæå áóòè ïîëå äiéñíèõ ÷è-
ñåë R, ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, àáî ÿêåñü iíøå ïîëå. Åëåìåíòè
ïîëÿ P áóäåìî íàçèâàòè ñêàëÿðàìè.

2.1.1. Âåêòîðè òà ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä íèìè
Âïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü (a1, . . . , an) åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà-

çâåìî n-âèìiðíèì âåêòîðîì íàä ïîëåì P , ñêàëÿðè ai � êîîð-
äèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè) âåêòîðà. Âåêòîð (a1, . . . , an) ïîçíà÷à-
þòü ~a i çàïèñóþòü ó âèãëÿäi âåêòîð-ñòîâï÷èêà ~a =

(
a1
...
an

)
àáî

ó âèãëÿäi âåêòîð-ðÿäêà ~at = (a1, . . . , an). Iíäåêñ t òóò îçíà÷à¹
òðàíñïîíóâàííÿ. Ìè äîìîâèìîñÿ éîãî ïðîïóñêàòè ó áiëüøîñòi
âèïàäêiâ. Òîìó ñèìâîë ~a îçíà÷àòèìå âåêòîð-ñòîâï÷èê àáî âåê-
òîð-ðÿäîê â çàëåæíîñòi âiä êîíòåêñòó. Âåêòîðè ~a = (a1, . . . , an) i
~b = (b1, . . . , bn) íàçèâàþòü ðiâíèìè i ïèøóòü ~a = ~b, ÿêùî ai = bi

äëÿ âñiõ i, 1 ≤ i ≤ n.
Ìíîæèíó âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä ïîëåì P ïîçíà÷à-

þòü Pn: Pn =
{
(a1, . . . , an) | ai ∈ P

}
. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi Pn

ëiíiéíi îïåðàöi¨. ßêùî ~a = (a1, . . . , an) ∈ Pn,~b = (b1, . . . , bn) ∈ Pn

75
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i λ ∈ P , òî

~a +~b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),
λ~a = (λa1, λa2, . . . , λan).

Âåêòîð, âñi êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ íóëi, íàçèâàþòü íóëü-âåêòîðîì
i ïîçíà÷àþòü ~0. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåê-
òîðàìè ìàþòü âëàñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì ëiíiéíèõ îïå-
ðàöié íàä ìàòðèöÿìè (çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ âåêòîðà, ç öi¹¨ òî-
÷êè çîðó, ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîíÿòòÿ ìàòðèöi):
1. ~a +~b = ~b + ~a,
2. ~a + (~b + ~c) = (~a +~b) + ~c,
3. ~a +~0 = ~a,
4. ~a + (−1)~a = ~0,
5. λ(µ~a) = (λµ)~a),
6. ~λ(~a +~b) = λ~a + λ~b,
7. (λ + µ)~a = λ~a + µ~a,
8. 1 · ~a = ~a.

Òóò ~a,~b,~c � äîâiëüíi âåêòîðè ç Pn, à λ, µ ∈ P � äîâiëü-
íi ñêàëÿðè. Âåêòîð ~b íàçèâàþòü ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ
~a1, . . . ,~am, ÿêùî iñíóþòü òàêi ñêàëÿðè λ1, . . . , λm ∈ P , ùî ~b =
λ1~a1 + · · ·+ λm~am.

2.1.2. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü
Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ñèñòåìó âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am ∈ Pn íàçèâà-

þòü ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî iñíóþòü ñêàëÿðè λ1, . . . ,
λm ∈ P , ùî íå âñi äîðiâíþþòü íóëþ i òàêi, ùî

λ1~a1 + · · ·+ λm~am = ~0. (2.1.1)

Ñèñòåìà âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,
ÿêùî ðiâíiñòü (2.1.1) ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè λ1 = · · · =
= λm = 0.
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Ïðèêëàä 2.1.1. 1. Íåõàé ~a1 = (1, 1), ~a2 = (0, 1), ~a3 =
= (3, 4); ~a1,~a2,~a3 ∈ R2. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ~a1,~a2,~a3 ¹ ëiíiéíî
çàëåæíîþ, áî 3~a1 + ~a2 − ~a3 = ~0. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ~a1 = (1, 1),
~a2 = (0, 1) ∈ R2 ëiíiéíî íåçàëåæíà, áî ðiâíiñòü λ1~a1 + λ2~a2 = ~0
ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè λ1 = 0, λ1 + λ2 = 0, òîáòî êîëè
λ1 = λ2 = 0.

2. Îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè ïðîñòîðó Pn íàçèâàþòü âåêòîðè

~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1).

Ñèñòåìà ~e1, . . . , ~en îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Ñïðàâäi, íåõàé λ1~e1 + · · ·+ λn~en = ~0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹,
ùî (λ1, . . . , λn) = (0, . . . , 0), òîáòî λ1 = · · · = λn = 0.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi íàâåäåíî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi
ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2.1.1. 1) ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòî-
ðó Pn ìiñòèòü íóëü-âåêòîð, òî âîíà ëiíiéíî çàëåæíà.

2) ßêùî ïiäñèñòåìà ~a1, . . . ,~am ñèñòåìè ~a1, . . . ,~ak

(m < k) ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî i ñèñòåìà ~a1, . . . ,~ak �
ëiíiéíî çàëåæíà.

3) Êîæíà ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ~a1 = ~0,~a2, . . . ,~am � ñèñòåìà âåêòîðiâ, ùî
ìiñòèòü íóëü-âåêòîð. Òîäi 1 ·~a1+0 ·~a2+ · · ·+0 ·~an = 0 i λ1 = 1 6= 0.

2) ßêùî ~a1, . . . ,~am � ëiíiéíî çàëåæíà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè
âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am,~am+1, . . . ,~ak, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé íàáið ñêà-
ëÿðiâ λ1, . . . , λm ∈ P (íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââà-
æàòè, ùî λ1 6= 0), äëÿ ÿêèõ λ1~a1 + · · · + λm~am = ~0. Çâiäñè
λ1~a1 + · · · + λm~am + 0 · ~am+1 + · · · + ~ak = ~0, äå λ1 6= 0. Îòæå,
ñèñòåìà ~a1, . . . ,~ak ëiíiéíî çàëåæíà.

3) ßêáè ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âèÿâèëàñü ëi-
íiéíî çàëåæíîþ, òî i âñÿ ñèñòåìà áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ.
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2.1.3. Ëåìè ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü
Ëåìà 2.1.1. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~ak ∈ Pn, k ≥ 2, ¹ ëi-

íiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷ îäèí ç öèõ âåêòî-
ðiâ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ñèñòåìà ~a1, . . . ,~ak ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî
iñíóþòü ñêàëÿðè λ1, . . . , λk ∈ P , ùî íå âñi äîðiâíþþòü íóëåâi (íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî λ1 6= 0) òàêi, ùî λ1~a1 +
· · ·+ λk~ak = ~0. Çâiäñè ~a1 = −λ2

λ1
~a2 − · · · − λk

λ1
~ak, òîáòî âåêòîð ~a1 ¹

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~a2, . . . ,~ak. Íåõàé òåïåð îäèí ç âåê-
òîðiâ, íàïðèêëàä ~ak, ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, òîáòî ~ak =
µ1~a1 + · · ·+ µk − 1~ak − 1. Òîäi µ1~a1 + · · ·+ µk−1~ak−1 − 1 · ~ak = ~0,
òîáòî âåêòîðè ~a1, . . . ,~ak ëiíiéíî çàëåæíi.

Ëåìà 2.1.2. Íåõàé ~a1, . . . ,~ak ∈ Pn � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñ-
òåìà âåêòîðiâ, êîæíèé âåêòîð ÿêî¨ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåê-
òîðiâ ~b1, . . . ,~bm ∈ Pn. Òîäi k ≤ m.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî k >
m. Îñêiëüêè ~a1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~b1, . . . ,~bm, òî
ñèñòåìà ~a1,~b1, . . . ,~bm ëiíiéíî çàëåæíà. Îòæå, iñíóþòü ñêàëÿðè
λ1, µ1, . . . , µm ∈ P , ùî íå âñi äîðiâíþþòü íóëåâi i òàêi, ùî λ1~a1 +
µ1

~b1 + · · ·+µm
~bm = ~0. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê µ1 = · · · = µm = 0

íåìîæëèâèé, áî òîäi ìè ìàëè á λ1~a1 = ~0 i, îñêiëüêè λ1 6= 0,
òî ~a1 = ~0. Öå íåìîæëèâî, áî ñèñòåìà ~a1, . . . ,~ak ëiíiéíî íåçà-
ëåæíà (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.1.1). Îòæå, iñíó¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ
ñêàëÿð µi (1 ≤ i ≤ n). Íåõàé, íàïðèêëàä, µ1 6= 0. Òîäi, ÿê i â ëå-
ìi 2.1.1, âåêòîð ~b1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~a1,~b2, . . . ,~bm.
Îñêiëüêè âåêòîð ~a2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~b1, . . . ,~bm,
òî ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî âií ¹ i ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòî-
ðiâ ~a1,~b2, . . . ,~bm. Çâiäñè, çà ëåìîþ 2.1.1, ñèñòåìà ~a1,~a2,~b1, . . . ,~bm

ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé íàáið ñêàëÿðiâ
λ1, λ2, µ1, . . . , µm ∈ P , ùî

λ1~a1 + λ2~a2 + µ2
~b2 + · · ·+ µm

~bm = ~0.
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ßêùî µ2 = · · · = µm = 0, òî λ1 6= 0 àáî λ2 6= 0 i λ1~a1 +
+λ2~a2 = ~0, ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 2.1.1. Îòæå, ñåðåä µ2, . . . , µm

iñíó¹ íåíóëüîâèé ñêàëÿð. Íåõàé µ2 6= 0. Òîäi b2 = α1~a1 + α2~a2 +
β3

~b3 + · · · + βm
~bm, äå α1, α2, β3, . . . , βm ∈ P . Îñêiëüêè êîæíèé

âåêòîð ~ai (1 ≤ i ≤ k) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~b1, . . . ,~bm,
òî âií ¹ i ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~a1,~a2,~b3, . . . ,~bm. Ïðî-
äîâæóþ÷è òàê ìiðêóâàòè, ÷åðåç m êðîêiâ îäåðæèìî, ùî êîæíèé
âåêòîð ~ai (1 ≤ i ≤ k), çîêðåìà, âåêòîð ~am+1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-
öi¹þ âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am. Çà ëåìîþ 2.1.1 ñèñòåìà ~a1, . . . ,~am,~am+1

¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.1.1 âèïëèâà¹, ùî i âñÿ
ñèñòåìà ~a1, . . . ,~ak ëiíiéíî çàëåæíà. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü ïî-
êàçó¹, ùî k ≤ m, ùî i òðåáà äîâåñòè.

Ëåìà 2.1.3. Áóäü-ÿêi k > n âåêòîðiâ ç Pn ëiíiéíî çàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îäèíè÷íi âåêòîðè

~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1).

ßêùî ~a = (a1, . . . , an) ∈ Pn, òî çðîçóìiëî, ùî ~a = a1~e1 +
+ · · · + an~en, òîáòî êîæíèé âåêòîð ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ îäè-
íè÷íèõ âåêòîðiâ. ßêùî ìè ìà¹ìî k ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ
~a1, . . . ,~ak, òî ç ëåìè 2.1.2 âèïëèâà¹, ùî k ≤ n, òîáòî k > n âåêòî-
ðiâ ç Pn íå ìîæóòü áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òîìó âîíè ëiíiéíî
çàëåæíi.

2.1.4. Ïiäïðîñòîðè. Áàçà ïiäïðîñòîðó
Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L ⊂ Pn íàçèâà-

¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì, ÿêùî ¨¨ åëåìåíòè ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:
1. ∀~a,~b ∈ L ~a +~b ∈ L,
2. ∀~a ∈ L ∀λ ∈ P λ~a ∈ L.

Î÷åâèäíî, ùî Pn ¹ ïiäïðîñòîðîì; ïiäìíîæèíà {0}, ÿêà ìiñ-
òèòü ëèøå íóëü-âåêòîð, òåæ ¹ ïiäïðîñòîðîì. Öi äâà ïiäïðîñòîðè
íàçèâàþòü òðèâiàëüíèìè, ïiäïðîñòið {0} íàçèâàþòü íóëüîâèì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó âåêòîðiâ



80 Ðîçäië 2. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà âèçíà÷íèêè

~a1, . . . ,~am

∈ Pn. Íåõàé

L(~a1, . . . ,~am) =
{
x ∈ P | x =

m∑

i=1

λiai, λi ∈ P
}

- ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am. Ìíîæè-
íó L(~a1, . . . ,~am) íàçèâàþòü ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ ~a1, . . . ,~am.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî êîæíà ëiíiéíà îáîëîíêà ¹ ïiäïðîñòîðîì. Íå-
õàé ~x =

∑m
i=1 λi~ai, ~y =

∑m
i=1 µi~ai ∈ L(~a1, . . . ,~am) i λ ∈ P . Òîäi

~x + ~y =
∑m

i=1(λi + µi)~ai ∈ L(~a1, . . . ,~am) i λ~x =
∑m

i=1(λλi)~ai ∈
L(~a1, . . . ,~am).

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Íåõàé V � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Pn. ßêùî V
¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ
~a1, . . . ,~ak ∈ Pn, òî öþ ñèñòåìó ~a1, . . . ,~ak íàçèâàþòü ñèñòåìîþ
òâiðíèõ ïiäïðîñòîðó V . Ñèñòåìà òâiðíèõ ~a1, . . . ,~ak ïiäïðîñòî-
ðó V íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî ïiñëÿ âèëó÷åííÿ õî÷ îäíî-
ãî ç âåêòîðiâ ñèñòåìè ~a1, . . . ,~ak ìåíøà ñèñòåìà ïåðåñòà¹ áóòè ñè-
ñòåìîþ òâiðíèõ.

Íàïðèêëàä, ñèñòåìà îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ ~e1 = (1, 0, . . . , 0),
~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1) ¹ ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ
òâiðíèõ ïðîñòîðó Pn. Ñïðàâäi, î÷åâèäíî, öå � ñèñòåìà òâiðíèõ
(äèâ. ïî÷àòîê äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.3). Ç iíøîãî áîêó, âèëó÷èâøè
i-èé âåêòîð, ìè íå çìîæåìî éîãî îäåðæàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíà-
öiþ ðåøòè âåêòîðiâ, áî êîæíà òàêà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áóäå ìà-
òè íóëüîâó i-òó êîìïîíåíòó. ßêùî ìè ìà¹ìî ÿêó-íåáóäü ñèñòåìó
òâiðíèõ ~a1, . . . ,~ak ïiäïðîñòîðó V , i îäèí ç âåêòîðiâ (íåõàé ~a1) öi-
¹¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, òî ñècòåìà ~a2, . . . ,~ak,
ÿêà çàëèøà¹òüñÿ ïiñëÿ âèëó÷åííÿ âåêòîðà ~a1, çíîâó, î÷åâèäíî, ¹
ñèñòåìîþ òâiðíèõ. Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.1.2. Ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ ïiäïðîñ-
òîðó ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî ñèñòåìà òâiðíèõ ~a1, . . . ,~ak ëiíiéíî çàëåæ-
íà, òî çà ëåìîþ 2.1.1 îäèí ç âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à òîìó âîíà íå ìîæå áóòè ìiíiìàëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Áàçîþ ïiäïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà
ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà òâiðíèõ öüîãî ïiäïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 2.1.2. 1. Ñèñòåìà ~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 =
= (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ~en = (0, . . . , 0, 1) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñè-
ñòåìîþ òâiðíèõ, îòæå, � áàçîþ ïðîñòîðó Pn.

2. Ïiäïðîñòið ìîæå ìàòè áàãàòî áàç. Íàïðèêëàä, ~e1 =
= (1, 0), ~e2 = (0, 1) òà ~a1 = (1, 1), ~a2 = (2, 1) � äâi ðiçíèõ áàçè
ïðîñòîðó R2.

2.1.5. Òåîðåìè ïðî áàçó
Òåîðåìà 2.1.3. Êîæåí íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ìà¹ áàçó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L 6= {~0} � íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið â Pn,
i ~e1 � íåíóëüîâèé âåêòîð, ~e1 ∈ L. Òîäi ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç îäíîãî âåêòîðà ~e1, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. ßêùî öÿ ñèñòåìà ¹
ñèñòåìîþ òâiðíèõ ïðîñòîðó L, òî âñå äîâåäåíî. Â iíøîìó âèïàäêó
çíàéäåòüñÿ âåêòîð ~e2 ∈ L, ÿêèé íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåê-
òîðà ~e1. Òîäi ñèñòåìà ~e1, ~e2 ëiíiéíî íåçàëåæíà, áî ç ðiâíîñòi λ1~e1+
λ2~e2 = ~0 âèïëèâà¹ λ2 = 0, à òîäi i λ1 = 0. ßêùî ñèñòåìà ~e1, ~e2 �
áàçà ïiäïðîñòîðó L, òî äîâåäåííÿ çàêií÷åíå. Â iíøîìó âèïàäêó
çíàéäåòüñÿ âåêòîð ~e3 ∈ L, ÿêèé íå âèðàæà¹òüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç ~e1

i ~e2. Òàê ñàìî, ÿê i ðàíiøå, çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî âåêòîðè ~e1, ~e2, ~e3

ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ïðîäîâæóþ÷è òàê ìiðêóâàòè, íà k-ìó êðîöi
ìè îäåðæèìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó ~e1, . . . , ~ek âåêòîðiâ ç ïiä-
ïðîñòîðó L. Îñêiëüêè ïðè k > n ñèñòåìà âåêòîðiâ ç Pn íå ìîæå
áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíîþ (çà ëåìîþ 2.1.1), òî ÷åðåç ñêií÷åííå
÷èñëî êðîêiâ îäåðæèìî áàçó.

Íàñëiäîê 2.1.4. Êîæíèé íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Pn

íàä íåñêií÷åííèì ïîëåì P ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü áàç.
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Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3 âèäíî, ùî ïîáóäîâó áà-
çè ìîæíà ïî÷àòè ç áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà ïiäïðîñòî-
ðó L.

Ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3 ïiäêàçó¹, ùî ìîæå áóòè êîðè-
ñíèì òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ~e1, . . . , ~ek

ïiäïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñòà¹ ëiíié-
íî çàëåæíîþ ïðè äîëó÷åííi äî íå¨ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ç ïiäïðîñ-
òîðó L.

Òåîðåìà 2.1.5. Êîæíi äâi áàçè ïiäïðîñòîðó L ñêëàäàþòüñÿ
ç îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ~e1, . . . , ~em òà ~a1, . . . ,~ak � äâi áàçè ïiäïðîñ-
òîðó L. Ñèñòåìà ~e1, . . . , ~em ëiíiéíî íåçàëåæíà i êîæíèé âåêòîð ~ei

(1 ≤ i ≤ m) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ
~a1, . . . ,~ak. Ç ëåìè 2.1.2 âèïëèâà¹, ùî m ≤ k. Òàê ñàìî ïîêàçó-
¹ìî, ùî k ≤ m. Îòæå, m = k.

Ç òåîðåìè 2.1.5 âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêò-
íèì.

Îçíà÷åííÿ 2.1.6. Ðîçìiðíiñòþ íåíóëüîâîãî ïiäïðîñòîðó L
íàçèâàþòü êiëüêiñòü âåêòîðiâ áóäü-ÿêî¨ áàçè öüîãî ïiäïðîñòîðó.
Ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó L ïîçíà÷àþòü dimL. Çà îçíà÷åííÿì dim{0} =
0.

Òåîðåìà 2.1.6. Íåõàé ~e1, . . . , ~ek � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòå-
ìà âåêòîðiâ ïiäïðîñòîðó L. Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâà-
ëåíòíi:

1) ~e1, . . . , ~ek � áàçà L;

2) êîæíèé âåêòîð ïiäïðîñòîðó L îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ~e1, . . . , ~ek;

3) ~e1, . . . , ~ek � ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ ïiäïðîñòîðó L;
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4) ~e1, . . . , ~ek � ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà â L.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî çà ñõåìîþ 1) ⇒ 2) ⇒

⇒ 3) ⇒ 4) ⇒ 1).
1) ⇒ 2). Íåõàé x ∈ L, ïðè÷îìó

x = λ1~e1 + · · ·+ λk~ek i x = λ′1~e1 + · · ·+ λ′k~ek.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(λ1 − λ′1)~e1 + · · ·+ (λk − λ′k)~ek = ~0.

Òîìó ìà¹ìî λ1 − λ′1 = · · · = λk − λ′k = 0, òîáòî
λ1 = λ′1, . . . , λk = λ′k.

2) ⇒ 3). ßêùî ñèñòåìà òâiðíèõ ~e1, . . . , ~ek ïiäïðîñòîðó L íå ¹
ìiíiìàëüíîþ, òî ç íå¨ ìîæíà âèëó÷èòè îäèí ç âåêòîðiâ (íàïðè-
êëàä, ~e1), òàê, ùî ñèñòåìà ~e2, . . . , ~ek, ÿêà çàëèøèòüñÿ, ùå áóäå
ñèñòåìîþ òâiðíèõ. Òîäi äëÿ âåêòîðà ~e1 îäåðæèìî

~e1 = 1 · ~e1 + 0 · ~e2 + · · ·+ 0 · ~ek,

~e1 = 0 · ~e1 + λ2~e2 + · · ·+ λk~ek,

òîáòî âåêòîð ~e1 ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ~e1, . . . , ~ek. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî ñèñ-
òåìà ~e1, . . . , ~ek ìiíiìiìàëüíà.

3) ⇒ 4). Ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ
çà òâåðäæåííÿì 2.1.2. ßêùî âîíà íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ, òî iñíó¹
âåêòîð ~a ∈ L òàêèé, ùî ñèñòåìà ~a,~e1, . . . , ~ek ëiíiéíî íåçàëåæíà.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ~a íå âèðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìái-
íàöi¨ âåêòîðiâ ~e1, . . . , ~ek. Ñóïåðå÷íiñòü.

4) ⇒ 1). Ïîòðiáíî ëèøå äîâåñòè, ùî ~e1, . . . , ~ek ¹ ñèñòåìîþ
òâiðíèõ ïiäïðîñòîðó L. Äëÿ öüîãî, íåõàé ~x ∈ L. Ñèñòåìà ~x,~e1, . . . , ~ek

ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî iñíó¹ íåíóëüîâèé íàáið ñêàëÿðiâ λ, α1, . . . , αk

òàêèé, ùî λ~x + α1~e1 + · · · + αk~ek = ~0. Òóò îáîâ'ÿçêîâî λ 6= 0, áî
â iíøîìó âèïàäêó ìè ìàëè á α1~e1 + · · · + αk~ek = ~0, ïðè÷îìó íå
âñi α1, . . . , αk äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî ñèñòåìà ~e1, . . . , ~ek áóëà á
ëiíiéíî çàëåæíîþ. Îòæå, ~x = −α1

λ ~e1 − · · · − αk
λ ~ek. Öå çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ iìïëiêàöi¨ i òåîðåìè â öiëîìó.
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2.2. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
2.2.1. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü

Íåõàé A � ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ P . Ïiä ïåðåòâîðåí-
íÿì ìàòðèöi A ðîçóìiþòü ïåðåõiä âiä öi¹¨ ìàòðèöi äî iíøî¨ ìàò-
ðèöi A′, çäiéñíåíèé çà ïåâíèìè ïðàâèëàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè
ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi;

2) äîäàâàííÿ äî ðÿäêà ìàòðèöi iíøîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi, ïî-
ìíîæåíîãî íà ñêàëÿð;

3) ìíîæåííÿ ðÿäêà íà íåíóëüîâèé ñêàëÿð.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ
ìàòðèöi. Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå åëåìåí-
òàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. ßêùî ìàòðèöÿ A′ îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðè-
öi A çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü, òî ìàòðèöi A i A′ íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî
âîíà ìà¹ òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

1) ÿêùî i-èé ðÿäîê ìàòðèöi A íóëüîâèé, òî é (i+1)-èé ðÿäîê
íóëüîâèé;

2) ÿêùî ïåðøi íåíóëüîâi åëåìåíòè i-ãî òà (i + 1)-ãî ðÿäêiâ
ðîçòàøîâàíi â ñòîâï÷èêàõ ç íîìåðàìè ki òà ki + 1 âiäïîâiäíî, òî
ki < ki + 1. Òóò i ≤ m− 1, äå m � êiëüêiñòü ðÿäêiâ ìàòðèöi A.

Iíàêøå êàæó÷è, ìàòðèöÿ A ¹ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî âîíà àáî íó-
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ëüîâà àáî ìà¹ âèãëÿä



0 . . . 0 a1k1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a1n

0 . . . 0 0 . . . 0 a2k2 . . . . . . . . . . . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 asks . . . asn

0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0




,

äå aiki 6= 0 äëÿ 1 ≤ i ≤ s, i k1 < k2 < · · · < ks.

Òåîðåìà 2.2.1. Êîæíó ìàòðèöþ ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷à-
ñòîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A íå ¹ ñõiä÷àñòîþ (çîêðåìà, âîíà
íåíóëüîâà i ìà¹ íå ìåíøå íiæ äâà ðÿäêè). ßêùî k1 � íîìåð
ïåðøîãî íåíóëüîâîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A, òî áóäåìî ââàæàòè,
ùî a1k1 6= 0 (öüîãî ìîæíà äîìîãòèñÿ, ïåðåñòàâèâøè ðÿäêè ìàò-
ðèöi A). Îòæå, íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ âèãëÿä

A =




0 . . . 0 a1k1 . . . a1n

0 . . . 0 a2k1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 amk1 . . . amn


 .

Äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, äîìíîæåíèé íà −a2k1/a1k1 ,
äî òðåòüîãî ðÿäêà � ïåðøèé, äîìíîæåíèé íà −a3k1/a1k1 , i ò.ä. Â
ðåçóëüòàòi öèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî ìàòðèöþ

A′ =




0 . . . 0 a1k1 a1k1+1 . . . a1n

0 . . . 0 0 a′2k1+1 . . . a′2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 a′mk1+1 . . . a′mn


 .

Òåïåð ðîçãëÿäà¹ìî ìàòðèöþ A′′, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðè-
öi A′, ÿêùî âiäêèíóòè ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi A′. ßêùî âîíà
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ñõiä÷àñòà, òî äîâåäåííÿ çàâåðøåíî, à ÿêùî íi, òî ïîâòîðèìî ç A′′

ïîïåðåäíþ ïðîöåäóðó. I òàê äàëi. ×åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ
îäåðæèìî ñõiä÷àñòó ìàòðèöþ.

2.2.2. Åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè x1, . . . , xn:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(2.2.1)

Åëåìåíòè aij íàçèâà¹ìî êîåôiöi¹íòàìè ñèñòåìè (2.2.1), à åëåìåí-
òè bi íàçèâà¹ìî âiëüíèìè ÷ëåíàìè. Ââàæà¹ìî, ùî aij òà bi ¹ åëå-
ìåíòàìè äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ïîëÿ P . Ìàòðèöÿ

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (2.2.1), à ìàòðèöÿ

Ab =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm




íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (2.2.1). Çðîçóìiëî,
ùî äëÿ çàäàííÿ ñèñòåìè (2.2.1) äîñèòü çàäàòè ¨¨ ðîçøèðåíó ìà-
òðèöþ.

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.1.1) íàçèâàþòü âïîðÿäêîâàíó ïîñëi-
äîâíiñòü (c1, c2, . . . , cn) åëåìåíòiâ ïîëÿ P òàêó, ùî ïiñëÿ çàìiíè
íåâiäîìèõ xi åëåìåíòàìè ci îäåðæó¹òüñÿ ñèñòåìà ïðàâèëüíèõ ðiâ-
íîñòåé.
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Ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü ñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà
ìà¹ õî÷ îäèí ðîçâ'ÿçîê, i íåñóìiñíîþ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Äâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ. Êîæíi äâi íåñó-
ìiñíi ñèñòåìè åêâiâàëåíòíi.

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(2.2.1) íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè;

2) äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè iíøîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨
ñèñòåìè, äîìíîæåíîãî íà ñêàëÿð λ;

3) äîìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà íåíóëüîâèé
ñêàëÿð.

Òåîðåìà 2.2.2. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ïðèâîäÿòü äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðiâíÿíü
ñèñòåìè îäåðæèìî åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî â
ðåçóëüòàòi åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ äðóãîãî òèïó òåæ îäåð-
æèìî åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó. Îòæå, íåõàé ìè äî i-ãî ðiâíÿííÿ ñè-
ñòåìè (2.2.1) äîäà¹ìî l-òå ðiâíÿííÿ, äîìíîæåíå íà λ ∈ P . Îäåð-
æèìî íîâó ñèñòåìó, â ÿêié âñi ðiâíÿííÿ, êðiì i-ãî, òàêi ñàìi ÿê â
ñèñòåìi (2.2.1), à i-òå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

n∑

k=1

(aik + λalk)xk = bi + λbl. (2.2.2)

ßêùî (c1, c2, . . . , cn) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.2.1), òî âií çàäîâîëü-
íÿ¹ âñi ðiâíÿííÿ íîâî¨ ñèñòåìè êðiì, ìîæëèâî, ðiâíÿííÿ (2.2.2).
Ïîêàæåìî, ùî âií çàäîâîëüíÿ¹ i öå îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüî-
ãî äîäàìî äî ðiâíîñòi

∑n
k=1 aikck = bi ðiâíiñòü

∑n
k=1 alkck = bl,

äîìíîæåíó íà λ. Îäåðæèìî
n∑

k=1

(aik + λalk)ck = bi + λbl.
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Îòæå, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.2.1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïåðåòâîðå-
íî¨ ñèñòåìè. Àëå âiä ïåðåòâîðåíî¨ ñèñòåìè ìîæíà ïåðåéòè äî ïî-
÷àòêîâî¨ òåæ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Äëÿ åëå-
ìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïåðøîãî òèïó (ïåðåñòàíîâîê ðiâíÿíü)
öå î÷åâèäíî, à äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè ïî÷àòêîâó ñèñòåìó (2.2.1)
ç íîâî¨ ñèñòåìè, â ÿêié âñi ðiâíÿííÿ êðiì i-ãî òàêi æ ÿê i â ñè-
ñòåìi (2.2.1), à i-òå ìà¹ âèãëÿä (2.2.2), ïîòðiáíî l-òå ðiâíÿííÿ
ïåðåòâîðåíî¨ ñèñòåìè äîìíîæèòè íà −λ i äîäàòè ðåçóëüòàò äî
i-ãî ðiâíÿííÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðåòâîðå-
íî¨ ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.2.1). Âèïàäîê åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü òðåòüîãî òèïó ¹ î÷åâèäíèì.

Çðîçóìiëî, ùî âèêîíàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ñèñòå-
ìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çâîäèòüñÿ äî òàêèõ ñàìèõ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Ìè çíà¹ìî, ùî ìàòðèöþ ìî-
æíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåí-
íÿìè. Òîìó ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé âàæëèâèé íà-
ñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.3. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.2.1) åêâiâà-
ëåíòíà ñõiä÷àñòié ñèñòåìi, òîáòî ñèñòåìi âèãëÿäó





a1k1xk1 + a1k1+1xk1+1 + · · ·+ a1nxn = b1,
a2k2xk2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
asksxks + · · ·+ asnxn = bs,

0 = bs+1,

(2.2.3)

äå aiki 6= 0, 1 ≤ i ≤ s, k1 < k2 < · · · < ks. Òóò s + 1 ≤ m,
îñêiëüêè ïðè çâåäåííi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè (2.2.1) äî
ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ íóëüîâi ðÿäêè.

Äëÿ çðó÷íîñòi äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (2.2.3) çðîáèìî â íié äå-
ÿêi ïåðåïîçíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî xkj

= yj , xj = ykj
, aikj = a′ij ,

aij = aik
′
j äëÿ 1 ≤ j ≤ s òà xj = yj , aij = a′ij äëÿ j /∈ {1, . . . , s, k1, . . . , ks}.
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Â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ñèñòåìà (2.2.3) ïðèéìå âèãëÿä




a′11y1 + a′12y2 + · · ·+ a′1nyn = b1,
a′22y2 + · · ·+ a′2nyn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′ssys + · · ·+ a′snyn = bs,

0 = bs+1,

äå a′11 6= 0, . . . , a′ss 6= 0.
Ïiäñóìîâóþ÷è, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæíà ñèñòåìà ëi-

íiéíèõ ðiâíÿíü (2.2.1) ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ íåâiäîìèõ åêâiâà-
ëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó





a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1,
a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
assxs + · · ·+ asnxn = bs,

0 = bs + 1,

(2.2.4)

äå a11 6= 0, . . . , ass 6= 0. ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ âè-
ãëÿä (2.2.4), òî êàæóòü, ùî âîíà ìà¹ íîðìàëüíèé ñõiä÷àñòèé âè-
ãëÿä. Çàóâàæèìî, ùî ÿê â (2.2.3) òàê i â (2.2.4) ìè íå âèìàãà¹ìî,
ùîá bs+1 6= 0. Êðiì öüîãî, â (2.2.3) i â (2.2.4) íå âèêëþ÷à¹òüñÿ
âèïàäîê s = 0. Â öüîìó âèïàäêó (2.2.4) çâîäèòüñÿ äî 0 = 0, ÿêùî
b1 = 0 àáî äî 0 = b1, ÿêùî b1 6= 0.

2.2.3. Àíàëiç ìîæëèâèõ âèïàäêiâ
Ìè âæå çíà¹ìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ íåâiäîìèõ êîæíà

ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi âèãëÿäó (2.2.4).
Ñèñòåìó (2.2.4) ëåãêî äîñëiäèòè.

1)ßêùî bs+1 6= 0 (òîáòî ñõiä÷àñòà ìàòðèöÿ ñèñòåìè ìiñòèòü
íåíóëüîâèé ðÿäîê (0, . . . , 0|b)), òî ñèñòåìà íåñóìiñíà.

2)Íåõàé bs+1 = 0 i s < n. Òîäi ñèñòåìà (2.2.4) ìà¹ áiëüøå, íiæ
îäèí ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó x1, . . . , xs ìîæíà çíàéòè îäíîçíà÷íî äëÿ
áóäü-ÿêîãî íàáîðó çíà÷åíü äëÿ íåâiäîìèõ xs+1, . . . , xn. Ó öüîìó
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âèïàäêó íåâiäîìi x1, . . . , xs íàçèâàþòü îñíîâíèìè, à âñi iíøi �
âiëüíèìè. ßêùî ïîëå P íåñêií÷åííå, òî â öüîìó âèïàäêó ñèñòå-
ìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

3) ßêùî bs+1 = 0 i s = n, òî î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.

2.2.4. Ëåìà Ãàóñà

Ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü îäíîðiäíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹
âèãëÿä





a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0,

(2.2.5)

òîáòî âñi âiëüíi ÷ëåíè öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþþòü íóëþ. Ñèñòå-
ìà (2.2.5) ñóìiñíà, âîíà ìà¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Ëåìà 2.2.1. ßêùî â ñèñòåìi (2.2.5) m < n, òî öÿ ñèñòåìà
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñèñòåìó (2.2.5) ìî-
æåìî çâåñòè äî íîðìàëüíîãî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (2.2.4), äå b1 =
· · · = bs+1 = 0. Ó íàøîìó âèïàäêó s ≤ m < n, òîìó ñèñòåìà ìà¹
íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Âîíà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî îñíîâíå
ïîëå P íåñêií÷åííå.

Çàóâàæåííÿ 2.2.1. Âèêëàäåíèé â öüîìó ïàðàãðàôi ìåòîä çâå-
äåííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó íàëåæèòü
Ê.Ô. Ãàóñó (1777�1855), òîìó éîãî íàçèâàþòü ìåòîäîì Ãàóñà.
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2.3. Âèçíà÷íèêè
2.3.1. Àêñiîìàòè÷íå îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà
Íåõàé íàì äàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè
ç äåÿêîãî ïîëÿ P

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 a12 . . . ann


 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ~ai =
(

a1i
...
ani

)
i-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi A. Òîäi ìà-

òðèöþ A ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi A = (~a1, . . . ,~an).

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Âèçíà÷íèêîì íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ Fn

ìíîæèíè êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ïîëÿ P
â ïîëå P , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì âëàñòèâîñòÿì:

1) Ëiíiéíiñòü çà ñòîâï÷èêàìè:

Fn

(
(~a1, . . . , λ~a′i + µ~a′′i , . . . ,~an)

)
=

= λFn

(
(~a1, . . . ,~a

′
i, . . . ,~an)

)
+ µFn

(
(~a1, . . . ,~a

′′
i , . . . ,~an)

)
,

äå λ, µ ∈ P .

2) Êîñîñèìåòðè÷íiñòü: Fn

(
(~a1, . . . ,~a, . . . ,~a, . . . ,~an)

)
= 0, òîáòî

âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ùî ìà¹ äâà îäíàêîâi ñòîâï÷èêè, äîðiâ-
íþ¹ íóëþ.

3) Íîðìóâàííÿ: Fn(E) = 1, òîáòî âèçíà÷íèê îäèíè÷íî¨ ìàò-
ðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Çíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà íà ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì
öi¹¨ ìàòðèöi i ïîçíà÷à¹òüñÿ |A| àáî detA.
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2.3.2. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ
Ëåìà 2.3.1. ßêùî ìàòðèöÿ A ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâï÷èê,

òî Fn(A) = 0.
Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

Fn

(
(~a1, . . . ,~0, . . . ,~an)

)
= Fn

(
(~a1, . . . , 0 · ~a, . . . ,~an)

)
=

= 0 · Fn

(
(~a1, . . . ,~a, . . . ,~an)

)
= 0

â ñèëó ëiíiéíîñòi âèçíà÷íèêà.

Ëåìà 2.3.2. Ïðè äîìíîæåííi áóäü-ÿêîãî ñòîâï÷èêà ìàòðè-
öi A íà ñêàëÿð âèçíà÷íèê äîìíîæó¹òüñÿ íà öåé æå ñêàëÿð.

Äîâåäåííÿ. Ïðèéíÿâøè â 1) µ = 0, îäåðæèìî

Fn

(
(~a1, . . . , λ~a′i + 0 · ~a′′i , . . . ,~an)

)
=

= λFn

(
(~a1, . . . ,~a

′
i, . . . ,~an)

)
+ 0 · Fn

(
(~a1, . . . ,~a

′′
i , . . . ,~an)

)
=

= λFn

(
(~a1, . . . ,~a

′
i, . . . ,~an)

)
.

Ëåìà 2.3.3. ßêùî äâà ñòîâï÷èêè ìàòðèöi ïåðåñòàâèòè ìi-
ñöÿìè, òî âèçíà÷íèê çìiíþ¹ çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an),
B = (~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an). Òîäi

Fn

(
(~a1, . . . ,~ai + ~aj , . . . ,~ai + ~aj , . . . ,~an)

)
= 0

çà êîñîñèìåòðè÷íiñòþ âèçíà÷íèêà. Çâiäñè, â ñèëó ëiíiéíîñòi âèç-
íà÷íèêà, ìà¹ìî

Fn

(
(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
+ Fn

(
(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an)

)
+

+ Fn

(
(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
+ Fn

(
(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~aj , . . . ,~an)

)
= 0.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ Fn êîñîñèìåòðè÷íå, òî çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

Fn

(
(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
+ Fn

(
(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~aj , . . . ,~an)

)
= 0,

òîáòî Fn(B) = −Fn(A).
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Ëåìà 2.3.4. ßêùî ìàòðèöþ B = (~ai1 , . . . ,~ain) îäåðæàíî ç
ìàòðèöi A = (~a1, . . . ,~an) çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè ñòîâï-
÷èêiâ ìàòðèöi A, òî Fn(B) = (−1)sgnσFn(A), äå σ =

(
1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
i sgnσ � ñèãíàòóðà ïiäñòàíîâêè σ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäåìî ïiäñòàíîâêó σ â äîáóòîê òðàíñïîçè-
öié, òîäi ìàòðèöþ B ìîæíà îäåðæàòè ç ìàòðèöi A ïîñëiäîâíîþ
ïåðåñòàíîâêîþ ñòîâï÷èêiâ ç íîìåðàìè, âêàçàíèìè ó öèõ òðàíñ-
ïîçèöiÿõ. Ïðè êîæíié òàêié ïåðåñòàíîâöi, â ñèëó ëåìè 2.3.3, çíàê
âèçíà÷íèêà çìiíèòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé. Îñêiëüêè äëÿ ïàðíî¨ ïiä-
ñòàíîâêè σ ÷èñëî òðàíñïîçèöié ïàðíå, òî Fn(B) = Fn(A). ßêùî
æ σ íåïàðíà, òî ÷èñëî òðàíñïîçèöié òåæ íåïàðíå i òîìó Fn(B) =
−Fn(A). Îá'¹äíàâøè öi âèïàäêè, îäåðæó¹ìî Fn(B) = (−1)sgnσFn(A).

Ëåìà 2.3.5. ßêùî ñòîâï÷èêè ìàòðèöi ëiíiéíî çàëåæíi, òî
âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ñòîâï÷èêè ëiíiéíî çàëåæíi, òî îäèí ç
íèõ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ. Íåõàé, íàïðèêëàä, ~a1 = λ2~a2+
· · · + λn~an, λi ∈ P . Òîäi Fn(~a1,~a2, . . . ,~an) =
= Fn

(
(λ2~a2 + · · · + λn~an,~a2, . . . ,~an)

)
= λ2Fn

(
(~a2,~a2, . . . ,~an)

)
+

+ · · ·+ λnFn

(
(~an,~a2, . . . ,~an)

)
= λ1 · 0 + · · ·+ λn · 0 = 0.

Ëåìà 2.3.6. ßêùî äî ÿêîãî-íåáóäü ñòîâï÷èêà ìàòðèöi äî-
äàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ iíøèõ ñòîâï÷èêiâ, òî âèçíà÷íèê íå
çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äî i-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A äîäà¹òüñÿ ëi-
íiéíà êîìáiíàöiÿ iíøèõ ñòîâï÷èêiâ. Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü Fn çà
ñòîâï÷èêàìè òà ïîïåðåäíþ ëåìó 2.3.5, îäåðæèìî

Fn

(
(~a1, . . . ,~ai +

∑

j 6=i

λj~aj , . . . ,~an)
)

= Fn

(
(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
+

+Fn

(
(~a1, . . . ,~ai−1,

∑

j 6=i

λj~aj ,~ai+1, . . . ,~an)
)
~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
+ 0 =

= Fn

(
(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

)
.
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2.3.3. Îñíîâíà ôîðìóëà àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ âèçíà÷-
íèêiâ

Ðîçãëÿíåìî äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi A i C ïîðÿäêó n. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ñòîâï÷èêè ìàòðèöi C ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè ñòîâï-
÷èêiâ ìàòðèöi A, òîáòî, ïðèïóñòèìî, ùî ÿêùî A = (~a1, . . . ,~an),
C = (~c1, . . . ,~cn), òî

~cj =




c1j
...

cnj


 =

n∑

k=1

bkj~ak =
n∑

k=1

bkj




a1k
...

ank


 .

Çâiäñè áà÷èìî, ùî cij =
∑n

k=1 aikbkj . Öå îçíà÷à¹, ùî C = AB,
äå B = [bij ] � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ bij . Ðîçãëÿíåìî
âèçíà÷íèê ìàòðèöi C:

Fn(C) = Fn

( n∑

k1=1

bk11~ak1 , . . . ,

n∑

ki=1

bkii~aki , . . . ,

n∑

kn=1

bknn~akn

)
.

Â ñèëó ëiíiéíîñòi âèçíà÷íèêà îäåðæó¹ìî

Fn(C) =
∑

k1=1

bk11Fn

(
~ak1 , . . . ,

n∑

ki=1

bkii~aki , . . . ,

n∑

kn=1

bknn~akn

)
=

=

n∑

k1=1

· · ·
n∑

ki=1

· · ·
n∑

kn=1

bk11 . . . bkii . . . bknnFn(~ak1 , . . . ,~aki , . . . ,~akn).

Öÿ n-êðàòíà ñóìà ìà¹ áàãàòî íóëüîâèõ äîäàíêiâ. À ñàìå, ÿêùî
ñåðåä iíäåêñiâ k1, . . . , kn ¹ îäíàêîâi, òî Fn

(
~ak1 , . . . ,~akn

)
=

= 0 ÿê âèçíà÷íèê ìàòðèöi ç äâîìà îäíàêîâèìè ñòîâï÷èêàìè (âëà-
ñòèâiñòü êîñîñèìåòðè÷íîñòi âèçíà÷íèêà). Òîìó, ïðîïóñêàþ÷è öi
íóëüîâi äîäàíêè, ìè îäåðæèìî ñóìó, äîäàíêè ÿêî¨ âiäïîâiäàþòü
ïåðåñòàíîâêàì (k1, . . . , kn) ÷èñåë 1, . . . , n àáî, ùî îçíà÷à¹ òå ñàìå,
ïiäñòàíîâêàì σ =

(
1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
. Îòæå,

Fn(C) =
∑

σ

=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
bk11 . . . bknnFn(~ak1 , . . . ,~akn).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.3.4 òà ðiâíiñòü C = AB, çâiäñè îäåðæó-
¹ìî

Fn(AB) = Fn(C) =

=
∑

σ=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)(−1)sgnσbk11 . . . bknnFn(~a1, . . . ,~an). (2.3.1)

Ôîðìóëó (2.3.1) íàçèâàþòü îñíîâíîþ ôîðìóëîþ àêñiîìàòè÷-
íî¨ òåîði¨ âèçíà÷íèêiâ.

2.3.4. �äèíiñòü âèçíà÷íèêà
Ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (2.3.1) çàìiñòü ìàòðèöi A îäèíè÷íó ìà-

òðèöþ E. Òîäi C = B, Fn(~a1, . . . ,~an) = 1 i ôîðìóëà (2.3.1) äà¹
ôîðìóëó

Fn(C) =
∑

σ

=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
(−1)sgnσck11 . . . cknn, (2.3.2)

ÿêó ìîæíà ïðî÷èòàòè òàê: âèçíà÷íèê ìàòðèöi C äîðiâíþ¹ ñóìi n!
äîäàíêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì åëåìåíòiâ ìàòðèöi, âçÿòèõ ïî
îäíîìó ç êîæíîãî ñòîâï÷èêà i ç êîæíîãî ðÿäêà, ïðè÷îìó òàêèé
äîáóòîê âõîäèòü ó ñóìó çi çíàêîì �+�, ÿêùî ïiäñòàíîâêà σ ïàðíà
i çi çíàêîì �−�, ÿêùî öÿ ïiäñòàíîâêà íåïàðíà.

Ç ôîðìóëè (2.3.2) âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü âèçíà÷íèêà. Ñïðàâäi,
ôîðìóëà (2.3.2) îçíà÷à¹, ùî êîëè iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ Fn, ÿêå
ìà¹ âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi çà ñòîâï÷èêàìè, êîñîñèìåòðè÷íîñòi
òà íîðìóâàííÿ, òî çíà÷åííÿ Fn(C) ìîæå áóòè îá÷èñëåíå ¹äèíèì
ñïîñîáîì çà ôîðìóëîþ (2.3.2).

2.3.5. Âèçíà÷íèê òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi òà âèçíà÷-
íèê äîáóòêó ìàòðèöü

Ôîðìóëó (2.3.2) ìîæíà ïðî÷èòàòè ùå é òàê: âèçíà÷íèê ìàòðè-
öi C äîðiâíþ¹ ñóìi n! äîäàíêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì åëå-
ìåíòiâ ìàòðèöi, âçÿòèõ ïî îäíîìó, ç êîæíîãî ðÿäêà i ç êîæíîãî
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ñòîâï÷èêà, ïðè÷îìó òàêèé äîáóòîê âõîäèòü ó ñóìó çi çíàêîì �+�,
ÿêùî ïiäñòàíîâêà óòâîðåíà íîìåðàìè âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï-
÷èêiâ ïàðíà i çi çíàêîì �−�, ÿêùî öÿ ïiäñòàíîâêà íåïàðíà. Îòæå,
ôîðìóëó (2.3.2) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Fn(C) =
∑

σ=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)(−1)sgnσc1k1c2k2 . . . cnkn , (2.3.3)

îñêiëüêè ïiäñòàíîâêè σ òà σ−1 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Çâiäñè
ëåãêî âèïëèâà¹ íàñòóïíà âàæëèâà âëàñòèâiñòü âèçíà÷íèêiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.3.1. Fn(C) = Fn(Ct), äå Ct � òðàíñïîíîâàíà
ìàòðèöÿ. Iíàêøå êàæó÷è, âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ
ïðè òðàíñïîíóâàííi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C = [cij ], Ct = [ct
ij ], ct

ij = cji. Òîìó ç ôîð-
ìóëè (2.3.2) îäåðæó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.3.3),

Fn(Ct) =
∑

σ=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)(−1)sgnσct
k11c

t
k22 . . . ct

knn =

=
∑

σ=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)(−1)sgnσc1k1c2k2 . . . cnkn = Fn(C).

Íàñëiäîê 2.3.2. Êîæíà âëàñòèâiñòü âèçíà÷íèêà, ñôîðìó-
ëüîâàíà â òåðìiíàõ ñòîâï÷èêiâ òà ðÿäêiâ ìàòðèöi A, çàëèøà-
¹òüñÿ âiðíîþ, ÿêùî â ¨¨ ôîðìóëþâàííi êîæíå ñëîâî �ðÿäîê� çà-
ìiíèòè ñëîâîì �ñòîâï÷èê� i íàâïàêè.

Çîêðåìà, âèçíà÷íèê ìà¹ âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi çà ðÿäêàìè,
êîñîñèìåòðè÷íîñòi çà ðÿäêàìè, à òàêîæ òàêi âëàñòèâîñòi:

1') ßêùî ìàòðèöÿ A ìiñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê, òî Fn(A) = 0.

2') Ïðè äîìíîæåííi áóäü-ÿêîãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà ñêàëÿð âèç-
íà÷íèê äîìíîæó¹òüñÿ íà öåé æå ñêàëÿð.
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3') ßêùî äâà ðÿäêè ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè, òî âèçíà÷íèê çìiíþ¹
çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

4') ßêùî äî ðÿäêà ìàòðèöi äîäàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ iíøèõ
ðÿäêiâ, òî âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3.3.

Fn(AB) = Fn(A)Fn(B), (2.3.4)

òîáòî âèçíà÷íèê äîáóòêó ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ âèç-
íà÷íèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ôîðìóëó (2.3.1) ó âèãëÿäi

Fn(AB) = Fn(A)
∑

σ=
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)(−1)sgnσbk11 . . . bknn,

äå ñóìà ñïðàâà äîðiâíþ¹ Fn(B) çà ôîðìóëîþ (2.3.2). Îòæå, Fn(AB) =
Fn(A)Fn(B).

2.3.6. Iñíóâàííÿ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó

Ôîðìóëà (2.3.2) çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè êâàäðàòíèõ ìà-
òðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ P â ïîëå P . Ïåðåêîíà¹ìî-
ñÿ, ùî öå âiäîáðàæåííÿ âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè 1)�3) ç îçíà÷åííÿ
âèçíà÷íèêà. Öå îçíà÷àòèìå, ùî âèçíà÷íèêè iñíóþòü. Çàóâàæè-
ìî, ùî âñi äîòåïåð äîâåäåíi âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ (âêëþ÷íî ç
ôîðìóëîþ (2.3.2))äîâåäåíi çà óìîâè, ùî âiäîáðàæåííÿ Fn iñíó¹.
Îòæå, ïåðåâiðÿ¹ìî âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi, êîñîñèìåòðè÷íîñòi òà
íîðìóâàííÿ äëÿ âiäîáðàæåííÿ Fn, çàäàíîãî ôîðìóëîþ (2.3.2).
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1) Ëiíiéíiñòü. Íåõàé A = (~a1, . . . , λ~a′i + µ~a′′i , . . . ,~an). Òîäi

Fn(A) =
∑

σ∈Sn

(−1)sgnσak11 . . . (λa′kii
+ µa′′kii

) . . . aknn =

= λ
∑

σ∈Sn

(−1)sgnσak11 . . . a′kii
. . . aknn+

+ µ
∑

σ∈Sn

(−1)sgnσak11 . . . a′′kii
. . . aknn =

= λFn(~a1, . . . ,~a
′
i, . . . ,~an) + µFn(~a1, . . . ,~a

′′
i , . . . ,~an).

2) Êîñîñèìåòðè÷íiñòü. Çàïèøåìî ôîðìóëó (2.3.2) äëÿ ìàòðè-
öi A = (~a1, . . . ,~an):

Fn(A) =
∑

σ∈Sn

(−1)sgnσak11 . . . aknn. (2.3.5)

Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ îäíàêîâi i-èé òà j-èé ñòîâï÷èêè: ~ai = ~aj .
Òîäi

akii = akij òà akji = akjj . (2.3.6)
Ðàçîì ç êîæíèì äîäàíêîì

(−1)
sgn

( 1 ... i ... j ... n
k1 ... ki ... kj ... kn

)
ak11 . . . akii . . . akjj . . . aknn, (2.3.7)

ùî âõîäèòü â ñóìó (2.3.5), â íå¨ âõîäèòü i äîäàíîê

(−1)
sgn

( 1 ... i ... j ... n
k1 ... kj ... ki ... kn

)
ak11 . . . akji . . . akij . . . aknn. (2.3.8)

Äîäàíêè (2.3.7) i (2.3.8) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíàêîì. Öå âèïëèâà¹
ç (2.3.6) i ç òîãî, ùî ïiäñòàíîâêè

( 1 ... i ... j ... n
k1 ... ki ... kj ... kn

)
òà( 1 ... i ... j ... n

k1 ... kj ... ki ... kn

)
ìàþòü ïðîòèëåæíó ïàðíiñòü. Òîìó, ïðè íà-

øèõ ïðèïóùåííÿõ, âñi äîäàíêè â (2.3.5) ñêîðî÷óþòüñÿ, îòæå,
Fn(A) = 0.

3) Íîðìóâàííÿ. Öÿ âëàñòèâiñòü î÷åâèäíà, òîìó ùî äëÿ îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi A â ôîðìóëi (2.3.5) ñïðàâà ¹ òiëüêè îäèí íåíóëüîâèé
äîäàíîê a11a22 . . . ann = 1 · 1 · · · · · 1 = 1.



2.3. Âèçíà÷íèêè 99

2.3.7. Îäèí ïðàêòè÷íèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ âèçíà÷-
íèêiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ.
Öå îçíà÷à¹, ùî âñi åëåìåíòè ìàòðèöi A, ðîçìiùåíi íèæ÷å ãîëîâ-
íî¨ äiàãîíàëi (òîáòî åëåìåíòè aij ç i > j), äîðiâíþþòü íóëþ. Òàêó
ìàòðèöþ A çâè÷àéíî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

A =




a11 ∗
. . .

0 ann


 .

Çà ôîðìóëîþ (2.3.5), âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ¹ ñóìîþ äîäàíêiâ
(−1)sgnσak11 . . . aknn. (2.3.9)

Àëå â íàøîìó âèïàäêó akii = 0 äëÿ ki > i, òîìó â ñóìi (2.3.5)
ìîæíà çàëèøèòè ëèøå òi äîäàíêè, äëÿ ÿêèõ

k1 ≤ 1, k2 ≤ 2, . . . , kn ≤ n. (2.3.10)
Äîäàâøè ïî÷ëåííî öi íåðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî k1 + k2 + · · · +
+kn ≤ n(n + 1)/2. Àëå k1, k2, . . . , kn ¹ äåÿêîþ ïåðåñòàíîâêîþ ÷è-
ñåë 1, . . . , n. Òîìó ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi òåæ äîðiâ-
íþ¹ n(n+1)/2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà ç íåðiâíîñòåé (2.3.10)
ìóñèòü áóòè ðiâíiñòþ. À öå îçíà÷à¹, ùî â ñóìi (2.3.5) ìîæíà çàëè-
øèòè, íå çìiíþþ÷è ¨¨, ¹äèíèé äîäàíîê a11a22 . . . ann. Îòæå, ìà¹ìî

Òâåðäæåííÿ 2.3.4. Âèçíà÷íèê âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêîâi ¨¨ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïðàêòè÷íèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ:
çâîäèìî äîâiëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ A äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó
çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ), âðà-
õîâóþ÷è ïðè öüîìó, ùî ïðè ïåðåñòàíîâöi äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâï-
÷èêiâ) âèçíà÷íèê çìiíþ¹ çíàê, à ïðè äîäàâàííi äî îäíîãî ðÿäêà
(ñòîâï÷èêà) iíøîãî, äîìíîæåíîãî íà ñêàëÿð, âèçíà÷íèê íå çìi-
íþ¹òüñÿ çà âëàñòèâiñòþ 2.3.6 òà íàñëiäêîì ç 2.3.2. Âèçíà÷íèê
ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ, ðîçìiùåíèõ íà
ãîëîâíié äiàãîíàëi.
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2.4. Ìiíîðè, àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ òà òåî-
ðåìà Ëàïëàñà

ßêùî

A =




a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ P , òî âèçíà÷íèê ìàò-
ðèöi A ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè detA àáî |A|, àáî

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
.

2.4.1. Ìiíîðè òà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
Íåõàé A = [aij ] 16i6n

16j6m � ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè ç
ïîëÿ P i 1 ≤ k ≤ min{m,n}.

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Ìiíîðîì k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íàçèâà-
¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ñêëàäåíî¨ ç åëåìåíòiâ, ùî ðîçìiùåíi íà
ïåðåòèíi äîâiëüíèì ñïîñîáîì âèáðàíèõ k ðÿäêiâ i k ñòîâï÷èêiâ
ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 2.4.1. Íåõàé A =
(

1 9 9 7
1 0 3 −1
0 8 9 1

)
.

à) −1,9, 3, 8 � äåÿêi ç ìiíîðiâ 1-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Öÿ
ìàòðèöÿ ìà¹ âñüîãî 12 ìiíîðiâ 1-ãî ïîðÿäêó, i äåÿêi ç íèõ ðiâíi
ìiæ ñîáîþ.

á)
∣∣ 1 9
1 0

∣∣, ∣∣ 0 −1
8 1

∣∣, ∣∣ 1 −1
0 1

∣∣ � äåÿêi ç ìiíîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó.
â)

∣∣∣ 1 9 9
1 0 3
0 8 9

∣∣∣,
∣∣∣ 1 9 7
1 0 −1
0 8 1

∣∣∣,
∣∣∣ 1 9 7
1 3 −1
0 9 1

∣∣∣,
∣∣∣ 9 9 7
0 3 −1
8 9 1

∣∣∣ � âñi ìiíîðè òðåòüîãî
ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Íåõàé A = [aij ]1≤i,j≤n � êâàäðàòíà ìàòðè-
öÿ, M � ÿêèé-íåáóäü ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Ïðèïóñòèìî,
ùî M ïðîõîäèòü ÷åðåç i1-èé, . . . , ik-èé ðÿäêè òà j1-èé, . . . , jk-èé
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ñòîâï÷èêè (òîáòî M ¹ âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
åëåìåíòiâ, ðîçìiùåíèõ íà ïåðåòèíi âêàçàíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ).

Äîïîâíÿëüíèì ìiíîðîì M ′ ìiíîðà M íàçèâàþòü âèçíà÷íèê
ìàòðèöi, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç A âèêðåñëåííÿì i1-ãî, . . . , ik-ãî ðÿäêiâ
òà j1-ãî, . . . , jk-ãî ñòîâï÷èêiâ. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì AM ìi-
íîðà M íàçèâàþòü éîãî äîïîâíÿëüíèé ìiíîð M ′, äîìíîæåíèé íà
(−1)i1+···+ik+j1+···+jk . Àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà aij ìàò-
ðèöi A ïîçíà÷àþòü Aij . Aij � âèçíà÷íèê ìàòðèöi, îäåðæàíî¨ âè-
êðåñëåííÿì â ìàòðèöi A i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà, äîìíîæå-
íèé íà (−1)i+j .

2.4.2. Ëåìà ïðî äîáóòîê ìiíîðà íà àëãåáðà¨÷íå äî-
ïîâíåííÿ

Ëåìà 2.4.1. Íåõàé M � ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A
n-ãî ïîðÿäêó, AM � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ ìiíîðà M . Äîáóòîê
M · AM ¹ ñóìîþ r!(n − r)! äîäàíêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ âõîäèòü ó
ñóìó det A =

∑
σ∈Sn

(−1)sgnσa1k1 . . . ankn .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ÷àñòêîâèé âèïàäîê öi¹¨ ëåìè,
à ïîòiì ïîêàæåìî, ùî çàãàëüíèé âèïàäîê âèïëèâà¹ ç ÷àñòêîâîãî.

à) ×àñòêîâèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìiíîð M ðîçìiùå-
íèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi A, òîáòî M ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç ïåðøi r ðÿäêiâ òà ïåðøi r ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A. Ó öüîìó
âèïàäêó àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ ìiíîðà M çáiãà¹òüñÿ ç éîãî äî-
ïîâíÿëüíèì ìiíîðîì:

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . . a2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣
, AM =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ar+1r+1 . . . ar+1n

ar+2r+1 . . . ar+2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anr+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

M ·AM =
∑
σ1

(−1)sgnσ1a1k1 . . . arkr

∑
σ2

(−1)sgnσ2ar+1kr+1 . . . ankn ,

(2.4.1)
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äå σ1 =
(

1 2 ... r
k1 k2 ... kr

)
, σ2 =

( r+1 ... n
kr+1 ... kn

)
. Ïåðåìíîæèâøè äâi ñóìè

â (2.4.1), îäåðæó¹ìî

M ·AM =
∑
σ1,σ2

(−1)sgnσ1+sgnσ2a1k1 . . . arkrar+1kr+1 . . . ankn =

=
∑

σ′
(−1)sgnσ′a1k1 . . . arkrar+1kr+1 . . . ankn ,

(2.4.2)

äå σ′ =
( 1 ... r r+1 ... n

k1 ... kr kr+1 ... kn

)
. Çàóâàæèìî, ùî σ′ òóò îçíà÷à¹ áóäü-

ÿêó òàêó ïiäñòàíîâêó, ÿêà ìíîæèíè {1, . . . , r} òà
{r + 1, . . . , n} ïåðåâîäèòü ó öi æ ìíîæèíè. Âñüîãî iñíó¹ r!(n− r)!
òàêèõ ïiäñòàíîâîê σ′, îòæå, ñóìà (2.4.2) ñêëàäà¹òüñÿ ç r!(n− r)!
äîäàíêiâ.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî êîæíèé äîäàíîê ó ñóìi (2.4.2)
ìà¹ òîé ñàìèé çíàê, ç ÿêèì âií âõîäèòü ó âèçíà÷íèê ìàòðèöi A,
òîáòî ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî (−1)sgnσ1+sgnσ2 =
= (−1)sgnσ′ . Àëå öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñóìà êiëüêîñòåé iíâåðñié
ïiäñòàíîâêè σ′ çáiãà¹òüñÿ ç ñóìîþ ñóì êiëüêîñòåé iíâåðñié ïiä-
ñòàíîâîê σ1 òà σ2.

á) Íåõàé òåïåð ìiíîð M ïðîõîäèòü ÷åðåç i1-èé, . . . , ir-èé ðÿä-
êè òà j1-èé, . . . , jr-èé ñòîâï÷èêè. Ïåðåñòàâèìî ðÿäêè òà ñòîâï-
÷èêè òàê, ùîá ìiíîð M âèÿâèâñÿ ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàò-
ðèöi A′, ÿêà îäåðæèòüñÿ ç ìàòðèöi A ïiñëÿ âñiõ öèõ ïåðåñòàíîâîê.
Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çðîáèòè i1 − 1 + i2 − 2 +
+ · · · + ir − r + j1 − 1 + j2 − 2 + · · · + jr − r ïåðåñòàíîâîê ñóñi-
äíiõ ðÿäêiâ ÷è ñòîâï÷èêiâ. Ïîçíà÷èìî sM = i1 + · · · + ir + j1 +
+ · · · + jr. Òîäi detA = (−1)sM detA′, òîìó ùî r(r + 1) � ïàðíå
÷èñëî. Çà äîâåäåíèì, äîáóòîê ìiíîðà M òà äîïîâíÿëüíîãî ìiíî-
ðà M ′ ¹ ñóìîþ r!(n−r)! äîäàíêiâ, êîæíèé ç ÿêèõ âõîäèòü ó detA′.
Òîìó äîáóòîê M ·AM = M · (−1)sM ·M ′ âõîäèòü ó detA.

2.4.3. Òåîðåìà Ëàïëàñà
Òåîðåìà 2.4.1. Âèáåðåìî â ìàòðèöi A n-ãî ïîðÿäêó äîâiëü-

íèì ñïîñîáîì r ðÿäêiâ. Òîäi ñóìà äîáóòêiâ ìiíîðiâ, ùî ðîçìiùå-
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íi â öèõ r ðÿäêàõ, íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äîðiâíþ¹ âèçíà÷-
íèêó ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. Ùîá çàäàòè ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé ïðîõîäèòü
÷åðåç âêàçàíi r ðÿäêiâ, ïîòðiáíî çàôiêñóâàòè r ñòîâï÷èêiâ ìàòðè-
öi ñåðåä n ñòîâï÷èêiâ. Öå ìîæíà çðîáèòè
n!(n−r)!

r! ñïîñîáàìè. Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ äîáóòîê ìiíîðà íà éî-
ãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç (n−r)!r! äîäàíêiâ. Çðî-
çóìiëî, ùî äîäàíêè, ÿêi âèíèêàþòü ç äîáóòêiâ ðiçíèõ ìiíîðiâ íà
¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹ ðiçíèìè. Îòæå, âêàçàíà ó ôîðìóëþ-
âàííi òåîðåìè ñóìà ñêëàäà¹òüñÿ ç n! äîäàíêiâ, ïðè÷îìó, çíîâó
æ òàêè çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ, âñi öi äîäàíêè âõîäÿòü ó âèçíà÷-
íèê ìàòðèöi A ç ïîòðiáíèìè çíàêàìè. Òîìó âêàçàíà ñóìà ìóñèòü
äîðiâíþâàòè âèçíà÷íèêó ìàòðèöi A.

Çàóâàæåííÿ 2.4.1. Îñêiëüêè âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíþ¹-
òüñÿ ïðè ¨¨ òðàíñïîíóâàííi, òî òåîðåìà çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ, ÿêùî
â ¨¨ ôîðìóëþâàííi ñëîâà �ðÿäêè� çàìiíèòè íà ñëîâà �ñòîâï÷èêè�.

2.4.4. Ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà ðÿäêîì
Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ëàïëàñà äî âèïàäêó, êîëè r = 1. Òîäi ìè

ìà¹ìî îäèí ðÿäîê ìàòðèöi A, íåõàé öå áóäå i-èé ðÿäîê. Ìiíîðè 1-
ãî ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç öåé ðÿäîê, öå ïðîñòî åëåìåíòè aij

i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A. ßêùî Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ aij ,
òî òåîðåìà Ëàïëàñà äà¹ íàì ôîðìóëó

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin, (2.4.3)

ÿêó íàçèâàþòü ôîðìóëîþ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà ìàòðèöi A çà i-
èì ðÿäêîì. Áåðó÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 2.4.1, îäåðæó¹ìî ùå
îäíó ôîðìóëó

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (2.4.4)

� ôîðìóëó ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà j-èì ñòîâï÷èêîì. Íàñòóïíà
ëåìà óçàãàëüíþ¹ ôîðìóëè (2.4.3) i (2.4.4).
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Ëåìà 2.4.2. Íåõàé δij =
{ 1, i=j

0, i6=j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òîäi

n∑

k=1

aikAjk = δijdetA, (2.4.5)

n∑

k=1

akiAkj = δijdetA, (2.4.6)

äå aij � åëåìåíòè êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A, Aij � àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ åëåìåíòà aij.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó i = j ôîðìóëè (2.4.5) i (2.4.6) çâîäÿ-
òüñÿ äî ôîðìóë (2.4.3) i (2.4.4). Íåõàé i 6= j. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann




(i)

(j)
,

ó ÿêî¨ i-èé òà j-èé ðÿäêè îäíàêîâi. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A äî-
ðiâíþ¹ íóëåâi, òîìó ðîçêëàâøè éîãî çà j-èì ðÿäêîì, îäåðæó¹ìî
(aik = ajk!) ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0. Òàê ñàìî, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ìàòðèöþ ç äâîìà îäíàêîâèìè ñòîâï÷èêàìè, îäåðæó¹ìî
ðiâíiñòü a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj = 0.

2.5. Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷íèêiâ
2.5.1. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ

Îçíà÷åííÿ 2.5.1. Êàæóòü, ùî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ
A ∈ Mn(P ) ¹ çâîðîòíîþ (îáîðîòíîþ), ÿêùî iñíó¹ ìàòðèöÿ B ∈
Mn(P ) òàêà, ùî AB = BA = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ìàò-
ðèöþ B íàçèâàþòü îáåðíåíîþ äî A i ïîçíà÷àþòü A−1.
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Çàóâàæåííÿ 2.5.1. Çãiäíî òâåðäæåííÿ 1.2.1 ç àñîöiàòèâíîñòi
äîáóòêó ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî êîëè ìàòðèöÿ B, îáåðíåíà äî ìà-
òðèöi A iñíó¹, òî âîíà ¹äèíà.

Ìàòðèöþ A íàçèâàþòü íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöÿ, ÿêùî
detA 6= 0.

Òåîðåìà 2.5.1. Ìàòðèöÿ A ìà¹ îáåðíåíó òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè A íåâèðîäæåíà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ìà¹ îáåðíåíó A−1, òî 1 = detE =
= det(AA−1) = detA · detA−1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî detA 6= 0
i, êðiì òîãî, ùî detA−1 = (detA)−1. Íåõàé òåïåð detA 6= 0 i
A = [aij ]1 ≤ i, j ≤ n. Ðîçãëÿíåìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ Ã:

Ã =




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 = [Aij ]t,

òîáòî ìàòðèöþ, òðàíñïîíîâàíó äî ìàòðèöi [Aij ], åëåìåíòàìè ÿêî¨
¹ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ Aij åëåìåíòiâ ìàòðèöi A. Ïåðåâiðèìî,
ùî ìàòðèöÿ B = (detA)−1Ã ¹ îáåðíåíîþ äî A. Äëÿ öüîãî îá-
÷èñëþ¹ìî äîáóòêè AB i BA, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (2.4.5)
i (2.4.6):

AB =
[ n∑

k=1

aik(detA)−1Ajk

]
=

[ 1
detA

n∑

k=1

aikAjk

]
=

=
[

1
detA

detA · δij

]
= [δij ] = E

i òàê ñàìî

BA =
[ n∑

k=1

(detA)−1Akiakj

]
=

[
(detA)−1

n∑

k=1

akjAki

]
= E.
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2.5.2. Òåîðåìà ïðî ðàíã ìàòðèöi

Íåõàé äàíî ìàòðèöþ

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




ç åëåìåíòàìè ç äåÿêîãî ïîëÿ P . ßêùî ðîçãëÿíóòè ñòîâï÷èêè äà-
íî¨ ìàòðèöi ÿê m-âèìiðíi âåêòîðè, òî âîíè ìîæóòü áóòè ëiíiéíî
çàëåæíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.5.2. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ r ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ñòîâï÷èêiâ, à êîæíi r + 1 ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè. Òîäi ÷èñëî r íàçèâàþòü ðàíãîì ìàòðèöi A çà ñòîâï-
÷èêàìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ðÿäêè ìàòðèöi A ÿê n-âèìiðíi
âåêòîðè i ââåñòè â ðîçãëÿä ïîíÿòòÿ ðàíãó ìàòðèöi çà ðÿäêàìè.
Àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi ÿê çà ðÿäêàìè, òàê i çà ñòîâï-
÷èêàìè îäèí i òîé ñàìèé. Äîâåäåííÿ öüîãî íåñïîäiâàíîãî ðåçóëü-
òàòó îòðèìà¹ìî çà äîïîìîãîþ ùå îäíîãî âèçíà÷åííÿ ðàíãó ìàò-
ðèöi. Âèáåðåìî â ìàòðèöi A äîâiëüíi s ðÿäêiâ òà s ñòîâï÷èêiâ,
s ≤ min{m,n}. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî ìiíîðîì s-ãî ïîðÿäêó íàçè-
âàþòü âèçíà÷íèê, óòâîðåíèé åëåìåíòàìè, ùî ñòîÿòü íà ïåðåòèíi
âèáðàíèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ.

Òåîðåìà 2.5.2 (ïðî ðàíã ìàòðèöi). Ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãîâi ìàòðèöi
çà ñòîâï÷èêàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàêñèìàëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð ∆
r-ãî ïîðÿäêó ðîçòàøîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi (öüî-
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ãî ìîæíà äîáèòèñÿ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ).

A =




a11 . . . a1r a1r+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr arr+1 . . . arn

ar+11 . . . ar+1r ar+1r+1 . . . ar+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amr amr+1 . . . amn




,

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ïåðøi r ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ñïðàâäi, ÿêáè âî-
íè áóëè ëiíiéíî çàëåæíèìè, òî òàêèìè áóëè á i ñòîâï÷èêè ìiíîðà,
à òîäi âií äîðiâíþâàâ áè íóëþ, áî îäèí ç éîãî ñòîâï÷èêiâ áóâ áè
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåí-
íþ.

Äîâåäåìî, ùî êîæíèé ñòîâï÷èê, ïî÷èíàþ÷è ç r + 1-ãî i äî n-
ãî, ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ r ñòîâï÷èêiâ (ç öüîãî âèïëè-
âà¹, ùî ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâï÷èêiâ ìàò-
ðèöi äîðiâíþ¹ r, ùî i òðåáà äîâåñòè). Äëÿ öüîãî îáëÿìó¹ìî íàø
ìiíîð j-èì ñòîâï÷èêîì (r < j ≤ n) òà i-èì ðÿäêîì, r +1 ≤ j ≤ n,
1 ≤ i ≤ m; îäåðæàíèé ìiíîð r +1-ãî ïîðÿäêó çà óìîâîþ òåîðåìè
äîðiâíþ¹ íóëþ:

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r a1j

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr arj

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . air aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Ðîçêëàäåìî öåé ìiíîð çà îñòàííiì ðÿäêîì: ai1Ai1 + ai2Ai2 +
+ · · · + airAir + aij∆ = 0. Îñêiëüêè ∆ 6= 0, òî aij = −Ai1

∆ ai1 −
−Ai2

∆ ai2 − · · · − Air
∆ air.

Òîìó ìîæíà çàïèñàòè, âðàõîâóþ÷è, ùî Ai1, . . . , Air íå çàëå-
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æàòü âiä i:


a1j
...

amj


 = −Ai1

∆




a11
...

am1


− Ai2

∆




a12
...

am2


− · · · − Air

∆




a1r
...

amr


 ,

äëÿ âñiõ j = r + 1, . . . , n. Îòæå, êîæíèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi ¹ ëi-
íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ñòîâï÷èêiâ, ùî é òðåáà áóëî äî-
âåñòè.

ßê íàñëiäîê òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi, îäåðæó¹ìî, ùî ðàíãè
çà ñòîâï÷èêàìè i çà ðÿäêàìè îäíàêîâi. Ñïðàâäi, äîñèòü ðîçãëÿ-
íóòè òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ i çàñòîñóâàòè òåîðåìó. Îòæå, ìè
äîâåëè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.5.3. Ðàíãè ìàòðèöi A çà ðÿäêàìè i çà ñòîâï-
÷èêàìè ¹ îäíàêîâèìè i äîðiâíþþòü ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A.

×àñòî ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàò-
ðèöi íàçèâàþòü ðàíãîì ìàòðèöi çà ìiíîðàìè.

ßê iíøèé î÷åâèäíèé íàñëiäîê, îäåðæèìî òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.5.4. Âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ðÿäêè (ñòîâï÷èêè) ëiíiéíî çàëåæíi.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ i

detA = 0, òîäi rankA < n (çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã). Îòæå, ñòîâï-
÷èêè (ðÿäêè) ìàòðèöi A ëiíiéíî çàëåæíi.

Äîñòàòíiñòü � öå îäíà ç âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà.

2.5.3. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi
Íåõàé äàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïî-

ëÿ P : 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(2.5.1)
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Ïèòàííÿ ïðî ñóìiñíiñòü ñèñòåìè (2.5.1) öiëêîì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 2.5.5. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.5.1) ñóìiñíà
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ðàíãó
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rankA = rankAb, äå A òà Ab � âiäïîâiä-
íî ìàòðèöÿ òà ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè 2.5.1. Òîäi äîâiëüíà
ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ¹
ìàêñèìàëüíîþ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ ñòîâï÷èêiâ ìàòðè-
öi Ab; ÷åðåç öþ ñèñòåìó ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ i îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ab. Iíàêøå êàæó÷è, iñíóþòü òà-
êi ñêàëÿðè c1, . . . , cn, ùî ñóìà ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A, âçÿòèõ ç êîå-
ôiöi¹íòàìè
c1, . . . , cn, äîðiâíþ¹ ñòîâï÷èêó âiëüíèõ ÷ëåíiâ, òîáòî t1, . . . , tn ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.5.1).

ßêùî ñèñòåìà (2.5.1) ñóìiñíà, à c1, . . . , cn � ¨¨ äîâiëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, òî áà÷èìî, ùî îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ab ¹ ñóìîþ ñòîâï-
÷èêiâ ìàòðèöi A, âçÿòèõ ç êîåôiöi¹íòàìè c1, . . . , cn. Îòæå, äî-
âiëüíèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ab ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñòîâï-
÷èêè ìàòðèöi A. Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíi îáîëîíêè ñòîâï÷èêiâ ìà-
òðèöi A i ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi Ab çáiãàþòüñÿ. Òîìó ìàêñèìàëüíå
÷èñëî ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü A i Ab îäíàêîâå
(öå ðîçìiðíiñòü ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A), òîáòî
rankA = rankAb.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi äà¹ íàì ëèøå óìîâó iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó, àëå âîíà íå äà¹ ïðàêòè÷íîãî ñïîñîáó äëÿ ïîøóêó âñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ. Çàóâàæèìî, ùî îäíèì ç ïðàêòè÷íèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ìåòîä Ãàóñà. Âií äóæå çðó÷íèé
íà ïðàêòèöi, çàòå éîãî âàæêî çàñòîñîâóâàòè â òåîðåòè÷íèõ ïèòà-
ííÿõ. Òîìó ðîçãëÿíåìî ùå äåÿêi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ òà ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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2.5.4. Ôîðìóëè Êðàìåðà
Îçíà÷åííÿ 2.5.3. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(2.5.2)

íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ Êðàìåðà, ÿêùî âèçíà÷íèê ∆ ìàòðèöi öi¹¨
ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé A =
(

a11 ... a1n
... ... ...
an1 ... ann

)
� ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.5.2). Ïîçíà-

÷èìî ~x =
(

x1
...
xn

)
� ñòîâï÷èê íåâiäîìèõ i ~b =

(
b1
...
bn

)
� ñòîâï÷èê

âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Òîäi ñèñòåìó (2.5.2) ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷-
íîìó âèãëÿäi

A~x = ~b. (2.5.3)

Ïîçíà÷èìî

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . b1 . . . a1n

a21 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

� âèçíà÷íèê ìàòðèöi, îäåðæàíî¨ ç A çàìiíîþ ¨¨ i-ãî ñòîâï÷èêà íà
ñòîâï÷èê âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ âiðíà òàêà òåîðåìà

Òåîðåìà 2.5.6. Ñèñòåìà Êðàìåðà (2.5.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, ùî äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè xi = ∆i

∆ .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ñèñòåìà Êðàìå-
ðà çàâæäè ñóìiñíà. Ñïðàâäi, ðàíã ¨¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ n, à ðàíã
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi òåæ ìóñèòü äîðiâíþâàòè n, áî âîíà ìà¹ n
ðÿäêiâ. Äàëi, îñêiëüêè ∆ = detA 6= 0, òî iñíó¹ A−1. Äîìíîæèâøè
ìàòðè÷íó ðiâíiñòü (2.5.3) íà A−1, îäåðæèìî A−1(A~x) = A−1~b,
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òîáòî ~x = A−1~b. Ïðèãàäàâøè, ùî A−1 = 1
∆ [At

ij ], îäåðæó¹ìî äëÿ
i-î¨ êîìïîíåíòè âåêòîðà ~x:

xi =
1
∆

n∑

k=1

Akibk =
∆i

∆
.

2.5.5. Ðàíãîâi òà âiëüíi íåâiäîìi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü

Íåõàé ìàòðèöÿ A ñèñòåìè (2.5.1) ìà¹ ðàíã r > 0. Îñêiëü-
êè A ìiñòèòü âñüîãî n ñòîâï÷èêiâ, òî r ≤ n. Ìàòðèöÿ A ìà¹
íåíóëüîâèé ìiíîð M ïîðÿäêó r, ÿêèé íàëåæèòü l1, . . . , lr-ìó ðÿä-
êó òà i1, . . . , ir-ìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi A. Çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã,
l1, . . . , lr-èé ðÿäêè ìàòðèöi Ab ñèñòåìè (2.5.1) ëiíiéíî íåçàëåæ-
íi, à âñi iíøi ¨¨ ðÿäêè ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè âêàçàíèõ ðÿä-
êiâ. Òîìó, çàëèøèâøè â ñèñòåìi (2.5.1) ëèøå l1, . . . , lr-å ðiâíÿííÿ,
ìè îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, åêâiâàëåíòíó ïî÷àòêî-
âié ñèñòåìi (2.5.1). Òåïåð, çàëèøèâøè â öèõ ðiâíÿííÿõ çëiâà ëèøå
÷ëåíè, ÿêi ìiñòÿòü xi1 , . . . , xir , i ïåðåíîñÿ÷è âïðàâî iíøi ÷ëåíè, ìè
çâåäåìî äàíó ñèñòåìó äî âèãëÿäó





al1i1xi1 + · · ·+ al1irxir = y1,

. . . . . . . . . . . . . . .

alri1xi1 + · · ·+ alrirxir = yr,

(2.5.4)

äå ys = −alsj1xj1 − . . . alsjn−rxjn−r + bls , s = 1, . . . , r. Íàäàâ-
øè íåâiäîìèì xj1 , . . . , xjn−r äîâiëüíèõ çíà÷åíü dj1 , . . . , djn−r ∈
∈ P , ç ñèñòåìè (2.5.4) îäåðæèìî ñèñòåìó Êðàìåðà, ÿêà ìà¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê di1 , . . . , dir . Î÷åâèäíî, di1 , . . . , dir , dj1 , . . . ,
djn−r ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.5.1). Íàçâåìî íåâiäîìi xj1 , . . . ,
xjn−r âiëüíèìè íåâiäîìèìè, à xi1 , . . . , xir � ðàíãîâèìè íåâiäî-
ìèìè.

Çâiäñè ìè îäåðæó¹ìî ïðàâèëî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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ßêùî çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.5.1) i ìàò-
ðèöÿ A ñèñòåìè ìà¹ ðàíã r, òî âèáåðåìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ðÿäêiâ i çàëèøèìî â ñèñòåìi (2.5.1) ëèøå ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè
ÿêèõ ââiéøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøèìî ó ëi-
âèõ ÷àñòèíàõ òàêi r íåâiäîìèõ, ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ç êîåôi-
öi¹íòiâ ïðè íèõ âiäìiííèé âiä íóëÿ, à iíøi íåâiäîìi (¨õ íàçâåìî
âiëüíèìè) ïåðåíîñèìî â ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è âiëü-
íèì íåâiäîìèì äîâiëüíi çíà÷åííÿ ç ïîëÿ P i îá÷èñëþþ÷è çíà÷å-
ííÿ iíøèõ íåâiäîìèõ, ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè.

2.5.6. Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ
Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(2.5.5)

Áóäåìî òðàêòóâàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.5.5) ÿê âåêòîðè ~c =
(c1, c2, . . . , cn)t ∈ Pn. Iíäåêñ t îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ, îòæå, ~c
îçíà÷à¹ âåêòîð-ñòîâï÷èê.

Ëåìà 2.5.1. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.5.5) óòâîðþ¹
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Pn.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ~a i ~b � ðîçâ'ÿçêè, ~0 � íóëüîâèé âåêòîð-
ñòîâï÷èê. Òîäi ìà¹ìî ìàòðè÷íi ðiâíîñòi A~a = ~0 i A~b =
= ~0. Äîäàâøè öi ðiâíîñòi, îäåðæèìî A~a + A~b = A(~a + ~b) =
~0, òîáòî ~a + ~b ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.5.5). ßêùî λ ∈ P , òî
äîìíîæèâøè ðiâíiñòü A~a = ~0 íà λ, ìà¹ìî λ(A~a) = A(λ~a) =
= λ · ~0 = ~0, à öå îçíà÷à¹, ùî i λ~a ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.5.5).
Ëåìó äîâåäåíî.

Îçíà÷åííÿ 2.5.4. Ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü áàçó ïiäïðîñòî-
ðó ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ.
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Òåîðåìà 2.5.7. Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè (2.5.5) ìà¹ ðàíã r.
Òîäi êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè
ñêëàäà¹òüñÿ ç n− r ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåíóìåðîâóþ÷è, ÿêùî ïîòðiáíî, ðiâíÿííÿ òà íå-
âiäîìi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1r

. . . . . . . . . . . . .
ar1 . . . arr

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ìiðêóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ï.2.5.5 ïîêàçóþòü, ùî ñèñòåìà (2.5.5)
åêâiâàëåíòíà òàêié ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:





a11x1 · · ·+ a1rxr = −a1r+1xr+1 − · · · − a1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 · · ·+ arrxr = −arr+1xr+1 − · · · − arnxn,

(2.5.6)

äå x1, . . . , xr � ðàíãîâi, à xr+1, . . . , xn � âiëüíi íåâiäîìi. Íåõàé
E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n − r. Áóäåìî ïiäñòàâëÿòè â
ñèñòåìó (2.5.6) ïî ÷åðçi êîæíèé ðÿäîê ìàòðèöi E ÿê çíà÷åííÿ
âiëüíèõ íåâiäîìèõ (xr+1, . . . , xn). Îäåðæèìî n− r ñèñòåì Êðàìå-
ðà, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî öi ðîçâ'ÿçêè
(ci1, . . . , cir), 1 ≤ i ≤ n − r, i ðîçãëÿíåìî òàêó ñèñòåìó âåêòîðiâ
ïðîñòîðó Pn:





~c1 = (c11, . . . , c1r, 1, 0, . . . , 0),
~c2 = (c21, . . . , c2r, 0, 1, . . . , 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

~cn−r = (cn−r1, . . . , cn−rr, 0, 0, . . . , 1).

(2.5.7)

Âåêòîðè (2.5.7) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.5.6) çà ïîáóäî-
âîþ. Öi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi, áî ìàòðèöÿ, ðÿäêàìè ÿêî¨ ¹
öi âåêòîðè, ìà¹, î÷åâèäíî, ðàíã n− r.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.5.6) ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ~c1, . . . ,~cn−r. Íåõàé ~b =



114 Ðîçäië 2. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà âèçíà÷íèêè

= (b1, . . . , br, br+1, . . . , bn) � ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð
~d = ~b− br+1~c1 − · · · − bn~cn−r.

Âåêòîð ~d � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.5.6), òîìó ùî âií ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ, à ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ïiäïðîñòîðîì.
Îñòàííi n− r êîìïîíåíò âåêòîðà ~d, î÷åâèäíî, äîðiâíþþòü íóëþ,
à éîãî ïåðøi r êîìïîíåíò çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó





a11x1 · · ·+ a1rxr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1 · · ·+ arrxr = 0,

(2.5.8)

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç (2.5.6) ïðè xr+1 = · · · = xn = 0. Ñèñòå-
ìà (2.5.8) ¹ îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ Êðàìåðà, òîìó âîíà ìà¹ ëèøå
íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Îòæå, ~d = 0 i ~b = br+1~c1 + · · · +
+bn~cn−r, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.6. Âïðàâè
1) Äîâåñòè, ùî íåíóëüîâi ðÿäêè ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíèìè.

2) Íåõàé ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó L ⊂ Pn äîðiâíþ¹ r. Äîâå-
ñòè, ùî áóäü-ÿêi r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ç L ñêëàäà-
þòü áàçó L.

3) Íåõàé m ≥ 1 i n ≥ 1. Ìàòðèöi A,B ∈ Mm,n(P ) íàçâåìî
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî A = B àáî B ìîæå áóòè îäåðæàíà
ç A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Äîâåñòè, ùî
öå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

4) Âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà. Íåõàé α1, α2, . . . , αn � åëåìåíòè
ïîëÿ P . Äîâåñòè, ùî

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 . . . αn−1
1

1 α2 . . . αn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αn . . . αn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

i>j

(αi − αj).
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(Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàéòå iíäóêöiþ. Äëÿ êðîêó iíäóêöi¨ âiä-
íiìiòü âiä êîæíîãî ñòîâï÷èêà ïîïåðåäíié, äîìíîæåíèé íà α1.)

5) Ôîðìóëà Áiíå-Êîøi. Íåõàé A = [aij ], B = [bij ] � ìàòðèöi
ðîçìiðiâ n ×m òà m × n âiäïîâiäíî, i íåõàé C = AB. Òîäi
det C =

=
∑

1≤j1<···<jn≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1j1 a2j1 . . . anj1

a1j2 a2j2 . . . anj2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1jn a2jn . . . anjn

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

bj11 bj12 . . . bj1n

bj21 bj22 . . . bj2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bjn1 bjn2 . . . bjnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ñóìà ñïðàâà áåðåòüñÿ ïî âñiõ ïiäìíîæèíàõ ç n åëåìåíòiâ
{j1, j2, . . . , jn} ç {1, 2, . . . , m}. Çîêðåìà, detC =
= detA · detB ïðè m = n i detC = 0 ïðè n > m.
(Âêàçiâêà. Îñêiëüêè C = [cij ], cij =

∑
aikbkj , òî áàãàòî-

ðàçîâå çàñòîñóâàííÿ ðîçêëàäó âèçíà÷íèêà çà ðÿäêîì äà¹
det C =

n∑

k1,...,kn=1

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1k1 a2k1 . . . ank1

a1k2 a2k2 . . . ank2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1kn a2kn . . . ankn

∣∣∣∣∣∣∣∣
bk11bk22 . . . bknn =

=
∑

1≤j1<···<jn≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1j1 a2j1 . . . anj1

a1j2 a2j2 . . . anj2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1jn a2jn . . . anjn

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∑̇
π
(−1)sgnπbj11 . . . bjnn,

(ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ ïîïàðíî ðiçíèõ k1, . . . , kn).
Îñòàííÿ ðiâíiñòü îäåðæó¹òüñÿ ãðóïóâàííÿì äîäàíêiâ, âiä-
ïîâiäíèõ ôiêñîâàíié ïiäìíîæèíi {j1, . . . , jn}).

6) Íåõàé A = [aij ] � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, aij ∈ {0, 1, . . . , 9}.
Êîæíèé ðÿäîê ìàòðèöi A ¹ çàïèñîì n-öèôðîâîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, âñi öi ÷èñëà äiëÿòüñÿ íà ïðîñòå
÷èñëî p. Äîâåñòè, ùî i detA äiëèòüñÿ íà p.
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7) Äîâåñòè, ùî êîæíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi A,
òîáòî ïåðåòâîðåííÿ îäíîãî ç òàêèõ òèïiâ:

à) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ);
á) äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) iíøîãî ðÿäêà

(ñòîâï÷èêà), äîìíîæåíîãî íà äîâiëüíèé ñêàëÿð;
â) äîìíîæåííÿ ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) íà íåíóëüîâèé ñêàëÿð,

ìîæå áóòè îäåðæàíå äîìíîæåííÿì ìàòðèöi A çëiâà (ñïðà-
âà) íà íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ P . Çíàéòè âèãëÿä ìàòðèöü P .
(Âêàçiâêà. Ìàòðèöi P îäåðæóþòüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E
çà äîïîìîãîþ òàêèõ ñàìèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.)

8) Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ âïðàâó, äîâåñòè, ùî êîæíó íå-
âèðîäæåíó ìàòðèöþ A åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ëè-
øå ðÿäêiâ (àáî ëèøå ñòîâïöiâ) ìîæíà çâåñòè äî îäèíè÷íî¨
ìàòðèöi A. ßêùî âèêîíàíi íàä A åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
â òîìó æ ïîðÿäêó çàñòîñóâàòè äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E, òî
â ðåçóëüòàòi îäåðæèòüñÿ ìàòðèöÿ A−1, îáåðíåíà äî A.

9) Âèçíà÷íèêè ìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäè-
íèöåþ. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i A =
[aij ] ∈ Mn(R). Çàìiíèòè â îçíà÷åííi âèçíà÷íèêà ç ï.2.3.1
ïîëå P íà êiëüöå R i ïåðåâiðèòè, ùî âñi ðåçóëüòàòè ï.2.3.1�
2.3.6 òà 2.4.1�2.4.4 çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè i â öüîìó
áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó. Äîâåñòè, ùî A ∈ Mn(R) ìà¹
îáåðíåíó â êiëüöi Mn(R) ìàòðèöþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
åëåìåíò detA ìà¹ îáåðíåíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ â êiëüöi R.

10) Äîâåñòè, ùî:

à) ðàíã ìàòðèöi çà ðÿäêàìè íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ðÿäêiâ;

á) ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ òåæ
íå çìiíþþ¹òüñÿ ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ;
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â) ðàíã çà ðÿäêàìè ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ êiëüêî-
ñòi ¨¨ íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ i äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó ïî-
ðÿäêó âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Âèâåñòè
çâiäñè òåîðåìó ïðî ðàíã ìàòðèöi.

11) Äîâåñòè, ùî ðàíã äîáóòêó ìàòðèöü íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó êî-
æíî¨ ìàòðèöi-ìíîæíèêà.

12) Ïîñëiäîâíiñòü a1 = 1, a2 = 1, a3 = a1 + a2, . . . , an =
= an−1 +an−2, . . . íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ Ôiáîíà÷÷i. Äî-
âåñòè, ùî

an+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

äå ìàòðèöÿ ìà¹ ïîðÿäîê n.

13) Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü
ìíîæèíó âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ. Äîâåñòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ¹ ñóìîþ ÿêîãî-íåáóäü ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè
i çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (òîáòî ñèñòåìè, ùî ìà¹ òi ñàìi êîåôiöi¹íòè ïðè
íåâiäîìèõ i íóëüîâi âiëüíi ÷ëåíè).
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Ðîçäië 3
Ïîëiíîìè òà åâêëiäîâi êiëüöÿ

3.1. Êiëüöÿ ïîëiíîìiâ
3.1.1. Îçíà÷åííÿ. Îïåðàöi¨ íàä ïîëiíîìàìè

Íåõàé R � êiëüöå ç 1. Ïîáóäó¹ìî íîâå êiëüöå A, åëåìåíòàìè
ÿêîãî ¹ íåñêií÷åííi âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi f = (f0, f1, . . . ),
äå fi ∈ R, ïðè÷îìó âñi fi êðiì, ìîæëèâî, ñêií÷åííîãî ¨õ ÷èñëà,
äîðiâíþþòü íóëþ. Âèçíà÷èìî íà A îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæå-
ííÿ:

f + g = (f0 + g0, f1 + g1, . . . , fn + gn, . . . ),

f · g = (h0, h1, . . . , hn, . . . ), äå hk =
∑

i+j=k

figj , k = 0, 1, . . . .

Òóò f = (f0, f1, . . . , fn, . . . ), g = (g0, g1, . . . , gn, . . . ).
Ïåðåâiðèìî, ùî A � êiëüöå. Àñîöiàòèâíiñòü òà êîìóòàòèâ-

íiñòü äîäàâàííÿ äîäàâàííÿ â A çâîäèòüñÿ äî àñîöiàòèâíîñòi òà êî-
ìóòàòèâíîñòi äîäàâàííÿ â R. Åëåìåíò (0, . . . , 0, . . . ) ∈
∈ A ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì, à åëåìåíò

−f = (−f0, . . . ,−fn, . . . ) ∈ A

¹ îáåðíåíèì äî f äëÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ
àñîöiàòèâíà. Ñïðàâäi, íåõàé f = (f0, f1, . . . , fn, . . . ), g = (g0, g1, . . . , gn, . . . ),
h = (h0, h1, . . . , hn, . . . ); òîäi íà i-ìó ìiñöi ó äîáóòêó (fg)h ìà¹ìî

119
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åëåìåíò ∑

s+t=i

( ∑

k+l=s

fkgl

)
ht =

∑

k+l+t=i

fkglht,

à â äîáóòêó f(gh) � åëåìåíò
∑

k+j=i

fk

( ∑

l+t=j

glht

)
=

∑

k+l+t=i

fkglht,

òîáòî (fg)h = f(gh). Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, ÿêùî
êiëüöå R êîìóòàòèâíå. Öå âèïëèâà¹ ç êîìóòàòèâíîñòi îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ â êiëüöi R. Íåõàé f, g i h òàêi ÿê ðà-
íiøå. Òîäi íà i-ìó ìiñöi ó ïîñëiäîâíîñòi (f + g)h áóäå åëåìåíò∑

k+l=i(fk+gk)hl, à ó ïîñëiäîâíîñòi fh+gh � åëåìåíò
∑

k+l=i fkhl+∑
k+l=i gkhl. Àëå, îñêiëüêè

∑

k+l=i

(fk + gk)hl =
∑

k+l=i

fkhl +
∑

k+l=i

gkhl,

òî (f + g)h = fh + gh. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïåðåêîíàëèñÿ, ùî â A
âèêîíó¹òüñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi. Îòæå, A � êiëüöå (ç îäè-
íèöåþ (1, 0, . . . , 0, . . . ), ÿêùî êiëüöå R ç îäèíèöåþ 1). Öå êiëüöå
íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ïîëiíîìiâ íàä êiëüöåì R, à éîãî åëåìåí-
òè íàçèâàþòüñÿ ïîëiíîìàìè. Ïîñëiäîâíîñòi (a, 0, . . . , 0, . . . ) äîäà-
þòüñÿ i ìíîæàòüñÿ òàê ñàìî ÿê åëåìåíòè êiëüöÿ R. Öå äîçâî-
ëÿ¹ îòîòîæíèòè òàêi ïîñëiäîâíîñòi ç âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
iç R, òîáòî ââàæàòè, ùî a = (a, 0, . . . , 0, . . . ) äëÿ êîæíîãî åëå-
ìåíòà a ∈ R, iíàêøå êàæó÷è, îòîòîæíèòè R ç ïiäêiëüöåì êiëü-
öÿ A. Ïîçíà÷èìî X = (0, 1, 0, . . . , 0, . . . ) i íàçâåìî X çìiííîþ
íàä R. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî X2 = (0, 0, 1, 0, . . . , 0, . . . ), X3 =
= (0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0, . . . ) i ò.ä. Êðiì òîãî, çàâäÿêè âêëþ÷åííþ R ⊂
A, ìà¹ìî

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, a, 0, . . . ) = aXn = Xna.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîëè fn � îñòàííié íåíóëüîâèé ÷ëåí ïîñëi-
äîâíîñòi f = (f0, . . . , fn, . . . ), òî f = f0 + f1X + · · · + fnXn =
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f(X), i ìè îäåðæó¹ìî ñòàíäàðòíèé çàïèñ ïîëiíîìà f . Åëåìåíòè
f0, f1, . . . , fn íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ïîëiíîìà f , à fn � ñòàð-
øèì êîåôiöi¹íòîì.

Ïîáóäîâàíå êiëüöå íàçèâàþòü ùå êiëüöåì ïîëiíîìiâ âiä çìií-
íî¨ X, à éîãî åëåìåíòè f ïîçíà÷àþòü f(X). Íàòóðàëüíå ÷èñëî n
òàêå, ùî fn � îñòàííié âiäìiííèé âiä íóëÿ êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà f ,
íàçèâàþòü ñòåïåíåì ïîëiíîìà f(X) i çàïèñóþòü deg f(X) = n.
Íóëüîâîìó ïîëiíîìó ïðèïèñóþòü ñòåïiíü −∞. Êiëüöå ïîëiíîìiâ
âiä çìiííî¨ X íàä êiëüöåì R ïîçíà÷àþòü R[X]. Ëåãêî ïåðåêîíà-
òèñÿ, ùî

deg(f + g) ≤ max(deg f, deg g),
deg(fg) ≤ deg f + deg g.

Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå R íàçèâàþòü êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ a i b êiëüöÿ R ab = 0 ëèøå
òîäi, êîëè a = 0 àáî b = 0. Ó âèïàäêó êiëüöÿ R áåç äiëüíèêiâ
íóëÿ îñòàííÿ ôîðìóëà ñòà¹ áiëüø òî÷íîþ.

Òâåðäæåííÿ 3.1.1. à) ßêùî R � êîìóòàòèâíå êiëüöå áåç
äiëüíèêiâ íóëÿ, òî deg(f · g) = deg f + deg g äëÿ äîâiëüíèõ
f, g ∈ R[X].

á) R[X] � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé deg f(X) = n, deg g(X) = m, à ñòàðøèìè
êîåôiöi¹íòàìè ïîëiíîìiâ f(X) i g(X) ¹, âiäïîâiäíî, fn i gm. Òîäi,
î÷åâèäíî, ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì ïîëiíîìà f(X)g(X) ¹ fngm i
deg (f(X)g(X)) = n+m. ßê î÷åâèäíèé íàñëiäîê çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî R[X] � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

3.1.2. Ïîëiíîìè ÿê ôóíêöi¨
Íåõàé f(X) = f0+f1X+ · · ·+fnXn ∈ R[X]. Íàäàìî çìiííié X

ïåâíîãî çíà÷åííÿ ç êiëüöÿ R, íàïðèêëàä X = a, à òîäi ðîçãëÿíå-
ìî åëåìåíò f0 + f1a+ · · ·+ fnan ç êiëüöÿ R, ÿêèé ïîçíà÷èìî f(a)
i íàçâåìî çíà÷åííÿì ïîëiíîìà f(X) ïðè X = a. Îòæå, êîæíîìó
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åëåìåíòó a ç êiëüöÿ R âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé åëåìåíò f(a) ∈ R; òîìó
ïîëiíîì f(X) âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f : R → R, äëÿ ÿêî¨ f(a) ¹
îáðàçîì åëåìåíòà a ∈ R.

Çàóâàæåííÿ 3.1.1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîëiíîìè íå ñëiä
îòîòîæíþâàòè ç ôóíêöiÿìè. Íàïðèêëàä, ðiçíi ïîëiíîìè X2 i X
ç êiëüöÿ Z/2Z[X] âèçíà÷àþòü îäíó ôóíêöiþ iç Z/2Z â Z/2Z.

Ç'¹äíóâàëüíîþ ëàíêîþ ìiæ ôóíêöiîíàëüíîþ i àëãåáðà¨÷íîþ
òî÷êàìè çîðó íà ïîëiíîìè ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1.2. Íåõàé R � ïiäêiëüöå êîìóòàòèâíîãî êiëü-
öÿ K. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà t ∈ K iñíó¹ ¹äèíèé ãîìîìîðôiçì
πt : R[X] → K òàêèé, ùî πt(a) = a äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R i
πt(X) = t.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèé ãîìîìîðôiçì πt iñíó¹. Îñêiëü-
êè πt(fi) = fi äëÿ êîæíîãî êîåôiöi¹íòà fi ïîëiíîìà f(X) i πt(Xk) =(
πt(X)

)k = tk, òî πt(f) = f0 + f1t +
+ · · · + fntn, òîáòî πt(f) âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî. Íàâïàêè, çà-
äàâøè âiäîáðàæåííÿ πt ôîðìóëîþ πt(f) = f(t), îäåðæèìî ãîìî-
ìîðôiçì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè.

Åëåìåíò πt(f) = f(t) íàçèâà¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ t ó f(X) çà-
ìiñòü X. ßêùî x � çìiííèé åëåìåíò êiëüöÿ R i
f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ R[X] � ïîëiíîì, òî πx(f) =
= a0 + a1x + · · ·+ anxn ¹ ôóíêöi¹þ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ R. Íà
ìíîæèíi R[x] âñiõ òàêèõ ôóíêöié ââåäåìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ:

πx(f) + πx(g) = πx(f + g),
πx(f) · πx(g) = πx(fg).

Âiäíîñíî öèõ îïåðàöié R[x] ¹ êiëüöåì, i âiäîáðàæåííÿ
πx : R[X] → R[x] ¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü. Ç íà-
ñòóïíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî R � íåñêií÷åííå ïîëå,
òî πx � içîìîðôiçì êiëåöü R[X] òà R[x].
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Òâåðäæåííÿ 3.1.3. Íåõàé P � íåñêií÷åííå ïîëå, i íåõàé
f(X), g(X) ∈ P [X] � äâà ðiçíi ïîëiíîìè. Òîäi ôóíêöi¨ πx(f)
i πx(g) òåæ ðiçíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé πx(f) = πx(g) i íåõàé h(X) = f(X) −
−g(X) = c0 + c1X + · · · + cdX

d. Òîäi πx(h) � íóëüîâà ôóí-
êöiÿ. Âèáåðåìî d+1 ðiçíèõ åëåìåíòiâ α1, . . . , αd+1 ç ïîëÿ P . Òîäi
πα1(h) = · · · = παd+1

(h) = 0, òîáòî ìà¹ìî ñèñòåìó




c0 + c1α1 + · · ·+ cdα
d
1 = 0,

c0 + c1α2 + · · ·+ cdα
d
2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

c0 + c1αd+1 + · · ·+ cdα
d
d+1 = 0.

(3.1.1)

Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 . . . αd
1

1 α2 . . . αd
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αd+1 . . . αd

d+1

∣∣∣∣∣∣∣∣

¹ âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà, òîìó âií íå äîðiâíþ¹ íóëþ (äèâ.
âïðàâó 4 â êiíöi Ðîçäiëó 2). Òîìó ñèñòåìà (3.1.1) ìà¹ ëèøå íóëüî-
âèé ðîçâ'ÿçîê c0 = c1 = · · · = cd = 0, îòæå, h(X) = f(X)−g(X) =
0 i f(X) = g(X).

Ç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä
íåñêií÷åííèì ïîëåì P içîìîðôíå êiëüöþ ïîëiíîìiàëüíèõ ôóí-
êöié P [x], åëåìåíòè ÿêîãî òåæ íàçèâàòèìåìî ïîëiíîìàìè. ßêùî
P � ñêií÷åííå ïîëå, òî ðiçíèì ïîëiíîìàì ç P [X] ìîæóòü âiäïî-
âiäàòè îäíàêîâi ôóíêöi¨ (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.1.1); ó öüîìó âèïàä-
êó ìîæíà ëèøå ñòâåðäæóâàòè, ùî êiëüöå P [x] ¹ ãîìîìîðôíèì
îáðàçîì êiëüöÿ P [X]. Âðàõîâóþ÷è öi ôàêòè, ìè áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ f(X) àáî f(x) äëÿ ïîëiíîìiâ òà R[X] àáî
R[x] äëÿ êiëåöü ïîëiíîìiâ. Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ öå íå ïðèâîäèòü
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äî íåïîðîçóìiíü. Çà iíäóêöi¹þ îçíà÷àþòü êiëüöå ïîëiíîìiâ âiä n
çìiííèõ :

R[X1, . . . , Xn] = R[X1, . . . , Xn−1][Xn].

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó n = 1, ïîëiíîìè âiä n çìiííèõ ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöi¨ âiä n çìiííèõ i ïîçíà÷àòè àáî f(X1, . . . , Xn)
àáî f(x1, . . . , xn).

3.1.3. Äiëåííÿ ç îñòà÷åþ
Çàçíà÷èìî, ùî ïîëiíîì c0+c1X+· · ·+cnXn äåêîëè çàïèñóþòü i

çà ñïàäíèìè ñòåïåíÿìè X ó âèãëÿäi cnXn + · · · +
+c1X + c0 àáî a0X

n + · · · + an−1X + an, äå ai = cn−i, 0 ≤ i ≤ n.
Çîêðåìà, ñàìå òàêèé çàïèñ ïîëiíîìiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó öüîìó
ïóíêòi.

Íåõàé P [X] � êiëüöå ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P .
Ïðè âèâ÷åííi ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç äiëåííÿì ïîëiíîìiâ, âàæëèâå
çíà÷åííÿ ìà¹ òåîðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ.

Òåîðåìà 3.1.4 (ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ). Äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ
ïîëiíîìiâ f(X) = a0X

n + · · · + an−1X + an òà g(X) =
= b0X

m + · · · + am−1X + am, äå f(X), g(X) ∈ P [X], g(X) 6= 0,
iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîëiíîìiâ q(X), r(X) ∈ P [X] òàêèõ, ùî

f(X) = g(X)q(X) + r(X),

ïðè÷îìó deg r(X) < deg g(X), àáî r(X) = 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî n < m, òî âiçüìåìî q(X) = 0, r(X) =
= f(X). Òîäi f(X) = g(X) · 0 + r(X), äå deg r(X) < deg g(X).

Íåõàé n ≥ m. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà ñòåïåíåì
ïîëiíîìà f(X). ßêùî n = 0, òî f(X) = a0, g(X) = b0 i f(X) =
g(X) · a0/b0, äå b0 6= 0, áî g(X) 6= 0. Îòæå, íåõàé deg f(X) > 0.
Ðîçãëÿíåìî f(X)− a0

b0
Xn−mg(X) = f1(X), òîäi àáî f1(X) = 0, àáî

deg f1(X) < n. ßêùî deg f1(X) < n, òî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨
iñíóþòü ïîëiíîìè q1(X), r(X) ∈
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∈ P [X] òàêi, ùî f1(X) = g(X)q1(X) + r(X), äå r(X) = 0 àáî
deg r(X) < deg g(X). Çâiäñè

f(X) = g(X)
(a0

b0
Xn−m + q1(X)

)
+ r(X),

äå r(X) = 0 àáî deg r(X) < deg g(X), ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ïîëiíîìiâ q(X) i r(X). Ïðèïóñòèìî, ùî

â P [X] iñíó¹ ùå îäíà ïàðà ïîëiíîìiâ q1(X) i r1(X), ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü ðiâíiñòü

f(X) = g(X)q1(X) + r1(X),

ïðè÷îìó r1(X) ¹ àáî íóëü-ïîëiíîìîì, àáî ïîëiíîìîì ìåíøîãî
ñòåïåíÿ, íiæ ñòåïiíü g(X). Òîäi

g(X)q(X) + r(X) = g(X)q1(X) + r1(X).

Çâiäñè ìà¹ìî g(X)
(
q(X) − q1(X)

)
= r1(X) − r(X). Ïðèïóñòèìî,

ùî r1(X) − r(X) 6= 0. Òîäi q(X) − q1(X) 6= 0. Â òàêîìó âèïàäêó
deg

(
r1(X) − r(X)

) ≥ deg g(X), ùî íåìîæëèâî. Îòæå, r1(X) =
r(X), i îñêiëüêè P [X] � êiëüöå áåç äiëüíèêiâ íóëÿ, òî q1(X) −
q(X) = 0, òîáòî q1(X) = q(X), ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîì q(X) íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîþ âiä äiëå-
ííÿ f(X) íà g(X), à r(X) � îñòà÷åþ âiä öüîãî äiëåííÿ. ßêùî
ïðè äiëåííi ïîëiíîìà f(X) íà ïîëiíîì g(X) îñòà÷à r(X) äîðiâíþ¹
íóëþ, òî êàæóòü, ùî ïîëiíîì f(X) äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì g(X), à
ïîëiíîì g(X) íàçèâàþòü äiëüíèêîì ïîëiíîìà f(X).

Òâåðäæåííÿ 3.1.5. ßêùî f(X) äiëèòüñÿ íà g(X), òî f(X)
äiëèòüñÿ òàêîæ íà cg(X), äå c � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëå-
ìåíò ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî f(X) = g(X)q(X), òî f(X) =
= cg(X)

(
c−1q(X)

)
.
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3.1.4. Óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê ïîëiíîìiâ íàä îáëà-
ñòÿìè öiëiñíîñòi

Íàãàäà¹ìî, ùî îáëàñòþ öiëiñíîñòi íàçèâàþòü êîìóòàòèâíå êiëüöå
ç 1 i áåç äiëüíèêiâ íóëÿ. ßêùî R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî êiëüöå
ïîëiíîìiâ R[X] íàä R òåæ ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi. Öå âèïëèâà¹ ç
òâåðäæåííÿ 3.1.1. Òåîðåìà 3.1.4 óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê êiëü-
öÿ ïîëiíîìiâ íàä îáëàñòþ öiëiñíîñòi. À ñàìå, ìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.6. Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi,

f(X) = anXn + · · ·+ a1X + a0 i
g(X) = bmXm + · · ·+ b1X + b0

� äâà ïîëiíîìè ç êîåôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R. ßêùî bm ìà¹ îáåðíå-
íèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ â R, òî iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ïîëiíîìiâ d(X), r(X) ∈
P [X] òàêèõ, ùî

f(X) = g(X)d(X) + r(X),

äå deg r(X) < deg g(X) àáî r(X) = 0.

Äîâåäåííÿ. Âñi ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.4 öiëêîì
ïðèäàòíi i â öüîìó âèïàäêó.

3.1.5. Òåîðåìà Áåçó òà ñõåìà Ãîðíåðà
Íåõàé A � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, ÿêå ìiñòèòüñÿ â îáëà-
ñòi öiëiñíîñòi K.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Åëåìåíò c ∈ K íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì (àáî
íóëåì) ïîëiíîìà f ∈ A[X], ÿêùî f(c) = 0. Êàæóòü òàêîæ, ùî c
� êîðiíü ðiâíÿííÿ f(X) = 0.

Òåîðåìà 3.1.7 (Áåçó). Åëåìåíò c ∈ A ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà
f ∈ A[X] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X− c äiëèòü f â êiëüöi A[X].
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Äîâåäåííÿ. Çà àëãîðèòìîì äiëåííÿ ç îñòà÷åþ f(X) =
= (X−c)g(X)+r(X), äå deg r(X) < deg(X−c) = 1 àáî r(X) = 0.
Îòæå, r(X) = r0 ∈ A. Ïiäñòàíîâêà c çàìiñòü X (òîáòî çàñòîñó-
âàííÿ âiäîáðàæåííÿ πc) äà¹ f(c) = r0, òàê ùî çàâæäè f(X) =
(X − c)g(X) + f(c). Çîêðåìà, f(c) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
f(X) = (X − c)g(X).

Äiëåííÿ ïîëiíîìà f(X) ç êîåôiöi¹íòàìè â îáëàñòi öiëiñíîñ-
òi A íà ëiíiéíèé ïîëiíîì X − c çðó÷íî çäiéñíþâàòè çà ñõåìîþ
Ãîðíåðà, ÿêà ïðîñòiøà âiä àëãîðèòìó äiëåííÿ ç îñòà÷åþ. À ñàìå,
íåõàé

f(X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an, ai ∈ A.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðiâíiñòþ
f(X) = (X − c)q(X) + f(c), (3.1.2)

äå q(X) = b0X
n−1 + b1X

n−1 + · · · + bn−1, bj ∈ A. Ïîðiâíþþ-
÷è â (3.1.2) êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ X (ïî÷èíàþ-
÷è çi ñòàðøèõ), îäåðæèìî: a0 = b0, a1 = b1 − b0c, . . . , an−1 =
= bn−1 − bn−2c, an = f(c)− bn−1c, òîáòî

b0 =a0,

. . . . . .

bk =bk−1c + ak,

. . . . . .

bn−1 =bn−2c + an−1,

f(c) =bn−1c + an.

(3.1.3)

Çàóâàæèìî, ùî çàîäíî îá÷èñëþ¹òüñÿ çíà÷åííÿ ïîëiíîìà f äëÿ X =
c.

Ïðèêëàä 3.1.1. Ðîçäiëèòè f(X) = 2X5 − X4 − 3X3 +
+X − 3 íà X − 3 íàä Z. Îá÷èñëåííÿ çðó÷íî ðîçòàøóâàòè ó âè-
ãëÿäi òàáëèöi:

2 -1 -3 0 1 -3
3 2 5 12 36 109 324 ,
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ó âåðõíüîìó ðÿäêó ÿêî¨ ðîçìiùåíi êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà f(X), à
â íèæíüîìó � êîåôiöi¹íòè ÷àñòêè q(X) òà îñòà÷à f(c), ÿêi îá-
÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë (3.1.3). Öÿ òà-
áëèöÿ ïîêàçó¹, ùî

q(X) = 2X4 + 5X3 + 12X2 + 36X + 109, r = f(3) = 324.

3.2. Åâêëiäîâi êiëüöÿ
Êiëüöå ïîëiíîìiâ P [X] ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P ìà¹ áàãàòî

âëàñòèâîñòåé, ÿêi äóæå ñõîæi íà âëàñòèâîñòi êiëüöÿ öiëèõ ÷è-
ñåë Z, îñîáëèâî â ïèòàííÿõ, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîäiëüíîñòi. Òîìó
çðó÷íî âèâ÷àòè öi êiëüöÿ îäíî÷àñíî, à ðàçîì ç íèìè i iíøi âàæëè-
âi â àëãåáði òà òåîði¨ ÷èñåë êiëüöÿ. Ç öi¹þ ìåòîþ âèâ÷àþòü òàê
çâàíi åâêëiäîâi êiëüöÿ, íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè ÿêèõ ¹ êiëü-
öå Z i êiëüöå P [X]. Àëå, ïåðø íiæ äàâàòè îçíà÷åííÿ åâêëiäîâîãî
êiëüöÿ, ñèñòåìàòèçó¹ìî äåÿêi çàãàëüíi ïîíÿòòÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ
ïîäiëüíîñòi â êîìóòàòèâíèõ êiëüöÿõ.

3.2.1. Äiëåííÿ â êiëüöÿõ. Äiëüíèêè îäèíèöi òà ïðîñòi
åëåìåíòè

Íåõàé R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òîáòî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 i áåç
äiëüíèêiâ íóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Íåõàé a, b ∈ R. Êàæóòü, ùî b äiëèòü a (a
äiëèòüñÿ íà b) i ïèøóòü b|a, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò c ∈ R òàêèé, ùî
a = bc. Çàïèñ b 6 |a îçíà÷à¹, ùî b íå äiëèòü a.

Ïðèêëàä 3.2.1. Ç òåîðåìè Áåçó âèïëèâà¹, ùî (X−2)|(X2−
5X + 6), à (X − 1) 6 |(X2 −X + 1) â êiëüöi Z[X].

Ç îçíà÷åííÿ 3.2.1 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü òàêi íàéïðîñòiøi
âëàñòèâîñòi ïîäiëüíîñòi (äîâåäiòü ¨õ ñàìîñòiéíî):

1) ÿêùî b|a1 i b|a2, òî b|a1 ± a2;
2) ÿêùî b|a i c ∈ R, òî b|ac.
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Îçíà÷åííÿ 3.2.2. ßêùî a ∈ R i a|1, òî a íàçèâàþòü äiëüíè-
êîì îäèíèöi (àáî îäèíèöåþ) êiëüöÿ R.

Ïðèêëàä 3.2.2. 1. Â êiëüöi Z ¹ äâà äiëüíèêè 1, à ñàìå ±1.
Â êiëüöi P [X] ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P äiëüíèêàìè
îäèíèöi ¹ âñi íåíóëüîâi ïîëiíîìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîáòî âñi
íåíóëüîâi êîíñòàíòè.

2. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå Z[i] def= {a + bi | a, b ∈ Z} öiëèõ ãàóñîâèõ
÷èñåë iç çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ. ßêùî
a + bi ∈ Z[i] � äiëüíèê îäèíèöi, òî iñíó¹ òàêå c + di ∈ Z[i], ùî
(a + bi)(c + di) = 1. Ïåðåéäåìî äî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë â îñòàííié
ðiâíîñòi: (a − bi)(c − di) = 1. Ïåðåìíîæèâøè öi äâi ðiâíîñòi,
îäåðæèìî

(a2 + b2)(c2 + d2) = 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹ a2 + b2 = 1, òîáòî a = ±1, b = 0 àáî a = 0,
b = ±1. Òîìó â êiëüöi öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë ¹ ÷îòèðè äiëüíèêè
îäèíèöi: ±1,±i.

3.Â êiëüöi Z[
√

2] def= {a + b
√

2 | a, b ∈ Z} iç çâè÷àéíèìè îïå-
ðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ åëåìåíò

√
2 + 1 ¹ äiëüíèêîì 1,

áî (
√

2 + 1)(
√

2 − 1) = 1. ßêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî ìà-
¹ìî òàêîæ (

√
2 + 1)n(

√
2 − 1)n = 1. Òîìó â êiëüöi Z[

√
2] iñíó¹

íåñêií÷åííà êiëüêiñòü äiëüíèêiâ îäèíèöi.

Îçíà÷åííÿ 3.2.3. Íåíóëüîâi åëåìåíòè a, b ∈ R íàçèâàþòü
àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî a|b i b|a.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1. Åëåìåíòè a i b àñîöiéîâàíi òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè a = bu, äå u|1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a = bu i b = av, òî a = avu, òîáòî a(1−vu) =
0. Çâiäñè, 1−vu = 0, òîáòî uv = 1. Íàâïàêè, ÿêùî a = bu i uv = 1,
òî av = buv = b, îòæå, a|b i b|a.

Îçíà÷åííÿ 3.2.4. Åëåìåíò p ∈ K íàçèâàþòü ïðîñòèì, ÿêùî
p 6 |1 i ç òîãî, ùî a|p âèïëèâà¹, ùî a|1 àáî a àñîöiéîâàíèé ç p.
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Iíàêøå êàæó÷è, ïðîñòèé åëåìåíò � öå åëåìåíò p, ùî íå ¹ äiëü-
íèêîì 1, i ¹äèíèìè äiëüíèêàìè ÿêîãî ¹ äiëüíèêè 1 òà àñîöiéîâàíi
ç p åëåìåíòè.

Ïðèêëàä 3.2.3. 1. Â êiëüöi Z ÷èñëà ±2,±3,±5,±7, . . . ¹ ïðî-
ñòèìè åëåìåíòàìè. Äîäàòíi ïðîñòi åëåìåíòè â êiëüöi Z, òîá-
òî ÷èñëà 2, 3, 5, 7, . . . íàçèâàþòü ïðîñòèìè ÷èñëàìè.

2. Ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ R[X] íàçèâàþòü íåçâiäíèìè ïî-
ëiíîìàìè. ßêùî R � ïîëå, òî âñi ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ
íåçâiäíi.

3. Â êiëüöi Z[i] åëåìåíò 3 ¹ ïðîñòèì. Ñïðàâäi, ÿêùî
(a + bi)(c + di) = 3, a + bi 6 |1, c + di 6 |1, òî çâiäñè âèïëè-
âà¹, ïåðåõîäÿ÷è äî ñïðÿæåííÿ, ùî (a − bi)(c − di) = 3, i òî-
ìó (a2 + b2)(c2 + d2) = 9. Îñêiëüêè a + bi 6 |1, c + di 6 |1, òî
a2 + b2 = 3. Àëå, î÷åâèäíî, íå iñíó¹ öiëèõ ÷èñåë a i b ç âëàñòè-
âiñòþ a2 + b2 = 3.

Ç iíøîãî áîêó, 5 = (2−i)(2+i) i 2±i 6 |1, òîìó 5 íå ¹ ïðîñòèì
åëåìåíòîì êiëüöÿ Z[i].

Îçíà÷åííÿ 3.2.5. Íåõàé a, b � íåíóëüîâi åëåìåíòè êiëüöÿ R.
Åëåìåíò d ∈ R íàçèâàþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì (Í.Ñ.Ä.) a
i b i ïèøóòü d = (a, b) àáî d = ÍÑÄ(a, b), ÿêùî d � ñïiëüíèé
äiëüíèê a i b (òîáòî d|a i d|b) i d äiëèòüñÿ íà êîæíèé iíøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê öèõ åëåìåíòiâ (òîáòî ÿêùî d′|a i d′|b, òî d′|d). Àíà-
ëîãi÷íî, íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ
a1, . . . , ak ∈ R íàçèâàþòü òàêèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ åëåìåíòiâ,
ÿêèé äiëèòüñÿ íà êîæíèé iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 3.2.4. 1. −5 = (75, 20); 5 = (75, 20) â êiëüöi Z.
2. Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî (3, 2+i) = 1 â êiëüöi Z[i]. Ñïðàâ-

äi, ìè âæå çíà¹ìî, ùî 3 ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì â Z[i]. Òîìó
äîñèòü ïîêàçàòè, ùî 3 6 |2 + i. ßêáè öå áóëî íå òàê, òî äëÿ äå-
ÿêîãî a + bi ∈ Z[i] ìè ìàëè á 3(a + bi) = 2 + i. Âçÿâøè ñïðÿæåíi
3(a − bi) = 2 − i i ïåðåìíîæèâøè, îäåðæó¹ìî 9(a2 + b2) = 5 ç
öiëèìè a i b, à öå íåìîæëèâî.
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Çàóâàæèìî, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ âè-
çíà÷à¹òüñÿ öèìè åëåìåíòàìè ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâàíîñòi. Êîëè
êàæóòü, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b äîðiâ-
íþ¹ d, òî ìàþòü íà óâàçi, ùî âñi àñîöiéîâàíi ç d åëåìåíòè òåæ ¹
íàéáiëüøèìè ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè öèõ åëåìåíòiâ a i b.

Îçíà÷åííÿ 3.2.6. Åëåìåíòè a i b êiëüöÿ R íàçèâàþòüñÿ âçà-
¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî (a, b) = 1, òîáòî 1 ¹ ¨õ íàéáiëüøèì ñïiëü-
íèì äiëüíèêîì.

3.2.2. Îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè åâêëiäîâèõ êiëåöü
Îçíà÷åííÿ 3.2.7. Îáëàñòü öiëiñíîñòi R íàçèâàþòü åâêëiäî-

âèì êiëüöåì, ÿêùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ δ : R \ {0} → N, ùî ìà¹
òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

1)δ(ab) ≥ δ(a);
2)äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R, b 6= 0 iñíóþòü d, r ∈ R òàêi, ùî

a = bd + r, äå δ(r) < δ(b) àáî r = 0.

Ïðèêëàä 3.2.5. 1. Êiëüöå Z � åâêëiäîâå. Äëÿ òîãî, ùîá öå
ïåðåâiðèòè, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ δ : Z \ {0} → N, äëÿ ÿêî-
ãî δ(a) = |a| � ìîäóëü ÷èñëà a. Î÷åâèäíî, ùî |ab| ≥ |a|. Äëÿ
ïåðåâiðêè äðóãî¨ óìîâè ç îçíà÷åííÿ, íåõàé d íàéáiëüøå öiëå ÷è-
ñëî, äëÿ ÿêîãî d ≤ a

b (òîáòî d � öiëà ÷àñòèíà ðàöiîíàëüíîãî
÷èñëà a

b ). Òîäi 0 ≤ a
b − d = r

b < 1 äëÿ äåÿêîãî öiëîãî r. Çâiäñè
a− bd = r, òîáòî a = bd + r, ïðè÷îìó |r| < |b| àáî r = 0.

2. Íåõàé P � ïîëå. Òîäi êiëüöå ïîëiíîìiâ P [X] åâêëiäîâå.
Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ δ : P [X]\{0} → N, äå δ

(
f(X)

)
=

deg f(X) � ñòåïiíü ïîëiíîìà f(X). Âëàñòèâiñòü 1) ç îçíà÷åí-
íÿ î÷åâèäíà, à âëàñòèâiñòü 2) � öå òåîðåìà 3.1.4 ïîïåðåäíüî-
ãî ïàðàãðàôà. 3. Ùîá çðîçóìiòè, ùî iñíóþòü i iíøi åâêëiäîâi
êiëüöÿ, ïîêàæåìî, ùî êiëüöå öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë Z[i] åâêëi-
äîâå. Âçàãàëi, íîðìîþ áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α íàçèâà-
þòü äîáóòîê α i ñïðÿæåíîãî ÷èñëà α i ïèøóòü N(α) = αα.
ßêùî α = a + bi, òî N(α) = a2 + b2. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
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δ : Z[i] \ {0} → N,

δ(m + ni) = N(m + ni) = m2 + n2.

Ìà¹ìî δ
(
(m + ni)(r + si)

)
= (m2 + n2)(r2 + s2) ≥ m2 + n2 =

δ(m+ni), òîáòî δ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1) ç îçíà÷åííÿ åâêëiäîâîãî
êiëüöÿ.

Íåõàé a = m+ni, b = l+ki, äå m,n, k, l ∈ Z, b 6= 0. Ðîçãëÿíåìî
êîìïëåêñíå ÷èñëî α = a/b = u+ vi. u i v ¹ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëà-
ìè. Âèáåðåìî d = s + ti ∈ Z[i] òàê, ùîá |s − u| ≤ 1

2 , |t − v| ≤ 1
2 .

Òîäi a/b = d + α + βi, äå |α| ≤ 1
2 i |β| ≤ 1

2 . Çâiäñè ìà¹ìî

a = bd + b(α + βi).

Öÿ ðiâíiñòü ïîêàçó¹, ùî r = b(α + βi) ∈ Z[i]. Êðiì öüîãî, δ(r) =
N

(
b(α + βi)

)
= N(b)N(α + βi) = δ(b)(α2 + β2) ≤

≤ δ(b)(1
4 + 1

4) = 1
2δ(b) < δ(b), ÿêùî r 6= 0. Îòæå, Z[i] � åâ-

êëiäîâå êiëüöå.

3.2.3. Àëãîðèòì Åâêëiäà çíàõîäæåííÿ Í.Ñ.Ä. â åâ-
êëiäîâèõ êiëüöÿõ

Íåõàé K � åâêëiäîâå êiëüöå. ßêùî a i b � íåíóëüîâi åëåìåíòè
êiëüöÿ K, òî

a = bd + r (3.2.1)

äëÿ äåÿêèõ d, r ∈ K, δ(r) < δ(b) àáî r = 0. Ðiâíiñòü (3.2.1) íàçèâà-
þòü äiëåííÿì a íà b ç îñòà÷åþ: d íàçèâàþòü íåïîâíîþ ÷àñòêîþ,
à r � îñòà÷åþ. Ïîçíà÷èìî â (3.2.1) d = d1, r = r1 i, ÿêùî r1 6= 0,
òî ðîçäiëèìî b ç îñòà÷åþ íà r1

b = r1d2 + r2, (3.2.2)

äå δ(r2) < δ(r1) àáî r2 = 0. ßêùî r2 6= 0, òî ðîçäiëèìî r1 ç
îñòà÷åþ íà r2

r1 = r2d3 + r3. (3.2.3)
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I òàê äàëi, ÿêùî íà i-îìó êðîöi ri 6= 0, òî äiëèìî ri−1 ç îñòà÷åþ
íà ri

ri−1 = ridi+1 + ri+1. (3.2.4)

Îñòà÷i r1, r2, r3, . . . , ri âèçíà÷àþòü ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë δ(r1) > δ(r2) > · · · > δ(ri), òîìó ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî
êðîêiâ (íåõàé íà m+1-îìó êðîöi, îòæå, rm � îñòàííÿ íåíóëüîâà
îñòà÷à) ìè ïîâèííi ïðèéòè äî äiëåííÿ áåç îñòà÷i

rm−1 = rmdm+1. (3.2.5)

Çóïèíèìîñÿ íà öüîìó i âèïèøåìî âñi îäåðæàíi ðiâíîñòi
(3.2.1)�(3.2.5): 




a = bd1 + r1,

b = r1d2 + r2,

. . . . . . . . .

ri−1 = ridi+1 + ri+1,

. . . . . . . . .

rm−2 = rm−1dm + rm,

rm−1 = rmdm+1.

(3.2.6)

Ïðîöåäóðó ïîáóäîâè ñèñòåìè ðiâíîñòåé (3.2.6) íàçèâàþòü àëãî-
ðèòìîì Åâêëiäà çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà
â åâêëiäîâèõ êiëüöÿõ. Îáãðóíòóâàííÿì öüîãî ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.2. Îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à rm â ïðîöåñi ïî-
ñëiäîâíîãî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ (3.2.6) ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëü-
íèêîì åëåìåíòiâ a i b.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî rm|a i rm|b. Ç îñòàííüî¨
ðiâíîñòi â (3.2.6) ìà¹ìî rm|rm−1, òîäi ç ïåðåäîñòàííüî¨ âèïëèâà¹
rm|rm−2. I òàê äàëi, ÿêùî ìè âæå çíà¹ìî, ùî rm|ri+1 i rm|ri, òî
i + 1-øà ðiâíiñòü â (3.2.6) ïîêàçó¹, ùî rm|ri−1. Òàê ðóõàþ÷èñü
äîâåðõó âiä ðiâíîñòi äî ðiâíîñòi â (3.2.6) îäåðæó¹ìî rm|r2 i rm|r1,
îòæå, rm|b, òîìó rm|a.
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Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî rm äiëèòüñÿ íà êîæíèé iíøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b. ßêùî c|a i c|b, òî ïåðøà ðiâíiñòü
â (3.2.6) ïîêàçó¹, ùî c|r1, òîäi äðóãà ïîêàçó¹, ùî c|r2. I òàê äàëi,
ïåðåõîäÿ÷è òåïåð â (3.2.6) âiä ðiâíîñòi äî ðiâíîñòi çâåðõó âíèç,
îäåðæó¹ìî, ùî c|rm−2 i c|rm−1, òîìó (çà ïåðåäîñòàííüîþ ðiâíiñòþ
â (3.2.6)) c|rm.

Ñôîðìóëþ¹ìî âàæëèâèé íàñëiäîê öi¹¨ òåîðåìè.
Íàñëiäîê 3.2.3 (ç àëãîðèòìó Åâêëiäà). Íåõàé d = (a, b) �

íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b åâêëiäîâîãî êiëü-
öÿ R. Òîäi iñíóþòü åëåìåíòè u, v,∈ R òàêi, ùî
ua + vb = d.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü â (3.2.6) äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè
d = rm−2 − rm−1dm. Ïiäñòàâèìî ñþäè rm−1 = rm−3 − rm−2dm−1.
Îäåðæèìî d = u′rm−3 + v′rm−2 äëÿ äåÿêèõ u′, v′ ∈ R, ÿêi ìî-
æíà âèïèñàòè ÿâíî, àëå ¨õ ÿâíèé âèãëÿä íàñ íå öiêàâèòü. Òåïåð
âèðàæà¹ìî rm−2 ÷åðåç rm−3 i rm−4, i ò.ä., ðóõàþ÷èñü ïî ñèñòå-
ìi (3.2.6) çíèçó äîâåðõó, ìè çíàéäåìî òàêi åëåìåíòè u, v ∈ R, ùî
ua + vb = d.

Öåé íàñëiäîê ïiçíiøå áóäå íå îäèí ðàç âèêîðèñòîâóâàòèñü â
òàêié ôîðìi:

Íàñëiäîê 3.2.4. Íåõàé a i b � âçà¹ìíî-ïðîñòi åëåìåíòè åâ-
êëiäîâîãî êiëüöÿ. Òîäi iñíóþòü u, v ∈ R òàêi, ùî ua + vb = 1.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó òà ç îçíà÷åííÿ
âçà¹ìíî ïðîñòèõ åëåìåíòiâ.

3.2.4. Ïîíÿòòÿ ïðî ôàêòîðiàëüíå êiëüöå
Îçíà÷åííÿ 3.2.8. Îáëàñòü öiëiñíîñòi R íàçèâàþòü ôàêòîði-

àëüíèì êiëüöåì, ÿêùî R ìà¹ òàêi äâi âëàñòèâîñòi:
1) êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈ R ¹ äîáóòêîì a =

= up1p2 . . . pk, äå u|1, pi � ïðîñòi åëåìåíòè, 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 0
(ÿêùî k = 0, òî a = u);
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2) ÿêùî up1p2 . . . pk = u′q1q2 . . . ql, äå u|1, u′|1, p1, . . . , pk,
q1, . . . , ql � ïðîñòi åëåìåíòè, òî k = l i êîæíèé åëåìåíò pi

àñîöiéîâàíèé ç äåÿêèì åëåìåíòîì qj , 1 ≤ i, j ≤
≤ k.

Íå áóäåìî çàðàç íàâîäèòè ïðèêëàäè ôàêòîðiàëüíèõ êiëåöü,
îñêiëüêè â íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè äîâåäåìî, ùî êîæíå åâêëiäîâå
êiëüöå ôàêòîðiàëüíå (çîêðåìà, êiëüöÿ Z, Z[i] òà P [X], äå P �
ïîëå, ¹ ôàêòîðiàëüíèìè êiëüöÿìè). Çàìiñòü öüîãî, ðîçãëÿíåìî
äâà ïðèêëàäè íå ôàêòîðiàëüíèõ êiëåöü.

Ïðèêëàä 3.2.6. 1. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå K = Z[
√−5] =

= {a + b
√−5 | a, b ∈ Z} iç çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè. Çíàéäåìî

äiëüíèêè 1 â öüîìó êiëüöi. ßêùî, (a + b
√−5)(c +

+d
√−5) = 1, òî i (a − b

√−5)(c − d
√−5) = 1, òîìó

(a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = 1. Îòæå, a2 + 5b2 = 1, à öå ìîæëèâî
ëèøå òîäi, êîëè a = ±1, b = 0. Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

21 = 3 · 7 = (1 + 2
√−5)(1− 2

√−5).

Ïîêàæåìî, ùî 3, 7, 1 ± 2
√−5 � ïðîñòi åëåìåíòè (âîíè, î÷åâè-

äíî, ïîïàðíî íå àñîöiéîâàíi, áî ±1 � ¹äèíi äiëüíèêè 1). Ðîçãëÿ-
íåìî, íàïðèêëàä, ÷èñëî 1 − 2

√−5, à iíøi òðè ðîçãëÿäàþòüñÿ
òàê ñàìî. ßêùî

(a + b
√−5)(c + d

√−5) = 1− 2
√−5,

òî (a − b
√−5)(c − d

√−5) = 1 + 2
√−5. Çâiäñè (a2 + 5b2)(c2 +

+5d2) = 21, òîìó a2 + 5b2 = 3 àáî a2 + 5b2 = 7, à öå íåìîæëèâî
(ìè ââàæà¹ìî, çâè÷àéíî, ùî a + b

√−5 6 |1 i c + d
√−5 6 |1).

2. Íåõàé K = {a0 + a2X
2 + · · · + anXn | ai ∈ P, n 6= 1} �

ìíîæèíà ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ P , â ÿêi íå âõîäèòü
ìîíîìè a1X. Ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñÿ â òîìó, ùî K � îáëàñòü öi-
ëiñíîñòi, X2 òà X3 � ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ K. Ìà¹ìî X6 =
X3 ·X3 = X2 ·X2 ·X2, òîáòî ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ÿê
i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, íåîäíîçíà÷íèé.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Â îçíà÷åííÿ ôàêòîðiàëüíîãî êiëüöÿ âõî-
äÿòü äâi óìîâè. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà ç íèõ, òî êàæóòü, ùî
ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè â êiëüöi R iñíó¹, à ÿêùî âèêîíó¹-
òüñÿ äðóãà, òî êàæóòü, ùî âií îäíîçíà÷íèé.

3.2.5. Ôàêòîðiàëüíiñòü åâêëiäîâèõ êiëåöü
Ïî÷íåìî ç äâîõ ëåì.

Ëåìà 3.2.1. Íåõàé a i b � íåíóëüîâi åëåìåíòè åâêëiäîâîãî
êiëüöÿ R i íåõàé b 6 |1. Òîäi δ(ab) > δ(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçäiëèìî a ç îñòà÷åþ íà ab: a = (ab)d + r, äå
δ(r) < δ(ab) àáî r = 0. ßêùî r = 0, òî a = a(bd), òîáòî a(1−bd) =
0, òîìó 1− bd = 0, îòæå b|1, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì ëåìè. Òàêèì
÷èíîì, a − abd = r 6= 0. Ìà¹ìî δ(ab) >
> δ(r) = δ

(
a(1− bd)

) ≥ δ(a), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé p � ïðîñòèé åëåìåíò, a i b � íåíóëüîâi
åëåìåíòè åâêëiäîâîãî êiëüöÿ R. Ïðèïóñòèìî, ùî p|ab i (p, a) =
1. Òîäi p|b.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 3.2.4 ç àëãîðèòìó Åâêëiäà iñíóþòü
u, v ∈ R òàêi, ùî up + va = 1. Äîìíîæóþ÷è íà b, îòðèìó¹ìî
upb + vab = b. Î÷åâèäíî, p äiëèòü ëiâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi,
òîìó p|b.

Òåïåð äîâåäåìî íàñòóïíèé âàæëèâèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2.5. Êîæíå åâêëiäîâå êiëüöå ¹ ôàêòîðiàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. 1) Iñíóâàííÿ ðîçêëàäó íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Îáðàç Imδ
âiäîáðàæåííÿ δ ç îçíà÷åííÿ åâêëiäîâîãî êiëüöÿ ¹ ïiäìíîæèíîþ
ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Íåõàé m0 � íàéìåíøèé åëåìåíò
ïiäìíîæèíè Im δ. ßêùî a ∈ R,
δ(a) = m0 i a = bc, òî b|1, iíàêøå çãiäíî ëåìè 3.2.1 ìè ìàëè
á m0 = δ(a) > δ(c), à öå íåìîæëèâî çà âèáîðîì a. Òàê ñàìî c|1.
Îòæå, a|1 i çà îçíà÷åííÿì ðîçêëàä äëÿ a iñíó¹. Äàëi ìiðêó¹ìî
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çà iíäóêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî, ùî δ(a) = m i ùî ðîçêëàä íà ïðîñòi
ìíîæíèêè iñíó¹ äëÿ âñiõ a′ ∈ R ç δ(a′) < m. ßêùî a|1 àáî a �
ïðîñòèé åëåìåíò, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Íåõàé a 6 |1 i a íå ïðîñòèé.
Òîäi iñíóþòü b, c ∈ R òàêi, ùî a = bc i b 6 |1, c 6 |1. Çâiäñè çà
ëåìîþ 3.2.1 âèïëèâà¹, ùî δ(b) < δ(a) i δ(c) < δ(a), îòæå, äëÿ b
i c ðîçêëàä â äîáóòîê ïðîñòèõ åëåìåíòiâ iñíó¹, à òîìó âií iñíó¹ i
äëÿ åëåìåíòà a.

2) �äèíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ðiâíiñòü

up1 . . . pk = u′q1 . . . ql, (3.2.7)

äå pi, qj � ïðîñòi åëåìåíòè, à u, u′ � äiëüíèêè îäèíèöi. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî k > l.

Ç (3.2.7) âèïëèâà¹, ùî p1|u′q1 . . . ql. ßêùî p1|q1, òî p1 i q1 àñî-
öiéîâàíi, òîáòî iñíó¹ v, v|1 i q1 = vp1. Ïiäñòàâèìî vp1 â (3.2.7)
çàìiñòü q1 i ñêîðîòèìî íà p1; öå ìîæëèâî, áî R íå ìà¹ äiëüíèêiâ
íóëÿ. Îäåðæèìî

up2 . . . pk = u′′q2 . . . ql, (3.2.8)
äå u′′ = u′v. ßêùî æ p1 6 |q1, òî òîäi (p1, q1) = 1, i òîìó ç ëå-
ìè 3.2.2 âèïëèâà¹, ùî p1|u′q2 . . . ql. Ïîâòîðþþ÷è âæå ïðîâåäåíi
ìiðêóâàííÿ, îäåðæèìî, ùî àáî p1 àñîöiéîâàíå ç q2 i çíîâó ðiâ-
íiñòü 3.2.7 ìîæíà ðîçäiëèòè íà p1 i (ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ ïðî-
ñòèõ åëåìåíòiâ q1, . . . , ql) îäåðæàòè 3.2.8 àáî p1|u′q3 . . . ql. Â êiíöi
êiíöiâ ìè ìóñèìî çíàéòè qj , ÿêèé àñîöiéîâàíèé ç p1 (â íàéãiðøî-
ìó âèïàäêó íèì ìîæå âèÿâèòèñÿ îñòàííié ïðîñòèé åëåìåíò ql),
i, ïåðåíóìåðóâàâøè (ÿêùî ïîòðiáíî) ïðîñòi åëåìåíòè, îòðèìàòè
ðiâíiñòü (3.2.8).

Çàñòîñóâàâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äî p2, . . . , pl, îäåðæè-
ìî upl+1 . . . pk = w, äå w|1. Ïåðåïèñàâøè öþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi
w−1upl+1 . . . pk = 1, áà÷èìî, ùî pl+1|1, àëå öå íåìîæëèâî, áî pl+1

� ïðîñòèé åëåìåíò. Âèÿâëåíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî k ≥ l.
Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî i k ≤ l. Îòæå, k = l. Êðiì öüîãî, áà÷èìî,
ùî âæå äîâåäåíî i òâåðäæåííÿ ïðî àñîöiéîâàíiñòü êîæíîãî ïðî-
ñòîãî åëåìåíòà pi ç äåÿêèì ïðîñòèì åëåìåíòîì qj , 1 ≤ i, j ≤ k,
òîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.
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3.2.6. Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë Z

Êiëüöå Z åâêëiäîâå, òîìó âîíî ôàêòîðiàëüíå. Òâåðäæåííÿ �Z
� ôàêòîðiàëüíå êiëüöå� íàçèâàþòü îñíîâíîþ òåîðåìîþ àðèôìå-
òèêè (òîáòî òåîði¨ ÷èñåë).

Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ îá'¹êòiâ âèâ÷åííÿ âå-
ëèêîãî i áàãàòîãî íà ðåçóëüòàòè ðîçäiëó ìàòåìàòèêè � òåîði¨ ÷è-
ñåë. Áàãàòî ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ ÷èñåë ïðîñòî ôîðìóëþþòüñÿ i ìà-
þòü äîñèòü ñêëàäíi äîâåäåííÿ (ÿê íàïðèêëàä, òåîðåìà Äiðiõëå
ïðî ïðîñòi ÷èñëà â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî
êîæíà àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ öiëèõ ÷èñåë çi âçà¹ìíî ïðîñòèìè
ïåðøèì ÷ëåíîì òà ðiçíèöåþ ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðî-
ñòèõ ÷èñåë). Iñíó¹ áàãàòî òâåðäæåíü ïðî öiëi ÷èñëà, ÿêi äîñèòü
äàâíî áóëè ñôîðìóëüîâàíi i äëÿ ÿêèõ äîòåïåð íå çíàéäåíî, íi äî-
âåäåííÿ íi ñïðîñòóâàííÿ (îäíèì ç íèõ ¹ òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî
iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ïàð ïðîñòèõ ÷èñåë-áëèçíÿò, òîáòî ïàð
ïðîñòèõ ÷èñåë, ðiçíèöÿ ÿêèõ äîðiâíþ¹ 2, íàïðèêëàä, 5 i 7, 29 i 31,
1997 i 1999). Îäíèì ç ïåðøèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî öiëi (òî÷íiøå, íàòó-
ðàëüíi) ÷èñëà áóëà òåîðåìà Åâêëiäà ïðî òå, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà
êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äóæå ïðîñòå.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïðîñòèõ ÷èñåë
p1, p2, . . . , pn. Ðîçãëÿíåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî m = p1p2 . . . pn + 1.
Îñêiëüêè pi < m äëÿ âñiõ i, i ≤ 1 ≤ n, òî iñíó¹ ïðîñòèé ìíîæ-
íèê ÷èñëà m, ìåíøèé âiä m. Öèì ìíîæíèêîì ìîæå áóòè ëèøå
îäíå ç ÷èñåë p1, p2, . . . , pn. Ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨, ìîæíà ââà-
æàòè, ùî p1|m. Òîäi p1k = p1p2 . . . pn + 1 äëÿ äåÿêîãî k. Çâiäñè
p1(k − p2 . . . pn) = 1, òîáòî p1|1, ùî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ïðî-
ñòîãî ÷èñëà.
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3.3. Ïîëiíîìè íàä ôàêòîðiàëüíèìè êiëüöÿ-
ìè

3.3.1. Ïîëå äðîáiâ
Ùîá çàäàòè ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a

b , ïîòðiáíî âêàçàòè âïîðÿä-
êîâàíó ïàðó öiëèõ ÷èñåë � ÷èñåëüíèê a i çíàìåííèê b, b 6= 0.
Îäíå i òå æ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi
ðiçíèõ äðîáiâ (òîáòî çàäàíå áàãàòüìà âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè
öiëèõ ÷èñåë, íàïðèêëàä, −1

2 = −5
10 = 3

−6 i ò.ï.). Äâà äðîáè a
b i a′

b′
ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ab′ = a′b. Âñi ðiâíi äðîáè âèçíà÷àþòü
òå ñàìå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Êðiì òîãî, öiëi ÷èñëà, î÷åâèäíî, îòî-
òîæíþþòüñÿ ç ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè, ùî çàäàþòüñÿ äðîáàìè
âèãëÿäó a

1 , äå a ∈ Z, ïðè öüîìó îòîòîæíåííi îïåðàöi¨ äîäàâàí-
íÿ i ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë çáiãàþòüñÿ ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ âiäïîâiäíèõ ¨ì äðîáiâ. Êîðîòêî òàêó ñèòóàöiþ õàðà-
êòåðèçóþòü òàê: êiëüöå Z ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ Q.

Ìè õî÷åìî äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi öiëiñíîñòi R ïîáóäóâàòè ïî-
ëå P (ïîëå äðîáiâ êiëüöÿ R), ÿêå òàê ñàìî çâ'ÿçàíå ç R, ÿê Q
ç Z (òî÷íiøå êàæó÷è, ïîëå P ¹ ïiäïîëåì êîæíîãî ïîëÿ, ùî ìiñ-
òèòü R).

Ðîçãëÿíåìî äëÿ öüîãî ìíîæèíó M =
{
(a, b) | a ∈ R,

b ∈ R \ {0}} âïîðÿäêîâàíèõ ïàð åëåìåíòiâ êiëüöÿ R, ïðè÷îìó
â êîæíié ïàði äðóãà êîìïîíåíòà íå äîðiâíþ¹ íóëþ, i îçíà÷èìî
íà ìíîæèíi M íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ∼:

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad− bc = 0.

Òâåðäæåííÿ 3.3.1. ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ ∼ ðåôëåêñèâíå i ñèìå-
òðè÷íå. Ïîêàæåìî, ùî âîíî òðàíçèòèâíå. Íåõàé
(a, b) ∼ (c, d) i (c, d) ∼ (e, f). Òîäi ad − bc = 0 i cf − de = 0.
Çâiäñè adf − bcf = 0 i bcf − bde = 0, òîìó adf − bde = 0. Îñêiëüêè
d 6= 0 i R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî af = be,
òîáòî (a, b) ∼ (e, f).
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Ìè ïåðåêîíàëèñÿ, ùî ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Òîìó
ìîæíà ðîçãëÿíóòè ôàêòîð-ìíîæèíó M/ ∼, ÿêó ïîçíà÷èìî P .
Åëåìåíòàìè ìíîæèíè P ¹ êëàñè åêâiâàëåíòíèõ ìiæ ñîáîþ ïàð
(ñóìiæíi êëàñè). Ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì (a, b) ïîçíà÷è-
ìî a

b . Îçíà÷èìî íà ìíîæèíi P îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3.1.
a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
,

a

b
· c

d
=

ac

bd
. (3.3.1)

Òâåðäæåííÿ 3.3.2. Îïåðàöi¨ (3.3.1) ¹ êîðåêòíî îçíà÷åíèìè,
òîáòî íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ ñóìiæíèõ êëàñiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a
b = a′

b′ . Öå îçíà÷à¹, ùî ab′ − a′b = 0. Íàì
ïîòðiáíî âèÿñíèòè ÷è

a

b
+

c

d
=

a′

b′
+

c

d

def=
a′d + b′c

b′d
?

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ (ad+bc)b′d−bd(a′d+b′c) = ab′d2+
bb′cd−a′bd2−bb′cd = d2(ab′−a′b) = 0. Îòæå, âiäïîâiäü íà îñòàíí¹
çàïèòàííÿ ¹ ñòâåðäíîþ, à öå îçíà÷à¹, ùî ñóìà íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïðåäñòàâíèêà äðóãîãî äîäàíêà.

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî âîíà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåä-
ñòàâíèêà äðóãîãî äîäàíêà. Òîìó äîäàâàííÿ îçíà÷åíå êîðåêòíî.
Çðîáèìî ñõîæå îá÷èñëåííÿ i äëÿ ìíîæåííÿ, çìiíèâøè òåïåð ïðåä-
ñòàâíèê ïåðøîãî ñïiâìíîæíèêà. Ìà¹ìî a′

b′ · c
d = a′c

b′d , i acb′d −
a′cbd = dc(ab′−ba′) = 0, îòæå, i ìíîæåííÿ îçíà÷åíå êîðåêòíî.

Òâåðäæåííÿ 3.3.3. Ìíîæèíà P ¹ ïîëåì âiäíîñíî îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, çàäàíèõ ôîðìóëàìè (3.3.1), i êiëüöå R
içîìîðôíå ïiäêiëüöþ ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ. Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïåðåêîíó¹, ùî îïåðàöi¨
(3.3.1) êîìóòàòèâíi, àñîöiàòèâíi, à ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíå âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ. Äàëi, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî 0

1 � íåéòðàëüíèé
åëåìåíò äëÿ äîäàâàííÿ, 1

1 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò äëÿ ìíîæåí-
íÿ, −a

b � îáåðíåíèé äî a
b äëÿ äîäàâàííÿ i, íàðåøòi, äëÿ a

b 6= 0
1
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åëåìåíò b
a îáåðíåíèé äî a

b âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêà-
çàòè, ùî R içîìîðôíå ïiäêiëüöþ ïîëÿ P . Íåõàé R′ = {a

1 | a ∈ R}.
Òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî R′ � ïiäêiëüöå ïîëÿ P i ùî R ìî-
æíà îòîòîæíèòè ç R′ çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ φ : R → R′,
φ(a) = a

1 . Äîâåäåííÿ çàêií÷åíî.

3.3.2. Ëåìà Ãàóñà ïðî ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè
Íåõàé R � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå i f(X) ∈ R[X] � ïîëiíîì ç

êîåôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R

f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anXn.

Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Çìiñòîì ïîëiíîìà f(X) íàçèâàþòü íàé-
áiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê éîãî êîåôiöi¹íòiâ. ßêùî çìiñò ïîëiíî-
ìà äîðiâíþ¹ 1, òî ïîëiíîì íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèì.

Ëåìà 3.3.1. Äîáóòîê äâîõ ïðèìiòèâíèõ ïîëiíîìiâ ¹ ïðèìi-
òèâíèì ïîëiíîìîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(X) = a0 + a1X + · · · + amXm i g(X) =
= b0 + b1X + · · ·+ bmXm � ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè ç êîåôiöi¹íòàìè
ç R i íåõàé

h(X) = c0 + c1X + · · ·+ cm+nXm+n

� äîáóòîê ïîëiíîìiâ f(X) i g(X). Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñèòü
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íå iñíó¹ æîäíîãî ïðîñòîãî åëåìåíòà p ∈ R,
ÿêèé äiëèâ áè âñi êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà h(X).

Íåõàé p � áóäü-ÿêèé ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Îñêiëüêè f(X)
i g(X) � ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè, òî p íå äiëèòü âñiõ êîåôiöi¹íòiâ ÿê
f(X), òàê i g(X). Íåõàé ai � êîåôiöi¹íò ç íàéáiëüøèì iíäåêñîì
ïîëiíîìà f(X) ç âëàñòèâiñòþ p 6 |ai, à bj � êîåôiöi¹íò ç íàéáiëü-
øèì iíäåêñîì ïîëiíîìà g(X) ç âëàñòèâiñòþ p 6 |bj . (Îòæå, ai òà bj

âèáðàíi òàê, ùî p|ai+1,
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p|ai+2, . . . , p|bj+1, p|bj+2, . . . .) Ðîçãëÿíåìî êîåôiöi¹íò ci+j ïîëiíî-
ìà h(X):

ci+j = aibj + ai+1bj−1 + ai−1bj+1 + . . . (3.3.2)

Ç ïðîñòîòè p âèïëèâà¹, ùî p 6 |aibj , à çà âèáîðîì êîåôiöi¹íòiâ ai

òà bi ïðîñòèé åëåìåíò p äiëèòü âñi iíøi äîäàíêè ó ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíîñòi (3.3.2). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p 6 |ci+j , áî â iíøîìó âèïàäêó
ìè îäåðæàëè á p|aibj , òîáòî ñóïåðå÷íiñòü.

Íàñëiäîê 3.3.4. Çìiñò äîáóòêó äâîõ ïîëiíîìiâ äîðiâíþ¹ äî-
áóòêó ¨õ çìiñòiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî a i b � çìiñòè ïîëiíîìiâ f(X) i g(X), òî
f(X) = af1(X), g(X) = bg1(X), äå f1(X) i g1(X) � ïðèìiòèâ-
íi ïîëiíîìè. Îòæå, f(X)g(X) = abf1(X)g1(X). Çà ëåìîþ 3.3.2
f1(X)g1(X) � ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì, òîìó ab � çìiñò ïîëiíîìà
f(X)g(X).

3.3.3. Íåçâiäíi ïîëiíîìè
Íåõàé R � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, P � éîãî ïîëå äðîáiâ. Ïðîñòi
åëåìåíòè êiëüöÿ R[X] íàçèâàþòü íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè íàä R.
Íàøà ìåòà � ïîêàçàòè, ùî íåçâiäíèé ïîëiíîì íàä R çàëèøà¹òüñÿ
íåçâiäíèì i íàä P . Äëÿ öüîãî äîâåäåìî îäíó ïðîñòó ëåìó.

Ëåìà 3.3.2. Íåõàé f(X) ∈ R[X] � ïðèìiòèâíèé ïîëiíîì i
íåõàé a ∈ P , ïðè÷îìó af(X) ∈ R[X]. Òîäi a ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn,
äå ai ∈ R. Äëÿ a = s

t ∈ P åëåìåíòè s i t ìîæíà ââàæàòè âçà¹ìíî
ïðîñòèìè. ßêùî a /∈ R, òî iñíó¹ ïðîñòèé åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî
p|t. Àëå, îñêiëüêè ais

t ∈ R, òî p|ais, îòæå, p|ai äëÿ âñiõ i, 0 ≤ i ≤ n,
áî (p, s) = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî çìiñò ïîëiíîìà f(X) äiëèòüñÿ íà p,
òîìó öåé ïîëiíîì íå ìîæå áóòè ïðèìiòèâíèì. Îäåðæàíà ñóïåðå÷-
íiñòü ïîêàçó¹, ùî
a ∈ R.
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Òåîðåìà 3.3.5. ßêùî f(X) ∈ R[X] íåçâiäíèé íàä R, òî âií
íåçâiäíèé i íàä P .

Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé f(X) ðîçêëà-
äà¹òüñÿ íàä P :

f(X) = f1(X)f2(X),

äå f1(X), f2(X) ∈ P [X]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç b1 i b2 ñïiëüíi çíàìåí-
íèêè êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ f1(X) i f2(X). Òîäi

f(X) =
1

b1b2
f ′1(X)f ′2(X),

äå f ′1(X), f ′2(X) ∈ R[X]. Äàëi, ÿêùî a1 i a2 � çìiñòè ïîëiíî-
ìiâ f1(X) i f2(X), òî

f(X) =
a1a2

b1b2
f ′′1 (X)f ′′2 (X), (3.3.3)

äå f ′′1 (X), f ′′2 (X) � ïðèìiòèâíi ïîëiíîìè íàä R. Ç ïîïåðåäíüî¨
ëåìè âèïëèâà¹, ùî a1a2

b1b2
= c ∈ R, à òîìó (3.3.3) ¹ ðîçêëàäîì f(X)

íàä R. Ñóïåðå÷íiñòü.

Iñíóþòü ðiçíi êðèòåði¨ íåçâiäíîñòi ïîëiíîìiâ íàä R. Îäíèì ç
íàéâiäîìiøèõ ¹ êðèòåðié Àéçåíøòàéíà.

Òåîðåìà 3.3.6 (êðèòåðié Àéçåíøòàéíà). Íåõàé f(X) =
= a0 + a1X + · · · + anXn � ïîëiíîì íàä R. Ïðèïóñòèìî, ùî
iñíó¹ ïðîñòèé åëåìåíò p ∈ R, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) p|a0, p|a1, . . . , p|an−1, p 6 |an;

2) p2 6 |a0.

Òîäi ïîëiíîì f(X) íåçâiäíèé íàä R.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî öå íå òàê. Òîäi
iñíóþòü ïîëiíîìè ñòåïåíiâ, íàïðèêëàä, k i l, òàêi, ùî

a0+a1X+· · ·+anXn = (b0+b1X+· · ·+bkX
k)(c0+c1X+· · ·+clX

l).
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Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ X, îäåðæó-
¹ìî

a0 = b0c0,

a1 = b0c1 + b1c0,

. . . . . .

ai = b0ci + b1ci−1 + · · ·+ bic0,

an = bkcl,

(3.3.4)

p íå äiëèòü îäíî÷àñíî b0 i c0, áî â iíøîìó âèïàäêó ìè ìàëè
á p2|a0, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî p 6 |c0,
òîäi p|b0 i äðóãà ðiâíiñòü â (3.3.4) ïîêàçó¹, ùî p|b1. ßêùî ìè âæå
äîâåëè, ùî p|b0, p|b1, . . . , p|bi−1, òî ç i + 1-î¨ ðiâíîñòi â (3.3.4) âè-
ïëèâà¹, ùî p|bi. Òîìó, ïåðåõîäÿ÷è â (3.3.4) âiä ðiâíîñòi äî ðiâíîñòi
çâåðõó âíèç, ìè îäåðæèìî ÷åðåç k êðîêiâ, ùî p|bk, à òîäi îñòàííÿ
ðiâíiñòü â (3.3.4) äà¹ p|an, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì òåîðåìè.

Ïðèêëàä 3.3.1. 1. Íåõàé a0, a1, . . . , an � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà,
p � ïðîñòå ÷èñëî. Ïîëiíîì

Xn + an−1pXn−1 + · · ·+ a1pX + a0p
2 + p

íåçâiäíèé â êiëüöÿõ Z[X] òà Q[X]. Çîêðåìà, ïîëiíîìè
X5 − 3, X10 + 2000X7 + 8X4 − 6X − 2 íåçâiäíi â Q[X].

2. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî,
f(X) = Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1

� ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çàïèøåìî f(X) = Xp−1
X−1 .

Çðîáèâøè çàìiíó X − 1 = Y , îäåðæó¹ìî

f(X) = f(Y + 1) =
(Y + 1)p − 1

Y
=

p−1∑

k=0

Ck
p Y p−k−1 =

= Y p−1 + C1
pY p−2 + · · ·+ Cp−2

p Y + Cp−1
p .

Îñêiëüêè p � ïðîñòå ÷èñëî, òî p äiëèòü âñi áiíîìàëüíi êîåôiöi-
¹íòè C1

p , . . . , Cp−2
p , Cp−1

p = p. Àëå âiëüíèé ÷ëåí Cp−1
p íå äiëèòüñÿ

íà p2, òîìó f(Y + 1), à îòæå, i f(X) íåçâiäíèé íàä Q.
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Ïîäèâèìîñÿ òåïåð, ÿêi åëåìåíòè êiëüöÿ R[X] ¹ äiëüíèêàìè
îäèíèöi i ÿêi ¹ ïðîñòèìè. ßêùî a|1 â R[X], òî a|1 â P [X], à
â P [X] äiëüíèêàìè îäèíèöi ¹ íåíóëüîâi åëåìåíòè ïîëÿ P . Òîìó
a ∈ P ∩R[X] = R i a � äiëüíèê îäèíèöi êiëüöÿ R.

Ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ R çàëèøàþòüñÿ ïðîñòèìè â R[X].
ßêùî f(X) � íåçâiäíèé ïîëiíîì, òî f(X) çàëèøà¹òüñÿ íåçâiäíèì
i â P [X]. Éîãî çìiñò ïîâèíåí äîðiâíþâàòè 1, iíàêøå ìè ðîçêëà-
ëè á f(X) ó äîáóòîê çìiñòó i ïðèìiòèâíîãî ïîëiíîìà. Ïðîñòèìè
åëåìåíòàìè êiëüöÿ R[X] ¹ ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ R òà íåçâiäíi
íàä R ïîëiíîìè çìiñòó 1 i òiëüêè âîíè.

3.3.4. Ôàêòîðiàëüíiñòü êiëåöü ïîëiíîìiâ
Òåîðåìà 3.3.7. ßêùî R � ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, òî êiëüöå

ïîëiíîìiâ R[X] ôàêòîðiàëüíå.
Äîâåäåííÿ. 1. Iñíóâàííÿ ðîçêëàäó. Íåõàé f(X) ∈ R[X]. Ðîç-

ãëÿäàþ÷è f(X) ÿê ïîëiíîì íàä ïîëåì äðîáiâ P êiëüöÿ R i âè-
êîðèñòîâóþ÷è ôàêòîðiàëüíiñòü êiëüöÿ P [X] (òåîðåìà 3.2.5), ìè
ìîæåìî ðîçêëàñòè f(X) â äîáóòîê íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ

f(X) = f1(X) . . . fr(X). (3.3.5)

Íåõàé b � äîáóòîê ñïiëüíèõ çíàìåííèêiâ ïîëiíîìiâ
f1(X), . . . , fr(X). Òîäi (3.3.5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

f(X) =
1
b
f ′1(X) . . . f ′r(X), (3.3.6)

äå f ′i(X) ∈ R[X]. Íåõàé a � äîáóòîê çìiñòiâ ïîëiíîìiâ f ′1(X), . . . , f ′r(X),
òîäi (3.3.6) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f(X) =
a

b
f ′′1 (X) . . . f ′′r (X),

äå f ′′i (X) � ïðèìiòèâíi i íåçâiäíi íàä R ïîëiíîìè. Åëåìåíò c = a
b

íàëåæèòü R çà ëåìîþ 3.3.2. Ðîçêëàâøè c íà ïðîñòi ìíîæíèêè
â R, îäåðæó¹ìî, ùî

f(X) = p1 . . . pmf ′′1 (X) . . . f ′′r (X)
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� ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè ïîëiíîìà f(X) â êiëüöi R[X].
2. �äèíiñòü. ßêùî

f(X) = p1 . . . pmf1(X) . . . fr(X) = q1 . . . qlg1(X) . . . gs(X) (3.3.7)
(p1, . . . , pm, q1, . . . , ql � ïðîñòi åëåìåíòè êiëüöÿ R, f1, . . . , fr,
g1, . . . , gs � ïðèìiòèâíi íåçâiäíi ïîëiíîìè â R[X]), òî, ïåðø çà
âñå p1 . . . pm = uq1 . . . ql, äå u|1, áî êîæåí ç öèõ äîáóòêiâ ¹ çìi-
ñòîì ïîëiíîìà f(X). Ç ôàêòîðiàëüíîñòi êiëüöÿ R âèïëèâà¹, ùî
m = l i êîæíèé ïðîñòèé åëåìåíò pi àñîöiéîâàíèé ç äåÿêèì ïðî-
ñòèì åëåìåíòîì qj . Ðîçäiëèìî (3.3.7) íà q1 . . . qm:

uf1(X) . . . fr(X) = g1(X) . . . gs(X).

Îñêiëüêè P [X] ôàêòîðiàëüíå, òî òóò r = s (çàóâàæèìî, ùî fi(X), gj(X)
� ïðîñòi åëåìåíòè ôàêòîðiàëüíîãî êiëüöÿ P [X] (çà òåîðåìîþ 3.3.5),
òîìó ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ fi(X) = aigi(X), äå ai ∈ P . Àëå
ai ∈ R çà ëåìîþ 3.3.2 i ai ¹ äiëüíèêîì 1 â R, îñêiëüêè ðiâíiñòü
fi(X) = aigi(X) ïîêàçó¹, ùî ai � çìiñò ïðèìiòèâíîãî ïîëiíîìà.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.3.8. Íåõàé P � ïîëå àáî áóäü-ÿêå ôàêòîðiàëü-
íå êiëüöå. Òîäi êiëüöå ïîëiíîìiâ P [X1, . . . , Xn] ¹ ôàêòîðiàëüíèì.
Çîêðåìà, êiëüöÿ Z[X] òà Z[X1, . . . , Xn] ôàêòîðiàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êiëüöÿ Z[X] íàñëiäîê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
ç òåîðåìè. Äëÿ êiëåöü Z[X1, . . . , Xn] òà P [X1, . . . , Xn] íàñëiäîê
òàê ñàìî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨.

3.4. Êîðåíi ïîëiíîìiâ
3.4.1. Ïîõiäíà ïîëiíîìà òà êðàòíi êîðåíi

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå. Âiäîáðà-
æåííÿ d

dX : R[X] → R[X], äëÿ ÿêîãî
d

dX
(a0 + a1X + · · ·+ anXn) = a1 + 2a2X + · · ·+ nanXn−1,

íàçèâàþòü äèôåðåíöiþâàííÿì.
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ßêùî f = f(X) ∈ R[X], òî d
dX (f(X)) çàïèñóþòü df

dX àáî, êî-
ðîòøå, f ′(X) ÷è f ′ i íàçèâàþòü ïîõiäíîþ ïîëiíîìà f . ßêùî äî
ïîëiíîìà f(X) çàñòîñóâàòè âiäîáðàæåííÿ d

dX k ðàçiâ, òî îäåðæè-
ìî k-ó ïîõiäíó ïîëiíîìà f(X), ÿêó ïîçíà÷àþòü f (k)(X).

Òâåðäæåííÿ 3.4.1. Ïîõiäíà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) (f + g)′ = f ′ + g′;

(2) (af)′ = af ′, äå a ∈ R, f ∈ R[X], deg f ≥ 1;

(3) (fg)′ = f ′g + fg′;

(4) (fm)′ = mfm−1f ′.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi (1) i (2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü
ç îçíà÷åíü ïîõiäíî¨ òà äîäàâàííÿ ïîëiíîìiâ. Îñêiëüêè äîáóòîê
ïîëiíîìiâ ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ ìîíîìiâ aiX

i i bjX
j , òî, áåðó÷è äî

óâàãè âëàñòèâiñòü (1), äîñèòü äîâåñòè (3) ó âèïàäêó f(X) = aiX
i,

g(X) = bjX
j . Ìà¹ìî

(aiX
i · bjX

j)′ = (aibjX
i+j)′ = (i + j)aibjX

i+j−1,

(aiX
i)′bjX

j + aiX
i(bjX

j)′ = iaibjX
i+j−1 + jaibjX

i+j−1 =

= (i + j)aibjX
i+j−1,

òîìó âëàñòèâiñòü (3) òåæ ñïðàâåäëèâà. Âëàñòèâiñòü (4) äîâîäè-
ìî iíäóêöi¹þ. Âèïàäîê m = 1 î÷åâèäíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâ-
íiñòü (4) äîâåäåíà äëÿ ïîêàçíèêà m. Âèêîðèñòîâóþ÷è (3) äëÿ g =
fm, ìà¹ìî (fm+1)′ = (f · fm)′ =
= f ′fm + fmfm−1f ′ = (m + 1)fmf ′.

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî êiëüöå R ¹ ïiäêiëüöåì îáëàñòi öiëiñ-
íîñòi A.

Îçíà÷åííÿ 3.4.2. Åëåìåíò c êiëüöÿ A íàçèâàþòü
k-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f(X) ∈ R[X], ÿêùî f(X) äiëèòüñÿ
â êiëüöi A[X] íà (X − c)k i íå äiëèòüñÿ íà (X − c)k+1. Êîðåíi
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êðàòíîñòi > 1 íàçèâàþòü êðàòíèìè, 1-êðàòíi êîðåíi íàçèâàþòü
ïðîñòèìè. ßêùî k = 2 àáî k = 3, òî c íàçèâàþòü ïîäâiéíèì àáî
ïîòðiéíèì êîðåíåì.

Ç òåîðåìè Áåçó âèïëèâà¹, ùî c ∈ A ¹ k-êðàòíèì êîðåíåì
ïîëiíîìà f(X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(X) = (X − c)kg(X), äå
g(X) ∈ A[X], g(c) 6= 0. Î÷åâèäíî, ùî degf = k + deg g, îòæå,
k ≤ deg f .

Òâåðäæåííÿ 3.4.2. Íåõàé A � îáëàñòü öiëiñíîñòi, R � ïiä-
êiëüöå â A i f(X) ∈ R[X] � íåíóëüîâèé ïîëiíîì íàä R. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî c1, . . . , cr ∈ A � âñi êîðåíi ïîëiíîìà f(X), i ùî öi
êîðåíi ìàþòü êðàòíîñòi, âiäïîâiäíî, k1, . . . , kr. Òîäi

f(X) = (X − c1)k1 . . . (X − cr)krg(X),

äå g(X) ∈ A[X], g(ci) 6= 0 äëÿ i = 1, . . . , r. Çîêðåìà, êiëüêiñòü êî-
ðåíiâ ïîëiíîìà f(X) ç âðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé íå ïåðåâèùó¹
ñòåïåíÿ ïîëiíîìà: k1 + · · ·+ kr ≤ deg f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � ïîëå äðîáiâ êiëüöÿ A. Îñêiëüêè P [X]
� ôàêòîðiàëüíå êiëüöå, òî ç ðiâíîñòåé

f(X) = (X − c)k
i fi(X),

âèïëèâà¹, ùî â ðîçêëàä ïîëiíîìà f(X) íà ïðîñòi ìíîæíèêè â
êiëüöi P [X] âõîäèòü äîáóòîê (X − c1)k

1 . . . (X − cr)k
r . Îòæå,

f(X) = (X − c1)k1 . . . (X − cr)krg(X).

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 3.1.7 âèïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè ïîëi-
íîìà g(X) ìiñòÿòüñÿ íå òiëüêè â ïîëi P , àëå i â êiëüöi A. ßê-
áè, íàïðèêëàä, g(c1) = 0, òî g(X) = (X − c1)g1(X) i f(X) =
(X − c1)k1+1 . . . (X − cr)krg1(X), òîáòî c1 áóâ áè êîðåíåì êðàòíî-
ñòi ≥ k1 + 1. Òîìó g(ci) 6= 0 äëÿ i = 1, . . . , r.

Òâåðäæåííÿ 3.4.3. Íåõàé A � îáëàñòü öiëiñíîñòi (çîêðå-
ìà, ïîëå), f(X) ∈ A[X]. Åëåìåíò c ∈ A ¹ êðàòíèì êîðåíåì
ïîëiíîìà f(X) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ′(c) = 0.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(X) = (X − c)kg(X), äå g(c) 6= 0. Ìà¹ìî

f ′(X) = k(X − c)k−1g(X) + (X − c)kg′(X). (3.4.1)

ßêùî k > 1, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ′(c) = 0. Íàâïàêè, ÿêùî
k = 1, òî f ′(c) = g(c) 6= 0.

Äîâåäåíå òâåðäæåííÿ äîïóñêà¹ óòî÷íåííÿ ó âèïàäêó, êîëè
êiëüöå A ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0.

Îçíà÷åííÿ 3.4.3. Êàæóòü, ùî êiëüöå ç 1 (çîêðåìà, ïîëå)
ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0, ÿêùî íå iñíó¹ íåíóëüîâèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë n ç âëàñòèâiñòþ n · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

= 0.

Íàïðèêëàä, êiëüöå Z ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0, à êiëüöå Z/2Z íå
ìà¹ öi¹¨ âëàñòèâîñòi, áî 2 · 1 = 0 â Z/2Z.

Òâåðäæåííÿ 3.4.4. Íåõàé A � öiëiñíå êiëüöå õàðàêòåðè-
ñòèêè 0. ßêùî åëåìåíò c ∈ A ¹ k-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà
f(X) ∈ A[X], òî c ¹ (k − 1)-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f ′(X).

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî (3.4.1) ó âèãëÿäi

f ′(X) = (X − c)k−1
(
kg(X) + (X − c)g′(X)

)
.

Îñêiëüêè A ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 0, òî ïîëiíîì kg(X) íåíóëüîâèé.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî X − c íå äiëèòü kg(X) +
+(X−c)g′(X), òîáòî c ¹ (k−1)-êðàòíèì êîðåíåì ïîëiíîìà f ′(X).

Çàóâàæåííÿ 3.4.1. ßêùî A íå ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi, òî òâåð-
äæåííÿ 3.4.2 íåâiðíå. Íàïðèêëàä, ïîëiíîì f(X) = X3 ∈
∈ Z/8Z[X] ìà¹ ÷îòèðè ðiçíèõ êîðåíi: f(0) = f(2) = f(4) =
= f(6) = 0. Çàóâàæèìî ùå, ùî êiëüöå Z/8Z[X] íå ¹ ôàêòîðiàëü-
íèì, áî ïîëiíîì X3 äîïóñêà¹ ðiçíi ðîçêëàäè â äîáóòîê íåçâiäíèõ
ïîëiíîìiâ:

X3 = X(X − 4)2 = (X − 2)(X2 + 2X + 4) = (X − 6)(X2− 2X + 4).
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Ç òâåðäæåííÿ 3.4.4 âèïëèâà¹ íàñëiäîê, ùî ìîæå áóòè êîðèñ-
íèì ïðè çíàõîäæåííi êîðåíiâ ïîëiíîìiâ.

Íàñëiäîê 3.4.5. Íåõàé f(X) ∈ P [X] � ïîëiíîì íàä ïîëåì P
õàðàêòåðèñòèêè 0. Êðàòíi êîðåíi ïîëiíîìà f(X) ¹ êîðåíÿìè
íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà d(X) ïîëiíîìiâ f(X) òà f ′(X).
ßêùî f(X) = d(X)h(X), òî h(X) ìà¹ òi æ êîðåíi, ùî i f(X) i
âñi êîðåíi ïîëiíîìà h(X) ¹ ïðîñòèìè.

3.4.2. Ñïiëüíèé ìíîæíèê äâîõ ïîëiíîìiâ. Ðåçóëüòàíò
ßêùî äâà ïîëiíîìè f(X) i g(X) íàä ïîëåì P ìàþòü ñïiëüíèé
êîðiíü a ∈ P , òî âîíè ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê, â ÿêèé âõî-
äèòü X − a i íàâïàêè. Òîìó âàðòî ðîçãëÿíóòè òàêó çàäà÷ó: êîëè
äâà ïîëiíîìè f(X), g(X) ∈ P [X] ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê?

Íåõàé f(X), g(X) ∈ R[X], äå R �ôàêòîðiàëüíå êiëüöå (çîêðå-
ìà, ïîëå). Êîíñòàíòàìè àáî ñòàëèìè ïîëiíîìàìè áóäåìî íàçèâà-
òè ïîëiíîìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ 0.

Òåîðåìà 3.4.6. Ïîëiíîìè f i g ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê,
âiäìiííèé âiä ñòàëî¨, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ïîëi-
íîìè f1, g1 ∈ R[X], deg f1 < deg f , deg g1 < deg g i òàêi, ùî
fg1 = f1g.

Äîâåäåííÿ. (⇒) ßêùî ïîëiíîìè f i g ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæ-
íèê h, òî f = f1h, g = g1h, deg f1 < deg f , deg g1 <
< deg g i fg1 = f1g1h = f1g.

(⇐) Íàâïàêè, íåõàé fg1 = f1g, degf1 < deg f , deg g1 <
< deg g. Ðîçêëàäåìî f i g â äîáóòîê íåçâiäíèõ ïîëiíîìiâ. Íå âñi
íåçâiäíi ìíîæíèêè ïîëiíîìà f âõîäÿòü â f1, áî degf1 <
< deg f , òîìó ç ðiâíîñòi fg1 = f1g âèïëèâà¹, ùî äåÿêi íåçâiäíi
ìíîæíèêè f âõîäÿòü â g, à öå i îçíà÷à¹, ùî f i g ìàþòü ñïiëüíèé
ìíîæíèê.

Îçíà÷åííÿ 3.4.4. Íåõàé f(X) = a0+a1X+· · ·+anXn, g(X) =
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b0 + b1X + · · ·+ bmXm ïîëiíîìè ç êiëüöÿ R[X]. Âèçíà÷íèê

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an

a0 a1 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0 a1 . . . an

b0 b1 . . . bm

b0 b1 . . . bm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b0 b1 . . . bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣





m





n

íàçèâàþòü ðåçóëüòàíòîì ïîëiíîìiâ f i g.

Òåîðåìà 3.4.7. Ïîëiíîìè f(X), g(X) ∈ R[X] ìàþòü íåñòà-
ëèé ñïiëüíèé ìíîæíèê òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
R(f, g) = 0.

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé ïîëiíîìè f i g ìàþòü íåñòàëèé ñïiëü-
íèé ìíîæíèê. Òîäi çà òåîðåìîþ 3.4.6 iñíóþòü íåíóëüîâi ïîëiíîìè

f1 = α0 + α1X + · · ·+ αn−1X
n−1,

g1 = β0 + β1X + · · ·+ βm−1X
m−1,

äëÿ ÿêèõ fg1 = gf1. Ïîðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè äîáó-
òêiâ fg1 i gf1, îäåðæèìî





a0β0 = b0α0,

a1β0 + a0β1 = b1α0 + b0α1,

. . . . . . . . . . . .

anβm = bmαn.

(3.4.2)

Öþ ñèñòåìó ðiâíîñòåé ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ β0, . . . , αn. Öÿ ñèñòåìà
ìà¹ m + n ðiâíÿíü, m + n íåâiäîìèõ i ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿ-
çîê. Îòæå âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé ç òî÷íiñòþ äî çíàêó i ¹
R(f, g), äîðiâíþ¹ íóëþ.
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(⇐) Íàâïàêè, ÿêùî R(f, g) = 0, òî ñèñòåìà (3.4.2) ìà¹ íåíó-
ëüîâèé ðîçâ'ÿçîê â ïîëi äðîáiâ P êiëüöÿ R. Äîìíîæèâøè âñi αi, βi

íà ¨õ ñïiëüíèé çíàìåííèê, îäåðæèìî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê â êiëü-
öi R. ßêùî íå âñi αi äîðiâíþþòü íóëþ, òî f1 6= 0, îòæå i g1 6= 0,
à îñêiëüêè fg1 = f1g, òî çà òåîðåìîþ 3.4.6 ïîëiíîìè f i g ìàþòü
íå ñòàëèé ìíîæíèê.

3.4.3. Ðåçóëüòàíò îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ
Îçíà÷åííÿ 3.4.5. Ïîëiíîì f(X1, . . . , Xn) ç êiëüöÿ ïîëiíîìiâ

R[X1, . . . , Xn] íàçèâàþòü îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ m, ÿêùî â êiëüöi
R[X1, . . . , Xn, T ] ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

f(TX1, . . . , TXn) = Tmf(X1, . . . , Xn).

Òåîðåìà 3.4.8. Íåõàé

fr = ar + ar−1Xn + · · ·+ a0X
r
n,

gs = bs + bs−1Xn + · · ·+ b0X
s
n,

äå ai, bi � îäíîðiäíi ïîëiíîìè ñòåïåíÿ i âiäíîñíî X1, . . . ,
Xn−1. Òîäi ðåçóëüòàíò R(fr, gs) ïîëiíîìiâ fr i gs âiäíîñíî Xn

àáî äîðiâíþ¹ íóëþ àáî ¹ îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ rs âiä
X1, . . . , Xn−1.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî ðåçóëüòàíò R(fr, gs) ¹ ïîëiíîìîì
R(X1, . . . , Xn−1) âiä n−1 çìiííèõ X1, . . . , Xn−1. Ïðèïóñòèìî, ùî
R(X1, . . . , Xn−1) 6= 0. Òîäi R(TX1, . . . , TXn−1) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T rar T r−1ar−1 . . . a0

T rar . . . . . . . . . . . . . . . . a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
T rar T r−1ar−1 . . . a0

T sbs T s−1bs−1 . . . b0

T sbs . . . . . . . . . . . . . . . . b0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
T sbs T s−1bs−1 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.4.3)
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Äîìíîæèìî ó âèçíà÷íèêó (3.4.3) i-èé ðÿäîê äëÿ 1 ≤ i ≤ s íà
T s−i+1, à j-èé ðÿäîê s + 1 ≤ j ≤ s + r íà T r+s−j+1. Îäåðæèìî
T pR(TX1, . . . , TXn−1) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T r+sar T r+s−1ar−1 . . . T sa0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . T r+s−1ar . . . . . . . . . . . . . . T s−1a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T r+1ar . . . . . . . . . . . . . . . . Ta0

T r+sbs T r+s−1bs−1 . . . T rb0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . T r+s−1bs . . . . . . . . . . . . . . T r−1b0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T 1+sbs . . . . . . . . . . . . . . . . T b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= T qR(X1, . . . , Xn), (3.4.4)

äå p = r(r+1)
2 + s(s+1)

2 i q = (r+s)(r+s+1)
2 . Îñêiëüêè

q − p =
(r + s)(r + s + 1)

2
− r(r + 1)

2
− s(s + 1)

2
= rs,

òî ç (3.4.4) îäåðæó¹ìî

R(TX1, . . . , TXn) = T rsR(X1, . . . , Xn),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

3.4.4. Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè
Òåîðåìà 3.4.9. ßêùî f(X) ∈ C[X] � ïîëiíîì ç êîìïëåêñíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè, i deg f(X) ≥ 1 òî f(X) ìà¹ õî÷ îäèí êîìï-
ëåêñíèé êîðiíü.

Çàóâàæèìî, ùî íàçâà �îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè� � öå äàíèíà
òðàäèöi¨; âîíà íàãàäó¹ ïðî ÷àñè, êîëè îñíîâíîþ çàäà÷åþ àëãåáðè
áóëà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ïîëiíîìiâ.

Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè âïåðøå áóëà ñôîðìóëüîâàíà (ó âè-
ãëÿäi, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñó÷àñíîãî) A.Æiðàðîì i Ð. Äåêàðòîì.
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Ê. Ìàêëîðåí i Ë. Åéëåð ñôîðìóëþâàòè ¨¨ ó âèãëÿäi, ùî åêâiâà-
ëåíòíèé ñó÷àñíîìó: êîæíèé ïîëiíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè
ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ëiíiéíèõ òà êâàäðàòíèõ ïîëiíîìiâ
ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïåðøèì, õòî îïóáëiêóâàâ äîâåäåííÿ,
áóâ Æ. Ä'Àëàìáåð (1746), ïiñëÿ öüîãî ó äðóãié ïîëîâèíi XVIIIñò.
ç'ÿâëÿþòüñÿ äîâåäåííÿ Ë. Åéëåðà, Ï. Ëàïëàñà, Æ. Ëàãðàíæà òà
iíøèõ ìàòåìàòèêiâ; âñi öi äîâåäåííÿ ìàëè ïåâíi íåäîëiêè.

Ïåðøå ñòðîãå äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè çàïðîïî-
íóâàâ Ê. Ãàóñ. Ó 1808�1817 ðîêàõ âií îïóáëiêóâàâ äåêiëüêà ðiçíèõ
äîâåäåíü öi¹¨ òåîðåìè. Çàðàç iñíó¹ áàãàòî äîâåäåíü îñíîâíî¨ òåî-
ðåìè àëãåáðè. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi îçíàéîìèòèñÿ õî÷ ç îäíèì ç
íèõ çà iíøèìè ïiäðó÷íèêàìè. Çàóâàæèìî, ùî ó âñiõ äîâåäåííÿõ
îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñïåöèôi÷íi òîïîëî-
ãi÷íi âëàñòèâîñòi äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â êóðñi òåîði¨
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè äîâîäè-
òüñÿ â îäèí ðÿäîê ÿê íàñëiäîê ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ ïðî îáìåæå-
íiñòü öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ñôîðìóëþ¹ìî äåÿêi íàñëiäêè
ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè.

Íàñëiäîê 3.4.10. Áóäü-ÿêèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ ≥ 1 íàä ïî-
ëåì C ðîçêëàäàþòüñÿ â C[X] íà ëiíiéíi ìíîæíèêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(X) ∈ C[X], deg f ≥ 1. Ìiðêó¹ìî iíäóêöi-
¹þ çà m = deg f . ßêùî m = 1, òî äîâîäèòè íi÷îãî. Íåõàé m > 1 i
íàñëiäîê äîâåäåíî äëÿ âñiõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ < m. Çà îñíîâíîþ
òåîðåìîþ àëãåáðè iñíó¹ c1 ∈ C, f(c1) = 0. Òîäi çà òåîðåìîþ Áåçó
f(X) = (X−c1)f1(X). Ðîçêëàâøè f1(X) íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, ùî
ìîæëèâî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, îäåðæèìî øóêàíèé ðîçêëàä
ïîëiíîìà f(X).

Íàñëiäîê 3.4.11. Íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè â êiëüöi C[X] ¹
ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ i òiëüêè âîíè.

Íàñëiäîê 3.4.12. Íåçâiäíèìè ïîëiíîìàìè â êiëüöi R[X] ïî-
ëiíîìiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R ¹ ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ
òà êâàäðàòíi òðè÷ëåíè ç âiä'¹ìíèìè äèñêðèìiíàíòàìè i òiëü-
êè âîíè.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ òà êâà-
äðàòíi òðè÷ëåíè áåç äiéñíèõ êîðåíiâ ¹ íåçâiäíèìè íàä R. Íàâïà-
êè, íåõàé f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ R[X]. Çà îñíîâíîþ
òåîðåìîþ àëãåáðè f(X) ìà¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü c. ßêùî c ∈ R,
òî X − c äiëèòü f(X).

ßêùî c ∈ C \ R, òî êîðåíåì ïîëiíîìà f(X) áóäå i ñïðÿæå-
íå ÷èñëî c. Ñïðàâäi, ïåðåõîäÿ÷è äî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë â ðiâíîñòi
a0 + a1c + · · ·+ ancn = 0, i âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî ÷èñëî, ñïðÿæåíå
äî ñóìè (äîáóòêó), äîðiâíþ¹ ñóìi (äîáóòêó) ñïðÿæåíèõ, à òàêîæ
ai = ai äëÿ 0 ≤ i ≤ n, îäåðæèìî a0 + a1c + · · ·+ ancn = 0, òîáòî
f(c) = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f(X) äiëèòüñÿ íà X − c i íà X − c,
àëå X−c i X−c âçà¹ìíî ïðîñòi. Îòæå, f(X) äiëèòüñÿ íà ïîëiíîì
(X− c)(X− c) = X2− (c+ c)X + cc, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî, î÷åâèäíî,
äiéñíi.

3.4.5. Ôîðìóëè Âi¹òà
Íåõàé óíiòàðíèé (òîáòî çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1) ïîëiíîì f(X) ∈
P [X] ìà¹ â ïîëi P (àáî â äåÿêîìó éîãî ðîçøèðåííi) n êîðåíiâ
c1, c2, . . . , cn, âðàõîâóþ÷è ¨õ êðàòíîñòi. Òîäi

f(X) = (X − c1)(X − c2) . . . (X − cn). (3.4.5)
Çàïèøåìî f(X) ó çâè÷àéíîìó âèãëÿäi ïî ñòåïåíÿõ X:

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0. (3.4.6)

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ X ó (3.4.5)
i (3.4.6), ìà¹ìî

an−1 = −(c1 + c2 + · · ·+ cn),
an−2 = c1c2 + c1c3 + · · ·+ cn−1cn,

. . . . . . . . . . . . . . .

an−k = (−1)k
∑

i1<i2<···<ik

ci1ci2 . . . cik ,

. . . . . . . . . . . . . . .

a0 = (−1)nc1c2 . . . cn.
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Öi ðiâíîñòi íàçèâàþòü ôîðìóëàìè Âi¹òà.

3.5. Âïðàâè
1) Míîãî÷ëåíè ÿê ôóíêöi¨. Íåõàé A � êîìóòàòèâíå êiëüöå,

f(X) ∈ A[X]. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîëiíîìó f(X)
âiäîáðàæåííÿ f̂ : A → A, äå f̂(a) = f(a) äëÿ âñiõ a ∈ A.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Â[X] ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âiäîáðàæåíü f̂ .

2) Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü AA êiëüöÿ A â ñåáå
¹ êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié:

(φ + ψ)(a) = φ(a) + ψ(a), (φ · ψ)(a) = φ(a)ψ(a),

äå φ, ψ ∈ AA, à ìíîæèíà Â[X] ¹ éîãî ïiäêiëüöåì.

3) Äîâåñòè, ùî êîëè A � îáëàñòü ö·ëiñíîñòi ç íåñêií÷åííèì
÷èñëîì åëåìåíòiâ, òî âiäîáðàæåííÿ A[X] → Â[X], ÿêå ïîëi-
íîìó f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ f̂ , ¹ içîìîðôiçìîì.

4) Íà ïðèêëàäi êiëüöÿ ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹òàìè ç ïîëÿ Z/pZ
(p ïðîñòå) ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òâåðäæåííÿ âïðàâè 2 íåâiðíå,
ÿêùî A � ñêií÷åííà îáëàñòü öiëiñíîñòi. (Âêàçiâêà. Ðiçíèì
ïîëiíîìàì 0, Xp −X âiäïîâiäà¹ íóëüîâà ôóíêöiÿ.)

5) Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié ïîëiíîìàìè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷i iíòåð-
ïîëÿöi¨ ôóíêöié ïîëiíîìàìè ¹ òàêà: íåõàé P � ïîëå i íåõàé
çàäàíà òàáëèöÿ

a0 a1 . . . an

b0 b1 . . . bn
,

äå ai, bi ∈ P i âñi a0, a1, . . . , an ðiçíi. Ïîòðiáíî çíàéòè ïîëi-
íîì f(X) ∈ P [X] òàêèé, ùî f(ai) = bi äëÿ âñiõ i, 1 ≤ i ≤ n,
ïðè÷îìó degf(X) ≤ n.
Ïîêàçàòè, ùî ñôîðìóëüîâàíà âèùå çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ìà¹
íå áiëüøå íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê. (Âêàçiâêà. Êiëüêiñòü êîðåíiâ
ïîëiíîìà íàä ïîëåì íå áiëüøà íiæ ñòåïiíü öüîãî ïîëiíîìà.)
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6) Iíòåðïîëÿöiéíà ôîðìóëà Ëàãðàíæà. Ïåðåâiðèòè, ùî ïîëi-
íîì

f(X) =
n∑

i=1

bi
(X − a0) . . . (X − ai−1)(X − ai+1) . . . (X − an)
(ai − a0) . . . (ai − ai−1)(ai − ai+1) . . . (ai − an)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨.

7) Iíòåðïîëÿöiéíà ôîðìóëà Íüþòîíà. Ïåðåâiðèòè, ùî ïîëi-
íîì

f(X) = u0+u1(X−a0)+· · ·+un(X−a0)(X−a1) . . . (X−an),

äå êîåôiöi¹íòè u0, u1, . . . , un âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
ïîñëiäîâíî¨ ïiäñòàíîâêè çàìiñòü X çíà÷åíü a0, a1, . . . , an,
òåæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨.

8) Ôîðìóëà Òåéëîðà. Íåõàé P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0,
a ∈ P . Äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà f(X) ∈ P [X] f(X) =

= f(a)+
f ′(a)

1!
(X−a)+

f ′′(a)
2!

(X−a)2+ · · ·+ f (n)(a)
n!

(X−a)n.

(Âêàçiâêà. Ïðîäèôåðåíöiþâàòè k ðàçiâ ðiâíiñòü f(X) =
=

∑n
i=0 bi(X − a)i i ïiäñòàâèòè X = a.)

9) Äëÿ êiëüöÿ ïîëiíîìiâ P [X1, . . . , Xn] âiä n çìiííèõ ââîäÿòü
îïåðàòîð ÷àñòêîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ïî k-ié çìiííié:

∂

∂Xk
: aXi1

1 . . . Xik
k . . . Xin

n 7→ ikaXi1
1 . . . Xik−1

k . . . Xin
n ,

äå a ∈ P . Äîâåñòè, ùî êîëè f(X1, . . . , Xn) � îäíîðiäíèé
ïîëiíîì ñòåïåíÿ m, òî

n∑

k=1

Xk
∂f

∂Xk
= mf(X1, . . . , Xn).
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10) Äîâåñòè, ùî êîëè íåñêîðîòíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá p
q ¹ êî-

ðåíåì ïîëiíîìà f(X) = a0 + a1X + · · ·+ an−1X
n−1 + anXn

ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî à) p|a0; á) q|an; â) p−mq|f(m)
äëÿ âñiõ m ∈ Z.

11) Íåõàé P � ïîëå äðîáiâ îáëàñòi öiëiñíîñòi R, i íåõàé R ¹
ïiäêiëüöåì äåÿêîãî ïîëÿ P ′. Äîâåñòè, ùî ïîëå P içîìîðôíå
ïiäïîëþ ïîëÿ P ′.

Ðîçêëàä ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié íà ïðîñòi äðîáè. Íåõàé P [X]
� êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì P . Ïîëå äðîáiâ êiëüöÿ P [X]
ïîçíà÷àþòü P (X) i íàçèâàþòü ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié
âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä ïîëåì P . ßêùî f

g ∈ P (X), òî f
g íà-

çèâàþòü íåñêîðîòíèì äðîáîì, ÿêùî ïîëiíîìè f i g âçà¹ìíî
ïðîñòi. ßêùî deg f < deg g, òî f

g íàçèâàþòü ïðàâèëüíèì
äðîáîì (íóëüîâèé ïîëiíîì òåæ ââàæà¹ìî ïðàâèëüíèì äðî-
áîì). deg f − deg g íàçèâàþòü ñòåïåíåì äðîáó f

g . Ñòåïiíü
äðîáó íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó ïîëiíîìiâ f i g.

12) Äîâåñòè, ùî êîæíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f
g ç ïîëÿ P (X) îäíî-

çíà÷íî ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè ïîëiíîìà òà ïðàâèëüíîãî
äðîáó. (Âêàçiâêà. à) Ðîçäiëèòè f ç îñòà÷åþ íà g. á) ßêùî
a1 + r1

g1
= a2 + r2

g2
, òî a1−a2 = r2g1−r1g2

g1g2
i äëÿ äîâåäåííÿ ¹äè-

íîñòi ïîòðiáíî ïîðiâíÿòè ñòåïåíi îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi.)

13) Ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f
g íàçèâàþòü ïðîñòèì, ÿêùî

g = pn, n ≥ 1, äå p � íåçâiäíèé ïîëiíîì i deg f < deg p.
Äîâåñòè, ùî êîæíèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f

g ðîç-
êëàäà¹òüñÿ â ñóìó ïðîñòèõ äðîáiâ. (Âêàçiâêà. à) ßêùî g =
g1g2, äå g1 i g2 âçà¹ìíî ïðîñòi, òî iñíóþòü u1, u2 ∈ P [X],
u2g1 + u1g2 = 1. Çâiäñè f = fu2g1 + fu1g2. Ðîçäiëèìî fu2

ç îñòà÷åþ íà g2: fu2 = dg2 + v2. Òîäi f = v2g1 + v1g2 ç
v1 = fu1 + dg1 i f

g = v1
g1

+ v2
g2

� ñóìà ïðàâèëüíèõ äðîáiâ. á)
ßêùî g = pn1

1 pn2
2 . . . pnm

m , äå p1, . . . , pn � íåçâiäíi ïîëiíîìè,
òî âèêîðèñòîâóþ÷è à), ìîæíà îäåðæàòè f

g = a1
pn1 + · · ·+ am

pnm .
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â) ×èñåëüíèê ïðàâèëüíîãî äðîáó a
pn ïîäàòè ó âèãëÿäi

a = d1p
n−1 + d2p

n−2 + · · ·+ dn−1p + dn,

äå deg di < deg p.)

14) Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë ¹ ñóìîþ ïîëiíîìà òà äðîáiâ âèãëÿäó a

(X−c)m òà
bX+d

((X+l)2+r2)n , äå a, b, c, d, l, r ∈ R, r 6= 0, m, n ∈ N.

15) Ìåòîä Øòóðìà âèäiëåííÿ äiéñíèõ êîðåíiâ ïîëiíîìiâ ç äiéñ-
íèìè êîåôiöi¹íòàìè (äèâ. [?]) Íåõàé f(X) ∈ R[X]. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî íàñ öiêàâèòü êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ ïîëiíî-
ìà f(X), ùî íàëåæàòü ïðîìiæêó (a, b). Öþ êiëüêiñòü ìîæíà
ïiäðàõóâàòè çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi ïîëiíîìiâ Øòóð-
ìà. Ïîñëiäîâíiñòü f0, f1, . . . , fn ïîëiíîìiâ íàçèâàþòü ïîñëi-
äîâíiñòþ Øòóðìà äëÿ ïîëiíîìà f = f0 i iíòåðâàëó (a, b),
ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
1) fn íå ìà¹ êîðåíiâ â iíòåðâàëi (a, b);
2) Ñóñiäíi ïîëiíîìè íå ìàþòü ñïiëüíèõ êîðåíiâ â iíòåðâàëi
(a, b);
3)ßêùî fi(X0) = 0, äå X0 ∈ (a, b), 1 ≤ i ≤ n − 1, òî
fi−1(X0)fi+1(X0) < 0;
4)Äîáóòîê f0f1 çìiíþ¹ çíàê ç ìiíóñà íà ïëþñ, ÿêùî X, çðî-
ñòàþ÷è, ïåðåõîäèòü ÷åðåç êîðiíü ïîëiíîìà f0.
Òåîðåìà Øòóðìà. Ïîêàçàòè, ùî êiëüêiñòü êîðåíiâ ïîëiíî-
ìà f(X) ∈ R[X] â ïðîìiæêó [a, b] äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi çìií
çíàêiâ â çíà÷åííÿõ ïîëiíîìiâ ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà ïðè
X = a ìiíóñ êiëüêiñòü çìií çíàêiâ ïðè X = b. Ââàæà¹-
òüñÿ, ùî êiíöi ïðîìiæêà íå ¹ êîðåíÿìè f(X). (Âêàçiâêè.
à) ßêùî X0 � êîðiíü äåÿêîãî ïîëiíîìà fi ç ïîñëiäîâíîñòi
Øòóðìà, X0 ∈ (a, b) i X0 íå ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà f0, òî ìî-
æíà ðîçãëÿíóòè îêië (X0 − ε,X0 + ε) òî÷êè X0, â ÿêîìó
ïîëiíîìè ðÿäó Øòóðìà íå ìàþòü iíøèõ êîðåíiâ, êðiì X0.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà i ïå-
ðåáið ìîæëèâèõ âèïàäêiâ, ïîêàçàòè, ùî ïðè ïåðåõîäi X âiä
X0 − ε ÷åðåç X0 äî X0 + ε êiëüêiñòü çìií çíàêiâ â ïîñëi-
äîâíîñòi Øòóðìà íå çìiíþ¹òüñÿ. á) ßêùî X0 � êîðiíü f0

i, ìîæëèâî, äåÿêîãî iíøîãî ïîëiíîìà fi, òî, âèêîðèñòîâó-
þ÷è, ÿê i ðàíiøå, ïðîìiæîê (X0 − ε,X0 + ε), âëàñòèâîñòi
ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà òà ïåðåáið ìîæëèâèõ âèïàäêiâ, ïî-
êàçàòè, ùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç X0 â ïiäïîñëiäîâíîñòi f0, f1

êiëüêiñòü çìií çíàêiâ çìåíøó¹òüñÿ íà 1, à â ïiäïîñëiäîâíîñòi
fi−1, fi, fi+1 âîíà íå çìiíþ¹òüñÿ.)

16) Ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà. Íåõàé f(X) ∈ R[X] �
ïîëiíîì áåç êðàòíèõ êîðåíiâ. Âiçüìåìî f0 = f , f1 = f ′ �
ïîõiäíà ïîëiíîìà f i äëÿ i ≥ 2 fi = îñòà÷à, âçÿòà ç ïîòèëå-
æíèì çíàêîì ïðè äiëåííi fi−2 íà fi−1. Îñòàííié ïîëiíîì fk

áóäå íåíóëüîâîþ êîíñòàíòîþ, îñêiëüêè f i f ′, ÿê âèïëèâà¹ ç
íàøîãî ïðèïóùåííÿ, ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Ïîêàçàòè, ùî ïî-
ñëiäîâíiñòü f0, f1, . . . , fk ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Øòóðìà äëÿ áóäü-
ÿêîãî ïðîìiæêà. (Âêàçiâêè. à) Âëàñòèâiñòü 1) ç îçíà÷åííÿ
ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà î÷åâèäíà. Âëàñòèâiñòü 2) îäåðæó¹-
òüñÿ iç âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè fi òà fi−1, îñêiëüêè, ÿê ïîêàçó¹
àëãîðèòì Åâêëiäà çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ, ¨õ ñïiëüíèé êîðiíü
ìóñèòü áóòè ñïiëüíèì êîðåíåì f0 = f i f1 = f ′. Äëÿ äîâå-
äåííÿ âëàñòèâîñòi 3) ïîòðiáíî çàïèñàòè fi+1 = −fi−1+fidi

i ïiäñòàâèòè ñþäè X0. á) Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè âëàñòè-
âiñòü 4). Ìà¹ìî f(X) = (X−X0)g(X), äå g(X0) 6= 0, f ′ = g+
(X−X0)g′, ff ′ = (X−X0)[g2+(X−X0)g′] = (X−X0)u(X).
Îñêiëüêè u(X0) > 0, òî u(X) > 0 â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè X0.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ff ′ çìiíþ¹ çíàê ç ìiíóñà íà ïëþñ ïðè
ïåðåõîäi ÷åðåç X0.)
Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä Øòóðìà, çâè÷àéíî, âèêîðèñòîâó¹ íå-
ïåðåðâíiñòü ïîëiíîìiâ íàä R ÿê ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨.

17) Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè.Íåõàé σ =
( 1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

) ∈ Sn,
f = f(X1, . . . , Xn) ∈ R[X1, . . . , Xn], äå R � êîìóòàòèâíå
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êiëüöå. Ïîçíà÷èìî ïîëiíîì f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)

)
ñèìâîëîì fσ:

âií îäåðæó¹òüñÿ ç f çàìiíîþ X1 íà Xσ(1), . . . , Xn íà Xσ(n).
Ïîëiíîì f íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî fσ = f äëÿ âñiõ
σ ∈ Sn. Ïîëiíîìè

s1 = X1 + X2 + · · ·+ Xn,

s2 = X1X2 + X1X3 + · · ·+ Xn−1Xn,

. . . . . . . . . . . .

sn = X1X2 . . . Xn.

íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.
Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîëiíîìiâ âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ ¹ êîðè-
ñíèì ïîíÿòòÿ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî âïîðÿäêóâàííÿ ìîíîìiâ:
ìîíîì aXk1

1 Xk2
2 . . . Xkn

n ñòàðøèé âiä ìîíîìà bX l1
1 X l2

2 . . . X ln
n ,

ÿêùî ïåðøà íåíóëüîâà ðiçíèöÿ ñåðåä k1− l1, k2− l2, . . . , kn−
ln ¹ äîäàòíîþ. Î÷åâèäíî, ùî â êîæíèé íåíóëüîâèé ïîëiíîì
âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ âõîäèòü ¹äèíèé íàéñòàðøèé ÷ëåí.
Éîãî íàçèâàþòü ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëiíîìà.
Äîâåñòè, ùî ñòàðøèé ÷ëåí äîáóòêó äâîõ ïîëiíîìiâ äîðiâ-
íþ¹ äîáóòêó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ïîëiíîìiâ � ñïiâìíîæíèêiâ.
(Âêàçiâêà. Ïîðiâíÿòè äîáóòîê ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ç iíøèìè äî-
áóòêàìè ìîíîìiâ àáî âèêîðèñòàòè iíäóêöiþ çà êiëüêiñòþ
çìiííèõ.)

18) Ïîêàçàòè, ùî êîëè aXk1
1 Xk2

2 . . . Xkn
n � ñòàðøèé ÷ëåí ñè-

ìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà, òî k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn. (Âêàçiâ-
êà. ßêùî, íàïðèêëàä, k1 < k2, òî ìîíîì aXk2

1 Xk1
2 . . . Xkn

n ,
ÿêèé òåæ âõîäèòü â íàø ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì, ñòàðøèé âiä
aXk1

1 Xk2
2 . . . Xkn

n . Ñóïåðå÷íiñòü.)

19) Ïîêàçàòè, ùî êîæíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ ïîëiíîìîì
âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. (Âêàçiâêè. Äî-
ñèòü îáìåæèòèñÿ âèïàäêîì îäíîðiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ. Íåõàé f(X1, . . . , Xn) � îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé ïî-
ëiíîì i aXk1

1 Xk2
2 . . . Xkn

n � éîãî ñòàðøèé ÷ëåí. Âèêîðèñòî-
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âóþ÷è âïðàâè 16 i 17, îäåðæàòè, ùî ïîëiíîì

f1 = f − ask2−k1
1 sk2−k3

2 . . . s
kn−1−kn

n−1 skn
n

¹ ñèìåòðè÷íèì i ìà¹ ìåíøèé (çãiäíî ëåêñèêîãðàôi÷íîãî
âïîðÿäêóâàííÿ) ñòàðøèé ÷ëåí. Çàñòîñóéòå öåé æå ïðèéîì
äî f1, i òàê äàëi, äîêè ÷åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ði-
çíèöÿ äîðiâíþâàòèìå íóëþ.)

20) Ïîêàçàòè, ùî f(s1, s2, . . . , sn) � íåíóëüîâèé ïîëiíîì, ÿêùî
f(X1, X2, . . . , Xn) � íåíóëüîâèé ïîëiíîì.

21) Âèâåñòè ç âïðàâè 19, ùî êîæíèé ñèìåòðè÷íé ïîëiíîì ¹äè-
íèì ñïîñîáîì çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïîëiíîìà âiä åëåìåí-
òàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

22) Íåõàé pk = pk(X1, . . . , Xn) = Xk
1 + Xk

2 + · · · + Xk
n. Äîâåñòè

íàñòóïíi ôîðìóëè (ôîðìóëè Íüþòîíà):

pk − pk−1s1 + pk−2s2 + · · ·+ (−1)k−1p1sk−1 + (−1)kksk = 0

äëÿ 1 ≤ k ≤ n i

pk − pk−1s1 + pk−2s2 + · · ·+
+ (−1)n−1pk−n+1sn−1 + (−1)npk−nsn = 0

äëÿ k > n. (Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü

(Y −X1) . . . (Y −Xn) = Y n−s1Y
n−1+s2Y

n−2+ · · ·+(−1)nsn

äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóë Íüþòîíà äëÿ k ≥ n. Ó âèïàäêó
k < n âèêîðèñòàéòå iíäóêöiþ çà r = n− k.

23) Äèñêðèìiíàíòîì ïîëiíîìà íàçèâàþòü ðåçóëüòàíò ïîëiíîìà
òà éîãî ïîõiäíî¨. Äîâåñòè, ùî ïîëiíîì íàä îáëàñòþ öiëiñíî-
ñòi õàðàêòåðèñòèêè 0 ìà¹ êðàòíèé ìíîæíèê òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè éîãî äèñêðèìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

24) Îá÷èñëèòè äèñêðèìiíàíò ïîëiíîìiâ X2 + pX + q òà
X3 + aX + b.



Ðîçäië 4
Êëàñè ëèøêiâ òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ
4.1. Êiëüöå Z/nZ

4.1.1. Îçíà÷åííÿ êiëüöÿ êëàñiâ ëèøêiâ. Ñêií÷åííi ïî-
ëÿ

Ðîçãëÿíåìî â êiëüöi öiëèõ ÷èñåë Z ïiäìíîæèíó nZ âñiõ öiëèõ
÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà çàäàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Ìíîæèíà nZ
¹ iäåàëîì êiëüöÿ Z, òîìó ìîæíà óòâîðèòè ôàêòîð-êiëüöå Z/nZ.
Ôàêòîð-êiëüöÿ Z/nZ äëÿ ðiçíèõ n ìàþòü âåëèêå çíà÷åííÿ â åëå-
ìåíòàðíié òåîði¨ ÷èñåë òà ¨¨ ðiçíîìàíiòíèõ çàñòîñóâàííÿõ: âiä
ïðîáëåìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü â öiëèõ ÷èñëàõ äî ïèòàíü, ïî-
â'ÿçàíèõ ç øèôðóâàííÿì òà ïåðåäà÷åþ iíôîðìàöi¨.

Åëåìåíòàìè êiëüöÿ Z/nZ ¹ ñóìiæíi êëàñè a = a + nZ =
= {a + nk | k ∈ Z}. ßêùî a ∈ Z/nZ, òî êàæóòü, ùî a � êëàñ
ëèøêiâ ç ïðåäñòàâíèêîì a. Ìè âæå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâó-
âàëè êðèòåðié ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ. Çàïèøåìî öåé êðèòåðié
äëÿ âèïàäêó êëàñiâ ëèøêiâ:

a1 = a2 ⇐⇒ n | a1 − a2. (4.1.1)

Ðîçäiëèìî a1 i a2 ç îñòà÷åþ íà n: a1 = nd1 + r1, a2 = nd2 + r2,
0 ≤ r1, r2 < n. Çâiäñè ìà¹ìî a1 − a2 = n(d1 − d2) + r1 − r2. Òîìó
n | a1 − a2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n | r1 − r2, à öå ìîæëèâî
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè r1 = r2. Îòæå, êðèòåðié (4.1.1) ìîæíà
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ñôîðìóëþâàòè òàê: a1 = a2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a1 i a2 ìàþòü
îäíàêîâi îñòà÷i (ëèøêè) ïðè äiëåííi íà n.

ßêùî a ∈ Z/nZ, òî a = r, äå r � îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà n.
Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî êiëüöå Z/nZ ìà¹ n åëåìåíòiâ

Z/nZ = {0, 1, . . . , n− 1}.

0 � íóëüîâèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ, à 1 � îäèíè÷íèé åëåìåíò.
Z/nZ � êîìóòàòèâíå êiëüöå, ùî ìà¹ äiëüíèêè íóëÿ ó âèïàäêó,
êîëè n íå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

Íàãàäà¹ìî, ùî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ó êiëüöi Z/nZ âèçíà-
÷àþòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â áóäü-ÿêîìó ôàêòîð-êiëüöi, òîáòî:

a + b = fa + b, a · b = ab.

Ïðèêëàä 4.1.1. 1) Ñêëàäåìî òàáëè÷êè äîäàâàííÿ òà ìíî-
æåííÿ ó êiëüöi Z/7Z:

+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5

· 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

2) Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî 19911994. ßê çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ
öüîãî ÷èñëà, íàïðèêëàä, íà 17? Áåçíàäiéíî ïðîáóâàòè ïiäíîñè-
òè 1991 äî ñòåïåíÿ 1994. Çàìiñòü öüîãî ðîçãëÿíåìî åëåìåíò
19911994 êiëüöÿ Z/17Z. Îñêiëüêè 1991 = 2, òî 19911994 = 21994 =
24·498+2 = (24)498 · 22 = 16498 · 22 = −1498 · 22 = 1 · 22 = 4. Òîìó
÷èñëî 19911994 äà¹ â îñòà÷i 4 ïðè äiëåííi íà 17.
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4.1.2. Ïîëå Fp

Ç òàáëè÷êè ìíîæåííÿ â êiëüöi Z/7Z âèäíî, ùî â ¨¨ êîæíîìó ðÿä-
êó, êðiì ïåðøîãî, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëiâ, çóñòði÷à¹òüñÿ
åëåìåíò 1. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà
â Z/7Z iñíó¹ îáåðíåíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ, òîáòî Z/7Z ¹ ïîëåì.
Íàãàäà¹ìî, ùî ó Ðîçäiëi 1 áóëà äîâåäåíà òåîðåìà, ÿêà ñòâåðäæó¹,
ùî êiëüöå Z/nZ ¹ ïîëåì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè n � ïðîñòå ÷èñëî.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíóþòü i iíøi ñêií÷åííi ïîëÿ, êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ ÿêèõ íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ
ó öüîìó, ðîçãëÿíåìî îäèí ïðèêëàä ïîëÿ ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 4.1.2. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå ïîëiíîìiâ R = Z/2Z[X]
ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Z/2Z. X2 + X + 1̄ � íåçâiäíèé ïîëi-
íîì ó öüîìó êiëüöi. I = (X2 + X + 1̄)Z/2Z[X] � ãîëîâíèé iäå-
àë, ïîðîäæåíèé ïîëiíîìîì X2 + X + 1̄. Çíàéäåìî âñi åëåìåíòè
ôàêòîð-êiëüöÿ R/I. ßêùî f(X) ∈ R/I, òî, ðîçäiëèâøè f(X) íà
X2 + X + 1̄ ç îñòà÷åþ, îäåðæèìî

f(X) = d(X)(X2 + X + 1̄) + r(X), äå deg r(X) < 2,

òîáòî r(X) = a0 + a1X, a0, a1 ∈ Z/2Z.

Îòæå, f(X) = a0 + a1X çà êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëà-
ñiâ, à òîìó êîæíèé åëåìåíò ôàêòîð-êiëüöÿ R/I ¹ îäíèì ç 4-õ
åëåìåíòiâ 0, 1, X i 1 + X. Òåïåð X(1 + X) = X2 + X = 1. Öå
îçíà÷à¹, ùî âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè êiëüöÿ R/I ìàþòü îáåðíå-
íi âiäíîñíî ìíîæåííÿ: 1−1 = 1, X

−1 = 1 + X i 1 + X
−1 = X.

Òîìó R/I ¹ ïîëåì ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ.

Çàóâàæåííÿ 4.1.1. Ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ ïðèéíÿòî
ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Fq.

4.1.3. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ñêií÷åííîãî ïîëÿ
Íåõàé Fq � ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ. Çîêðåìà, Fq ìîæå îçíà-
÷àòè ïîëå ç p åëåìåíòiâ Z/pZ, êîëè q = p � ïðîñòå ÷èñëî. Ìè
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òiëüêè ùî áà÷èëè, ùî ìîæóòü iñíóâàòè i iíøi ñêií÷åííi ïîëÿ, âiä-
ìiííi âiä Z/pZ. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì F∗q ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó
íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ Fq.

Òåîðåìà 4.1.1. Ãðóïà F∗q � öèêëi÷íà.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî q ≥ 3, áî ïðè

q = 2 òâåðäæåííÿ òåîðåìè òðèâiàëüíå. Íåõàé n = q−1 � ïîðÿäîê
ãðóïè F∗q . Ðîçêëàäåìî ÷èñëî n íà ïðîñòi ìíîæíèêè:

n = pk1
1 · · · · · pks

s .

Äëÿ êîæíîãî pi, 1 ≤ i ≤ s, ïîëiíîì X
n
pi − 1 ìà¹ íå áiëüøå,

íiæ n
pi

êîðåíiâ â ïîëi Fq. Îñêiëüêè n
pi

< n,à êîæíèé ç n åëåìåí-
òiâ ãðóïè F∗q ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà Xn − 1 çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè
Ëàãðàíæà, òî iñíó¹ åëåìåíò bi ∈ F∗q , ÿêèé íå ¹ êîðåíåì ïîëiíî-

ìà X
n
pi − 1. Íåõàé ci = b

n

p
ki
i

i . Òîäi ïîðÿäîê åëåìåíòà ci äîðiâíþ¹
òî÷íî pki

i . Ñïðàâäi, c
p

ki
i

i = bn
i = 1, i ÿêáè iñíóâàâ ìåíøèé ïîêà-

çíèê h, äëÿ ÿêîãî ch
i = 1, òî h = pli

i , äå li < ki, i ìè ìàëè á
ch
i = c

p
li
i

i = b
n

pki−li

i = 1. Çâiäñè
(
b

n

pki−li

i

)p
ki−li−1
i

= b
n
pi
i = 1,

à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó bi.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð åëåìåíò a = c1 · · · · · cs i ïîêàæåìî, ùî éîãî

ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ n. ßêùî öå íå òàê, òî ïîðÿäîê åëåìåíòà a
¹ âëàñíèì äiëüíèêîì ÷èñëà n, îòæå, ¹ äiëüíèêîì õî÷ îäíîãî ç
÷èñåë n

pi
, 1 ≤ i ≤ s. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè,

ùî âií ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà n
p1
. Òîäi a

n
p1 = 1 i ìè ìà¹ìî

a
n
p1 = c

n
p1
1 · c

n
p1
2 · · · · · c

n
p1
s = 1.

c
n
p1
i = 1 äëÿ 2 ≤ i ≤ s, áî ÷èñëî n

p1
äiëèòüñÿ íà pki

i i òîìó ìè
îäåðæó¹ìî

c
n
p1
1 = 1.
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî n
p1

äiëèòüñÿ íà pk1
1 , à öå íåìîæëèâî.

Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü, à òîìó ïðèïóùåííÿ, ùî ïîðÿäîê åëåìåí-
òà a ìåíøèé, íiæ n, íåâiðíå. Îòæå, ïîðÿäîê åëåìåíòà a äîðiâíþ¹
ïîðÿäêó n ãðóïè F∗q . Òîìó öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåí-
òîì a, çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ ãðóïîþ F∗q .

Çàóâàæåííÿ 4.1.2. Öi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü òàêîæ, ùî êî-
æíà ñêií÷åííà ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè áóäü-ÿêîãî ïî-
ëÿ ¹ öèêëi÷íîþ.

4.1.4. ôóíêöiÿ Îéëåðà
Íåõàé R � áóäü-ÿêå êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íó

R∗ = {u ∈ R | ∃v ∈ R uv = 1}.
Ìíîæèíó R∗ áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ îäèíèöü êiëüöÿ R. Âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî R∗ ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Öþ ãðóïó íàçè-
âàþòü ãðóïîþ îäèíèöü êiëüöÿ R.

Òâåðäæåííÿ 4.1.2. R∗ � ãðóïà âiäíîñíî ìíîæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà R∗ ¹ çàìêíå-
íîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Íåõàé u1, u2 ∈ R∗. Òîäi u1v1 = 1 i u2v2 =
= 1 äëÿ äåÿêèõ v1, v2 ∈ R. Òîìó (u1u1)(v1v2) = (u1v1)(u2v2) = 1
i u1u2 ∈ R∗. Ìíîæåííÿ â R∗ àñîöiàòèâíå i êîìóòàòèâíå, áî âî-
íî àñîöiàòèâíå i êîìóòàòèâíå â R. Äàëi, î÷åâèäíî, 1 ∈ R∗. Äëÿ
êîæíîãî u ∈ R∗ iñíó¹ îáåðíåíèé çà îçíà÷åííÿì R∗.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç |(Z/nZ)∗| ïîðÿäîê ãðóïè îäèíèöü (Z/nZ)∗

êiëüöÿ Z/nZ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Ôóíêöi¹þ Îéëåðà íàçèâàþòü ôóíêöiþ φ,
âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi íåíóëüîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨

φ(n) =

{
1, ÿêùî n = 1,

|(Z/nZ)∗|, ÿêùî n > 1.
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Òåîðåìà 4.1.3. 1) a ∈ (Z/nZ)∗ ⇔ (a, n) = 1, òîìó φ(n) =
= êiëüêiñòü ÷èñåë ìíîæèíè {1, 2, . . . , n−1}, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi
ç n.

2) φ(n) =êiëüêiñòü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç 1 ó ïîëi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C.

3) ßêùî m i n âçà¹ìíî ïðîñòi, òî φ(mn) = φ(m)φ(n).
4) ßêùî n = pk1

1 · · · · · pks
s � ðîçêëàä ÷èñëà n íà ïðîñòi ìíî-

æíèêè, òî
φ(n) = n(1− 1

p1
) . . . (1− 1

ps
).

Äîâåäåííÿ. 1) Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî a ∈ (Z/nZ)∗ ⇔ (a, n) = 1.
Ìà¹ìî a ∈ (Z/nZ)∗ ⇔ ∃b a · b = 1 ⇔ ∃b ∈ Z ab − 1 = nl, l ∈ Z ⇔
∃b, l ∈ Z ab− nl = 1 ⇔ (a, n) = 1.

2) ßêùî ξ �ïåðâiñíèé êîðiíü n-î¨ ñòåïåíi ç îäèíèöi, òî ξk

(0 < k < n) � ïåðâiñíèé êîðiíü n-î¨ ñòåïåíi ç îäèíèöi òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè (k, n) = 1 (äèâ òâåðäæåííÿ 1.7.8). Òîìó çà ïåð-
øîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè φ(n) =êiëüêiñòü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî
ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

3) Äîâåäåìî, ùî äîáóòîê ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ξ n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi i ïåðâiñíîãî êîðåííÿ η m-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹ ïåðâiñíèì êî-
ðåíåì nm-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Ìà¹ìî (ξη)nm = (ξn)m(ηm)n = 1.
ßêùî iñíó¹ ìåíøèé ïîêàçíèê r, äëÿ ÿêîãî (ξη)r = 1, òî r|mn.
Çâiäñè çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àðèôìåòèêè (òåîðåìîþ ïðî ôàêòî-
ðiàëüíiñòü êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë) âèïëèâà¹, ùî r = m1n1, äå m1|m
i n1|n, i, íàïðèêëàä, 0 < m1 < m. Òîäi 1 = (ξη)m1n1 = (ξη)m1n =
= (ξn)m1ηm1n = ηm1n. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî m|m1n, i, îñêiëüêè,
m > m1, òî äåÿêi ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà m ïîâèííi äiëèòè i n.
Îäåðæó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî m i n âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà,
òîìó ξη ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì ñòåïåíÿ mn ç 1.

Íàâïàêè, êîæíèé ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ mn ¹ äîáóòêîì
ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíiâ m i n. Ñïðàâäi, ç óìîâè (m,n) = 1 çà
íàñëiäêîì ç àëãîðèòìó Åâêëiäà âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü öiëi ÷èñëà
u, v, äëÿ ÿêèõ mu + nv = 1. Òåïåð, ÿêùî ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü
mn-ãî ñòåïåíÿ ç 1, òî ξ = ξmu+nv = (ξm)n · (ξn)m, äå ξmu ∈ Cn,
ξnv ∈ Cm, òîáòî ïåðâiñíèé êîðiíü mn-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹ äîáóòêîì



4.1. Êiëüöå Z/nZ 169

êîðåíiâ ñòåïåíiâ m òà n ç îäèíèöi, ïðè÷îìó ñïiâìíîæíèêè ïî-
âèííi áóòè ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè, áî iíàêøå äîáóòîê íå áóâ áè
ïåðâiñíèì êîðåíåì.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè óìîâi (m,n) = 1, ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ñòå-
ïåíÿ mn ç îäèíèöi áóäå ñòiëüêè, ñêiëüêè ìîæíà óòâîðèòè äîáó-
òêiâ ξη, äå ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1, à η � ïåðâiñ-
íèé êîðiíü m-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è âæå äîâåäåíó
âëàñòèâiñòü 2), îäåðæèìî

φ(mn) = φ(m)φ(n).

4) Îá÷èñëèìî φ(pk), äå p � ïðîñòå ÷èñëî. Ñåðåä ÷èñåë
1, 2, . . . , pk − 1 ëèøå pk−1 − 1 ÷èñåë, à ñàìå, p, 2p, . . . , pk − p íå
¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç p, à âñi iíøi âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó

φ(pk) = pk − 1− (pk−1 − 1) = pk − pk−1 = pk
(
1− 1

p

)
.

ßêùî n = pk1
1 ·· · ··pks

s � ðîçêëàä ÷èñëà n íà ïðîñòi ìíîæíèêè, òî,
âèêîðèñòîâóþ÷è ÷àñòèíó 3) òåîðåìè (ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü ôóíê-
öi¨ Îéëåðà), ìà¹ìî

φ(n) = φ(pk1
1 )φ(pk2

2 )·· · ··φ(pks
s ) = pk1

1 ·· · ··pks
s (1− 1

p1
)·· · ··(1− 1

ps
) =

= n(1− 1
p1

) · · · · · (1− 1
ps

).

4.1.5. Òåîðåìè Îéëåðà òà Ôåðìà
Òåîðåìà 4.1.4 (Îéëåð). ßêùî a ∈ (Z/nZ)∗, òî āφ(n) = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿäîê ãðóïè (Z/nZ)∗ äîðiâíþ¹ φ(n). Çà íàñëiä-
êîì iç òåîðåìè Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî¨
ãðóïè ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó âñi¹¨ ãðóïè. Òîìó, ÿêùî ïîðÿäîê åëå-
ìåíòà a äîðiâíþ¹ d, òî φ(n) = dc, d, c ∈ N. Îòæå, āφ(n) = ādc =
= 1̄c = 1.



170 Ðîçäië 4. Êëàñè ëèøêiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Íàñëiäîê 4.1.5 (Ôåðìà). ßêùî a ∈ (Z/pZ)∗, äå p � ïðîñòå
÷èñëî, òî āp−1 = 1.

Äîâåäåííÿ. φ(p) = p − 1. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òåîðåìó
Îéëåðà.

ßêùî a i b � öiëi ÷èñëà, n � äîäàòí¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî, i a−b
äiëèòüñÿ íà n, òî çà òðàäèöi¹þ ïèøóòü

a ≡ b (mod n).

Ç êðèòåðiþ ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ âèïëèâà¹, ùî ó öèõ òðà-
äèöiéíèõ ïîçíà÷åíÿõ òåîðåìè Îéëåðà òà Ôåðìà ôîðìóëþþòüñÿ
òàê:
Òåîðåìà Îéëåðà. ßêùî a ∈ Z, (a, n) = 1, òî aφ(n) ≡ 1 (mod n).
Òåîðåìà Ôåðìà. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî i p íå ¹ äiëüíèêîì a,
òî ap−1 ≡ 1 (mod p).

Òåîðåìè Îéëåðà òà Ôeðìà ìàþòü øèðîêi çàñòîñóâàííÿ, i íå
ëèøå â ìàòåìàòèöi. Íà ïðàêòèöi äîâîäèòüñÿ îáìiíþâàòèñÿ øè-
ôðîâàíîþ iíôîðìàöi¹þ, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåêòðîííi çàñîáè çâ'ÿç-
êó, òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà ó ïðèñòîñîâàíèõ äëÿ öüîãî øèôðàõ.
Äëÿ ïîáóäîâè äåÿêèõ òàêèõ øèôðiâ (äèâ. 4.3.6) ïîòðiáíî ìàòè â
ñâî¹ìó ðîçïîðÿäæåííi äîñèòü âåëèêi ïðîñòi ÷èñëà (çîêðåìà òàêi,
çàïèñ ÿêèõ ìiñòèòü 100 i áiëüøå äåñÿòêîâèõ çíàêiâ). Ïðè ïîøóêó
ïðîñòèõ ÷èñåë òåîðåìó Ôåðìà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåîáõiäíó
óìîâó ïðîñòîòè ÷èñëà: íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî an−1 6≡ 1
(mod n), íå ¹ ïðîñòèì.

Íåõàé, íàïðèêëàä, n = 63. 63 � íå ïðîñòå ÷èñëî, 63 =
= 32 ·7. Îá÷èñëèìî 262 = (26)10 ·22 = 6410 ·22 ≡ 22 (mod 63). Äëÿ
ïðîñòîãî ÷èñëà p ìè ïîâèííi ìàòè ap−1 ≡ 1 (mod p).

Çâè÷àéíî, äëÿ ÷èñëà 63 íåìà¹ ïîòðåáè ïåðåâiðÿòè éîãî íà
ïðîñòîòó çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ôåðìà. Àëå ÿêùî ðîçãëÿäàòè
âåëèêi ÷èñëà, òî òåîðåìà Ôåðìà ñòà¹ ñïðàâäi êîðèñíîþ.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ç óìîâ (a, n) = 1 i en−1 ≡ 1 (mod n) íå
îáîâ'ÿçêîâî âèïëèâà¹, ùî n ïðîñòå ÷èñëî. Íàïðèêëàä, (4, 15) = 1
i 414 = 228 = (24)7 ≡ 1 (mod 15), àëå 15 íå ïðîñòå ÷èñëî.
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4.1.6. Òåîðåìà Âiëüñîíà
Òåîðåìà 4.1.6 (Âiëüñîí). p � ïðîñòå ÷èñëî òîäi é ëèøå òî-

äi, êîëè (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

Xp−1 − 1 ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Z/pZ. Ïiäñòàâèâøè ó öåé ïî-
ëiíîì áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈ Z/pZ i âðàõóâàâøè òå-
îðåìó Ôåðìà, áà÷èìî, ùî âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè 1, 2, . . . , p− 1
ïîëÿ Z/pZ ¹ éîãî êîðåíÿìè. Òîìó çà òåîðåìîþ Áåçó âñi ïîëiíîìè
X − 1, X − 2, . . . , X − p− 1 ¹ ëiíiéíèìè ìíîæíèêàìè ïîëiíîìà
Xp−1 − 1. Îñêiëüêè ïîëiíîìè X − 1, . . . , X − p− 1 � ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòi, òî îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü â êiëüöi ïîëiíîìiâ ç êîå-
ôiöi¹íòàìè â ïîëi Z/pZ:

Xp−1 − 1 = (X − 1)(X − 2) . . . (X − p− 1).

Ïîðiâíþþ÷è âiëüíi ÷ëåíè â îáîõ ÷àñòèíàõ öi¹¨ ðiâíîñòi, îäåðæó-
¹ìî (−1)p−1(p− 1)! = −1, òîáòî

(−1)p−1(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

ßêùî p > 2, òî çâiäñè îäåðæèìî

(p− 1)! ≡ −1 (mod p),

ùî é âèìàãà¹òüñÿ.
ßêùî æ p = 2, òî óìîâà òåîðåìè íàáóâà¹ âèãëÿäó 1 ≡ −1

(mod 2) i, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ.
Íàâïàêè, ÿêùî p íå ïðîñòå, òî p = mn, äå 1 < m ≤ p − 1,

1 < n ≤ p − 1. ßñíî, ùî m|(p − 1)!. ßêáè (p − 1)! ≡ −1 (mod p),
òî çâiäñè âèïëèâàëî á, ùî m|1. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

4.1.7. Ñóìè êâàäðàòiâ
ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Âiëüñîíà ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
ïðî ðîçêëàä äàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â ñóìó êâàäðàòiâ äâîõ
iíøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
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Òåîðåìà 4.1.7. Íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî p ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi p = m2 + n2 äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè p ≡ 1 (mod 4).

Äîâåäåííÿ. (⇐) Ïî÷èíà¹ìî ç ïðîñòîãî ÷èñëà p ≡ 1 (mod 4).
Òîäi p = 4k +1 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. ßêùî a = 2k,
òî

a! = (−1)(−2)(−3)·· · ··(−2k) ≡ (p−1)(p−2)·· · ··(p−2k) (mod p).

Ïiäñòàâèâøè ñþäè p = 4k + 1 i ïåðåñòàâèâøè ìíîæíèêè 4k =
= p− 1, 4k− 1 = p− 2, . . . , 2k + 1 = p− 2k ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó,
îäåðæèìî

a! = (−1)(−2)(−3)·· · ··(−2k) ≡ (2k+1)(2k+2)·· · ··(4k) (mod p).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Âiëüñîíà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(a!)2 = (−1)(−2)(−3) · · · · · (−2k)(2k + 1)(2k + 2) · · · · · (4k) =

= (−1)2k(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Òåïåð, ïîçíà÷èâøè a! = t, áà÷èìî, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå t òàêå,
ùî t2 + 1 ≡ 0 (mod p), òîáòî

t2 + 1 = pb (4.1.2)

äëÿ äåÿêîãî b ∈ N.
Â êiëüöi Z[i] öiëèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë ðiâíiñòü (4.1.2) ìîæíà çà-

ïèñàòè ó âèãëÿäi
(t + i)(t− i) = pb.

ßêùî ïðîñòå ÷èñëî p çàëèøà¹òüñÿ ïðîñòèì ó êiëüöi Z[i], òî âè-
êîðèñòîâóþ÷è ôàêòîðiàëüíiñòü êiëüöÿ Z[i] (â ï. 3.2.2 áóëî ïîêà-
çàíî, ùî Z[i] åâêëiäîâå êiëüöå, à åâêëiäîâi êiëüöÿ ôàêòîðiàëüíi),
îäåðæó¹ìî, ùî p|t + i àáî p|t− i. Íåõàé, íàïðèêëàä, p|t + i. Òîäi
t + i = p(k + li), k, l ∈ Z. Çâiäñè pl = 1. Ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íî-
ñòi. Òîìó p íå ¹ äiëüíèêîì t + i i òàê ñàìî p íå ¹ äiëüíèêîì t− i.
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Îòæå, p íå ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì â êiëüöi Z[i], à ðîçêëàäà¹òüñÿ
íà ìíîæíèêè:

p = (c + di)(e + fi), c, e, d, f ∈ Z, c2 + d2 6= 1, e2 + f2 6= 1. (4.1.3)

Ïåðåõîäÿ÷è â (4.1.3) äî ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, îäåð-
æèìî

p = (c− di)(e− fi). (4.1.4)

Ïåðåìíîæèìî ïî÷ëåííî (4.1.3) i (4.1.4):

p2 = (c2 + d2)(e2 + f2).

Öÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè p = c2 + d2, i äîñòàòíÿ
óìîâà òåîðåìè äîâåäåíà.

Íåõàé p 6≡ 1 (mod 4). Òîäi p ≡ 3 (mod 4) i p = 4k + 3. ßêáè
p = c2 + d2 äëÿ íàòóðàëüíèõ c i d, òî, òèì áiëüøå,

p ≡ c2 + d2 (mod 4). (4.1.5)

Àëå c2 ≡
{

0 (mod 4), ÿêùî c = 2m,

1 (mod 4), ÿêùî c = 2m + 1
i, àíàëîãi÷íî,

d2 ≡
{

0 (mod 4), ÿêùî d ïàðíå,
1 (mod 4), ÿêùî d íåïàðíå.

Òîìó c2 + d2 ïðè äiëåííi íà 4 äà¹ â îñòà÷i 0, 1 àáî 2, ùî
ñóïåðå÷èòü (4.1.5), áî p ≡ 3 (mod 4).

Íàñëiäîê 4.1.8. Íàòóðàëüíå ÷èñëî n ¹ ñóìîþ äâîõ êâàäðà-
òiâ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âñi ïðîñòi ìíîæíèêè pi âèãëÿäó
4mi + 3 âõîäÿòü ó ðîçêëàä n íà ïðîñòi ìíîæíèêè ç ïàðíèìè
ïîêàçíèêàìè.

Äîâåäåííÿ. (⇐) Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi äîñèòü çàóâàæè-
òè, ùî êîëè äâà ÷èñëà ¹ ñóìàìè äâîõ êâàäðàòiâ, òî i ¨õ äîáóòîê
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¹ ñóìîþ äâîõ êâàäðàòiâ:

a = c2 + d2 = (c + di)(e− di), b = e2 + f2 = (e + fi)(e− fi),
ab = (c + di)(e + fi)(c− di)(e− fi) =

=
(
ce− df + (cf + de)i

)(
ce− df − (cf + de)i

)
=

= (ce− df)2 + (cf + de)2.

Êðiì öüîãî, äîáóòîê ñóìè äâîõ êâàäðàòiâ íà êâàäðàò ¹ ñóìîþ
äâîõ êâàäðàòiâ

(c2 + d2)p2 = (cp)2 + (dp)2.

Íåõàé ïðîñòå ÷èñëî p âõîäèòü â ðîçêëàä n = pk1
1 . . . pks

s ç íå-
ïàðíèì ïîêàçíèêîì i íåõàé n = c2 + d2. Ðîçäiëèâøè, ÿêùî ïî-
òðiáíî, îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi n = c2 + d2 íà êâàäðàò íàéáiëü-
øîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà c i d, ìîæíà ââàæàòè, ùî (c, d) = 1.
Òåïåð, ÿêùî p|n, òî c2 + d2 ≡ 0 (mod p), cd 6≡ 0 (mod p). Îñêiëü-
êè cp−1 ≡ 1 (mod p) çà òåoðåìîþ Ôåðìà, òî (cp−2d)2 = c2p−4d2 ≡
−c2p−2 = −(cp−1)2 ≡ −1 (mod p). Îòæå, iñíó¹ öiëå ÷èñëî t ∈ Z,
òàêå ùî t2 ≡ −1 (mod p), t4 ≡ 1 (mod p), òîáòî t ìà¹ ïîðÿäîê 4
ó ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi ïîëÿ Z/pZ. Çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè
Ëàãðàíæà ÷èñëî 4 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà p− 1 � ïîðÿäêó ìóëüòèïëi-
êàòèâíî¨ ãðóïè ïîëÿ Z/pZ. Òîìó p− 1 = 4l i p = 4l + 1.

4.2. Êîíãðóåíöi¨
4.2.1. Êîíãðóåíöi¨ òà äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ
Ïiä äiîôàíòîâèì ðiâíÿííÿì ðîçóìiþòü ðiâíÿííÿ

f(X1, . . . , Xn) = 0, (4.2.1)

äå f(X1, . . . , Xn) � ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ðîçâ'ÿçàòè
äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ (4.2.1) îçíà÷à¹ çíàéòè âñi öiëi (àáî ðàöiî-
íàëüíi) çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ, ùî ïåðåòâîðþþòü éîãî â ïðàâèëüíó
ðiâíiñòü. Äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ ñêëàäàþòü îäèí ç íàéâàæëèâiøèõ
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ðîçäiëiâ òåîði¨ ÷èñåë. Äîñèòü çãàäàòè ïðî ïðîáëåìó Ôåðìà, ÿêà
ïîëÿãà¹, ïî-ñóòi, ó çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü

Xn + Y n = Zn.

Ïiä êîíãðóåíöi¹þ çà mod m ðîçóìiþòü ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
(4.2.1), äå ïîëiíîì f(X1, . . . , Xn) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïîëiíîì ç êî-
åôiöi¹íòàìè êiëüöÿ Z/mZ (àáî ç êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë Z, ÿêùî äî-
ìîâèòèñü ðîçãëÿäàòè öiëi ÷èñëà a, ùî ¹ êîåôiöi¹íòàìè ïîëiíîìà
f(X1, . . . , Xn) ÿê åëåìåíòè a ç êiëüöÿ Z/mZ). Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðó-
åíöiþ � îçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ â êiëüöi Z/mZ,
òîáòî çíàéòè âñi âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi (c1, . . . , cn) ç n åëå-
ìåíòiâ êiëüöÿ Z/mZ, òàêi ùî f(c1, . . . , cn) = 0 â êiëüöi Z/mZ.

Êîíãðóåíöi¨ çà mod m ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

f(X1, . . . , Xn) ≡ 0 (mod m), (4.2.2)

äå f(X1, . . . , Xn) ∈ Z[X1, . . . , Xn].
Ïîâíó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ êîæíî¨ êîíãðóåíöi¨ ìîæíà çíàéòè

çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ìåòîäîì ïåðåáîðó. Ùîá ðîçâ'ÿçà-
òè êîíãðóåíöiþ (4.2.2), äîñèòü ïiäñòàâèòè êîæíó ç mn ìîæëè-
âèõ ïîñëiäîâíîñòåé (c1, . . . , cn), ci ∈ Z/mZ ó (4.2.2) i ïîäèâèòèñÿ,
îäåðæó¹òüñÿ ðiâíiñòü ÷è íi. Çâè÷àéíî, òàêèé ìåòîä ¹ íàéìåíø
ðàöiîíàëüíèì; ó òåîði¨ ÷èñåë ðîçðîáëåíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü
ðîçâ'ÿçóâàòè øèðîêi êëàñè êîíãðóåíöié íàáàãàòî øâèäøå, íiæ öå
äîçâîëÿ¹ ìåòîä ïåðåáîðó.

Êîíãðóåíöi¨ áóâàþòü äîñèòü êîðèñíèìè ïðè äîñëiäæåííi äiî-
ôàíòîâèõ ðiâíÿíü. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ

5X3 + 11Y 3 + 13Z3 = 0. (4.2.3)

Äîâåäåìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.2.3) íå ìà¹ iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ
÷èñëàõ, êðiì ðîçâ'ÿçêó (0, 0, 0). ßêáè öå ðiâíÿííÿ ìàëî íåíóëüî-
âèé öiëî÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî âîíî ìàëî á i ðîçâ'ÿçîê (x, y, z),
ó ÿêîìó x, y i z ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. Äàëi, ÿêùî (x, y, z) ¹
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ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.2.3) ç ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè x, y i z,
òî (x, y, z) � íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨

5X3 + 11Y 3 + 13Z3 ≡ 0 (mod m) (4.2.4)

çà äîâiëüíèì ìîäóëåì m.
Ñïðîáó¹ìî âçÿòè ó (4.2.4) m = 13. Îäåðæèìî êîíãðóåíöiþ

5X3 + 11Y 3 ≡ 0 (mod 13). (4.2.5)

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè (x, y) êîíãðóåíöi¨ (4.2.5), äëÿ ÿêèõ
xy 6≡ 0 (mod 13). Êîíãðóåíöiÿ (4.2.5) ¹ îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì
íàä ïîëåì Z/13Z. Ïîçíà÷èâøè x

y = t, îäåðæèìî 5t3 ≡ −2 (mod 13)
àáî

t3 ≡ −5−1 · 2 ≡ −8 · 2 ≡ −3 (mod 13). (4.2.6)

Çíàéäåìî òåïåð êóáè âñiõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ Z/13Z:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t2 1 4 9 3 -1 -3 -3 -1 3 9 4 1
t3 1 8 1 12 8 8 5 5 1 12 5 12

Áà÷èìî, ùî −3 = 10 íå ¹ êóáîì â Z/13Z, òîìó êîíãðóåíöiÿ (4.2.6)
íåìîæëèâà . Îòæå, äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ (4.2.3) íå ìà¹ íåíóëüî-
âèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî äiîôàíòîâå
ðiâíÿííÿ f(X1, . . . , Xn) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òî äëÿ âñiõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë m êîíãðóåíöi¨ f(X1, . . . , Xn) ≡ 0 (mod m) ìàþòü
ðîçâ'ÿçîê. Öå äà¹ íåñêií÷åííó ñåðiþ íåîáõiäíèõ óìîâ iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêiâ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ öi óìîâè
¹ é äîñòàòíiìè. Çîêðåìà, ÿêùî f(X1, . . . , Xn) =

∑n
i,j=1 aijXiXj

� êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè aij , òî âiäîìà
òåîðåìà Ìiíêîâñüêîãî-Õàññå (äèâ., íàïðèêëàä, êíèãó [[?], Ðîç-
äië I]) ñòâåðäæó¹, ùî ðiâíÿííÿ

∑n
i,j=1 aijXiXj = 0 ìà¹ íåíóëüî-

âèé ðîçâ'ÿçîê ó öiëèõ ÷èñëàõ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîíãðóåíöi¨∑n
i,j=1 aijXiXj ≡ 0 (mod m) ìàþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ
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íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m. Ïðè÷îìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîëè öi êîí-
ãðóåíöi¨ ìàþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ ÷èñåë m, ÿêi ìåí-
øi âiä äåÿêîãî ÷èñëà, ÿêå ìîæå áóòè ÿâíî âêàçàíå i çàëåæèòü
âiä êîåôiöi¹íòiâ aij , òî âîíè ìàþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè i äëÿ
âñiõ iíøèõ m. Òîìó çàäà÷à iñíóâàííÿ íåíóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó äiî-
ôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ

∑n
i,j=1 aijXiXj = 0 çâîäèòüñÿ äî iñíóâàí-

íÿ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñêií÷åííîãî ÷èñëà êîíãðóåíöié âèãëÿ-
äó

∑n
i,j=1 aijXiXj ≡ 0 (mod m) i òîìó ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà

ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ (íàïðèêëàä ìåòîäîì ïåðåáîðó, ÿêùî ìè
íå âèêîðèñòîâó¹ìî åôåêòèâíiøèõ ìåòîäiâ).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êóái÷íèõ ôîðì òâåðäæåííÿ òåîðåìè Ìií-
êîâñüêîãî-Õàññå íåâiðíå. Çåëüìåð ïîêàçàâ (Selmer E.S., The di-
ophantine equation aX3 + by3 + cz3 = 0, Acta Math. 85, no.3-
4, 1951,203-312), ùî äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ 3X3 + 4Y 3 + 5Z3 =
= 0 íå ìà¹ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ, à êîíãðóåíöi¨
3X3 +4y3 +5z3 ≡ 0 (mod m) ìàþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m.

Ó âïðàâi 17 äî öüîãî ðîçäiëó ïðîïîíó¹òüñÿ äîñëiäèòè ÷àñ-
òêîâèé âèïàäîê òåîðåìè Ìiíêîâñüêîãî-Õàññå äëÿ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè âiä òðüîõ çìiííèõ.

4.2.2. Ðiâíÿííÿ íàä ïîëåì Z/pZ (êîíãðóåíöi¨ çà mod p)
Ïîçíà÷èìî, äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ, ïîëå Z/pZ ÷åðåç Fp i ñóìó∑

x∈Fp
xm ÷åðåç S(xm). Äîìîâèìîñÿ ââàæàòè, ùî x0 = 1 äëÿ âñiõ

åëåìåíòiâ ïîëÿ Fp, çîêðåìà 00 = 1. Âiðíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 4.2.1.

S(xm) =

{
−1, ÿêùî m ≥ 1 i (p− 1)|m,

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. ßêùî m = 0, òî êîæíèé äîäàíîê ñóìè S(x0) äî-
ðiâíþ¹ 1, îòæå, S(x0) = p · 1 = 0.

ßêùî m ≥ 1 i p−1|m, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ F∗p xm = x(p−1)d = 1
i 0m = 0. Òîìó S(xm) = p− 1 = −1.
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Íåõàé òåïåð m ≥ 1 i p − 1 íå äiëèòü m. Âèêîðèñòà¹ìî òîé
ôàêò, ùî íåíóëüîâi åëåìåíòè ïîëÿ Fp óòâîðþþòü öèêëi÷íó ãðóïó
âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Íåõàé a � òâiðíèé åëåìåíò öi¹¨ ãðóïè. Çðî-
çóìiëî, ùî am 6= 1. Äàëi, êîëè x ïðîáiãà¹ âñi åëåìåíòè ïîëÿ Fp,
òî é ax ïðîáiãà¹ âñi åëåìåíòè ïîëÿ Fp, áî ç ðiâíîñòi ax1 = ax2,
a 6= 0 ó êiëüöi áåç äiëüíèêiâ íóëÿ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x1 = x2.
Çâiäñè îäåðæó¹ìî

S(xm) =
∑

x∈Fp

xm =
∑

x∈Fp

(ax)m = am
∑

x∈Fp

xm = amS(xm).

Îòæå, (1− am)S(xm) = 0, à òîìó S(xm) = 0.

Òåîðåìà 4.2.1 (Âàðíiíã, Øåâàëë¹). Íåõàé Fi(X1, . . . , Xn) ∈
∈ Z[X1, . . . , Xn], 1 ≤ i ≤ k, � ìíoãî÷ëåíè âiä n çìiííèõ, òàêi ùî∑

deg Fi < n, V ⊂ Fn
p � ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü




F1(X1, . . . , Xn) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fk(X1, . . . , Xn) = 0

(4.2.7)

íàä ïîëåì Fp. Òîäi |V | ≡ 0 (mod p), äå |V | îçíà÷à¹ êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ìíîæèíè V .

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ñèñ-
òåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (4.2.7) íàä ñêií÷åííèì ïîëåì Fp äi-
ëèòüñÿ íà p. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

F (X1, . . . , Xn) =
k∏

i=1

(
1− F p−1

i (X1, . . . , Xn)
)
. (4.2.8)

Íåõàé a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
p . ßêùî a ∈ V , òî Fi(a1, . . . , an) = 0

äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ k. Òîìó

F (a1, . . . , an) = 1.
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ßêùî æ Fi(a1, . . . , an) 6= 0 õî÷ äëÿ îäíîãî i, òî F p−1
i (a1, . . . , an) =

= 1 çà òåîðåìîþ Ôåðìà; òîìó ç (4.2.8) îäåðæó¹ìî, ùî
F (a1, . . . , an) = 0.

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ: äëÿ ïîëiíîìà G(X1, . . . , Xn) ç
êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ Fp ÷åðåç S(G) ïîçíà÷èìî ñóìó∑

(x1,...,xn)∈Fn
p

G(x1, . . . , xn) i ðîçãëÿíåìî ñóìó

S(F ) =
∑

(x1,...,xn)∈Fn
p

F (x1, . . . , xn)

äëÿ ïîëiíîìà F . Çà ïîïåðåäíiìè ìiðêóâàííÿìè ñóìà S(F ) ¹ ñó-
ìîþ ñòiëüêîõ îäèíèöü, ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ñèñòåìà (4.2.7),
òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî S(F ) = 0 ó ïîëi Fp. Öå îçíà÷àòèìå,
ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè V ¹ êðàòíîþ p, ùî é ñòâåðäæó¹
òåîðåìà Âàðíiíãà-Øåâàëë¹.

Ïîëiíîì F ¹ ñóìîþ ìîíîìiâ Xm1
1 . . . Xmn

n . Äîâåäåìî, ùî
S(Xm1

1 , . . . , Xmn
n ) = 0 ó ïîëi Fp. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî

S(Xm1
1 · · ·Xmn

n ) = S(Xm1
1 ) · · ·S(Xmn

n ). (4.2.9)

Äàëi, îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè
∑

deg Fi < n äëÿ âñiõ i, òî
deg F < n(p−1), à òîìó m1+· · ·+mn < n(p−1). Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ïðèíàéìíi îäèí ç ïîêàçíèêiâ m1, . . . , mn ìåíøèé âiä p−1. Òî-
äi, çà ëåìîþ 4.2.1, õî÷ îäèí ç ìíîæíèêiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.2.9)
äîðiâíþ¹ 0 (ó ïîëi Fp). Òîìó ç ðiâíîñòi (4.2.9) îäåðæó¹ìî, ùî
S(Xm1

1 · · ·Xmn
n ) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî îäíî÷ëåíà S(Xm1

1 · · ·Xmn
n )

ïîëiíîìà F . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî é S(F ) = 0. Îòæå, |V | ≡ 0
(mod p).

Íàñëiäîê 4.2.2. ßêùî F (X1, . . . , Xn) ∈ Fp[X1, . . . , Xn],
deg F < n, òî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ F (X1, . . . , Xn) = 0
íàä ïîëåì Fp äiëèòüñÿ íà p.

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê îäåðæó¹òüñÿ ç òåîðåìè ïðè k = 1.

Íàñëiäîê 4.2.3. ßêùî, â óìîâàõ òåîðåìè Âàðíiíãà-Øåâàëë¹,
âiëüíi ÷ëåíè ïîëiíîìiâ Fi ¹ íóëüîâèìè, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (4.2.7)
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.
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Äîâåäåííÿ. ßêáè ìíîæèíà V ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (4.2.7) ñêëà-
äàëàñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó, òî |V | = 1 6≡ 0 (mod p), ùî
ñóïåðå÷èëî á òåîðåìi.

Íàñëiäîê 4.2.4. ßêùî F (X1, . . . , Xn) ∈ Fp[X1, . . . , Xn] � îäíî-
ðiäíèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ r < n, òî ðiâíÿííÿ F (X1, . . . , Xn) = 0
ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 4.2.5. ßêùî F (X1, . . . , Xn) ∈ Fp[X1, . . . , Xn] � îäíî-
ðiäíèé ïîëiíîì âiä òðüîõ i áiëüøå çìiííèõ íàä ïîëåì Fp, òî
ðiâíÿííÿ F (X1, . . . , Xn) = 0 ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 4.2.2. Âñi ðåçóëüòàòè öüîãî ï., ïî÷èíàþ÷è ç ëåìè
i çàêií÷óþ÷è íàñëiäêîì 4.2.5, ñïðàâåäëèâi ó âèïàäêó äîâiëüíîãî
ñêií÷åííîãî ïîëÿ Fq, à íå ëèøå ïîëÿ Fp.

4.2.3. Êîíãðóåíöi¨ çà ìîäóëåì pn

Íåõàé a � öiëå ÷èñëî, m � íàòóðàëüíå ÷èñëî. ×èñëî a âèçíà÷à¹
¹äèíèé êëàñ ëèøêiâ ā ∈ Z/mZ, ÿêèé äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü
äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè òîþ æ áóêâîþ a. ßêùî a, b ∈ Z/mZ i
b ∈ (Z/mZ)∗, òîáòî b � åëåìåíò ãðóïè îäèíèöü êiëüöÿ Z/mZ,
òî äëÿ åëåìåíòà b iñíó¹ îáåðíåíèé b−1, ab−1 ∈ Z/mZ. Äàëi ìè
iíêîëè áóäåìî ïèñàòè a

b çàìiñòü ab−1.
Êðèòåðié ðiâíîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ ïîêàçó¹, ùî óìîâè

a = b â êiëüöi Z/mZ òà a ∼= b (mod m)

ðiâíîñèëüíi. Òóò a i b îçíà÷àþòü êëàñè ëèøêiâ ó ïåðøié óìîâi òà
öiëi ÷èñëà ó äðóãié.

Íåõàé f(X) � ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, a i b � öiëi
÷èñëà. ßêùî a ≡ b (mod m), òî f(a) ≡ f(b) (mod m). Çîêðåìà,
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, çà óìîâè a ≡ b (mod m), f(a) ≡ 0 (mod m)
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè f(b) ≡ 0 (mod m).
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Çàóâàæèìî, ùî êîëè f(X) ∈ Z[X] i a ∈ Z, òî ïîëiíîì f(X)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(X) = a + f ′(a)(X − a) + h(X)(X − a)2, (4.2.10)

äå h(X) ∈ Z[X]. Ñïðàâäi, ïîäiëèìî f(X) ç îñòà÷åþ íà (X − a)2.
Íåõàé h(X) � ÷àñòêà âiä äiëåííÿ. Ðîçäiëèâøè ùå é îñòà÷ó r(X)
íà X − a ç îñòà÷åþ, îäåðæèìî

f(X) = a + d(X − a) + h(X)(X − a)2.

Òåïåð îá÷èñëèìî ïîõiäíó âiä îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi äëÿ X = a.
Îäåðæèìî, ùî d = f ′(a), òîáòî ðiâíiñòü (4.2.10).

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü (4.2.10) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîâíî¨
ôîðìóëè Òåéëîðà (äèâ. âïðàâó 7 ðîçäiëó 3)

f(X) = a + f ′(a)(X − a) +
f ′′(a)

2
(X − a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(X − a)n.

Äàëi p îçíà÷à¹ ïðîñòå ÷èñëî, f(X) � ïîëiíîì ç öiëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè.

Ïîêàæåìî, ùî ç ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ f(X) ≡ 0 (mod p) ìî-
æíà, çà äåÿêèõ óìîâ, îäåðæóâàòè ðîçâ'ÿçêè êîíãðóåíöié
f(X) ≡ 0 (mod pn) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n.

Òåîðåìà 4.2.6. Íåõàé f(X) ∈ Z[X], f ′(X) � ïîõiäíà ïîëiíî-
ìà f(X). Íåõàé x0 ∈ Z òàêå, ùî f(x0) ≡ 0 (mod p) i f ′(x0) 6≡ 0
(mod p). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë x0, x1, . . . , xn, . . .
òàêà, ùî

0 ≤ xn < pn+1, (4.2.11)
f(xn) ≡ 0 (mod pn+1), (4.2.12)
xn ≡ xn−1 (mod pn). (4.2.13)

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü x0, x1, . . . , xn, . . . çà äî-
ïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨ ôîðìóëè

xn ≡ xn−1 − f(xn−1)
f ′(xn−1)

(mod pn+1), (4.2.14)



182 Ðîçäië 4. Êëàñè ëèøêiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

äå f(xn−1)
f ′(xn−1) îçíà÷à¹ ÿêå-íåáóäü öiëå ÷èñëî � ïðåäñòàâíèê êëàñó

ëèøêiâ f(xn−1)f ′(xn−1)−1 ∈ Z/pnZ (ìè íåçàáàðîì ïåðåêîíà¹ìîñü
â òîìó, ùî f ′(xn−1) îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ Z/pnZ).

Äëÿ n = 0 ïåðåâiðêè ïîòðåáó¹ ëèøå âëàñòèâiñòü (4.2.12),
ÿêà â öüîìó âèïàäêó âiðíà çà óìîâàìè òåîðåìè. Íåõàé åëåìåíòè
x0, x1, . . . , xn−1 âæå ïîáóäîâàíi; çíàéäåìî åëåìåíò xn. Ïåðø çà
âñå, îñêiëüêè xn−1 ≡ xn−2 ≡ · · · ≡ x1 ≡ x0 (mod p) i f ′(x0) 6≡ 0
(mod p), òî é f ′(xn−1) 6≡ 0 (mod p), à òîìó f ′(xn−1) òà pn âçà¹ì-
íî ïðîñòi. Çãiäíî òâåðäæåííÿ 1 òåîðåìè 5.1.4 f ′(xn−1) ∈ (Z/Z)∗.
Çàïèøåìî ðiâíiñòü (4.2.10) äëÿ a = xn−1:

f(X) = f(Xn−1) + f ′(xn−1)(X − xn−1) + h(X)(X − xn−1)2.

Ïiäñòàâèâøè ñþäè xn ç ôîðìóëè (4.2.14) çàìiñòü X, îäåðæèìî

f(xn) ≡
( f(xn−1)

f ′(xn−1)

)2
≡ 0 (mod p2n).

Àëå, n ≥ 1, òîìó 2n ≥ n + 1. Îòæå,

f(xn) ≡
( f(xn−1)

f ′(xn−1)

)2
h(xn) ≡ 0 (mod pn+1),

áî f(xn−1)
f ′(xn−1) ≡ 0 (mod pn) çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨. Òàêèì ÷è-

íîì, xn ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöié (4.2.12) i (4.2.13). Íàðåøòi, xn

âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (4.2.14) çà mod pn+1, òîìó xn ìîæíà âè-
áðàòè òàê, ùîá 0 ≤ xn < pn+1.

Íàñëiäîê 4.2.7. ßêùî äëÿ öiëèõ x0
1, . . . , x

0
m i ïîëiíîìà

F (X1, . . . , Xn) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ äåÿêîãî i (1 ≤ i ≤ m)
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

F (x0
1, . . . , x

0
m) ≡ 0 (mod p),

F ′
xi

(X0
1 , . . . , x0

m) 6≡ 0 (mod p),

äå F ′
Xi

� ÷àñòêîâà ïîõiäíà ïîëiíîìà F çà çìiííîþ Xi, òî äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨

F (X1, . . . , Xm) ≡ 0 (mod pn).
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Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîçíà÷èòè Xi = X, ðîçãëÿíóòè ïîëiíîì
f(X) = F (x0

1, . . . , x
0
i−1, X, x0

i+1, . . . , x
0
m)

âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ X i çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíþ òåîðåìó.

Çàóâàæåííÿ 4.2.3. Ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ ÷èñåë x0, x1, . . . , xn, . . .
òàêi, ùî 0 ≤ xn < pn i xn ≡ xn−1 (mod pn+1) (à ñàìå òàêi ïîñëi-
äîâíîñòi âèíèêàþòü ó òåîðåìi 4.2.6, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi êîíãðó-
åíöié çà mod pn, íàçèâàþòü öiëèìè p-àäè÷íèìè ÷èñëàìè. Òàêi
÷èñëà ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë.

4.2.4. Êîíãðóåíöi¨ çà ìîäóëåì m

Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ ïåðøîãî
ñòåïåíÿ

aX ≡ b (mod m). (4.2.15)
Òåîðåìà 4.2.8. Íåõàé d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷è-

ñåë a i m. Êîíãðóåíöiÿ (4.2.15) ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî d | b i íå
ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî d 6 |b

Äîâåäåííÿ. Êîíãðóåíöiÿ (4.2.15) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî
a ∈ (Z/mZ)∗, òîáòî ÿêùî (a,m) = 1. Öèì ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ¹
êëàñ ëèøêiâ ç ïðåäñòàâíèêîì aφ(m)−1b, äå φ � ôóíêöiÿ Îéëåðà.
Êîíãðóåíöiÿ (4.2.15), î÷åâèäíî, íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó, ÿêùî (a,m) =
= d > 1 i d íå ¹ äiëüíèêîì b. Ó âèïàäêó (a,m) = d > 1 i d|b
êîíãðóåíöiÿ (4.2.15) ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ x0, x0 + m

d , . . . , x0 +(d−1)m
d

çà ìîäóëåì m, äå x0 (mod m
d ) � ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨

a

d
X ≡ b

d
(mod

m

d
). (4.2.16)

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó x0 (mod m
d ) âèïëèâà¹ iç âçà-

¹ìío¨ ïðîñòîòè ÷èñåë a
d òà m

d .

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié çà ìîäóëåì m çâîäèòüñÿ äî ðîç-
â'ÿçóâàííÿ êoíãðóåíöié çà êiëüêîìà ìîäóëÿìè, ÿêi ¹ ñòåïåíÿìè
ïðîñòèõ ÷èñåë. Öå ðîáèòüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ òåîðåìè, ÿêó
íàçèâàþòü êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî îñòà÷i.
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Òåîðåìà 4.2.9. ßêùî m1,m2, . . . , ms � ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñ-
òi ÷èñëà, m = m1 · m2 · · · · · ms i a1, a2, . . . , as � áóäü-ÿêi öiëi
÷èñëà, òî iñíó¹ öiëå ÷èñëî a, äëÿ ÿêîãî a ≡ ai (mod m) äëÿ âñiõ
i = 1, . . . , s.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà m′
i = m

mi
. Ç ïîïàðíî¨ âçà¹ìíî¨

ïðîñòîòè ÷èñåë m1,m2, . . . , ms âèïëèâà¹, ùî (m′
i,mi) = 1. Òîìó

êîíãðóåíöiÿ m′
iX ≡ 1 (mod mi) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èâ-

øè öåé ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç m′′
i , îäåðæèìî

m′
im

′′
i ≡ 1 (mod mi). (4.2.17)

Ç iíøîãî áîêó, çðîçóìiëî, ùî äëÿ i 6= j, 1 ≤ j ≤ s,

m′
jm

′′
j ≡ 0 (mod mi). (4.2.18)

Öiëå ÷èñëî a = m′
1m

′′
1a1 + m′

2m
′′
2a2 + · · · + m′

sm
′′
sas çàäîâîëüíÿ¹

âèìîãàì òåoðåìè. Ñïðàâäi,

a− ai ≡
∑

j 6=i

m′
jm

′′
j aj + (m′

im
′′
i − 1)ai ≡ 0 (mod mi),

áî êîæíèé äîäàíîê ñóìè
∑

j 6=i m
′
jm

′′
j aj êîíãðóåíòíèé íóëþ çà ìî-

äóëåì mi çãiäíî (4.2.18), à äîäàíîê (m′
im

′′
i − 1)ai êîíãðóåíòíèé

íóëþ çà ìîäóëåì mi çãiäíî (4.2.17). Çíà÷èòü a − ai äiëèòüñÿ íà
âñi ÷èñëà mi, à òîìó âîíî äiëèòüñÿ i íà äîáóòîê m1 · · ·ms öèõ
÷èñåë, áî m1, · · · , ms ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà.

Íåõàé m = pk1
1 ·. . . ·ks

s � ðîçêëàä ÷èñëà m íà ïðîñòi ìíîæíèêè.
Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ

f(X) ≡ 0 (mod m), (4.2.19)

äå f(X) ïîëiíîì iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîðÿä ç êîíãðóåíöi-
¹þ (4.2.19) ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êîíãðóåíöié





f(X) ≡ 0 (mod pk1
1 ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(X) ≡ 0 (mod pks
s ).

(4.2.20)
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Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ (4.2.19) ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè (4.2.20). Íàâïàêè, ÿêùî ai (mod pki

i ) ðîçâ'ÿçîê i-î¨
êîíãðóåíöi¨ ñèñòåìè (4.2.20), òî åëåìåíò a (mod m), îá÷èñëåíèé
çà äîïîìîãîþ êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî îñòà÷i (ïðè îá÷èñëåííi ìè
ïðèéìà¹ìî mi = pki

i ), ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (4.2.19). Òîìó
çàäà÷à ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié çà äîâiëüíèì ìîäóëåì ìîæå
áóòè çâåäåíà äî çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié çà ìîäóëåì,
ùî ¹ ñòåïåíåì ïðîñòîãî ÷èñëà. À çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
êîíãðóåíöié çà mod pn çâîäèòüñÿ ïðè ïåâíèõ óìîâàõ, ÿê áóëî
ïîêàçàíî ó ï. 4.2.3, äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié çà ïðîñòèì ìî-
äóëåì p.

4.2.5. Äâî÷ëåííi êîíãðóåíöi¨ çà mod p

Çãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî ïîëÿ Fq ìóëüòèïëiêà-
òèâíà ãðóïà F∗q ¹ öèêëi÷íîþ. Çîêðåìà, ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî,
òî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ Z/pZ öèêëi÷íà. Áóäü-ÿêó òâið-
íó g ãðóïè (Z/pZ)∗ íàçèâàþòü ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì p.
Ìè âæå çíà¹ìî, ùî êîæíi äâi öèêëi÷íi ãðóïè îäíàêîâîãî ïîðÿä-
êó içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ. Òîìó ãðóïà (Z/pZ)∗ içîìîðôíà ãðó-
ïi Z/(p − 1)Z. ßêùî ìè ìà¹ìî ÿêèé-íåáóäü ïåðâiñíèé êîðiíü g
çà mod p, òî ìîæåìî çàäàòè içîìîðôiçì (ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç
indg):

indg : (Z/pZ)∗ → Z/(p− 1)Z,

äå äëÿ a ∈ (Z/pZ)∗ indg(a) = i ∈ Z/(p − 1)Z òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè a = gi.

Âiäîáðàæåííÿ indg ái¹êòèâíå. Ñïðàâäi, âîíî ñþð'¹êòèâíå, áî
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà i ∈ Z/(p − 1)Z ìè ìîæåìî âêàçàòè éîãî
ïðîîáðàç, à ñàìå, åëåìåíò gi ∈ (Z/pZ)∗; ÿêùî indg(gi) = indg(gj),
òîáòî ī = j̄, òî j = d(p−1)+ i, çâiäêè îòðèìó¹ìî gj = gi(gp−1)d =
= gi, à öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ indg ií'¹êòèâíå.

Ïåðåâiðèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ indg ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï
(Z/pZ)∗ i Z/(p− 1)Z:

indg(ab) = indg(a) + indg(b).



186 Ðîçäië 4. Êëàñè ëèøêiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Ñïðàâäi, ÿêùî a = gi, b = gj , òî

indg(ab) = indg(gigj) = indg(gi+j) = i + j = ī+ j̄ = ind(a)+ ind(b).

Òàê ñàìî ïðîñòî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü indg(ak) = kindg(a).
Çðîçóìiëî, ùî òóò ìà¹ìî àíàëîãiþ ç ëîãàðèôìàìè. Iíäåêñè

òàê ñàìî êîðèñíi äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü ó ïîëi Z/pZ, ÿê çâè-
÷àéíi ëîãàðèôìè êîðèñíi äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü ó ïîëi äié-
ñíèõ ÷èñåë.

Äîñëiäèìî çà äîïîìîãîþ iíäåêñiâ äâî÷ëåííó êîíãðóåíöiþ

Xm ≡ a (mod p). (4.2.21)

Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê x. Âèáåðå-
ìî ïåðâiñíèé êîðiíü g çà modp. Íåõàé α = indga, ξ = indgx Òîäi
ìà¹ìî

gξm ≡ gα (mod p). (4.2.22)

Çâiäñè, çà îçíà÷åííÿì iíäåêñó, ξm ≡ α (mod p − 1), òîáòî ξ ¹
ðîçâ'çêîì êîíãðóåíöi¨

mY ≡ α (mod (p− 1)). (4.2.23)

Íàâïàêè, ÿêùî ξ ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (4.2.23), òî äëÿ ξ âiðíà
óìîâà (4.2.22), à òîìó x = gξ ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (4.2.21).

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ äâî÷ëåííèõ êîíãðóåíöié çà ìîäó-
ëåì p çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié çà ìîäóëåì
p− 1.

Íåõàé d = (p−1,m) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê p−1 i m.
Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4.2.9, îäåðæó¹ìî, ùî êîíãðóåíöiÿ (4.2.23)
ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî d|α, i íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â iíøîìó âèïàäêó.
Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ (4.2.23) çàäîâîëüíÿ¹ (4.2.22), à,
îòæå, i (4.2.21). Â êiíöåâîìó ðàõóíêó, áà÷èìî, ùî çàäà÷à çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨ (4.2.21) ðiâíîñèëüíà çàäà÷i çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ êîíãðóåíöi¨ (4.2.23). Öå äîçâîëÿ¹
ñôîðìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 4.2.10. à) Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, m ∈ Z, m > 0
i a ∈ Z, p íå äiëèòü a. Íåõàé d = (p− 1,m). Êîíãðóåíöiÿ

Xm ≡ a (mod p). (4.2.24)

àáî ìà¹ d ðîçâ'ÿçêiâ, àáî íå ìà¹ æîäíîãî.
á) Öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

a
p−1

d ≡ 1 (mod p).

Iñíó¹ p−1
d çíà÷åíü a ∈ Z/pZ, äëÿ ÿêèõ êîíãðóåíöiÿ (4.2.24) ìà¹

ðîçâ'ÿçêè.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ à) âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü,
ùî çâîäÿòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöi¨ (4.2.24) äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ëiíiéíî¨ Òâåðäæåííÿ ) âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü, ùî çâî-
äÿòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöi¨ (4.2.24) äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíî¨
êîíãðóåíöi¨ (4.2.23).

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè á). ßêùî a
p−1

d ≡ 1 (mod p), g � ïåð-
âiñíèé êîðiíü çà mod p, i α = indg(a), òî αp−1

d ≡ 0 (mod p −
1), òîáòî α· p−1

d = (p − 1)s äëÿ äåÿêîãî öiëîãî s. Çâiäñè α
d = s,

òîáòî α äiëèòüñÿ íà d i êîíãðóåíöiÿ (4.2.23) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, òîìó
i êîíãðóåíöiÿ (4.2.24) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.

Íàâïàêè, íåõàé b ∈ (Z/pZ)∗ ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ (4.2.24).
Òîäi a

p−1
d ≡ bm p−1

d = (bp−1)
m
d ≡ 1 (mod p).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñèòü çàóâàæèòè, ùî êîíãðóåí-
öiÿ X

p−1
d ≡ 1 (mod p) ìà¹ ðiâíî p−1

d ðîçâ'ÿçêiâ gd, g2d, . . . , gp−1−d,
gp−1 = 1, äå g � ïåðâiñíèé êîðiíü çà mod p.

4.3. Êâàäðàòè÷íèé çàêîí âçà¹ìíîñòi
4.3.1. Ñèìâîë Ëåæàíäðà
Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ

X2 ≡ a (mod p), (4.3.1)
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äå p îçíà÷à¹ íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, p íå äiëèòü a.
Ââåäåìî ñèìâîë (a

p ), ÿêèé íàçèâàþòü ñèìâîëîì Ëåæàíäðà i
îçíà÷àþòü òàê:

(a

p

)
=

{
1, ÿêùî êîíãðóåíöiÿ (4.3.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê,

−1, â iíøîìó âèïàäêó.

Îçíà÷åííÿ ñèìâîëó Ëåæàíäðà ìîæíà ñôîðìóëþâàòè i â iíøèõ
òåðìiíàõ:

(a

p

)
=

{
1, ÿêùî a � êâàäðàò ó ïîëi Z/pZ,

−1, â iíøîìó âèïàäêó.

Iç òåîðåìè 4.2.10 âèïëèâà¹, ùî â ïîëi Z/pZ iñíó¹ p−1
2 íåíó-

ëüîâèõ êâàäðàòiâ i ñòiëüêè æ íåíóëüîâèõ íåêâàäðàòiâ.
Äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñèìâîëó Ëåæàíäðà êîðèñíèé

íàñòóïíèé ïðîñòèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.3.1 (êðèòåðié Îéëåðà).
(

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ôåðìà ap−1 − 1 = 0 â ïîëi Z/pZ. Ç
iíøîãî áîêó ap−1 − 1 = (a

p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1). Çâiäñè a

p−1
2 = 1

àáî a
p−1
2 = −1. Òåîðåìà 4.2.10 ñòâåðäæó¹, ùî a

p−1
2 = 1 òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè êîíãðóåíöiÿ (4.3.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, à öå îçíà÷à¹,
ùî (a

p ) = a
p−1
2 â ïîëi Z/pZ.

4.3.2. Ëåìà Ãàóñà
Ðîçãëÿíåìî íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî p. Ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà
(Z/pZ)∗ ïîëÿ Z/pZ ¹ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí S = {1, 2, . . . , p−1

2 }
òà −S = {−1,−2, . . . ,−p−1

2 }. Öi ìíîæèíè ìàþòü ïîðîæíié ïå-
ðåòèí: S ∩ (−S) = ∅.

ßêùî x ∈ S i a ∈ (Z/pZ)∗, òî ax ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

ax = exxa, (4.3.2)

äå ex = ±1 i xa ∈ S.
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Ëåìà 4.3.1.
(

a
p

)
=

∏
x∈S ex.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x, x′ ∈ S i x 6= x′. Òîäi xa 6= x′a, áî â ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ìè ìàëè á ax = −ax′, òîáòî x + x′ = 0, à öå
íåìîæëèâî çà âèáîðîì ìíîæèíè S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðà-
æåííÿ x → xa ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè S â ñåáå.
Ïåðåìíîæèâøè ðiâíîñòi (4.3.2) äëÿ âñiõ x ∈ S, îäåðæèìî

a
p−1
2

∏

x∈S

x =
(∏

x∈S

ex

)
·
∏

x∈S

xa =
(∏

x∈S

ex

)
·
∏

x∈S

x.

Çâiäñè, ñêîðîòèâøè íà
∏

x∈S x, îäåðæó¹ìî:

a
p−1
2 =

∏

x∈S

ex.

Àëå a
p−1
2 = (a

p ), òîìó (a
p ) =

∏
x∈S ex, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

4.3.3. Âëàñòèâîñòi ñèìâîëó Ëåæàíäðà
Òåîðåìà 4.3.2. 1) (ab

p ) = (a
p )( b

p);
2) (1

p) = 1;
3) (−1

p ) = (−1)
p−1
2 ;

4) (2
p) = (−1)

p2−1
8 .

Äîâåäåííÿ. 1) (ab
p ) = (ab)

p−1
2 = a

p−1
2 · b p−1

2 = (a
p )( b

p).
2) Î÷åâèäíî, áî 1 çàâæäè ¹ êâàäðàòîì.
3) (−1

p ) = (−1)
p−1
2 çà êðèòåði¹ì Îéëåðà.

Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé 1), 2), 3) ìè çàñòîñóâàëè êðèòå-
ðié Îéëåðà. Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 4) çàñòîñó¹ìî ëåìó Ãàóñà.
Ç ðiâíîñòi (4.3.2) âèïëèâà¹ ïðè a = 2:

ex = 1, ÿêùî 2x ≤ p−1
2 , òîáòî x ≤ p−1

4 ;
ex = −1, ÿêùî 2x > p−1

2 , òîáòî x > p−1
4 .
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Òîìó çà ëåìîþ Ãàóñà (2
p) = (−1)n(p), äå n(p) � êiëüêiñòü

òàêèõ öiëèõ ÷èñåë x, ùî

p− 1
4

< x ≤ p− 1
2

. (4.3.3)

×èñëî p ìîæå ìàòè îäèí ç ÷îòèðüîõ âèãëÿäiâ: p = 8k ± 1 àáî
p = 8k ± 3.

ßêùî p = 8k ± 1, òî ç (4.3.3) âèïëèâà¹, ùî n(p) = 2k, à ÿêùî
p = 8k ± 3, òî ç öi¹¨ æ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî n(p) = 2k ± 1.
Îòæå,

(2
p

)
=

{
1, p = 8k ± 1,

−1, p = 8k ± 3
= (−1)

p2−1
8 ,

áî p2−1
8 ¹ ïàðíèì ÷èñëîì äëÿ p = 8k ± 1 i íåïàðíèì äëÿ p =

8k ± 3.

4.3.4. Çàêîí âçà¹ìíîñòi
Òåîðåìà 4.3.3. ßêùî p i q � ðiçíi íåïàðíi ïðîñòi ÷èñëà, òî(p

q

) · ( q
p) = (−1)

p−1
2
· q−1

2 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p = 2n + 1, q = 2m + 1. Çàñòîñó¹ìî ëåìó
Ãàóñà äo a = q òà ìíîæèíè S = {1, 2, . . . , n = p−1

2 }. Íåõàé
1 ≤ x ≤ n, òîäi qx ≡ exxq (mod p), äå xq ∈ S.

Äàëi, ex = −1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè qx = py − xq. Çâiäñè
py = qx + xq, òîáòî y > 0 i y ≤ qx+xq

p ≤ qn+n
p = (q+1) p−1

2
p < q+1

2 =
= m + 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ex = −1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹
òàêå y ∈ {1, 2, . . . , q−1

2 = m}, ùî

0 < py − qx = xq ≤ n. (4.3.4)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ çàäàíîãî x ç âëàñòèâiñòþ ex = −1 ÷èñëî y
âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó B1 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤
≤ m, 0 < py − qx ≤ n} i ïîçíà÷èìî ÷åðåç k1 êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
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ìíîæèíè B1. Ç ëåìè Ãàóñà âèïëèâà¹, ùî
(q

p

)
= (−1)k1 . (4.3.5)

Àíàëîãi÷íî, ðîçãëÿíóâøè åëåìåíò a = p òà ìíîæèíó S1 =
= {1, 2, . . . , m = q−1

2 }, îäåðæèìî, ùî äëÿ y ∈ S1 ey = −1 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ åëåìåíò x ∈ {1, 2, . . . , n = p−1

2 }, äëÿ ÿêîãî

0 < qx− py ≤ m. (4.3.6)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

B2 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ m,−m ≤ py − qx < 0}.
ßêùî k2 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè B2, òî ç ëåìè Ãàóñà
îäåðæó¹ìî (p

q

)
= (−1)k2 . (4.3.7)

Ç íåðiâíîñòåé (4.3.4) i (4.3.6) âèïëèâà¹, ùî B1 ∩ B2 = ∅, îòæå,
ìíîæèíà

B = B1 ∪B2 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ m,−m ≤ py − qx ≤ n}
ñêëàäà¹òüñÿ ç k1 + k2 åëåìåíòiâ.

Íåõàé A = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ m}. Ìíîæèíà
C = A\B ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ïiäìíîæèíè

C1 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ m, py − qx > n},
C2 = {(x, y) | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ m, py − qx < −m}.

Íåõàé l1 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè C1, à l2 � êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ ìíîæèíè C2. Äîâåäåìî, ùî l1 = l2. Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî,
ùî ïðàâèëî (x, y) 7→ (n+1−x, m+1−y) = (x′, y′) çàäà¹ ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ f ç ìíîæèíè C1 íà ìíîæèíó C2.

ßêùî (x, y) ∈ C1, òî çðîçóìiëî, ùî (x′, y′) ∈ A i, êðiì öüîãî
(íàãàäà¹ìî, ùî p = 2n + 1, q = 2m + 1),

py′ − qx′ = (2n + 1)(m + 1− y)− (2m + 1)(n + 1− x) =
= (2n+1)(m+1)−(2m+1)(n+1)−py+qx = n−m−py+qx < −m,
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òîáòî (x′, y′) ∈ C2. Íàâïàêè, ÿêùî (x′, y′) ∈ C2, òî

py − qx = (2n + 1)(m + 1− y′)− (2m + 1)(n + 1− x′) =
= n−m− py′ + qx′ > n,

òîáòî (x, y) ∈ C1.
Òàê ñàìî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî ïðàâèëî (x′, y′) 7→ (n+1−x′,m+1−

−y′) çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ g ç ìíîæèíè C1 ó ìíîæèíó C2. Íàðåøòi,
ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f i g ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè.
Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ f : C1 → C2 ái¹êòèâíå, à òîìó l1 = l2.

Ìíîæèíè B1, B2, C1 i C2 ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à ¨õ
îá'¹äíàííÿ äà¹ âñþ ìíîæèíó A, îòæå,

k1 + k2 + 2l1 = nm =
p− 1

2
· q − 1

2
. (4.3.8)

Ïåðåìíîæèâøè (4.3.5) i (4.3.7), i âèêîðèñòàâøè (4.3.8), îäåðæó¹-
ìî

(p

q

)
·
(q

p

)
= (−1)k1+k2 = (−1)k1+k2+2l1 = (−1)

p−1
2
· q−1

2 ,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ùîéíî äîâåäåíó òåîðåìó, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
äâîõ íåïàðíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p i q âiðíà ðiâíiñòü (p

q ) · ( q
p) =

= (−1)
p−1
2
· q−1

2 , íàçèâàþòü êâàäðàòè÷íèì çàêîíîì âçà¹ìíîñòi, à
ðiâíîñòi (−1

p ) = (−1)
p−1
2 òà (2

p) = (−1)
p2−1

8 íàçèâàþòü äîïîâíåí-
íÿìè äî êâàäðàòè÷íîãî çàêîíó âçà¹ìíîñòi. Ñôîðìóëþ¹ìî êâà-
äðàòè÷íèé çàêîí âçà¹ìíîñòi òà éîãî äîïîâíåííÿ ó çðó÷íîìó äëÿ
îá÷èñëåíü âèãëÿäi:

• (p
q ) = ( q

p), ÿêùî õî÷ îäíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë p àáî q ìà¹ âèãëÿä
4k + 1.

• (p
q ) = −( q

p), ÿêùî îáèäâà ÷èñëà p i q ìàþòü âèãëÿä 4k + 3.
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• (−1
p ) =

{
1, ÿêùî p = 4k + 1,

−1, ÿêùî p = 4k + 3.

• (2
p) =

{
1, ÿêùî p = 8k + 1 àáî p = 8k + 7,

−1, ÿêùî p = 8k + 3 àáî p = 8k + 5.

Çàêîí âçà¹ìíîñòi áóâ âiäêðèòèé Ë.Îéëåðîì y 1772 ð. i îïó-
áëiêîâàíèé áåç äîâåäåííÿ ó 1783 ð. Ëåæàíäð ó 1775 ð. ñôîðìó-
ëþâàâ çàêîí âçà¹ìíîñòi ó òðîõè iíøié, íiæ Îéëåð, ôîðìi i íàâiâ
äîâåäåííÿ, ÿêå íå áóëî, îäíàê, ïîâíèì. Ïåðøå ïîâíå äîâåäåííÿ
êâàäðàòè÷íîãî çàêîíó âçà¹ìíîñòi îäåðæàâ Ê.Ô. Ãàóñ ó âiöi 19 ðî-
êiâ ó 1796 ðîöi. Öå äîâåäåííÿ áóëî îïóáëiêîâàíå Ãàóñîì ðàçîì iç
ùå îäíèì äîâåäåííÿì ó 1801 ðîöi â éîãî çíàìåíèòîìó òðàêòàòi
�Disquisitiones arithmeticae�. Ïiçíiøå Ãàóñ îïóáëiêóâàâ ùå äåêiëü-
êà ðiçíèõ äîâåäåíü öüîãî çàêîíó.

Âiäçíà÷èìî, ùî çàêîí âçà¹ìíîñòi íå ¹ ïðîñòî ìàòåìàòè÷íèì
êóðéîçîì. Öå ãëèáîêà òåîðåìà, ÿêà ìà¹ ñåðéîçíi çàñòîñóâàííÿ.
Ïðèêëàäè íàéáiëüø ïðîñòèõ çàñòîñóâàíü áóäóòü íàâåäåíi ó íà-
ñòóïíîìó ï. 4.3.5. Êâàäðàòè÷íèé çàêîí âçà¹ìíîñòi òà éîãî ðiçíî-
ìàíiòíi óçàãàëüíåííÿ (íàéáiëüø çàãàëüíi çàêîíè âçà¹ìíîñòi áó-
ëè äîñëiäæåíi I.Ð. Øàôàðåâè÷åì âæå â ñåðåäèíi 20-ãî ñòîëiòòÿ)
ñêëàäàþòü îäèí ç íàéâàæëèâiøèõ ðîçäiëiâ òåîði¨ ÷èñåë.

4.3.5. Äåÿêi çàñòîñóâàííÿ çàêîíó âçà¹ìíîñòi
à) Îá÷èñëåííÿ ñèìâîëó Ëåæàíäðà.

Íåõàé íàì ïîòðiáíî âèÿñíèòè, ÷è ìà¹ ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöiÿ

x2 ≡ 488 (mod 1997).

1997 � ïðîñòå ÷èñëî, 488 = 23 · 61. Îá÷èñëþ¹ìî ñèìâîë Ëåæàí-
äðà, âèêîðèñòîâóþ÷è 1997 ≡ 5 (mod 8). Ìà¹ìî

( 488
1997

)
=

( 2
1997

)3( 61
1997

)
= −

( 61
1997

)
= −

(1997
61

)
=

= −
(45

61

)
= −

( 3
61

)2 · ( 5
61

)
= −

( 5
61

)
= −

(61
5

)
= −

(1
5

)
= −1.
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Òóò âèêîðèñòàíî êîíãðóåíöi¨ 1997 ≡ 45 (mod 61), 61 ≡ 1 (mod 4)
i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü ñèìâîëó Ëåæàíäðà (ab

p ) = (a
p )( b

p) äëÿ
a, b ∈ Z.

á) Îá÷èñëåííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ äàíå ÷èñëî a ¹ êâàä-
ðàòè÷íèì ëèøêîì.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü (2
p) = (−1)

p2−1
8 . Öÿ ðiâíiñòü ñòâåðäæó¹,

ùî ÷èñëî 2 ¹ êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì äëÿ òèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p,
ÿêi íàëåæàòü äî àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié {8k + 1 | k ∈ N} àáî
{8k + 7 | k ∈ N}, i ¹ êâàäðàòè÷íèì íåëèøêîì äëÿ òèõ ïðîñòèõ p,
ÿêi íàëåæàòü äî ïðîãðåñié {8k + 3 | k ∈ N} àáî {8k + 5 | k ∈ N}.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàêó çàäà÷ó. Çíàéòè âñi ïðîñòi ÷èñëà p, äëÿ
ÿêèõ äàíå ïðîñòå ÷èñëî q ¹ êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì. Äëÿ ðîçâ'ÿ-
çàííÿ öi¹¨ çàäà÷i, ÿê i ó âèïàäêó q = 2, ðîçãëÿíåìî àðèôìåòè÷íi
ïðîãðåñi¨ {4qk + r | k ∈ N, 0 < r < 4q}.

Ìà¹ìî äëÿ p = 4qk + r:
(q

p

)
=

(p

q

)
(−1)

p−1
2
· q−1

2 =
(r

q

)
(−1)

r−1
2
· q−1

2 ,

(−q

p

)
=

(
−1

p

)(q

p

)
=

(r

q

)
(−1)

r−1
2
· q+1

2 .

Çâiäñè áà÷èìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q ñèìâîëè
Ëåæàíäðà ( q

p) òà (−q
p ) çàëåæàòü ëèøå âiä îñòà÷i âiä äiëåííÿ ÷è-

ñëà p íà 4q. Ìíîæèíà òèõ ïðîñòèõ p, äëÿ ÿêèõ ( q
p) ¹ êâàäðàòè-

÷íèì ëèøêîì, ìiñòèòüñÿ â àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñiÿõ 4qk+r, 0 <

r < 4q, äëÿ ÿêèõ ( r
q )(−1)

r−1
2
· q−1

2 = 1, à ìíîæèíà òèõ ïðîñòèõ p,
äëÿ ÿêèõ (−q

p ) ¹ êâàäðàòè÷íèì ëèøêîì, ìiñòèòüñÿ â àðèôìåòè-
÷íèõ ïðîãðåñiÿõ 4qk+r, 0 < r < 4q, äëÿ ÿêèõ ( r

q )(−1)
r−1
2
· q+1

2 = 1.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä. Çíàéäåìî òi ïðîñòi

÷èñëà p > 3, äëÿ ÿêèõ êîíãðóåíöiÿ X2 ≡ 3 (mod p) ìà¹ ðîçâ'ÿç-
êè.

Íåõàé p = 12k + r, äå r = 1, 5, 7, 11.

(3
p

)
= (−1)

r−1
2

(r

3

)
=

{
1, ÿêùî r = 1, 11,

−1, ÿêùî r = 5, 7.
(4.3.9)
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Íàøà êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ p ≡ 1 (mod 12) i p ≡ 11
(mod 12) i íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî p ≡ 5 (mod 12) i p ≡ 7 (mod 12).

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ïðîñòi ìíîæ-
íèêè öiëèõ ÷èñåë âèãëÿäó a2 − 3 íàëåæàòü àðèôìåòè÷íèì ïðî-
ãðåñiÿì 12k + 1 i 12k + 11, äå k ∈ N.

â) Âiäøóêàííÿ ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ äåÿêèõ ÷èñåë.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó:
Òåîðåìà 4.3.4. Íåõàé n = ax2

0 + by2
0, äå a, b, x0, y0 ∈ Z \ {0},

(ax0, by0) = 1 i p � íåïàðíèé ïðîñòèé ìíîæíèê ÷èñëà n. Òîäi(
−ab
p

)
= 1.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ, íàâåäåíèõ ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè âè-
ïëèâà¹, ùî êîíãðóåíöiÿ X2 ≡ −ab (mod p) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâ-
äi, óìîâà ax2

0 + by2
0 ≡ 0 (mod p) îçíà÷à¹, ùî −abx2

0 ≡ (by0)2

(mod p). Çâiäñè îäåðæó¹ìî (x−1
0 y0b)2 ≡ −ab (mod p), äå x−1

0 �
ðîçâ'ÿçîê êîíãðóåíöi¨ x0X ≡ 1 (mod p). Òîìó (−ab

p ) = 1.

Íàâåäåìî îäèí ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè.
Ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëî

11021 = 3 · 112 + 2 · 732. (4.3.10)
Çà òåîðåìîþ, ÿêùî p|11021, òî (−6

p
) = 1, (−6

p
) = ( 2

p
)( 3

p
)(−1

p
). ×èñëà p, äëÿ

ÿêèõ 2 i 3 ¹ êâàäðàòè÷íèìè ëèøêàìè çà ìîäóëåì p, ëåæàòü â àðèôìåòè÷íèõ
ïðîãðåñiÿõ ç ðiçíèöÿìè 8 i 12. Äëÿ òîãî, ùîá îäíî÷àñíî ðîçãëÿäàòè öi àðèô-
ìåòè÷íi ïðîãðåñi¨, ðîçãëÿíåìî àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ 24k + r, 0 < r < 24.

Íàñ öiêàâèòü çíà÷åííÿ (−6
p

) äëÿ ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p. Òàê ÿê
(
−6
p

)
=(

−2
p

)(
3
p

)
, òî äîñèòü îá÷èñëèòè (−2

p
) i ( 3

p
). Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ñèìâîë (−2

p
):

(2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
1, ÿêùî p ≡ 1, 7, 17, 23 (mod 24),

−1, ÿêùî p ≡ 5, 11, 13, 19 (mod 24),

(−1

p

)
=

{
1, p ≡ 1, 5, 13, 17 (mod 24),

−1, p ≡ 7, 11, 19, 23 (mod 24).

Ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ ( 2
p
) i (−1

p
) i âèêîðèñòîâóþ÷è (−2

p
) = ( 2

p
)(−1

p
), îäåðæó-

¹ìî
(−2

p

)
=

(2

p

)(−1

p

)
=

{
1, ÿêùî p ≡ 1, 11, 17, 19 (mod 24),

−1, ÿêùî p ≡ 5, 7, 13, 23 (mod 24).
(4.3.11)
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Òåïåð îá÷èñëèìî ( 3
p
). Âèêîðèñòà¹ìî (4.3.9):

(3

p

)
=

{
1, ÿêùî p ≡ 1, 11, 13, 23 (mod 24),

−1, ÿêùî p ≡ 5, 7, 17, 19 (mod 24).

Çâiäñè i ç (4.3.11) îäåðæó¹ìî îñòàòî÷íî:

(−6

p

)
=

{
1, ÿêùî p ≡ 1, 5, 7, 11 (mod 24),

−1, ÿêùî p ≡ 13, 17, 19, 23 (mod 24).

Ïîâåðòàþ÷èñü äî íàøîãî ÷èñëà 11021, áà÷èìî, ùî ïðîñòi äiëüíèêè
p ≤ √

11021 ìiñòÿòüñÿ ñåðåä ÷èñåë: 5, 7, 11, 29, 31, 53, 59, 73, 79, 83, 97,
101, 103.

Ç (4.3.10) áà÷èìî, ùî 5, 11, 73 íå ¹ äiëüíèêàìè öüîãî ÷èñëà. Äàëi, âè-
êîðèñòîâóþ÷è áåçïîñåðåäí¹ äiëåííÿ, îäåðæó¹ìî, ùî ñåðåä ÷èñåë 7, 29, 31,
53, 59, 73, 79, 83, 97, 101, 103 ëèøå 103 äiëèòü 11021 i 11021 = 103 · 107. Ìè
ðîçêëàëè ÷èñëî 11021 íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ 24 ïðîñòèõ
÷èñåë, áiëüøèõ âiä 5, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 103. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò
äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè, íàì ïîòðiáíî áóëî âèïðîáóâàòè ëèøå 11 ç íèõ. Òîìó
÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè öüîãî ÷èñëà ñêîðî-
÷ó¹òüñÿ áiëüøå, íiæ ó 2 ðàçè â ïîðiâíÿííi ç òèì, ÿêáè ìè ïðîáóâàëè ïiäðÿä
äiëèòè íà âñi ïðîñòi ÷èñëà, ùî íå ïåðåâèùóþòü 103 (íå âðàõîâóþ÷è ÷àñó,
çàòðà÷åíîãî íà âèäiëåííÿ àðèôìåòè÷íèõ ïðîãðåñié, ÿêèì íàëåæàòü ïðîñòi
ìíîæíèêè öüîãî ÷èñëà).

Çâè÷àéíî, äëÿ òàêîãî íåâåëèêîãî ÷èñëà ÿê 11021 íàâåäåíèé
ìåòîä âiäøóêàííÿ ïðîñòèõ ìíîæíèêiâ âèãëÿäà¹ íå äóæå ïåðåêîí-
ëèâî. Àäæå ìîæíà áóëî á çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíüîãî äiëåííÿ
âèïðîáóâàòè âñi 24 ïðîñòi ÷èñëà 7, 11, 13, 17, . . . , 103, òèì áiëü-
øå, ùî íà çíàõîäæåííÿ 11 ïðîñòèõ ÷èñåë 7, 29,. . . , 103 òåæ áóëî
çàòðà÷åíî ÷àñ.

Öåé ìåòîä ñòà¹ cïðàâäi êîðèñíèì, êîëè éîãî çàñòîâóâàòè äî
âåëèêèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä, ÿêùî ìà¹ìî ÷èñëî 36671021 =
= 2 · 22512 + 3 · 22212 (öå íàâiòü íå äóæå âåëèêå ÷èñëî), òî äëÿ
çíàõîäæåííÿ éîãî ïðîñòîãî ìíîæíèêà ìåòîäîì äiëåííÿ ïiäðÿä íà
ïîñëiäîâíi ïðîñòi ÷èñëà, ïîòðiáíî áóëî á ïåðåâiðèòè (ÿêùî íå ïî-
âåçå!) êîæíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà [

√
36671021],

äå [a] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà a. [
√

36671021] = 6055. Iñíó¹
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ïðèáëèçíî 800 (áiëüøå íiæ 780) ïðîñòèõ ÷èñåë, íå áiëüøèõ íiæ
6055, i òiëüêè ïðèáëèçíî ïîëîâèíà ç íèõ êîíãðóåíòíi ç 1, 5, 7, 11
çà ìîäóëåì 24. Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíî ïåðåâiðÿòè ëèøå ïðèáëè-
çíî 400 ÷èñåë, à íå 800. Çâè÷àéíî, äëÿ òîãî, ùîá âèäiëèòè ìíî-
æèíó öèõ ïðîñòèõ ÷èñåë, ïîòðiáíî ïîïåðåäíüî çíàõîäèòè îñòà÷i
âiä äiëåííÿ íà 24, àëå ÿñíî, ùî òðîõè ëåãøå (ïðèíàéìíi âðó÷íó)
ðîçäiëèòè, íàïðèêëàä, ïðîñòå ÷èñëî 5879 íà 24 ç îñòà÷åþ, íiæ
ðîçäiëèòè ç îñòà÷åþ 36671021 íà 5879.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìà ðîçêëàäó âåëèêèõ ÷èñåë íà ïðîñòi
ìíîæíèêè ¹ âàæëèâîþ ïðèêëàäíîþ ïðîáëåìîþ. Âìiííÿ øâèäêî
ðîçêëàäàòè âåëèêi ÷èñëà íà ïðîñòi ìíîæíèêè âiäiãðà¹ âàæëèâó
ðîëü ó òåîði¨ øèôðóâàííÿ, çîêðåìà â òàê çâàíèõ øèôðàõ ç âiä-
êðèòèì êëþ÷åì.

4.3.6. Øèôðè ç âiäêðèòèì êëþ÷åì
Íåõàé çàäàíà äåÿêà ìíîæèíà îá'¹êòiâ U1, U2, . . . (îá'¹êòàìè òóò
ìîæóòü áóòè îñîáè, óðÿäè, áàíêè i ò.ï.) i íåõàé ïàðè öèõ îá'¹êòiâ
îáìiíþþòüñÿ ìiæ ñîáîþ iíôîðìàöi¹þ, ÿêà ïîâèííà áóòè ñåêðå-
òíîþ äëÿ âñiõ iíøèõ îá'¹êòiâ. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî U1 àäðåñó¹
äåÿêå øèôðîâàíå ïîâiäîìëåííÿ äî U2, òî çìiñò öüîãî ïîâiäîìëå-
ííÿ ïîâèíåí áóòè íåäîñòóïíèì äëÿ U3, U4, . . . .

Ïîðiâíÿíî íåäàâíî áóëè ïîáóäîâàíi ìåòîäè øèôðóâàííÿ ií-
ôîðìàöi¨, ÿêi íàçèâàþòü øèôðàìè ç âiäêðèòèì êëþ÷åì. Õàðàê-
òåðíîþ ðèñîþ öèõ øèôðiâ ¹ òå, ùî ìåòîä øèôðóâàííÿ iíôîð-
ìàöi¨ ïóáëiêó¹òüñÿ i ¹, òàêèì ÷èíîì, äîñòóïíèì äëÿ âñiõ. Àëå,
íàâiòü âîëîäiþ÷è ìåòîäîì øèôðóâàííÿ, ñòîðîííié îñîái íàäçâè-
÷àéíî âàæêî ðîçøèôðóâàòè çàøèôðîâàíèé òåêñò. Äëÿ ïîáóäîâè
äåÿêèõ òàêèõ øèôðiâ âèêîðèñòîâóþòü êiëüöå Z/nZ. Ðîçãëÿíåìî
ïîáóäîâó îäíîãî iç íàéâiäîìiøèõ øèôðiâ ç âiäêðèòèì êëþ÷åì, à
ñàìå òàê çâàíîãî RSA-øèôðó.

1. Êîæíèé îá'¹êò Ui âèáèðà¹ äâà âåëèêèõ ïðîñòèõ ÷èñëà pi

i qi i äâà êëàñè ëèøêiâ ei, di (mod ni), äå ni = pi · qi. ×èñëà ei

òà di âèáèðàþòü òàê, ùîá eidi ≡ 1 (mod φ(ni)), äå φ(ni) = (pi −
1)(qi − 1), φ � ôóíêöiÿ Îéëåðà.
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2. ×èñëà ei, ni ïóáëiêóþòü ó äîñòóïíîìó äëÿ âñiõ äîâiäíèêó.
3. ßêùî Ui õî÷å ïåðåäàòè Uj øèôðîâàíå ïîâiäîìëåííÿ M ,

ÿêå ¹, íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ i îäèíèöü, òî âií ðîáèòü
òàê. Ðîçáèâà¹ ñâîþ ïîñëiäîâíiñòü íà áëîêè äîâæèíè [log2 nj ], çà-
ìiíþ¹ ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ i îäèíèöü êîæíîãî áëîêó ÷èñëîì m,
ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü, ÿêó âií çàìiíþ¹, ÿê çàïèñ ÷èñëà m ó
äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî 0 ≤ m < nj . Òîäi Ui

ïåðåäà¹ ÷èñëà b = mej (mod nj), áåðó÷è ej i nj ç äîâiäíèêà.
4. Îäåðæàâøè øèôðîâàíå ïîâiäîìëåííÿ i ìàþ÷è êëþ÷ ðîç-

øèôðóâàííÿ dj , Uj ðîçøèôðîâó¹ b mod nj çà äîïîìîãîþ ïiäíå-
ñåííÿ b äî ñòåïåíÿ dj . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî bdj ≡ m mod nj , òîáòî
Uj ïðàâèëüíî ðîçøèôðóâàâ íàäiñëàíèé éîìó øèôðîâàíèé òåêñò.
Ñïðàâäi, ÿêùî (m,nj) = 1, òî ïðàâèëüíiñòü âiäíîâëåííÿ ïî÷àòêî-
âîãî òåêñòó ãàðàíòó¹òüñÿ òåîðåìîþ Îéëåðà

bdj ≡ mejdj ≡ mφ(nj)k+1 ≡ m (mod nj). (4.3.12)

Íåñêëàäíå ìiðêóâàííÿ ïîêàçó¹, ùî âëàñòèâiñòü (4.3.12) çàëèøà-
¹òüñÿ â ñèëi, ÿêùî íàâiòü (m, nj) > 1, òîáòî ïðàâèëüíå äåøèôðó-
âàííÿ ãàðàíòîâàíå çàâæäè. Ñïðàâäi, íåõàé n = pq ¹ äîáóòêîì
ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë p i q, i a ≡ 1 (mod φ(n)). Òîäi a = (p−1)(q−
−1)k+1 äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà k. Òîìó ma = m(p−1)(q−1)k ·m ≡
≡ m (mod p) çà òåîðåìîþ Ôåðìà, ÿêùî p 6 |m (ÿêùî p|m, òî
êîíãðóåíöiÿ ma ≡ m (mod p) î÷åâèäíà). Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî
ma ≡ m (mod q), à òîìó ma ≡ m (mod pq) çà êèòàéñüêîþ òåîðå-
ìîþ ïðî îñòà÷i.

ßêùî õòî-íåáóäü çàõî÷å ðîçøèôðóâàòè íå àäðåñîâàíå éîìó
ñåêðåòíå ïîâiäîìëåííÿ, òî âií ïîâèíåí çíàòè êëþ÷ dj . Çàäà÷à
çíàõîäæåííÿ êëþ÷à dj çà âiäîìèìè ej i nj çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i
ðîçêëàäó ÷èñëà nj íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Àëå âiäîìî, ùî ðîçêëàä
íà ïðîñòi ìíîæíèêè âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íàïðèêëàä ç
100-ìà äåñÿòêîâèìè çíàêàìè, âèìàãà¹ äåñÿòêiâ ðîêiâ ìàøèííî-
ãî ÷àñó äëÿ íàéäîñêîíàëiøèõ êîìï'þòåðiâ, à ðîçêëàä íà ïðîñòi
ìíîæíèêè ÷èñåë ç 200-ìà çíàêàìè âèìàãàâ áè (íà ÷àñ íàïèñàííÿ
öüîãî òåêñòó) ìiëüÿðäiâ ðîêiâ ìàøèííîãî ÷àñó.
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Ç iíøîãî áîêó, ðîçðîáëåíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü äëÿ äàíîãî
âåëèêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ëåãêî âñòàíîâèòè, ÷è ¹ öå íàòóðàëü-
íå ÷èñëî ïðîñòèì.

Ó çâ'ÿçêó ç øèôðàìè ç âiäêðèòèì êëþ÷åì â òåîði¨ ÷èñåë âè-
íèêàþòü äâi ïðèðîäíi çàäà÷i:

Çàäà÷à 1. ßê îäåðæóâàòè ó âåëèêié êiëüêîñòi âåëèêi ïðî-
ñòi ÷èñëà? Ïðè÷îìó öi âåëèêi ïðîñòi ÷èñëà ïîâèííi áóòè äîñèòü
�âèïàäêîâèìè�, ùîá Ui, çíàéøîâøè äëÿ ñåáå äâà ïðîñòèõ ÷èñëà pi

i qi, áóâ âïåâíåíèì, ùî iíøèé Uj ¨õ íå çíàéäå.
Çàäà÷à 2. ßê øâèäêî ðîçêëàäàòè âåëèêi ÷èñëà íà ïðî-

ñòi ìíîæíèêè? Öþ çàäà÷ó ïîâèíåí ðîçâ'ÿçóâàòè ñóïåðíèê, ÿêèé
õî÷å çàâîëîäiòè ñåêðåòíîþ iíôîðìàöi¹þ.

Äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî îçíàéîìëåííÿ ç òåîði¹þ øèôðóâàííÿ
òà ìåòîäàìè ïðîíèêíåííÿ â òà¹ìíèöþ çàøèôðîâàíî¨ iíôîðìàöi¨
ìè ðåêîìåíäó¹ìî êíèãó [37].

Çàóâàæåííÿ 4.3.1. Êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ âèêîðèñòîâóþòü íå
òiëüêè äëÿ çàõèñòó iíôîðìàöi¨. Iñíó¹ ùå îäíà âàæëèâà òåõíi÷íà
ïðîáëåìà ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨ ç ãàðàíòi¹þ, ùî â ïðîöåñi ïåðåäà÷i
âîíà íå áóäå ñïîòâîðåíà. Iç öi¹þ ìåòîþ ñòâîðþþòü ðiçíîìàíiòíi
êîäè, ïðè ïîáóäîâi ÿêèõ øèðîêî âèêîðèñòîâóþþòü ïîëÿ Z/pZ òà
áiëüø çàãàëüíi ñêií÷åííi ïîëÿ. Äîêëàäíiøå ïðî öå ìîæíà ïðî÷è-
òàòè ó êíèãàõ [6], [23].

4.4. Âïðàâè
1) Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 3, 9, 11, 13.

2) Íåõàé (a,m) = 1. Ïîêàçàòè, ùî ar1 ≡ ar2 (mod m) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè r1 ≡ r2 (mod φ(m)).

3) Ïîêàçàòè, ùî 2730|(n13 − n) äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n.
(Âêàçiâêà: n12 = nφ(13) = n2φ(7) = n3φ(5) = n6φ(3) = n12φ(2),
2730 = 2 · 3 · 5 · 7 · 13).

4) Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Îéëåðà. Óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ Îé-
ëåðà L(m) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ äîäà-
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òíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m íàñòóïíèì ñïîñîáîì: L(1) = 1,
à äëÿ m > 1

L(m) = Í.Ñ.Ê.
(
pk1−1
1 (p1−1), pk2−1

2 (p2−1), . . . , pks−1
s (ps−1)

)
,

äå m = pk1
1 pk2

2 . . . pks
s � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà m. Äî-

âåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî m i êîæíîãî öiëîãî a, (a, m) = 1,
ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ

aL(m) ≡ 1 (mod m).

5) Äîâåñòè, ùî
∑

d|m φ(d) = m.

6) Ôóíêöi¹þ Ìåáióñà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ µ, âèçíà÷åíà äëÿ
âñiõ äîäàòíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m òàê: µ(m) =

=





1, n = 1,

(−1)s, ÿêùî m � äîáóòîê s ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë,

0, ÿêùî m äiëèòüñÿ íà êâàäðàò, áiëüøèé âiä 1.

Äîâåñòè:
à) µ(mn) = µ(m)µ(n), ÿêùî (m,n) = 1.
á)

∑
d|m µ(d) = 0 äëÿ m > 1.

7) Ôîðìóëè îáåðíåííÿ Ìåáióñà. Íåõàé f i g äîâiëüíi ôóíê-
öi¨ ç N ó äîâiëüíó êîìóòàòèâíó ãðóïó G i íåõàé ôóíê-
öi¨ f i g çâ'ÿçàíi óìîâîþ f(n) =

∏
d|n g(d). Äîâåñòè ðiâíiñòü

g(n) =
∏

d|n f(d)µ(n
d
). (ßêùî ãðóïîâó îïåðàöiþ ó G çàïèñó-

¹ìî àäèòèâíî, òî öþ âïðàâó ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:
Ïîêàçàòè, ùî ç ðiâíîñòi f(n) =

∑
d|n g(d) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

g(n) =
∑

d|n µ(n
d )f(d)).

8) Âèêîðèñòàòè âïðàâè 5 i 7 äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè
φ(n) = n(1− 1

p1
) . . . (1− 1

pn
).

9) Íåõàé p ¹ íåïàðíèì ïðîñòèì äiëüíèêîì ÷èñëà a2n
+ 1, äå

n ≥ 1. Ïîêàçàòè, ùî p ≡ 1 (mod 2n+1).
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10) Íåõàé m � áóäü-ÿêå íåïàðíå öiëå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî
1m + 2m + · · ·+ (m− 1)m ≡ 0 (mod m).

11) Íåõàé a i b äîäàòíi öiëi ÷èñëà i a = 2α5βm, äå (m, 10) =
= 1. Äîâåñòè, ùî äåñÿòêîâèé ðîçêëàä ÷èñëà b

a ¹ ïåðiîäè÷-
íèì äðîáîì, ïðè÷îìó äîâæèíà ïåðiîäó äiëèòü φ(m). Äîâå-
ñòè òàêîæ, ùî êîëè íå iñíó¹ ïåðiîäó äîâæèíè, ìåíøî¨ çà
m− 1, òî m ïðîñòå ÷èñëî.

12) Çíàéòè ÿêó-íåáóäü òâiðíó g ãðóïè
(
Z/13Z

)∗. Âèïèñàòè çíà-
÷åííÿ indga äëÿ âñiõ a ∈ (

Z/13Z
)∗. Çíàéòè âñi òâiðíi ãðóïè(

Z/13Z
)∗.

13) Íåõàé f(X) i g(X) � ïîëiíîìè ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, p �
ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî êîíãðóåíöi¨ f(X) ≡ 0 (mod p) i
f(X) − (Xp − X)g(X) ≡ 0 (mod p) ðiâíîñèëüíi, òîáòî êî-
æíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨ ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i íàâïàêè. Âèâåñ-
òè çâiäñè, ùî àëãåáðà¨÷íà êîíãðóåíöiÿ ç îäíèì íåâiäîìèì
ðiâíîñèëüíà àëãåáðà¨÷íié êîíãðóåíöi¨, ñòåïiíü ÿêî¨ ìåíøèé,
íiæ p.

14) Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ àëãåáðà¨÷íî¨ êîíãðóåíöi¨
ñòåïåíÿ n çà ïðîñòèì ìîäóëåì p íå ïåðåâèùó¹ min{n, p}.
Äëÿ ïîðiâíÿííÿ çíàéäiòü êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨
X2 ≡ 1 (mod 8).

15) Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöiþ X3−2X2−30X+41 ≡ 0 (mod 125).

16) Íåõàé f(X) ∈ Z[X], a ∈ Z, p � ïðîñòå ÷èñëî i íåõàé
f(a) ≡ 0 (mod pk). Äîâåñòè, ùî:
à) ßêùî pk+1 6 |f(a), òî â êëàñi ëèøêiâ a ∈ Z/pkZ íåìà¹
æîäíîãî ÷èñëà, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨

f(X) ≡ 0 (mod pk+1). (4.4.1)

á) ßêùî pk+1|f(a), òî âñi ÷èñëà ç êëàñó a ∈ Z/pkZ ¹ ðîçâ'ÿç-
êàìè êîíãðóåíöi¨ (4.4.1).
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17) Òåîðåìà Ëåæàíäðà. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà
ax2 + by2 − cz2 = 0, äå a, b, c � ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi i
âiëüíi âiä êâàäðàòiâ äîäàòíi íàòóðàëüíi ÷èñëà (òîáòî æîä-
íå ç íèõ íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà) ìà¹
íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê â öiëèõ ÷èñëàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âñi êîíãðóåíöi¨ ax2+by2−cz2 ≡ 0 (mod p), äå p � ïðîñòå
÷èñëî i p|abc, ìàþòü íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.
Âêàçiâêè: ) ßêùî, íàïðèêëàä, p|c, òî ïîêàçàòè, ùî êîí-
ãðóåíöiÿ ax2 + by2 ≡ 0 (mod p) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(x0, y0). Ïðèïóñòèâøè, íàïðèêëàä, ùî y0 6≡ 0 (mod p), îäåð-
æàòè

ax2 + by2 − cz2 ≡ ay−2
0 (xy0 + yx0)(xy0 − yx0) (mod p).

Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî äiëüíèêà ÷èñëà abc çíàé-
òè ëiíiéíi îäíîðiäíi îäíî÷ëåíè Lp(x, y, z) i Mp(x, y, z) òàêi,
ùî

ax2 + by2 − cz2 ≡ Lp(x, y, z)Mp(x, y, z) (mod p).

á) Âèêîðèñòîâóþ÷è êèòàéñüêó òåîðåìó ïðî îñòà÷i, äîâåñòè,
ùî iñíóþòü ëiíiéíi îäíîðiäíi ïîëiíîìè L(x, y, z) i M(x, y, z)
ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêèõ

ax2 + by2 − cz2 ≡ L(x, y, z)M(x, y, z) (mod abc).

â) Äîâåñòè, ùî iñíóþòü äâi ðiçíi òðiéêè (x1, y1, z1) òà
(x2, y2, z2) çà mod(abc), äëÿ ÿêèõ

L(x1, y1, z1) ≡ L(x2, y2, z2) (mod abc)

i 0 ≤ x1, x2 <
√

bc, 0 ≤ y1, y2 <
√

ac, 0 ≤ z1, z2 <
√

ab.

ã) Âèâåñòè çâiäñè, ùî äëÿ x0 = x1 − x2,y0 = y1 − y2,
z0 = z1 − z2

ax2
0 + by2

0 − cz2
0 = 0 àáî ax2

0 + by2
0 − cz2

0 = abc.
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ä) ßêùî ax2
0 + by2

0 − cz2
0 = abc, òî a(x0z0 + by0)2 +

+b(y0z0 − ax2
0)− c(z2

0 + ab)2 = 0 i z2
0 + ab 6= 0.

18) Íåõàé C � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ïðîñòèì ìîäóëåì p,
òîáòî ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë, âçÿòèõ ïî îäíîìó ç êîæíîãî
êëàñó ëèøêiâ. Äîâåñòè, ùî

∑

x∈C

ξxy =

{
p, ÿêùî y ≡ 0 (mod p),
0, ÿêùî y 6≡ 0 (mod p),

äå ξ îçíà÷à¹ ïåðâiñíèé êîðiíü p-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

19) Íåõàé F (X1, . . . , Xn) ∈ Z[X1, . . . , Xn]. Äîâåñòè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ïîçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ âïðàâè 18, ùî äëÿ ÷è-
ñëà N ðîçâ'ÿçêiâ êîíãðóåíöi¨

F (X1, . . . , Xn) ≡ 0 (mod p)

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

N =
1
p

∑

x,x1,...,xn∈C

ξxF (x1,...,xn).

20) Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñèìâîëó Ëåæàíäðà, äîâåñòè,
ùî êîíãðóåíöiÿ (X2 − 13)(X2 − 17)(X2 − 221) ≡ 0 (mod m)
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî ìîäóëÿ m. Î÷åâèäíî, ðiâíÿííÿ
(X2−13)(X2−17)(X2−221) = 0 íåðîçâ'ÿçíå â öiëèõ ÷èñëàõ.

21) Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà, äîâåñòè çà iíäó-
êöi¹þ, ùî äëÿ íåïàðíîãî ïðîñòîãî p

(1 + px)pn ≡ 1 + pn+1x (mod pn+2).

Âèâåñòè çâiäñè, ùî êîëè åëåìåíò r ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà
ìîäóëåì p, òî âií ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì pn (òîáòî
éîãî ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ φ(pn)) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p2 íå
äiëèòü rp−1−1. Â óñiõ âèïàäêàõ àáî r, àáî r+p ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì çà ìîäóëåì pn.
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22) Íåõàé p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, (a, p) = 1. Ïîêàçàòè, ùî
êîíãðóåíöiÿ aX2 + bX + c ≡ 0 (mod p) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè,
îäèí àáî æîäíîãî â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è ¹ b2− 4ac êâàä-
ðàòè÷íèì ëèøêîì, íóëåì àáî íåëèøêîì çà ìîäóëåì p.

23) Äîâåñòè, ùî êîëè a ¹ íåïàðíå ÷èñëî i n > 2, òî êîíãðóåí-
öiÿ x2 ≡ a (mod 2n) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a ≡ 1 (mod 8). (Âêàçiâêà: çàñòîñóâàòè iíäóêöiþ çà n, âðà-
õîâóþ÷è, ùî êîëè x ¹ ðîçâ'ÿçêîì, òî àáî x, àáî x + 2n−1 ¹
ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ y2 ≡ a (mod 2n+1)).

24) ßêùî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 ÷èñëî q = p−1
2 òàêîæ ïðîñòå

i q ≡ 1 (mod 4), òî 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì p.

25) Íåõàé a � íåíóëüîâå öiëå ÷èñëî. Äîâåñòè, ùî êîëè p i q �
íåïàðíi ïðîñòi ÷èñëà, ùî íå äiëÿòü a, i p ≡ q (mod 4|a|), òî(

a
p

)
=

(
a
q

)
. (Âêàçiâêà: çàïèñàòè a = n2b, äå b � âiëüíå âiä

êâàäðàòiâ i çàñòîñóâàòè êâàäðàòè÷íèé çàêîí âçà¹ìíîñòi.)

26) Íåõàé b � íàòóðàëüíå ÷èñëî, b > 1. b = p1p2 . . . ps � ðîç-
êëàä b íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Äëÿ öiëîãî ÷èñëà a îçíà÷àþòü
ñèìâîë ßêîái

(a

b

)
=

( a

p1

)
· · · · ·

( a

ps

)
.

Äîâåñòè, ùî äëÿ ñèìâîëó ßêîái âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

à)
(

a
b

)
=

(
b
a

)
(−1)

a−1
2
· b−1

2 , ÿêùî a i b íåïàðíi íàòóðàëüíi
÷èñëà, áiëüøi âiä 1.

á)
(−1

b

)
= (−1)

b−1
2 , äå b ∈ N, b = 2k + 1.

â)
(

2
b

)
= (−1)

b2−1
8 , äå b ∈ N, b = 2k + 1.



Ðîçäië 5
Ëàíöþãîâi äðîáè òà ¨õ

çàñòîñóâàííÿ
5.1. Ëàíöþãîâi äðîáè
5.1.1. Ñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè

Ðîçãëÿíåìî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a
b ∈ Q. Ìîæíà ââàæàòè, ùî

b > 0. Çàñòîñó¹ìî äî ïàðè öiëèõ ÷èñåë a i b àëãîðèòì Åâêëiäà
äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà:

a = bd0 + r1,

b = r1d1 + r2,

r1 = r2d2 + r3,

. . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1dn−1 + rn,

rn−1 = rndn.

(5.1.1)

Òóò rn � îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à. Çàçíà÷èìî, ùî rn < rn−1,
òîìó dn > 1 äëÿ n > 0. Âðàõîâóþ÷è ïåðøó ðiâíiñòü ç (5.1.1),
ìà¹ìî

a

b
= d0 +

r1

b
= d0 +

1
b

r1

.

205
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Äàëi, b
r1

= d1 + r2
r1

çà äðóãîþ ðiâíiñòþ ç (5.1.1). Òîìó

a

b
= d0 +

1

d1 +
r2

r1

= d0 +
1
d1

+
1
r1

r2

= d0 +
1

d1 +
1

d2 +
r3

r2

.

Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ñïîñîáîì âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíîñòi ç (5.1.1),
îäåðæèìî äëÿ a

b òàêèé âèðàç:

a

b
= d0 +

1

d1 +
1

d2 +
1

d3 + · · ·+ 1
dn

. (5.1.2)

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Íåõàé d0, d1, . . . , dn ∈ Z, di > 0, 1 ≤ i ≤ n,
dn > 1, ÿêùî n > 0. Âèðàç

d0 +
1

d1 +
1

d2 + · · ·+ 1
dn

(5.1.3)

íàçèâàþòü (çâè÷àéíèì) ñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì. Äëÿ ñêî-
ðî÷åííÿ çàïèñó (òà åêîíîìi¨ ìiñöÿ) ëàíöþãîâèé äðiá (5.1.3) áóäå-
ìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

[d0, d1, . . . , dn]. (5.1.4)

Öiëi ÷èñëà d0, d1, . . . , dn íàçèâàþòü íåïîâíèìè ÷àñòêàìè ëàíöþ-
ãîâîãî äðîáó (5.1.4).

Òåîðåìà 5.1.1. à) Êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî äîðiâíþ¹ äå-
ÿêîìó ëàíöþãîâîìó äðîáó.
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á) Iñíó¹ ëèøå îäèí ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá, ùî äîðiâíþ¹
äàíîìó ðàöiîíàëüíîìó ÷èñëó.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ a) òåîðåìè âæå äîâåäåíî (äèâ. ôîð-
ìóëó (5.1.2)). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè òâåðäæåííÿ á). Äëÿ öüîãî
ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà ðiçíèõ ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áè, ÿêi äîðiâíþþòü ðàöiîíàëüíîìó ÷èñëó a

b :

[a0, a1, . . . , an] = [a′0, a
′
1, . . . , a

′
m] =

a

b
. (5.1.5)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî n ≤ m. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî iíäóêöi¹þ
çà m. ßêùî m = 0, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè î÷åâèäíå: n = m =
= 0 i a0 = a′0 = a

b . Íåõàé ¹äèíiñòü äîâåäåíî äëÿ âñiõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ, ùî ìàþòü íå áiëüøå íiæ m íåïîâíèõ ÷àñòîê, äå
m ≥ 0. Òåïåð, ÿêùî ìè ìà¹ìî ðiâíiñòü (5.1.5), ó ÿêó âõîäèòü
m + 1 íåïîâíèõ ÷àñòîê, òî ëåãêî çðîçóìiòè, ùî a0 = a′0 = [ab ] �
öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a

b . Ç ðiâíîñòi (5.1.5) âèïëèâà¹

[a1, a2, . . . , an] = [a′1, a
′
2, . . . , a

′
m] =

(a

b
− a0

)−1
. (5.1.6)

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ç (5.1.6) âèïëèâà¹, ùî m = n, ai = a′i,
1 ≤ i ≤ m.

5.1.2. Ïiäõiäíi äðîáè ëàíöþãîâîãî äðîáó
Îçíà÷åííÿ 5.1.2. Ïiäõiäíèìè äðîáàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó

[d0, d1, . . . , dn] íàçèâàþòü ëàíöþãîâi äðîáè [d0, d1, . . . , dk],
0 ≤ k ≤ n. Ïiäõiäíèé äðiá [d0, d1, . . . , dk] ïîçíà÷àþòü Pk

Qk
, äå

Pk, Qk ∈ Z, Qk > 0.

Ìà¹ìî

P0

Q0
=

d0

1
,

P1

Q1
= d0 +

1
d1

=
d0d1 + 1

d1
, . . . ,

Pn

Qn
= [d0, d1, . . . , dn].

Äîñëiäèìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ.
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Òåîðåìà 5.1.2. à)

Pk = dkPk−1 + Pk−2, (5.1.7)

Qk = dkQk−1 + Qk−2 (5.1.8)
äëÿ âñiõ k, 2 ≤ k ≤ n.

á)
PkQk−1 −QkPk−1 = (−1)k−1 (5.1.9)

çîêðåìà, (Pk, Qk) = 1 äëÿ âñiõ k, 1 ≤ k ≤ n. Iíàêøå êàæó-
÷è, ïiäõiäíi äðîáè Pk

Qk
íåñêîðîòíi.

â) ∣∣∣ Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1

∣∣∣ =
1

Qk−1
Qk (5.1.10)

ã)
P2k

Q2k
<

P2k+2

Q2k+2
i P2k−1

Q2k−1
>

P2k+1

Q2k+1
, (5.1.11)

òîáòî ïàðíi ïiäõiäíi äðîáè óòâîðþþòü ñòðîãî çðîñòàþ÷ó
ïîñëiäîâíiñòü, à íåïàðíi � ñòðîãî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü.
Êîæíèé ïàðíèé ïiäõiäíèé äðiá ìåíøèé âiä êîæíîãî íå-
ïàðíîãî.

Äîâåäåííÿ. (à) Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
k = 2 ìà¹ìî

P2

Q2
= d0 +

1

d1 +
1
d2

=
d0d1d2 + d0 + d2

d1d2 + 1
=

=
d2(d0d1 + 1) + d0

d2d1 + 1
=

d2P1 + P0

d2Q1 + Q0
,

òîáòî ðiâíîñòi (5.1.6) i (5.1.7) âiðíi äëÿ k = 2.
Íåõàé òåïåð k > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíîñòi (5.1.6) i (5.1.7)

âiðíi äëÿ âñiõ ìåíøèõ çíà÷åíü k. Ç îçíà÷åíü ëàíöþãîâîãî äðîáó
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òà ïiäõiäíèõ äðîáiâ âèäíî, ùî Pk
Qk

îäåðæó¹òüñÿ ç Pk−1

Qk−1
çà äîïîìî-

ãîþ çàìiíè dk−1, ùî âõîäèòü ó Pk−1

Qk−1
, íà dk−1 + 1

dk
. Îòæå, ìà¹ìî

Pk

Qk
=

(dk − 1 + 1
dk

)Pk−2 + Pk−3

(dk−1 + 1
dk

)Qk−2 + Qk−3

=

=
dk(dk−1Pk−2 + Pk−3) + Pk−2

dk(dk−1Qk−2 + Qk−3) + Qk−2
=

dkPk−1 + Pk−2

dkQk−1 + Qk−2
.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (à).
á) Ôîðìóëó (5.1.9) òåæ äîâîäèìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ií-

äóêöi¨. Äëÿ k = 1 ìà¹ìî

P1Q0 −Q1P0 = (d0d1 + 1) · 1− d1d0 = 1.

Ââàæàþ÷è òåïåð, ùî ôîðìóëà (5.1.9) âiðíà äëÿ âñiõ ìåíøèõ çíà-
÷åíü k, îäåðæó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è âæå äîâåäåíi ðàíiøå ôîð-
ìóëè (5.1.7) i (5.1.8),

PkQk−1 −QkPk−1 =
= (dkPk−1 + Pk−2)Qk−1 − (dkQk − 1 + Qk−2)Pk−1 =
= dk(Pk−1Qk−1 − Pk−1Qk−1) + (Qk−1Pk−2 − Pk−1Qk−2) =

= −(Pk−1Qk−2 − Pk−2Qk−1) = (−1)k−1.

Òâåðäæåííÿ ïðî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê Pk i Qk, î÷åâèäíî,
îäåðæó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (5.1.9)

â) Ôîðìóëà (5.1.10) âèïëèâà¹ ç óæå äîâåäåíî¨ ôîðìóëè (5.1.9):
∣∣∣ Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1

∣∣∣ =
∣∣∣PkQk−1 −QkPk−1

QkQk−1

∣∣∣ =
1

QkQk−1
.

(ã) Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

Pn

Qn
− Pn−2

Qn−2
=

Pn

Qn
− Pn−1

Qn−1
+

Pn−1

Qn−1
− Pn−2

Qn−2
=

=
PnQn−1 −QnPn−1

QnQn−1
+

Pn−1Qn−2 −Qn−1Pn−2

Qn−1Qn−2
.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.1.9), çâiäñè îäåðæó¹ìî

Pn

Qn
− Pn−2

Qn−2
=

(−1)n−1

QnQn−1
+

(−1)n−2

Qn−1Qn−2
= (−1)n (Qn −Qn−2)

Qn−2Qn−1Qn
.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð òèì, ùî ïîñëiäîâíiñòü Q0, Q1, . . . ¹ ñòðîãî
çðîñòàþ÷îþ, ç îñòàííüîãî îá÷èñëåííÿ ìà¹ìî

Pn

Qn
− Pn−2

Qn−2
= (−1)na,

äå a > 0. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî P2n
Q2n

− P2n−2

Q2n−2
> 0, à

P2n+1

Q2n+1
− P2n−1

Q2n−1
< 0. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîæíèé íåïàðíèé

ïiäõiäíèé äðiá áiëüøèé âiä êîæíîãî ïàðíîãî. Ìè âæå äîâåëè, ùî
ïîñëiäîâíiñòü ïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ¹ ñòðîãî ìîíîòîííî çðî-
ñòàþ÷îþ, à ïîñëiäîâíiñòü íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ¹ ñòðîãî ìî-
íîòîííî ñïàäíîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå, ìà¹ìî ó âèïàäêó m ≥ n:

P2m+1

Q2m+1
− P2n

Q2n
=

( P2m+1

Q2m+1
− P2m

Q2m

)
+

( P2m

Q2m
− P2n

Q2n

)
=

=
1

Q2m+1Q2m
+

( P2m

Q2m
− P2n

Q2n

)
> 0.

ßêùî æ m < n, òî ìà¹ìî
P2m+1

Q2m+1
− P2n

Q2n
>

P2n+1

Q2n+1
− P2n

Q2n
=

1
Q2n+1Q2n

> 0.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

ßêùî äîîçíà÷èòè P−1 = 1, Q−1 = 0, òî ôîðìóëàìè (5.1.7),
(5.1.8) i (5.1.9) ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ âñiõ k ≥ 1. Çíàþ÷è íå-
ïîâíi ÷àñòêè d0, d1, . . . , dn äëÿ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a

b , îá÷èñëå-
ííÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ Pi

Qi
çðó÷íî ðîáèòè, ïîñëiäîâíî çàïîâíþþ÷è

òàêó òàáëèöþ:

di d0 d1 . . . dk . . . dn

Pi 1 P0 = d0 d1P0 + 1 . . . dkPk−1 + Pk−2 . . . a

Qi 0 Q0 = 1 d1Q0 + 0 . . . dkQk−1 + Qk−2 . . . b
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Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä. Íåõàé a
b = −250

117 . Çàñòîñîâóþ-
÷è àëãîðèòì Åâêëiäà, ÿê íà ïî÷àòêó öüîãî ïàðàãðàôó, çíàõîäèìî
íåïîâíi ÷àñòêè −3, 1, 6, 3, 5. Âñi ïiäõiäíi äðîáè îäåðæó¹ìî, çàïîâ-
íþþ÷è òàáëèöþ:

di -3 1 6 3 5
Pi 1 -3 -2 -15 -47 -250
Qi 0 1 1 7 22 117

5.1.3. Îçíà÷åííÿ íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
Ïîâåðíåìîñÿ ùå ðàç äî îçíà÷åííÿ ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðî-
áó. Äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè ðàöiîíàëüíå ÷èñëî a

b ó âèãëÿäi ëàíöþ-
ãîâîãî äðîáó, íàì ïîòðiáíî çíàòè âñi íåïîâíi ÷àñòêè, ÿêi ìè îäåð-
æóâàëè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà (5.1.1). Ç iíøîãî áîêó,
çðîçóìiëî, ùî d0 =

[
a
b

]
, d1 =

[
b
r1

]
, d2 =

[
r1
r2

]
, . . . , dn =

[ rn−1

rn

]
,

äå [α] îçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà α. Êîðèñòóþ÷èñü öèì ñïî-
ñòåðåæåííÿì, ñïðîáó¹ìî îçíà÷èòè ëàíöþãîâèé äðiá äëÿ äîâiëü-
íîãî äiéñíîãî ÷èñëà α, íå îáîâ'ÿçêîâî ðàöiîíàëüíîãî. Îòæå, íå-
õàé α � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, d0 = [α] � éîãî öiëà ÷àñòèíà. Òîäi
0 < α − d0 < 1, i ÿêùî α1 = (α − d0)−1, òî d1 = [α1]. Äàëi, α2 =
= (α1−d1)−1, d2 = [α2]. I òàê äàëi, ââàæàþ÷è ÷èñëà d0, d1, . . . , dn−1,
α1, . . . , αn−1 âæå âèçíà÷åíèìè, ïðèéìåìî αn = (αn−1 − dn−1)−1,
dn = [αn]. Öåé ïðèéîì äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè iððàöiîíàëüíå äiéñíå
÷èñëî α ó âèãëÿäi

α = d0 +
1

d1 +
1

d2 +
1

d3 + · · ·+ 1

dn +
1

αn+1

, (5.1.12)

äå αn−dn = 1
αn+1

. Öåé ïðîöåñ íå ìîæíà áóëî á ïðîäîâæèòè ëèøå
â îäíîìó âèïàäêó, êîëè á íà n-ìó êðîöi ìè îäåðæàëè αn = dn.
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Àëå öå íåìîæëèâî, òîìó ùî â òàêîìó âèïàäêó ìè îäåðæàëè á

α = [d0, d1, . . . , dn],

òîáòî α ∈ Q, à öå ñóïåðå÷èòü iððàöiîíàëüíîñòi ÷èñëà α. ßê i ó âè-
ïàäêó ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, öiëi ÷èñëà d0, d1, . . . , dn, . . .
áóäåìî íàçèâàòè íåïîâíèìè ÷àñòêàìè (çàóâàæèìî, ùî d0 ∈ Z,
di ∈ Z, di > 0 äëÿ i ≥ 1). ×èñëà α0 = α, α1, α2, . . . , αn, . . .
íàçèâàþòü çàëèøêàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó äëÿ α. Ëàíöþãîâèé
äðiá (5.1.12) ñêîðî÷åíî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

α = [d0, d1, . . . , dn, αn+1], (5.1.13)

äå d0, d1, . . . , dn � íåïîâíi ÷àñòêè, i αn+1 � çàëèøîê. Ïðîäîâæó-
þ÷è ïðîöåñ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìè îòðèìàëè (5.1.12), îäåðæèìî
íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá

d0 +
1

d1 +
1

d2 +
1

d3 + · · ·+ 1
dk

+ . . . , (5.1.14)

àáî â ñêîðî÷åíié ôîðìi çàïèñó

[d0, d1, . . . , dn, . . . ]. (5.1.15)

Çàóâàæèìî, ùî çàñòîñóâàâøè îïèñàíó ïðîöåäóðó äî ðàöiîíàëü-
íîãî ÷èñëà a

b , îäåðæèìî çàïèñ öüîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà ó âè-
ãëÿäi ñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó: a

b = [d0, d1, . . . , dn].
Íåïîâíi ÷àñòêè ëàíöþãîâîãî äðîáó (5.1.14) ìè âèçíà÷èëè, âè-

õîäÿ÷è iç çàäàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α. Àëå ìîæíà ïî÷àòè ç ïîñëi-
äîâíîñòi d0, d1, . . . , dn, . . . , äå di ∈ Z, di > 0 äëÿ i > 0, i äëÿ öi¹¨
ïîñëiäîâíîñòi çàïèñàòè ëàíöþãîâèé äðiá (5.1.14).

Îçíà÷åííÿ 5.1.3. Íåõàé d0, d1, . . . , dn, . . . � ïîñëiäîâíiñòü öi-
ëèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó di > 0 äëÿ i > 1. Íàçâåìî öþ ïîñëiäîâíiñòü
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íåñêií÷åííèì ëàíöþãîâèì äðîáîì, à ÷èñëà di � éîãî íåïîâíèìè
÷àñòêàìè. Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá çàïèñó¹ìî ó âèãëÿ-
äi (5.1.15). Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà d0, [d0, d1], . . . ,

[d0, d1, . . . , dn] = d0 +
1

d1 +
1

· · ·+ 1
dn

íàçèâàþòü ïiäõiäíèìè äðîáàìè íåñêií÷åííîãî ëàíöþãîâîãî äðî-
áó (5.1.15). ßê i ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, äëÿ
ïiäõiäíèõ äðîáiâ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ Pn

Qn
= [d0, d1, . . . , dn].

Íàøà ìåòà òåïåð � íàäàòè òî÷íîãî çìiñòó âèðàçàì (5.1.14)
i (5.1.15).

5.1.4. Ïiäõiäíi äðîáè íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áiâ

Òåîðåìà 5.1.3. à) Äëÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ íåñêií÷åííîãî ëàí-
öþãîâîãî äðîáó âiðíi âñi âëàñòèâîñòi, äîâåäåíi â òåîðå-
ìi 5.1.2 äëÿ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áiâ.

á) Ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ
{

Pn
Qn

}
n∈N çáiæíà. ßêùî

α = lim
n→∞

Pn
Qn

, òî

P2n

Q2n
< α <

P2n+1

Q2n+1
. (5.1.16)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâîäèòüñÿ äîñëiâíèì
ïîâòîðåííÿì ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî
ïiäõiäíi äðîáè ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Çàëèøà¹òüñÿ äî-
âåñòè òâåðäæåííÿ á). Ç òâåðäæåííÿ à) âèïëèâà¹, ùî ìè ìà¹-
ìî ïîñëiäîâíiñòü

[
P2n
Q2n

, P2n+1

Q2n+1

]
âêëàäåíèõ âiäðiçêiâ, äîâæèíè ÿêèõ

P2n+1

Q2n+1
− P2n

Q2n
= 1

Q2nQ2n+1
ïðÿìóþòü äî íóëÿ, áî çíàìåííèêè Qm
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ïiäõiäíèõ äðîáiâ óòâîðþþòü ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë. Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìó ç àíàëiçó òåîðåìó ïðî
âêëàäåíi âiäðiçêè, îäåðæó¹ìî, ùî iñíó¹

lim
n→∞

P2n

Q2n
= lim

n→∞
P2n+1

Q2n+1
= lim

n→∞
Pn

Qn
= α.

Çâiäñè, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî

P2n

Q2n
< α <

P2n+1

Q2n+1

äëÿ âñiõ n ∈ N.
Îçíà÷åííÿ 5.1.4. ßêùî äiéñíå ÷èñëî α ¹ ãðàíèöåþ ïîñëi-

äîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ ëàíöþãîâîãî äðîáó [d0, d1, . . . , dn, . . . ],
òî êàæóòü, ùî α äîðiâíþ¹ ëàíöþãîâîìó äðîáó [d0, d1, . . . , dn, . . . ]
àáî α ðîçêëàäà¹òüñÿ â ëàíöþãîâèé äðiá [d0, . . . , dn, . . . ], i çàïèñó-
þòü

α = [d0, d1, . . . , dn, . . . ]. (5.1.17)

Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòi (5.1.16) âèïëèâà¹, çîêðåìà,

d0 < α < d0 +
1
d1

, (5.1.18)

äå d1 ≥ 1, îòæå, d0 = [α].
Íåõàé αn = [dn, dn+1, . . . , dn+m, . . . ] � çàëèøîê ëàíöþãîâîãî

äðîáó (5.1.17). Òîäi çà àíàëîãi¹þ ç (5.1.18) ìà¹ìî dn < αn <
< dn + 1

dn+1
, îòæå, dn = [αn].

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ðiçíi íåñêií÷åííi ëàíöþãîâi äðîáè
çáiãàþòüñÿ äî ðiçíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, íàì áóäå ïîòðiáíèé òàêèé
ïðîñòèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 5.1.1. Íåõàé α = [d0, d1, . . . , dn−1, dn, . . . ] i αn =
= [dn, dn+1, . . . ] � çàëèøîê ëàíöþãîâîãî äðîáó äëÿ α. Òîäi

α =
Pn−1αn + Pn−2

Qn−1αn + Qn−2
. (5.1.19)



5.1. Ëàíöþãîâi äðîáè 215

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî α = [d0, d1, . . . , dn−1, dn, . . . ] =

= d0 +
1

d1 + · · ·+ 1

dn−1 +
1

[dn, dn+1, . . . , dn+m, . . . ]

. (5.1.20)

(Íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíiñòü α = [d0, . . . , dn, . . . ] îçíà÷à¹, ùî α ¹ ãðà-
íèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ.) Çàïèøåìî (5.1.20) ó âèã-
ëÿäi

α = d0 +
1

d1 + · · ·+ 1

dn−1 +
1
αn

. (5.1.21)

Ðiâíiñòü (5.1.21) ïîêàçó¹, ùî ÷èñëî α ìîæå áóòè îäåðæàíå ç ïiä-
õiäíîãî äðîáó

Pn−1

Qn−1
=

Pn−2dn−1 + Pn−3

Qn−2dn−1 + Qn−3

çàìiíîþ dn−1 íà dn−1 + 1
αn

. Îòæå,

α =
Pn−2(dn−1 + 1

αn
) + Pn−3

Qn−2(dn−1 + 1
αn

) + Qn−3
=

=
(Pn−2dn−1 + Pn−3)αn + Pn−2

(Qn−2dn−1 + Qn−3)αn + Qn−2
=

Pn−1αn + Pn−2

Qn−1αn + Qn−2
.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 5.1.4. Êîæíå äiéñíå ÷èñëî äîðiâíþ¹ ëèøå îäíîìó
ëàíöþãîâîìó äðîáó. Ïîñòàâèâøè ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó äiéñ-
íîìó ÷èñëó ðiâíèé éîìó ëàíöþãîâèé äðiá, îäåðæó¹ìî ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë íà ìíîæèíó ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ.
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 5.1.1 ìîæíà îáìåæèòèñÿ iððàöiîíàëü-
íèìè ÷èñëàìè i, âiäïîâiäíî, íåñêií÷åííèìè ëàíöþãîâèìè äðîáà-
ìè. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äiéñíîìó ÷èñëó α ∈ R \ Q ëàí-
öþãîâèé äðiá [d0, d1, . . . , dn, . . . ], äå d0 = [α], α1 = (α − d0)−1,
d1 = [α1], . . . , αn = (αn−1 − dn−1)−1, dn = [αn], . . . , òîáòî òàê
ÿê â ï.5.1.3. Ç òåîðåìè 5.1.3 âèïëèâà¹, ùî òàê îäåðæàíèé äðiá
äîðiâíþ¹ äàíîìó äiéñíîìó ÷èñëó α. Ñïðàâäi, âiäêèíóâøè ó ôîð-
ìóëi (5.1.21) 1

αn
, ìè çáiëüøó¹ìî äðiá

dn−2 +
1

dn−1 +
1
αn

,

îòæå, çìåíøó¹ìî äðiá

dn−3 +
1

dn−2 +
1

dn−1 +
1
αn

,

i ò.ä. Â ðåçóëüòàòi ìè çìåíøó¹ìî âèðàç ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (5.1.21)
ó âèïàäêó, êîëè n íåïàðíå, i çáiëüøó¹ìî öåé âèðàç ó âèïàäêó
ïàðíîãî n. Öå é îçíà÷à¹, ùî

P2k

Q2k
< α <

P2k+1

Q2k+1
,

òîáòî α = lim Pn
Qn

. Ìè ïîñòàâèëè ó âiäïîâiäíiñòü iððàöiîíàëüíî-
ìó äiéñíîìó ÷èñëó α íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá [d0, d1, . . . ,
dn, . . . ], ïðè÷îìó α = [d0, d1, . . . , dn, . . . ]. Ïîêàæåìî, ùî öÿ âiäïî-
âiäíiñòü ìiæ iððàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè òà ðiâíèìè ¨ì ëàíöþãîâè-
ìè äðîáàìè çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ ç R \Q ó ìíîæèíó

{
[d0, d1, . . . ] |

di ∈ Z, di > 0 äëÿi > 0
}
íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Äëÿ

öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî äâà ëàíöþãîâèõ äðîáè íå ìîæóòü äî-
ðiâíþâàòè îäíîìó i òîìó æ ÷èñëó. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî.
Íåõàé

α = [d0, d1, . . . , dn−1, dn, . . . ] = [d′0, d
′
1, . . . , d

′
n−1, d

′
n, . . . ]. (5.1.22)
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ßêùî ëàíöþãîâi äðîáè ó (5.1.22) ðiçíi, òî íåõàé n � ïåðøå çíà÷åí-
íÿ iíäåêñó, äëÿ ÿêîãî dn 6= d′n. Iíàêøå êàæó÷è, ðiâíiñòü (5.1.22)
ìà¹ âèãëÿä α = [d0, d1, . . . , dn−1, dn, . . . ] = [d0, d1, . . . , dn−1, d

′
n, . . . ],

ïðè÷îìó dn 6= d′n. Çà ëåìîþ 5.1.1 çâiäñè îäåðæó¹ìî

α =
Pn−1αn + Pn−2

Qn−1αn + Qn−2
=

Pn−1α
′
n + Pn−2

Qn−1α′n + Qn−2
, (5.1.23)

äå αn = [dn, dn+1, . . . ], α′n = [d′n, d′n+1, . . . ]. Ïåðåïèøåìî (5.1.23) ó
âèãëÿäi

Pn−1Qn−1αnα′n + Pn−1Qn−2αn + Pn−2Qn−1α
′
n + Pn−2Qn−2 =

= Pn−1Qn−1αnα′n + Pn−2Qn−1αn + Pn−1Qn−2α
′
n + Pn − 2Qn−2;

çâiäñè áà÷èìî, ùî (Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1)αn = (Pn−1Qn−2 −
−Pn−2Qn−1)α′n, i, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.1.2 (á), îäåðæó¹ìî
αn = α′n, òîìó i dn = [αn] = [α′n] = d′n, ùî ñóïåðå÷èòü íàøîìó
ïðèïóùåííþ. Îòæå, ìè ìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè R \ Q
íà ìíîæèíó íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Öå âiäîáðàæåííÿ
ìà¹ îáåðíåíå, ÿêå íåñêií÷åííîìó ëàíöþãîâîìó äðîáó ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

Ïðèêëàä 5.1.1. Ðîçêëàäåìî
√

7 â ëàíöþãîâèé äðiá. Ìà¹ìî

d0 = [
√

7] = 2,

d1 =
[ 1√

7− 2

]
=

[√7 + 2
3

]
= 1,

d2 =
[ 1
√

7+2
3 − 1

]
=

[ 3√
7− 1

]
=

[√7 + 1
2

]
= 1,

d3 =
[ 1
√

7+1
2 − 1

]
=

[ 2√
7− 1

]
=

[√7 + 1
3

]
= 1,

d4 =
[ 1
√

7+1
3 − 1

]
=

[ 3√
7− 2

]
= [
√

7 + 2] = 4,

d5 =
[ 1√

7− 2

]
=

[√7 + 2
3

]
= 1
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Ïîðiâíþþ÷è çàëèøêè α1 i α5, áà÷èìî α1 = α5 =
√

7+2
3 , òîìó

íàñòóïíi íåïîâíi ÷àñòêè áóäóòü ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàòèñÿ,
òîáòî dn = dn+4 äëÿ âñiõ n ≥ 1. Ðîçêëàä

√
7 ó íåñêií÷åííèé

ëàíöþãîâèé äðiá ìà¹ âèãëÿä
√

7 = [2, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, . . . ].

Iíàêøå êàæó÷è, ëàíöþãîâèé äðiá äëÿ
√

7 ïåðiîäè÷íèé. Çàðàç ìè
ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó òîìó, ùî öå íå âèïàäêîâî.

5.1.5. Êâàäðàòè÷íi iððàöiîíàëüíîñòi òà ïåðiîäè÷íi
ëàíöþãîâi äðîáè

Îçíà÷åííÿ 5.1.5. Äiéñíå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ
iððàöiîíàëüíiñòþ, ÿêùî α � iððàöiîíàëüíèé êîðiíü êâàäðàòíîãî
ðiâíÿííÿ

aX2 + bX + c = 0 (5.1.24)

ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Çðîçóìiëî, ùî êîëè êîðåíi ðiâíÿííÿ (5.1.24) iððàöiîíàëüíi, òî
b2 − 4ac íå ¹ êâàäðàòîì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà. Êîåôiöi¹íòè a, b, c
ðiâíÿííÿ (5.1.24) ìîæíà âçÿòè âçà¹ìíî ïðîñòèìè; ó öüîìó âè-
ïàäêó äèñêðèìiíàíò b2 − 4ac ðiâíÿííÿ (5.1.24) áóäåìî íàçèâàòè
äèñêðèìiíàíòîì ÷èñëà α. Çãàäóþ÷è ôîðìóëó äëÿ êîðåíiâ êâàä-
ðàòíîãî ðiâíÿííÿ, ìè áà÷èìî, ùî êîæíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ið-
ðàöiîíàëüíiñòü ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi P+

√
D

Q àáî P−√D
Q ,

äå P, Q,D ∈ Z, D > 0, Q > 0.

Ïðèêëàä 5.1.2. α = 1+
√

17
3 � êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü,

îñêiëüêè, α ¹ êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ 9X2 − 6X − 16 = 0.
Ó òîé æå ÷àñ 3

√
7, íàïðèêëàä, íå ¹ êâàäðàòè÷íîþ iððàöiîíàëü-

íiñòþ, iíàêøå ìè ìàëè á 3
√

7 = P+
√

D
Q . Ïiäíîñÿ÷è îñòàííþ ðiâ-

íiñòü äî êóáà, ìè îäåðæèìî, ùî
√

D ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì,
òîáòî D ¹ êâàäðàòîì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà. Öå ñóïåðå÷èòü îçíà-
÷åííþ êâàäðàòè÷íî¨ iððàöiîíàëüíîñòi.
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Îçíà÷åííÿ 5.1.6. Íåñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé äðiá
[d0, d1, . . . , dn, . . . ] íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî iñíóþòü ÷èñëà
m, s ∈ N, òàêi ùî dn = dn+s äëÿ âñiõ n ≥ m. ×èñëî s íàçèâà¹òüñÿ
äîâæèíîþ ïåðiîäó.

Ââåäåìî äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ íàñòóïíå ïîçíà-
÷åííÿ:

[d0, d1, . . . , dm, dm+1, . . . , dm+s−1, dm, dm+1, . . . ] =

= [d0, . . . , dm−1, dm, . . . , dm+s−1].

Ïåðøèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè äîâåäåìî, � öå êðèòåðié ïåðiîäè÷-
íîñòi ëàíöþãîâîãî äðîáó.

Òåîðåìà 5.1.5. Ëàíöþãîâèé äðiá [d0, d1, . . . , dn, . . . ] ¹ ïåðiî-
äè÷íèì ç äîâæèíîþ ïåðiîäó s òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äå-
ÿêîãî m äëÿ çàëèøêiâ öüîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó âiðíà ðiâíiñòü
αm = αm + s.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëàíöþãîâèé äðiá

α = [d0, . . . , dm − 1, dm, . . . , dm+s−1]

ïåðiîäè÷íèé. Òîäi äëÿ çàëèøêiâ αm i αm+s, î÷åâèäíî, ìà¹ìî

αm = [dm, . . . , dm+s−1] = αm+s.

Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ çàëèøêiâ αm i αm+s âiðíà ðiâíiñòü
αm = αm+s, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.1.4 ïðî îäíîçíà÷íiñòü
çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè, îäåðæó¹ìî

αm = [dm, dm+1, . . . , dm+s−1, dm+s, . . . ],
αm+s = [dm+s, dm+s+1, . . . , dm+2s−1, dm+2s, . . . ].

Ç ðiâíîñòi αm = αm+s îäåðæó¹ìî dn = dn+s äëÿ m ≤ n ≤ m+s−1,
òîìó αm+s = αm+2s. Çâiäñè, â ñâîþ ÷åðãó, îäåðæèìî dn = dn+s

äëÿ m + s ≤ n ≤ m + 2s − 1, i òàê äàëi. Îòæå, ëàíöþãîâèé äðiá
äëÿ α ¹ ïåðiîäè÷íèì ç äîâæèíîþ ïåðiîäó s.
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Òåîðåìà 5.1.6. Êîæíèé íåñêií÷åííèé ïåðiîäè÷íèé ëàíöþ-
ãîâèé äðiá [d0, . . . , dn, . . . ] äîðiâíþ¹ äåÿêié êâàäðàòè÷íié iððàöiî-
íàëüíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = [d0, . . . , dn, . . . ]. Çà òåîðåìîþ 5.1.5 iñíó-
þòü äâà ðiçíèõ çàëèøêè αm i αm+s (s ≥ 1) äðîáó [d0, . . . , dn, . . . ],
òàêi ùî αm = αm+s. Çàñòîñó¹ìî äî çàëèøêiâ αm i αm+s âëàñòè-
âiñòü (5.1.19):

α =
Pm−1αm + Pm−2

Qm−1αm + Qm−2
, α =

Pm+s−1αm+s + Pm+s−2

Qm+s−1αm+s + Qm+s−2

(òóò P−1 = 1, Q−1 = 0, P−2 = 0, Q−2 = 1), i âèðàçèìî αm i αm+s

÷åðåç α:

αm =
Pm−2 − αQm−2

αQm−1 − Pm−1
, αm+s =

Pm+s−2 − αQm+s−2

αQm+s−1 − Pm+s−1
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü
Pm−2 − αQm−2

αQm−1 − Pm−1
=

Pm+s−2 − αQm+s−2

αQm+s−1 − Pm+s−1
,

ÿêà äà¹ ïiñëÿ çâåäåííÿ äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà

Aα2 + Bα + C = 0, (5.1.25)

äå A = Qm−1Qm+s−2 − Qm−2Qm+s−1. Ïåðåâiðèìî, ùî A 6= 0.
ßêùî m = 0, òî A = Q−1Qs−2 − Q−2Qs−1 = −Qs−1 6= 0. ßêùî
m = 1, òî A = Q0Qs−1−Q−1Qs = Qs−1 6= 0. ßêáè Qm−1Qm+s−2−
−Qm−2Qm+s−1 = 0 äëÿ m > 1, òî

Qm−1

Qm−2
=

Qm+s−1

Qm+s−2
. (5.1.26)

Îáèäâà äðîáè â ðiâíîñòi (5.1.26) ¹ íåñêîðîòíèìè, áî áóäü-ÿêi äâà
ñóñiäíi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi Q0, Q1, . . . , Qn, . . . ¹ âçà¹ìíî ïðîñòè-
ìè ÷èñëàìè çà âëàñòèâiñòþ (5.1.9). Ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àðèôìå-
òèêè (ôàêòîðiàëüíiñòü êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë Z) i ç (5.1.26) îäåðæó-
¹ìî, ùî Qm−1 = Qm+s−1 i Qm−2 = Qm+s−2, ùî íåìîæëèâî, áî â
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ïîñëiäîâíîñòi

Q0 ≤ Q1 < Q2 < Q3 · · · < Qn < . . . .

ìîæå áóòè íå áiëüøå îäíi¹¨ ïàðè îäíàêîâèõ åëåìåíòiâ. Îäåðæàíà
ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî â (5.1.25) A 6= 0. Òîìó α ¹ êîðåíåì
êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ (5.1.25) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. ßêáè ÷èñ-
ëî α áóëî ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òî öå ñóïåðå÷èëî á òîìó ôàêòó,
ùî α äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîìó ëàíöþãîâîìó äðîáîâi.

Òðîõè ñêëàäíiøå äîâîäèòüñÿ îáåðíåíà òåîðåìà ïðî òå, ùî êî-
æíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííî-
ìó ïåðiîäè÷íîìó ëàíöþãîâîìó äðîáîâi. ßêùî α � áóäü-ÿêå àëãå-
áðà¨÷íå ÷èñëî (òîáòî êîðiíü ïîëiíîìà ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi-
¹íòàìè), òî ÷àñòî çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ìiíiìàëüíèé ïîëiíîì m(X)
äëÿ ÷èñëà α. Çà îçíà÷åííÿì, m(X) ¹ ïîëiíîìîì íàéìåíøîãî ñòå-
ïåíÿ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ìà¹ êîðåíåì α, i ñòàð-
øèé êîåôiöi¹íò ïîëiíîìà m(X) äîðiâíþ¹ 1. Ëåãêî çðîçóìiòè,
ùî ìiíiìàëüíèé ïîëiíîì îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì α.
Ñïðàâäi, ÿêùî m1(X), m2(X) ∈ Q[X] � äâà ìiíiìàëüíi ïîëiíîìè
äëÿ α, òî, ðîçäiëèâøè m1(X) íà m2(X) ç îñòà÷åþ, îäåðæèìî

m1(X) = m2(X)d(X) + r(X).

Ïiäñòàâèìî ó öþ ðiâíiñòü α çàìiñòü X. Îäåðæèìî r(α) = 0.
Ç ìiíiìàëüíîñòi ïîëiíîìà m2(X) âèïëèâà¹ r(X) = 0, à òîìó
m2(X)|m1(X). Òàê ñàìî äîâîäèìî, ùî m1(X)|m2(X). Òàêèì ÷è-
íîì, m1(X) = am2(X), äå a ∈ Q. Àëå ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ïîëiíî-
ìiâ m1(X) i m2(X) äîðiâíþþòü 1, îòæå a = 1, i m1(X) = m2(X).

ßêùî α � êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü, òî ìiíiìàëüíèé ïî-
ëiíîì äëÿ α ìà¹ âèãëÿä X2+pX+q, äå p, q ∈ Q. Äîìíîæèìî ïîëi-
íîì X2+pX +q íà íàéìåíøèé äîäàòíèé ñïiëüíèé çíàìåííèê ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë p i q. Îäåðæèìî ïîëiíîì AX2+BX+C ∈ Z[X],
A > 0, ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ç äîäàòíèì ñòàðøèì êîåôiöi¹í-
òîì i òàêèé, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê êîåôiöi¹íòiâ A,B
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i C äîðiâíþ¹ 1. Çðîçóìiëî, ùî òàêèé ïîëiíîì åëåìåíòîì α âèçíà-
÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Äèñêðèìiíàíò öüîãî ïîëiíîìà ìè âæå íàçâà-
ëè ðàíiøå äèñêðèìiíàíòîì åëåìåíòà α. Íåõàé m,n, d ∈ Q, i α =
= m+n

√
d � êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü. ×èñëî α′ = m−n

√
d

íàçèâàþòü ñïðÿæåíèì äî α.

Îçíà÷åííÿ 5.1.7. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü β
íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíîþ, ÿêùî β > 1 i − 1

β′ > 1.

Ëåìà 5.1.2. à) ßêùî αn � çàëèøîê äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨
iððàöiîíàëüíîñòi α, òî αn � òåæ êâàäðàòè÷íà iððàöiî-
íàëüíiñòü, ïðè÷îìó α i αn ìàþòü îäíàêîâi äèñêðèìiíàí-
òè.

á) Ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî çíà÷åííÿ n âñi çàëèøêè αn ¹ ðåäóêî-
âàíèìè.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé α � êîðiíü êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ A0x
2+

+B0x+C0 = 0 ç öiëèìè, âçà¹ìíî ïðîñòèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîâå-
äåìî iíäóêöi¹þ çà n, ùî çàëèøîê αn êâàäðàòè÷íî¨ iððàöiîíàëü-
íîñòi α ¹ êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ AnX2 + BnX + Cn = 0
ç öiëèìè, âçà¹ìíî ïðîñòèìè êîåôiöi¹íòàìè i B2

n− 4AnCn = B2
0 −

−4A0C0. Äëÿ n = 0 ìà¹ìî α0 = α i äîâîäèòè íi÷îãî. Ââàæàþ÷è,
ùî òâåðäæåííÿ à) ëåìè äîâåäåíî äëÿ âñiõ çàëèøêiâ αk, k < n,
n > 0, äîâåäåìî éîãî äëÿ çàëèøêó αn. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóê-
öi¨ αn−1 ¹ êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

An−1X
2 + Bn−1X + Cn−1 = 0 (5.1.27)

i B2
n−1− 4An−1Cn−1 = B2

0 − 4A0C0. Ïiäñòàâèìî αn−1 = dn−1 + 1
αn

ó ðiâíÿííÿ (5.1.27). Îäåðæèìî ðiâíiñòü

An−1

(
dn−1 +

1
αn

)2
+ Bn−1

(
dn−1 +

1
αn

)
+ Cn−1 = 0,

ç ÿêî¨ ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæó¹ìî, ùî αn ¹ êîðåíåì
êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

Anx2 + Bnx + Cn = 0,
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äå An = An−1d
2
n−1 + Bn−1dn−1 + Cn−1, Bn = 2An−1dn−1 + Bn−1,

Cn = An−1. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iç âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè An−1,
Bn−1, Cn−1 âèïëèâà¹ âçà¹ìíà ïðîñòîòà An, Bn i Cn. Ïîêàæåìî,
ùî äèñêðèìiíàíò åëåìåíòà αn äîðiâíþ¹ äèñêðèìiíàíòó åëåìåí-
òà α.

B2
n − 4AnCn = (2An−1dn−1 + Bn−1)2−

− 4(An−1d
2
n−1 + Bn−1dn−1 + Cn−1)An−1

= 4A2
n−1d

2
n−1 + 4An−1Bn−1dn−1 + B2

n−1−
− 4A2

n−1d
2
n−1 − 4An−1Bn−1dn−1 − 4An−1Cn−1

= B2
n−1 − 4An−1Cn−1 = B2

0 − 4A0C0.

á) Îñêiëüêè αn = dn + 1
αn+1

, òî αn > 1 äëÿ n ≥ 1. Òîìó ïîòðiáíî
ëèøå ïîêàçàòè, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n, âiðíà íåðiâíiñòü
1

α′n
< −1. Çà âëàñòèâiñòþ (5.1.19) äëÿ çàëèøêó αn+1 ìà¹ìî:

α =
Pnαn+1 + Pn−1

Qnαn+1 + Qn−1
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî αn+1(Pn−Qnα) = −(Pn−1−Qn−1α). Âçÿâ-
øè ñïðÿæåíi äî îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi (ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî
ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî äëÿ α = a + b

√
d i β = c + d

√
d âiðíi

âëàñòèâîñòi (α + β)′ = α′ + β′ i (αβ)′ = α′β′)), îäåðæèìî

α′n+1(Pn −Qnα′) = −(Pn−1 −Qn−1α
′).

Çâiäñè ìà¹ìî

1
α′n+1

= − Pn −Qnα′

Pn−1 −Qn−1α′
= − PnQn−1 −QnQn−1α

′

Qn−1(Pn−1 −Qn−1α′)
.

Çà âëàñòèâiñòþ (5.1.9) ïiäõiäíèõ äðîáiâ (çãàäàéìî òåîðåìó 5.1.3)
ìè ìîæåìî ïiäñòàâèòè â ÷èñåëüíèê îñòàííüîãî äðîáó PnQn−1 =
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= (−1)n−1 + QnPn−1. Îäåðæèìî

1
α′n+1

= −(−1)n−1 + QnPn−1 −QnQn−1α
′

Qn−1(Pn−1 −Qn−1α′)
=

= − 1
Qn−1

[ (−1)n−1

Qn−1

( Pn−1

Qn−1
− α′

) + Qn

]
,

à òîìó

1
α′n+1

+ 1 = − 1
Qn−1

[ (−1)n−1

Qn−1

( Pn−1

Qn−1
− α′

) + (Qn −Qn−1)
]
.

Ïåðøèé äîäàíîê ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ïðÿìó¹ äî 0, êîëè n →∞,
îñêiëüêè limn→∞

Pn−1

Qn−1
= α 6= α′ òà limn→∞Qn−1 = ∞. Òîìó

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ¹ äîäàòíèì
(Qn − Qn−1 > 0 ïðè n > 1). Òàêèì ÷èíîì, 1

α′n+1
+ 1 < 0, òîáòî

1
α′n+1

< −1.

Ëåìà 5.1.3. Iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ðåäóêîâàíèõ êâàä-
ðàòè÷íèõ iððàöiîíàëüíîñòåé ç äàíèì äèñêðèìiíàíòîì d.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé β � ðåäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëü-
íiñòü ç äèñêðèìiíàíòîì d. ×èñëî β ¹ îäíèì ç êîðåíiâ ïîëiíîìà
Ax2 − Bx − C, äå A, B,C ∈ Z, ÍÑÄ(A, B,C) = 1, A > 0. Íåõàé
d = B2 + 4AC. Òîäi β = B+

√
d

2A àáî β = B−
√

d
2A . Îñêiëüêè − 1

β′ > 1,
òî 0 < −β′ < 1, òîìó β − β′ > 0 i β + β′ > 0. ßêùî β = B−

√
d

2A , òî
β − β′ = B−

√
d

2A − B+
√

d
2A < 0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî

β = B+
√

d
2A . Äàëi, β + β′ = B+

√
d

2A + B−
√

d
2A = B

A > 0. Òîìó B > 0 i
−β′ =

√
d−B
2A . Òàêèì ÷èíîì,

0 < B <
√

d. (5.1.28)

Óìîâà β > 1 îçíà÷à¹ B+
√

d > 2A. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü
B <

√
d, îäåðæó¹ìî

0 < A <
√

d. (5.1.29)
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Îñêiëüêè β ðåäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü, òî − 1
β′ =

= 2A
−B+

√
d

= B+
√

d
2C > 1. Ç íåðiâíîñòi B+

√
d

2C > 1 âèïëèâà¹, âðàõî-
âóþ÷è (5.1.28), ùî

0 < C <
√

d. (5.1.30)

Íåðiâíîñòi (5.1.28)�(5.1.30) ïîêàçóþòü, ùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà
êiëüêiñòü êâàäðàòíèõ òðè÷ëåíiâ Ax2−Bx−C, òàêèõ ùî A,B, C ∈
∈ Z, ÍÑÄ(A,B, C) = 1, A > 0, i êîðåíÿìè ÿêèõ ¹ ðåäóêîâàíi
êâàäðàòè÷íi iððàöiîíàëüíîñòi ç äàíèì äèñêðèìiíàíòîì d. Òîìó
iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ðåäóêîâàíèõ êâàäðàòè÷íèõ iððà-
öiîíàëüíîñòåé ç äàíèì äèñêðèìiíàíòîì d.

Òåîðåìà 5.1.7. à) Êîæíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëü-
íiñòü ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá.

á) ßêùî α ðåäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü, òî α
ðîçêëàäà¹òüñÿ â ÷èñòî ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 5.1.2 çàëèøêè αn êâàäðàòè÷íî¨ iððàöiî-
íàëüíîñòi α ñòàþòü ðåäóêîâàíèìè ïðè äîñèòü âåëèêèõ n i ìàþòü
îäèí i òîé æå äèñêðèìiíàíò. Çà ëåìîþ 5.1.3 iñíó¹ ëèøå ñêií÷åí-
íà êiëüêiñòü ðiçíèõ ðåäóêîâàíèõ çàëèøêiâ αn. Òîìó äëÿ äåÿêèõ
n ≥ 0 i s ≥ 1 ìè ïîâèííi ìàòè αn = αn+s, i òâåðäæåííÿ à) òåîðåìè
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.1.5.

ßêùî α ðåäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü, òî äëÿ
âñiõ n ≥ 0 i äåÿêîãî s ≥ 1 áóäåìî ìàòè αn = αn+s, òîáòî α
ðîçêëàäà¹òüñÿ â ÷èñòî ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé äðiá.

Ñïðàâäi, ìè âæå çíà¹ìî, ùî äëÿ äåÿêèõ n ≥ 0 i s ≥ 1 ñïðàâå-
äëèâà ðiâíiñòü αn = αn+s. Ïåðåâiðèìî, ùî ó âèïàäêó ðåäóêîâàíî¨
êâàäðàòè÷íî¨ iððàöiîíàëüíîñòi çâiäñè âèïëèâà¹ αn−1 = αn−1+s,
ÿêùî n > 1. Ïîâòîðþþ÷è öå n ðàçiâ, îäåðæèìî α0 = αs, à öå
îçíà÷à¹, ùî α ðîçêëàäà¹òüñÿ â ÷èñòî ïåðiîäè÷íèé ëàíöþãîâèé
äðiá.

Ìiðêóþ÷è çà iíäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî, ùî αn−1 ðåäóêîâàíà ið-
ðàöiîíàëüíiñòü. Òîäi ç ðiâíîñòi αn−1 = [αn−1] + 1

αn
îäåðæó¹ìî
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αn > 1, i − 1
α′n

= [αn−1] +
(− 1

α′n−1

)−1 (′ îçíà÷à¹, ÿê i ðàíiøå, ïåðå-
õiä äî ñïðÿæåíîãî ÷èñëà). Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî − 1

α

′
n

> 1, òîáòî
αn ðåäóêîâàíà iððàöiîíàëüíiñòü, i αn − 1 =

[− 1
α

′
n

]
+ 1

αn
, òîáòî

çàëèøîê αn − 1 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çàëèøêîì αn. Òîìó ç
αn = αn+s âèïëèâà¹ αn−1 = αn−1+s.

5.2. Äiîôàíòîâi íàáëèæåííÿ
5.2.1. Ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëü-

íèìè
Äiîôàíòîâi íàáëèæåííÿ ñêëàäàþòü áàãàòèé íà ãëèáîêû ðåçóëü-
òàòè ðîçäië òåîði¨ ÷èñåë. Ìåòîþ öüîãî ïàðàãðàôó ¹ çíàéîìñòâî
ç íàéïðîñòiøèìè êëàñè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè ïðî äiîôàíòîâi íà-
áëèæåííÿ. Îäíîþ ç îñíîâíèõ çàäà÷ öüîãî ðîçäiëó òåîði¨ ÷èñåë ¹
âèâ÷åííÿ íåðiâíîñòåé

∣∣α− p

q

∣∣ < cφ(q), (5.2.1)

äå α ∈ R, c ∈ R, φ(x) � äiéñíà ôóíêöiÿ âiä x, p, q � öiëi ÷èñëà,
q > 0. Âåëè÷èíà

∣∣α− p
q

∣∣ � öå ïîõèáêà íàáëèæåííÿ äiéñíîãî ÷èñ-
ëà α ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì p/q. Îñíîâíå ïèòàííÿ, ùî ïîñòà¹ ó
çâ'ÿçêó ç íåðiâíiñòþ (5.2.1) ¹ òàêèì: äëÿ çàäàíèõ α, φ(x) i c çíà-
éòè âñi p ∈ Z i q ∈ N, äëÿ ÿêèõ âiðíà íåðiâíiñòü (5.2.1). Îïèñàííÿ
âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi (5.2.1) ¹ âàæêîþ çàäà÷åþ, òîìó ñòàâ-
ëÿòü ëåãøó, àëå òåæ äîñèòü âàæêó çàäà÷ó: ÷è ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ
íåðiâíîñòi (5.2.1) ¹ ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ? Íà ðîëü ôóíê-
öi¨ φ, ÿê ïðàâèëî, áåðóòü ôóíêöiþ φ(q) = 1

qν , ν > 0, i â öüîìó
âèïàäêó ìàþòü ñïðàâó ç äîñëiäæåííÿì íåðiâíîñòåé

∣∣α− p
q
∣∣ <

c

qν
. (5.2.2)

Äëÿ çàäàíèõ α, c, ν ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi (5.2.2), òîáòî
ìíîæèíà ïàð p ∈ Z, q ∈ N, ùî çàäîâîëüíÿþòü (5.2.2), âiäîáðà-
æà¹ ñóòò¹âi âëàñòèâîñòi ÷èñëà α (íàïðèêëàä, âëàñòèâiñòü α áóòè
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ðàöiîíàëüíèì ÷è iððàöiîíàëüíèì, àëãåáðà¨÷íèì ÷è òðàíñöåíäåí-
òíèì). Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòiâ ïðî äiîôàíòîâi íà-
áëèæåííÿ, òîáòî ðåçóëüòàòiâ, çâ'ÿçàíèõ iç äîñëiäæåííÿì íåðiâíî-
ñòåé òèïó (5.2.2), âäà¹òüñÿ îäåðæóâàòè ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçêè
äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü âiä äâîõ çìiííèõ

f(X,Y ) = 0, f(X,Y ) ∈ Z[X, Y ],

â öiëèõ ÷èñëàõ. Ó êiíöi öüîãî ïàðàãðàôà áóäå ïîêàçàíî ÿê öå
ðîáèòüñÿ. À òåïåð ââåäåìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.2.1. Íåõàé ν > 0. Êàæóòü, ùî äiéñíå ÷èñëî α
äîïóñêà¹ íàáëèæåííÿ ïîðÿäêó v ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêùî
iñíó¹ êîíñòàíòà c, çàëåæíà âiä α, äëÿ ÿêî¨ íåðiâíiñòü

∣∣α− p
q

∣∣ < c
qv

ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ó ÷èñëàõ p ∈ Z i q ∈ N.
Îçíà÷åííÿ 5.2.2. Êàæóòü, ùî v > 0 ¹ íàéêðàùèé ïîðÿ-

äîê íàáëèæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà äiéñíîãî ÷èñëà α ðàöiîíàëüíèìè
÷èñëàìè, ÿêùî α äîïóñêà¹ íàáëèæåííÿ ïîðÿäêó v i iñíó¹ êîíñòàí-
òà c1 > 0, ÿêà çàëåæèòü âiä α, äëÿ ÿêî¨ íåðiâíiñòü

∣∣α− p

q

∣∣ <
c1

qv
(5.2.3)

ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ â ÷èñëàõ p ∈ Z i q ∈ N.
ßêùî v � íàéêðàùèé ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà

α, òî iñíó¹ êîíñòàíòà c2, äëÿ ÿêî¨
∣∣α − p

q

∣∣ ≥ c2
qv äëÿ âñiõ p

q 6= α.
Ñïðàâäi, äîñèòü âçÿòè

c2 = min
{∣∣α− pi

qi

∣∣ | ∣∣α− pi

qi

∣∣ <
c1

qv
, i = 1, . . . , N

}
,

äå p1

q1
, . . . , pN

qN
� ñêií÷åííà ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi (5.2.3).

Ïðèêëàä 5.2.1. 1.v = 1 ¹ íàéêðàùèì ïîðÿäêîì íàáëèæåí-
íÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Ñïðàâäi, íåõàé
α ∈ Q. Òîäi çàïèñàâøè ÷èñëî α ó âèãëÿäi íåñêîðîòíîãî äðîáó a

b
ç äîäàòíèì çíàìåííèêîì, îäåðæó¹ìî

∣∣∣∣
a

b
− p

q

∣∣∣∣ =
|aq − bp|

bq
.
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Áóäåìî øóêàòè òàêi öiëi ÷èñëà p i q, ùîá aq − bp = ±1. Äëÿ
öüîãî ðîçêëàäåìî α = a

b â ëàíöþãîâèé äðiá. a
b = Pn

Qn
, äå Pn

Qn
�

îñòàííié ïiäõiäíèé äðiá. Òîäi q0 = Qn−1, p0 = Pn−1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
â öiëèõ ÷èñëàõ îäíîãî iç äâîõ ðiâíÿíü

aq − bp = ±1.

Àëå ç ðîçâ'ÿçêó (q0, p0) ìîæíà îäåðæàòè íåñêií÷åííó ìíîæè-
íó ðîçâ'ÿçêiâ

{
(q0 + mb, p0 + ma) | m ∈ Z

}
. Òîìó ðiâíÿííÿ∣∣a

b − p
q

∣∣ = 1
bq ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ p ∈ Z, q ∈ N,

òèì áiëüøå íåðiâíiñòü
∣∣a
b − p

q

∣∣ ≤ 2
bq ç c = 2

b ìà¹ íåñêií÷åííó
ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ, îòæå, ðàöiîíàëüíi ÷èñëà äîïóñêàþòü íà-
áëèæåííÿ ïîðÿäêó 1.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî 1 ¹ íàéêðàùèé ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Ìà¹ìî äëÿ α = a

b

∣∣∣∣
a

b
− p

q

∣∣∣∣ =
|aq − bp|

bq
≥ 1

bq
äëÿ a

b
6= p

q
.

Òîìó íåðiâíiñòü
∣∣a
b − p

q

∣∣ ≤ 1
2bq ç c = 1

2b íå ìà¹ ðàöiîíàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ p

q ,
p
q 6= a

b .
2. Ïîêàæåìî, ùî iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ìàþòü ïîðÿäîê íàáëè-

æåííÿ (íå îáîâ'ÿçêîâî íàéêðàùèé) 2. Íåõàé α iððàöiîíàëüíå äié-
ñíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî éîãî ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ. Öÿ
ïîñëiäîâíiñòü ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ.
Çà íåðiâíiñòþ (5.1.16) ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà ìà¹ìî
∣∣∣∣α−

Pn

Qn

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣
Pn

Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ =
|PnQn+1 −QnPn+1|

QnQn+1
=

1
QnQn+1

<
1

Q2
n

(òóò ìè âèêîðèñòàëè Pn+1Qn−PnQn+1 = (−1)n i Qn < Qn+1).
Òîìó iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü äðîáiâ p

q , äëÿ ÿêèõ âiðíà íåðiâ-
íiñòü

∣∣α− p
q

∣∣ < 1
q2 . Öå é îçíà÷à¹, ùî iððàöiîíàëüíi ÷èñëà äîïóñêà-

þòü ðàöiîíàëüíi íàáëèæåííÿ ïîðÿäêó 2. Ïiçíiøå ìè ïîáà÷èìî,
ùî v = 2 ¹ íàéêðàùèì ïîðÿäêîì íàáëèæåííÿ äëÿ êâàäðàòè÷íèõ
iððàöiîíàëüíîñòåé.
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3. Iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà, ùî äîïóñêàþòü íàáëèæåííÿ ÿê çàâ-
ãîäíî âåëèêîãî ïîðÿäêó.

Íåõàé N � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííèé
ëàíöþãîâèé äðiá

[a0, a1, a2, . . . , ak, . . . ], (5.2.4)

äå a0 ∈ Z � áóäü-ÿêå, à iíøi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíò-
íå ñïiââiäíîøåííÿ

ak+1 > Qk−2
k , k = 0, 1, . . .

(òóò Qk � çíàìåííèêè ïiäõiäíèõ äðîáiâ ëàíöþãîâîãî äðîáó
(5.2.4)). ßêùî α � äiéñíå ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ ëàíöþãîâîìó äðîáó
(5.2.4), òî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi,

∣∣∣∣α−
Pn

Qn

∣∣∣∣ <
1

QnQn+1
=

1
Qn(Qnan+1 + Qn−1)

=

=
1

Q2
n(an+1 + Qn−1

Qn
)

<
1

Q2
nan+1

<
1

Q2
nQn−2

n
=

1
Qn

n

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ k ≥ n ìà¹ìî
∣∣α − Pk

Qk

∣∣ < 1
Qk

k

≤
≤ frac1Qn

k , òîáòî íåðiâíiñòü
∣∣α− p

q

∣∣ < 1
q

n ìà¹ íåñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ p, q. Ïiçíiøå â ï.5.2.3 ìè ðîçãëÿíåìî ùå îäèí
ïðèêëàä äiéñíèõ ÷èñåë, ùî äîïóñêàþòü íàáëèæåííÿ ÿê çàâãîäíî
âåëèêîãî ïîðÿäêó.

5.2.2. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ òà ëàíöþãîâi äðîáè
Íåõàé α � äiéñíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ‖α‖ âiäñòàíü âiä α äî
íàéáëèæ÷îãî öiëîãî ÷èñëà. Òàê ‖17/10‖ = 0, 3, ‖√3‖ = 2 − √3,
‖π‖ = π − 3. Çàóâàæèìî, ùî, âçàãàëi êàæó÷è, ‖α‖ íå äîðiâíþ¹
äðîáîâié ÷àñòèíi {α} ÷èñëà α (ÿêùî 0 ≤ {α} ≤ 1

2 , òî ‖α‖ = {α},
à ÿêùî {α} > 1

2 , òî ‖α‖ = 1− {α}).
ßêùî öiëi ÷èñëà p i q òàêi, ùî |qα−p| ≤ 1

2 , òî |qα−p| = ‖qα‖.
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Îçíà÷åííÿ 5.2.3. Íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì äî ÷èñëà α íà-
çèâà¹òüñÿ äðiá p/q (p, q ∈ Z, q > 0) äëÿ ÿêîãî ‖qα‖ = |qα − p| i
‖q′α‖ > ‖qα‖ äëÿ âñiõ q′, 1 ≤ q′ < q.

Íàéêðàøå íàáëèæåííÿ ÷èñëà p
q ¹ íåîáõiäíî íåñêîðîòíèì äðî-

áîì. Â iíøîìó âèïàäêó ìè ìàëè á p = p′d, q = q′d, d > 1 i
|q′α − p′| < d|q′α − p′| = |qα − p|, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî p

q �
íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ÷èñëà α. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ äóæå òi-
ñíî ïîâ'ÿçàíi ç ëàíöþãîâèìè äðîáàìè. Ïðî öå ñâiä÷èòü íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.1. Êîæíå íàéêðàùå íàáëèæåííÿ äiéñíîãî ÷èñ-
ëà α ¹ ïiäõiäíèì äðîáîì ÷èñëà α. Íàâïàêè, äëÿ n ≥ 1 ïiäõiäíi
äðîáè Pn

Qn
÷èñëà α ¹ íàéêðàùèìè íàáëèæåííÿìè α.

Ó äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè áóäå âèêîðèñòàíà íàñòóïíà ëåìà.
Ëåìà 5.2.1. ßêùî Pn

Qn
� ïiäõiäíèé äðiá äëÿ äiéñíîãî ÷èñëà α,

òî
à) |Qnα− Pn| = ‖Qnα‖, ÿêùî n ≥ 1,
á) ‖Qnα‖ < ‖Qn−1α‖, ÿêùî n ≥ 2.
Äîâåäåííÿ. à) ßêùî α = Pn

Qn
, òî ‖Qnα‖ = |Qnα − Pn| = 0.

ßêùî æ α 6= Pn
Qn

, òî iñíó¹ ïiäõiäíèé äðiá Pn+1

Qn+1
, Qn+1 ≥ 2. Òîäi

çà òåîðåìàìè 5.1.2 òà 5.1.3 Pn
Qn

< α < Pn+1

Qn+1
, ÿêùî n ïàðíå, i

Pn+1

Qn+1
< α < Pn

Qn
, ÿêùî n íåïàðíå, à òîìó

∣∣α− Pn

Qn

∣∣ <
∣∣∣ Pn+1

Qn+1
− Pn

Qn

∣∣∣ =
1

QnQn+1
<

1
2Qn

,

îòæå, |Qnα− Pn| < 1
2 i ‖Qnα‖ = |Qnα− Pn|.

á) Çàóâàæèìî, ùî
(
α− Pn

Qn

)
i
(
α− Pn+1

Qn+1

)
ìàþòü ðiçíi çíàêè, òî-

ìó é Qnα−Pn òà Qn+1α−Pn+1 ìàþòü ðiçíi çíàêè. Çà ôîðìóëàìè
(5.1.7) i (5.1.8) ç ï. 5.1.2 ìà¹ìî

Qn+1α− Pn+1 = (anQn + Qn−1)α− (anPn + Pn−1) =
= an(Qnα− Pn) + (Qn−1α− Pn−1).
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Îñêiëüêè Qnα− Pn òà Qn+1α− Pn+1 ìàþòü ðiçíi çíàêè i an > 0,
òî

|Qn+1α− Pn+1|+ an|Qnα− Pn| = |Qn−1α− Pn|.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó ÷àñòèíó ëåìè, ïåðåïèøåìî îñòàííþ ðiâ-
íiñòü ó âèãëÿäi

‖Qn+1α‖+ an‖Qnα‖ = ‖Qn−1α‖.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ‖Qnα‖ < ‖Qn−1α‖ i ëåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé α � äiéñíå ÷èñëî, α = [a0, a1, . . . ]
� éîãî ðîçêëàä ó ëàíöþãîâèé äðiá i p

q � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ
÷èñëà α. Ïðèãàäà¹ìî, ùî çà òåîðåìîþ 5.1.3 ïiäõiäíi äðîáè Pn

Qn

÷èñëà α çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

P0

Q0
<

P2

Q2
< · · · < P2k

Q2k
≤ α ≤ P2k+1

Q2k+1
< · · · < P2

Q3
<

P1

Q1
. (5.2.5)

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî p
q ∈ [

P0
Q0

, P1
Q1

]
. ßêùî p

q < P0
Q0

= a0,
òî çãiäíî (5.2.5) |α − a0| <

∣∣α − p
q

∣∣ ≤ |qα − p| i ìè îòðèìó¹ìî
ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî p

q íàéêðàùå íàáëèæåííÿ. Òàê ñàìî, ÿêùî
p
q > P1

Q1
, òî

∣∣α− p

q

∣∣ (5.2.5)>
∣∣∣ P1

Q1
− p

q

∣∣∣ =
∣∣∣P1q −Q1p

Q1q

∣∣∣ ≥ 1
Q1q

.

Òîìó |qα− p| > 1
Q1

= 1
a1
≥ |α− a0| (îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹

ç ïðàâèëà äëÿ îäåðæàííÿ a1) i ìè çíîâó ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷-
íîñòi.

Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî p
q ëåæèòü ó ïðîìiæêó,

êiíöÿìè ÿêîãî ¹ äåÿêi äâà ïiäõiäíi äðîáè Pn−1

Qn−1
i Pn+1

Qn+1
. Çàëèøà¹òü-

ñÿ äîâåñòè, ùî p
q äîðiâíþ¹ Pn−1

Qn−1
àáî Pn+1

Qn+1
. Çíîâó ìiðêó¹ìî âiä

ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé p
q ëåæèòü ìiæ Pn−1

Qn−1
i Pn+1

Qn+1
. Âðàõîâóþ÷è òå,
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ùî Pn
Qn

ëåæèòü ç iíøîãî áîêó âiä α, íiæ Pn−1

Qn−1
i Pn+1

Qn+1
(ïîäèâiòüñÿ

íà (5.2.5)), ìà¹ìî
1

qQn−1
≤ |pQn−1 − qPn−1|

qQn−1
=

∣∣∣p
q
−Pn−1

Qn−1

∣∣∣ <
∣∣∣ Pn

Qn
−Pn−1

Qn−1

∣∣∣ =
1

QnQn−1
.

Äîìíîæóþ÷è öþ íåðiâíiñòü íà qQn−1Qn, îäåðæó¹ìî

Qn < q. (5.2.6)

Ç iíøîãî áîêó,
1

qQn+1
≤ |Pn + 1q − pQn + 1|

qQn+1
=

∣∣∣ Pn+1

Qn+1
− p

q

∣∣∣ <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣

( Pn−1

Qn−1
i Pn+1

Qn+1
ëåæàòü ç îäíîãî áîêó âiä α, à p

q ëåæèòü ìiæ Pn−1

Qn−1

i Pn+1

Qn+1
).

Äîìíîæóþ÷è íà q, îäåðæó¹ìî çâiäñè, ùî 1
Qn+1

≤ |qα−p|. Àëå
|Qnα−Pn| = Qn

∣∣α− Pn
Qn

∣∣ < Qn

∣∣ Pn
Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣ = Qn|PnQn−1−Pn+1Qn|
QnQn+1

=
= 1

Qn+1
, i òîìó |Qnα − Pn| < |qα − p|, à öå, çãiäíî (5.2.6), ñóïå-

ðå÷èòü òîìó, ùî p
q ¹ íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì ÷èñëà α. Îòæå,

äëÿ p
q íå çàëèøà¹òüñÿ íi÷îãî iíøîãî ÿê çáiãàòèñÿ àáî ç Pn−1

Qn−1
àáî

ç Pn+1

Qn+1
. Öå äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè.

Äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè äîâîäèìî iíäóêöi¹þ çà n. Íå iñíó¹ q′

ç âëàñòèâiñòþ 1 ≤ q′ < Q0 = 1, òîìó ôîðìàëüíî àáî ïiäõiäíèé
äðiá P0

Q0
àáî äðiá P0

Q0
+ 1 çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ íàéêðàùîãî íàá-

ëèæåííÿ ÷èñëà α. Ïðèïóñòèìî, ùî n ≥ 0 i ìè âæå äîâåëè, ùî Pn
Qn

àáî Pn+1

Qn+1
¹ íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì ÷èñëà α. Çàçíà÷èìî, ùî ó

âèïàäêó n > 0, ç ëåìè 5.2.1 à) âèïëèâà¹, ùî íàéêðàùèì íàáëèæå-
ííÿì áóäå ïiäõiäíèé äðiá Pn

Qn
, à íå äðiá Pn+1

Qn+1
. Âèáåðåìî íàéìåíøå

íàòóðàëüíå q, òàêå, ùî q > Qn i ‖qα‖ < ‖Qnα‖. Íàòóðàëüíi ÷èñ-
ëà q, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îñòàííþ íåðiâíiñòü, iñíóþòü. Ó âèïàäêó
ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà α öå î÷åâèäíî (ÿêùî, çâè÷àéíî, ‖Qnα‖ 6= 0;
ó âèïàäêó ‖Qnα‖ = 0 äðiá Pn

Qn
¹ îñòàííiì ïiäõiäíèì äðîáîì ðà-

öiîíàëüíîãî ÷èñëà α), à ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî α iððàöiîíàëüíå,
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öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
∣∣α− Pk

Qk

∣∣ < 1
QkQk+1

i Qn →∞. Íåõàé p ∈ Z
òàêå, ùî |qα− p| = ‖qα‖. Òîäi äðiá p

q ¹ íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì
÷èñëà α, i çà ïåðøîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè öåé äðiá p

q ¹ ïiäõiäíèì
äðîáîì äî ÷èñëà α. Àëå çãiäíî ëåìè 5.2.1, ‖Qn+1α‖ < ‖Qnα‖.
Îòæå, q = Qn+1 i p = Pn+1. ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàñëiäîê 5.2.2. ßêùî p
q � íåñêîðîòíèé äðiá ç q > 0 i òàêèé,

ùî
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
2q2 , òî p

q ¹ ïiäõiäíèì äðîáîì ÷èñëà α.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî p
q � íàéêðàùå íàéáëèæåííÿ ÷èñ-

ëà α. Íåõàé p′
q′ � äðiá, ó ÿêîìó q′ > 0, p

q 6= p′
q′ , |q′α−p′| ≤ |qα−p| <

< 1
2q . Òîäi

1
qq′

≤
∣∣∣∣
p′

q′
− p

q

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
p′

q′
− α + α− p

q

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣α−

p′

q′

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣α−

p

q

∣∣∣∣ <
1

2qq′
+

1
2q2

=
q + q′

2q2q′
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî 2q < q+q′, àáî q < q′. Öå îçíà÷à¹, ùî p
q � íàé-

êðàùå íàáëèæåííÿ, à òîìó, çà äîâåäåíîþ òåîðåìîþ, öå ïiäõiäíèé
äðiá.

5.2.3. Òåîðåìà Ëióâiëëÿ
Êîìïëåêñíå ÷èñëî α íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì ñòåïåíÿ n,
ÿêùî α ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà ñòåïåíÿ n iç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi-
¹íòàìè i íå ¹ êîðåíåì æîäíîãî ïîëiíîìà ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè ñòåïåíÿ ìåíøîãî, íiæ n.

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó îçíà÷åííi ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ïîëi-
íîìè ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàìiñòü ïîëiíîìiâ iç ðàöiîíàëüíèìè
êîåôiöi¹íòàìè (âèêîðèñòîâóþ÷è äîìíîæåííÿ ïîëiíîìà íà ñïiëü-
íèé çíàìåííèê éîãî êîåôiöi¹íòiâ).

Íàâåäåìî ïðèêëàäè àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñ-
ëà ¹ àëãåáðà¨÷íèìè ÷èñëàìè ñòåïåíÿ 1, ÷èñëà âèãëÿäó a + b

√
d,
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äå a, b, d ∈ Q i d íå ¹ êâàäðàòîì, ¹ àëãåáðà¨÷íèìè ÷èñëàìè ñòåïå-
íÿ 2. n

√
a ¹ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì ñòåïåíÿ n, ÿêùî ïîëiíîì Xn−a

ìiíiìàëüíèé äëÿ n
√

a. Ñóòü òåîðåìè Ëióâiëëÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
àëãåáðà¨÷íi ÷èñëà íå ìîæóòü áóòè �íàäòî äîáðå íàáëèæåíi ðàöiî-
íàëüíèìè ÷èñëàìè�.

Òåîðåìà 5.2.3 (Ëióâiëëü). Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî àëãåáðà¨-
÷íîãî ÷èñëà α ñòåïåíÿ n iñíó¹ äiéñíå äîäàòíå ÷èñëî c, ùî çàëå-
æèòü òiëüêè âiä α, i òàêå, ùî äëÿ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë p

q ,
p
q 6= α, âiðíà íåðiâíiñòü

∣∣α− p
q

∣∣ ≥ c
qn .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(X) = anXn + an−1Xxn−1 + · · · + a0 �
ìiíiìàëüíèé ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, êîðåíåì ÿêîãî ¹ α.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Áåçó, ìîæåìî çàïèñàòè

f(X) = (X − α)g(X), (5.2.7)

äå g(X) � ïîëiíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âiçüìåìî äîâiëüíå
÷èñëî δ > 0. Ôóíêöiÿ |g(X)| ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ â ñåãìåíòi
[α − δ, α + δ]. Ñïðàâäi, äëÿ X ∈ [α − δ, α + δ] ìà¹ìî |g(X)| =
= |b0 +b1X + · · ·+bn−1X

n−1| ≤ |b0|+ |b1| |X|+ · · ·+ |bn−1| |X|n−1 ≤
≤ b

(
1+|X|+· · ·+|X|n−1

) ≤ nbβn−1 = M , äå b � ìàêñèìóì ìîäóëiâ
êîåôiöi¹íòiâ bi ïîëiíîìà g(X), β = max

{
1, |α− δ|, |α+ δ|}. Îòæå,

iñíó¹ äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî M òàêå, ùî
∣∣g(X)

∣∣ ≤ M äëÿ âñiõ
X ∈ [α−δ, α+δ]. (Ìîæíà áóëî á âèêîðèñòàòè òîé ôàêò, ùî ôóíê-
öiÿ g(X) íåïåðåðâíà, à îòæå, îáìåæåíà ôóíêöiÿ íà çàìêíåíîìó
ïðîìiæêó [α − δ, α + δ]). Íåõàé c = min{M−1, δ}, òîäi c ≤ M−1

i c ≤ δ. ßêùî p
q � äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî ìîæëèâi äâà

âèïàäêè.

1) p
q /∈ [α− δ, α + δ]. Ó öüîìó âèïàäêó

∣∣α− p

q

∣∣ > δ ≥ c ≥ c

qn
. (5.2.8)

2) p
q ∈ [α− δ, α + δ]. Òîäi

∣∣g(p/q)
∣∣ ≤ M .
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Ïiäñòàâèâøè â (5.2.7) p
q çàìiñòü X, îäåðæèìî

∣∣f(p

q

)∣∣ =
∣∣α− p

q

∣∣ · ∣∣g(p

q

)∣∣ ≤ M
∣∣α− p

q

∣∣ ≤ 1
c

∣∣α− p

q

∣∣. (5.2.9)

Âðàõîâóþ÷è, ùî f
(p

q

) 6= 0, i |a0q
n + · · · + anpn| ¹ öiëèì ÷èñëîì,

áiëüøèì àáî ðiâíèì 1, òà âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2.9), îäåðæó¹ìî

1
c

∣∣α− p

q

∣∣ ≥ ∣∣f(p

q

)∣∣ =
|a0q

n + · · ·+ anpn|
qn

≥ 1
qn

,

òîáòî
∣∣α− p

q

∣∣ ≥ c
qn .

Ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî íå ìî-
æå íàäòî äîáðå íàáëèæàòèñÿ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. À ñàìå,
çà îçíà÷åííÿì 5.2.2 i çà òåîðåìîþ Ëióâiëëÿ íàéêðàùèé ïîðÿäîê
íàáëèæåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà α ñòåïåíÿ n íå áiëüøèé íiæ n.
Ñïðàâäi, ÿêáè àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî α ñòåïåíÿ n äîïóñêàëî ïîðÿäîê
íàáëèæåííÿ m > n ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè, òî äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨
c1 iñíóâàëà á íåñêií÷åííà ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë p

q , q > 0,
äëÿ ÿêèõ |α − p

q | < c1
qm . Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâàëî á iñíóâàí-

íÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë p
q ç ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè çíàìåííèêàìè,

äëÿ ÿêèõ
∣∣α − p

q

∣∣ < c1
qm . Àëå ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî∣∣α − p

q

∣∣ ≥ c
qn . Òîìó îäåðæó¹ìî c

qn < c1
qm , òîáòî qm−n < c1

c äëÿ
âñiõ q ç äåÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë. Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü, ÿêà ïîêàçó¹, ùî íàéêðàùèé ïîðÿ-
äîê íàáëèæåííÿ ÷èñëà α ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè íå ïåðåâèùó¹
n.

Ó ïðèêëàäi 2 ï.5.2.1 ìè áà÷èëè, ùî iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ìàþòü
ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè íå ìåíøèé íiæ 2.
Òîìó ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ êâàäðàòè÷íèõ iððàöiîíàëüíîñòåé ðà-
öiîíàëüíèìè ÷èñëàìè äîðiâíþ¹ 2. Äàëi, ó ïðèêëàäi 3 ï.5.2.1 ìè
äîâåëè iñíóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi äîïóñêàþòü ÿê çàâãîäíî âå-
ëèêèé ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Ç òåîðåìè
Ëióâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî òàêi ÷èñëà íå ¹ àëãåáðà¨÷íèìè. Iíàêøå
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êàæó÷è, ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íå àëãåáðà-
¨÷íi (¨õ íàçèâàþòü òðàíñöåíäåíòíèìè) ÷èñëà. ×èñëà, òðàíñöåí-
äåíòíiñòü ÿêèõ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ, íàçèâàþòü òðàíñ-
öåíäåíòíèìè ÷èñëàìè Ëióâiëëÿ; ÷èñëà ç ïðèêëàäó 3 ï.5.2.1 ¹
òðàíñöåíäåíòíèìè ÷èñëàìè Ëióâiëëÿ. Íàâåäåìî ùå îäèí ïðèê-
ëàä òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë Ëióâiëëÿ. Íåõàé

α =
1
10

+
1

102!
+

1
103!

+ · · · = 0, 1100010 . . . .

Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëî α ìà¹ ïîðÿäîê íàáëèæåííÿ áiëüøèé âiä
áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà N . Äëÿ öüîãî âèáåðåìî áóäü-ÿêi äié-
ñíi ÷èñëà N ≥ 1 i c > 0. Âiçüìåìî p = 10k!

(
1
10 + 1

102! + · · ·+ 1
10k!

)
,

q = 10k!. Âèáåðåìî k íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá 10k! ≥ 2
c i k ≥ N .

Òîäi
∣∣α− p

q

∣∣ = 1
10(k+1)! +

1
10(k+2)! +· · · < 1

10(k+1)!

(
1 + 1

10 + 1
102 + . . .

)
<

< 2
10k! · 1

10k!k ≤ c · q−N . Îñêiëüêè ÷èñëî N ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâ-
ãîäíî âåëèêèì, òî ç òåîðåìè Ëióâiëëÿ âèïëèâà¹, ùî α � òðàíñ-
öåíäåíòíå ÷èñëî.

Æîçåô Ëióâiëëü (1809�1882) � ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, âi-
äîìèé ñâî¨ìè ðîáîòàìè â òåîði¨ åëiïòè÷íèõ ôóíêöié, äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü i òåîði¨ ÷èñåë. Âií óïåðøå äîâiâ iñíóâàííÿ òðàíñ-
öåíäåíòíèõ ÷èñåë ó ðîáîòàõ 1844 i 1851 ðîêiâ. Iíøå äîâåäåííÿ
iñíóâàííÿ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ Ã. Êàí-
òîðà (1845�1918): ìíîæèíà àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ¹ çëi÷åííîþ, à
ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ íåçëi÷åííîþ. Òîìó iñíó¹ êîíòè-
íóóì òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë. Îäíàê äîâåñòè òðàíñöåíäåíòíiñòü
äåÿêîãî êîíêðåòíîãî, âàæëèâîãî äëÿ ìàòåìàòèêè, ÷èñëà ìîæå
áóòè äîñèòü âàæêîþ ñïðàâîþ. Òðàíñöåíäåíòíiòñü ÷èñëà e áó-
ëî äîâåäåíî ó 1873ð. ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì Ø. Åðìiòîì,
à òðàíñöåíäåíòíiñòü ÷èñëà π äîâiâ ó 1882ð. íiìåöüêèé ìàòåìà-
òèê Ê. Ëiíäåìàí. Ðîñiéñüêèé ìàòåìàòèê À.Î. Ãåëüôîíä ó 1934
ð. ðîçâ'ÿçàâ ñüîìó ïðîáëåìó Ãiëüáåðòà, à ñàìå, äîâiâ, ùî áóäü-ÿêå
÷èñëî âèãëÿäó αβ , äå α � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî, ùî íå äîðiâíþ¹ 0
àáî 1, à β � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ íå ìåíøîãî íiæ 2, ¹ ÷èñ-
ëîì òðàíñöåíäåíòíèì. Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
äåñÿòêîâi ëîãàðèôìè âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N 6= 10k ¹ òðàíñ-
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öåíäåíòíèìè ÷èñëàìè. Áiëüø äåòàëüíî ç ìåòîäàìè i îñíîâíèìè
ðåçóëüòàòàìè òåîði¨ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë ìîæíà ïîçíàéîìèòè-
ñÿ, íàïðèêëàä, çà êíèãîþ [?].

5.2.4. Äiîôàíòîâi íàáëèæåíííÿ òà äiîôàíòîâi
ðiâíÿííÿ

Âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ â ìàòåìàòèöi ïðîòÿãîì âñüîãî XX ñòîëiò-
òÿ áóëà çàäà÷à ïîêðàùåííÿ òåîðåìè Ëióâiëëÿ. Îäèí iç ñïîñîáiâ
¨¨ ïîêðàùèòè � öå çìåíøèòè ïîêàçíèê n ó íåðiâíîñòi

∣∣α− p

q

∣∣ ≥ c

qn
.

Ìîæíà ïîñòàâèòè ïèòàííÿ: äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèêiâ d(n) äëÿ àë-
ãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà α ñòåïåíÿ n iñíó¹ êîíñòàíòà c > 0, äëÿ ÿêî¨
íåðiâíiñòü ∣∣α− p

q

∣∣ ≥ c

qd(n)+ε

(ε � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â öiëèõ p ∈ Z i
q ∈ N? Íîðâåæñüêèé ìàòåìàòèê À. Òóå ó 1909 ðîöi äîâiâ, ùî ìî-
æíà âçÿòè d(n) = 1

2n + 1, ïîòiì íiìåöüêèé ìàòåìàòèê Ê. Çiãåëü
ó 1921ð. çìåíøèâ d(n) äî d(n) = 2

√
n. Ðîñiéñüêèé ìàòåìàòèê

À.Î. Ãåëüôîíä ó 1948ð. ïîêàçàâ, ùî ìîæíà âçÿòè d(n) =
√

2n.
Íàðåøòi, ó 1955ð. àíãëiéñüêèé ìàòåìàòèê Ê. Ðîò äîâiâ, ùî ìîæíà
âçÿòè d(n) = 2. Äîâåäåííÿ âñiõ öèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ äîñèòü ñêëà-
äíèìè. Çàçíà÷èìî, ùî Ê. Ðîò îòðèìàâ çà ñâié ðåçóëüòàò ó 1958ð.
íà Ìiæíàðîäíîìó êîíãðåñi ìàòåìàòèêiâ â Åäiíáóðçi Ôiëäñiâñüêó
ïðåìiþ � íàéâèùó ìiæíàðîäíó íàãîðîäó äëÿ ìàòåìàòèêiâ. Âñi
öi ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü, çîêðåìà, áóäóâàòè íîâi êëàñè òðàíñ-
öåíäåíòíèõ ÷èñåë (äèâ. âïð.11). Êðiì òîãî, öi ðåçóëüòàòè ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè äî äîñëiäæåííÿ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæåìî,
ÿê öå ðîáèòüñÿ íà ïðèêëàäi òåîðåìè Òóå.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó Òóå ïðî äiîôàíòîâi íàáëèæåííÿ.

Òåîðåìà 5.2.4. Íåõàé α � äiéñíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïå-
íÿ n ≥ 2, ε > 0 � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî. Iñíó¹ êîíñòàíòà c > 0
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òàêà, ùî äëÿ âñiõ p ∈ Z, q ∈ N âiðíà íåðiâíiñòü
∣∣α− p

q

∣∣ ≥ c

q(n/2)+1+ε
.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ìè íå íàâîäèìî òóò äîâåäåííÿ òåîðåìè Òóå
ïðî äiîôàíòîâi íàáëèæåííÿ (ç äîâåäåííÿì ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ,
íàïðèêëàä, ó [?], [?] àáî â [?]). Íàøà ìåòà � ïîêàçàòè, ÿê Òóå
çàñòîñóâàâ öþ òåîðåìó äî äîñëiäæåííÿ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 5.2.5 (Òóå, ïðî äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ). Íåõàé

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 (5.2.10)

� íåçâiäíèé ïîëiíîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, an > 0, n ≥ 3.
Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

F (X, Y ) = anXn + an−1X
n−1Y + · · ·+ a1XY n−1 + a0Y

n, (5.2.11)

i m ∈ Z. Äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ

F (X,Y ) = m (5.2.12)

àáî íå ìà¹ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ àáî ìà¹ ¨õ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü.

Äîâåäåííÿ. ßêùî m = 0, òî äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ (5.2.12) ìà¹
ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (0, 0), áî â iíøîìó âèïàäêó ïîëi-
íîì (5.2.10) ìàâ áè ðàöiîíàëüíèé êîðiíü, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó,
ùî âií íåçâiäíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî m 6= 0. ßêùî α1, . . . , αn �
êîìïëåêñíi êîðåíi ïîëiíîìà (5.2.10), òî

F (X,Y )
Y n

= f

(
X

Y

)
= an

(
X

Y
− α1

)
. . .

(
X

Y
− αn

)

àáî
F (X,Y ) = an(X − α1Y ) . . . (X − αnY ). (5.2.13)

Íåõàé p ∈ Z, q ∈ N � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2.12). Ïîêàæåìî, ùî
iñíó¹ êîíñòàíòà D > 0 òàêà, ùî

q ≤ D, (5.2.14)
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äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó (p, q) ðiâíÿííÿ (5.2.12). Çâiäñè âèïëèâàòè-
ìå ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ (p, q) ç äîäàòíèìè q, áî äëÿ
êîæíîãî q iñíó¹, çðîçóìiëî, ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü p òàêèõ,
ùî ïàðà (p, q) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.2.12).

Îòæå, ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (5.2.12) íå ìà¹ ðîçâ'ÿç-
êiâ (p, q), p ∈ Z, q ∈ N ç äóæå âåëèêèìè q.

ßêùî (p, q), p ∈ Z, q ∈ N � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.2.12), òî
ç (5.2.13) ìà¹ìî

an|p− α1q| . . . |p− αnq| = |m|. (5.2.15)

Òîìó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñåðåä ÷èñåë α1, . . . , αn çíàé-
äåòüñÿ ÷èñëî, íàïðèêëàä α1, äëÿ ÿêîãî

|p− α1q| ≤ n

√
|m|
an

. (5.2.16)

Îñêiëüêè âñi êîðåíi α1, . . . , αn ðiçíi (áî f(x) íåçâiäíèé), òî çíàé-
äåòüñÿ òàêà êîíñòàíòà A, ùî

0 < A < min
{|α1 − αi| | 2 ≤ i ≤ n

}
. (5.2.17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2.16) i (5.2.17), ìà¹ìî îöiíêó

|p−αiq| = |(α1−αi)q+(p−α1q)| ≥ |α1−αi|q−|p−α1q| > Aq− n

√
|m|
an

,

(5.2.18)
äå 2 ≤ i ≤ n. Ïðèãàäà¹ìî, ùî ìè õî÷åìî ïîêàçàòè âiäñóòíiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ (p, q), ó ÿêèõ q áiëüøå âiä äåÿêî¨ êîíñòàíòè D. Òîìó
ïðèïóñòèìî, ùî

q >
2 n

√
|m|
an

A
. (5.2.19)

Äëÿ òàêèõ ÷èñåë q ç íåðiâíîñòi (5.2.18) îäåðæèìî |p−αiq| > 1
2Aq,

2 ≤ i ≤ n. Òîìó ìà¹ìî
n∏

i=2

|p− αiq| >
(

1
2
Aq

)n−1

.
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Âðàõîâóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, îäåðæó¹ìî ç (5.2.15)

|p− α1q| = |m|
an

∏n
i=2 |p− αiq| <

|m|
an

(
1
2A

)n−1
qn−1

,

òîáòî, ïîçíà÷èâøè c1 = |m|
an

(
1
2
A
)n−1 , îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

|p− α1q| < c1
qn−1 , ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

∣∣α1 − p

q

∣∣ <
c1

qn
. (5.2.20)

Àëå, çà òåîðåìîþ Òóå ïðî äiîôàíòîâi íàáëèæåííÿ, iñíó¹ êîíñòàí-
òà c, äëÿ ÿêî¨ âiðíà íåðiâíiñòü

∣∣α1 − p

q

∣∣ >
c

q(n/2)+1+0,1
(5.2.21)

(ìè âçÿëè ε = 0, 1 â ôîðìóëþâàííi òåîðåìè Òóå). Ç íåðiâíîñ-
òåé (5.2.20) i (5.2.21) âèïëèâà¹ (çãàäà¹ìî, ùî n ≥ 3)

c

q(n/2)+1,1
<

c1

qn
, q <

(c1

c

) 2
n−2,2

.

Âðàõîâóþ÷è (5.2.19), áà÷èìî, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïðèâåäå äî
ñóïåðå÷íîñòi, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (p, q) ðiâíÿí-
íÿ (5.2.12) ç

q > D = max





2
A

n

√
|m|
an

,
(c1

c

) 2
n−2,2



 .

Òîìó âñi ðîçâ'ÿçêè (p, q) ðiâíÿííÿ (5.2.12) ç äîäàòíèìè q çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâi (5.2.14), ÿêùî D = max

{
2
A

n

√
|m|
an

,
(

c1
c

) 2
n−2,2

}
, à

òîìó ¨õ iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü.
Âèïàäîê âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü q çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó äîäàòíèõ q

çàìiíîþ ðiâíÿííÿ (5.2.12) ðiâíÿííÿì F (x,−y) = m. Òåîðåìó äî-
âåäåíî.
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5.3. Çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ
5.3.1. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíãðóåíöié ïåðøîãî ñòåïåíÿ
Ðîçãëÿíåìî êîíãðóåíöiþ

aX ≡ b (mod m), (5.3.1)

äå ââàæà¹ìî, ùî (a,m) = 1. Ðîçêëàäåìî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî m
a

ó ëàíöþãîâèé äðiá. Íåõàé Pn−1

Qn−1
òà Pn

Qn
= m

a � ïåðåäîñòàííié
òà îñòàííié ïiäõiäíi äðîáè öüîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Çà ôîðìó-
ëîþ (5.1.9) ï.5.1.2 ìà¹ìî

PnQn−1 −QnPn−1 = (−1)n−1.

Ïiäñòàâèìî Pn = m, Qn = a. Îäåðæèìî mQn−1 − aPn−1 =
(−1)n−1, òîáòî

aPn−1 ≡ (−1)n (mod m),

i

(−1)naPn−1 ≡ 1 (mod m).

Òîìó, ïiäñòàâèâøè ó (5.3.1) (−1)nPn−1b çàìiñòü X, áà÷èìî, ùî
êëàñ ëèøêiâ (−1)nPn−1b (mod m) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (5.3.1).
Öåé êëàñ ëèøêiâ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ (5.3.1) (äèâ.
ï.4.2.4).

Ïðèêëàä 5.3.1. Ðîçâ'ÿæåìî êîíãðóåíöiþ

37x ≡ 1001 (mod 1995).

Äëÿ öüîãî ðîçêëàäà¹ìî (âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà) 1995
37

ó ëàíöþãîâèé äðiá. Îäåðæèìî

1995
37

= [53, 1, 11, 3].
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Îòæå, n = 3. Çíàõîäèìî Pn−1 çà ñõåìîþ, îïèñàíîþ â ï.5.1.2:

53 1 11 3
1 53 54 647 1995 ,

P2 = 647. Ðîçâ'ÿçêîì íàøî¨ êîíãðóåíöi¨ ¹ êëàñ ëèøêiâ (−1)3647 ·
1001 (mod 1995) ≡ 1348·1001 (mod 1995) ≡ 1349348 (mod 1995) ≡
728 (mod 1995).

5.3.2. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü aX+bY = c

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
aX + bY = c, (5.3.2)

äå a, b, c ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿí-
íÿ (5.3.2) ó öiëèõ ÷èñëàõ. Íåõàé d = (a, b) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ÷èñåë a i b. ßêùî d 6 |c, òî, î÷åâèäíî, ðiâíÿííÿ (5.3.2) íå
ìà¹ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî d|c. Òîäi a = a1d,
b = b1d i c = c1d. Ðîçäiëèâøè ðiâíÿííÿ (5.3.2) íà d, îäåðæèìî
ðiâíÿííÿ

a1x + b1y = c1, (5.3.3)

äå (a1, b1) = 1. Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ó öiëèõ ÷èñëàõ
ðiâíÿííÿ (5.3.2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.3.3) i íàâïàêè. Òîìó
íàäàëi áóäåìî ââàæàòè êîåôiöi¹íòè a i b â ðiâíÿííi (5.3.2) âçà-
¹ìíî ïðîñòèìè. Êðiì öüîãî, äîìíîæèâøè, ÿêùî íåîáõiäíî, ðiâ-
íÿííÿ (5.3.2) íà −1 (öå ïðèâîäèòü äî ðiâíîñèëüíîãî ðiâíÿííÿ),
ìîæíà ââàæàòè, ùî êîåôiöi¹íò b ïðè y ¹ âiä'¹ìíèì. Ïiäñóìîâóþ-
÷è âñå ñêàçàíå, áà÷èìî, ùî ìîæíà çîñåðåäèòè óâàãó íà ðiâíÿííÿõ
âèãëÿäó

aX − bY = c, (5.3.4)

äå a, b ∈ Z, b > 0, (a, b) = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ (5.3.4) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, i äîâåäåìî ïðè öüîìó ïðèïóùåííi ïðîñòó òåîðåìó, ÿêà
îïèñó¹ ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ.
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Òåîðåìà 5.3.1. Íåõàé (x0, y0) áóäü-ÿêèé öiëèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (5.3.4). Òîäi ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹
âèãëÿä {

(x0 + bt, y0 + at) | t ∈ Z}
. (5.3.5)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (x̃, ỹ) � ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.3.4).
Òîäi ax̃− bỹ = c, ax0 − by0 = c. Çâiäñè ìà¹ìî

a(x̃− x0) = b(ỹ − y0). (5.3.6)

Îñêiëüêè (a, b) = 1, òî b|x̃−x0, òîáòî x̃−x0 = bt, òîìó x̃ = x0+bt.
Ïiäñòàâèìî x̃ â (5.3.6):

abt = b(ỹ − y0).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî y = y0 + at. Îòæå, âñi ðîçâ'ÿçêè ìiñòÿòüñÿ
ó ìíîæèíi (5.3.5). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî áóäü-ÿêèé åëå-
ìåíò ç ìíîæèíè (5.3.5) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.3.4). Ó öüîìó
äóæå ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïiäñòàâèâøè (x0 + bt, y0 +at) ó ðiâíÿí-
íÿ (5.3.4).

Òåïåð äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.3.4).
Òåîðåìà 5.3.2. Ðiâíÿííÿ

aX − bY = c, a, b ∈ Z, b > 0, (a, b) = 1,

ìà¹ ñâî¨ì ðîçâ'ÿçêîì

x0 = (−1)n−1Qn−1c, y0 = (−1)n−1Pn−1c,

äå Pn−1

Qn−1
� ïåðåäîñòàííié ïiäõiäíèé äðiá ó ðîçêëàäi ÷èñëà a

b = Pn
Qn

ó ëàíöþãîâèé äðiá.
Äîâåäåííÿ. Çíîâó âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü PnQn−1 − Pn−1Qn =

(−1)n−1, ÿêó ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi: aQn−1 − bPn−1 = (−1)n−1.
Äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà (−1)n−1c, îäåðæèìî

a
(
(−1)n−1cQn−1

)− b
(
(−1)n−1cPn−1

)
= c,

ùî é äîâîäèòü òåîðåìó.
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Ïðèêëàä 5.3.2. Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

1999x− 1997y = 3.

(1999, 1997) = 1. Ðîçêëàäåìî 1999
1997 ó ëàíöþãîâèé äðiá 1999

1997 =
= [1, 998, 2]. Îòæå, n = 2. Îá÷èñëèìî ïiäõiäíi äðîáè P1 i Q1:

1 998 2
1 1 999
0 1 998

P1 = 999, Q1 = 998. Ç òåîðåìè 5.3.2 âèïëèâà¹, ùî îäíèì ç
ðîçâ'ÿçêiâ ¹ x0 = −3 · 998 = −2994, y0 = −3 · 999 = −2997.
Íàéìåíøèì äîäàòíèì ðîçâ'ÿçêîì íàøîãî ðiâíÿííÿ ¹

(−2994 + 2 · 1997,−2997 + 2 · 1999) = (1000, 1001).

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè ç òåîðåìè 5.3.2 çáåðiãàþòü ñâîþ ñèëó
i ó âèïàäêó, êîëè n = 0, òîáòî a

b = P0
Q0

. Ó öüîìó âèïàäêó b = 1 i
ðîçâ'ÿçîê (0, c) ðiâíÿííÿ aX − Y = c ìîæå áóòè îäåðæàíèé çà
ôîðìóëàìè ç òåîðåìè 5.3.2, ÿêùî çãàäàòè íàøó äîìîâëåíiñòü
ñòîñîâíî P−1 i Q−1: P−1 = 1, Q−1 = 0.

5.3.3. Êiëüöå öiëèõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå öiëå ÷èñëî d 6= 1, âiëüíå âiä êâàäðà-

òiâ (òîáòî, d íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
Q(
√

d) = {a+b
√

d | a, b ∈ Q} ¹ ïîëåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî
åëåìåíòà α ∈ Q(

√
d) iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò âiäíîñíî ìíîæåííÿ,

à ðåøòó ðîáîòè, íåîáõiäíî¨ äëÿ ïåðåâiðêè àêñiîì ïîëÿ, ïðîïîíó-
¹ìî ÷èòà÷åâi çðîáèòè ñàìîñòiéíî. Íåõàé α = a + b

√
d ∈ Q(

√
d),

α 6= 0. Òîäi a2 − db2 6= 0, áî iíàêøå ïðè b 6= 0 ìà¹ìî d =
(

a
b

)2,
ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi ç òèì, ùî d âiëüíå âiä êâàäðàòiâ
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(òóò ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè îñíîâíó òåîðåìó àðèôìåòèêè). ßêùî
æ b = 0, òî a 6= 0, i â óñiõ âèïàäêàõ åëåìåíò

α−1 =
a

a2 − bd2
− b

√
d

a2 − bd2
∈ Q(

√
d)

¹ îáåðíåíèì äî α.

Îçíà÷åííÿ 5.3.1. Åëåìåíò α ∈ Q(
√

d) íàçèâà¹òüñÿ öiëèì,
ÿêùî α ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè i ñòàðøèì
êîåôiöi¹íòîì 1.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíå çâè÷àéíå öiëå ÷èñëî a ¹ öiëèì åëåìåí-
òîì ïîëÿ Q(

√
d). Âîíî ¹ êîðåíåì íåçâiäíîãî ïîëiíîìà x− a. Çâè-

÷àéíi öiëi ÷èñëà íàçèâàòèìåìî äàëi öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè. ßêùî
α = a+b

√
d ∈ Q(

√
d), òî åëåìåíò α′ = a−b

√
d ∈ Q(

√
d) íàçèâàþòü

ñïðÿæåíèì äî α. (Ïåðåêîíàéòåñÿ â òîìó, ùî (α + β)′ = α′ + β′

i (αβ)′ = α′β′. Öi âëàñòèâîñòi ñïðÿæåííÿ áóäóòü äàëi âèêîðèñòà-
íi.) ×èñëî α = a + b

√
d ¹ êîðåíåì ïîëiíîìà (X − α)(X − α′) =

= (X−a−b
√

d)(X−a+b
√

d) = (X−a)2−db2 = X2−2aX+a2−db2

ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè α + α′ = 2a, α · α′ = a2 − db2 i ç
äèñêðèìiíàíòîì 4db2, ÿêèé íå ¹ òî÷íèì êâàäðàòîì, ÿêùî b 6= 0
(d � öiëå ÷èñëî, âiëüíå âiä êâàäðàòiâ). Òîìó ìîæíà äàòè ùå îäíå
åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ öiëîãî åëåìåíòà ïîëÿ Q(

√
d).

Îçíà÷åííÿ 5.3.2. Íåõàé α = a+b
√

d ∈ Q(
√

d). ×èñëî Tr(α) def=
α + α′ = 2a íàçèâàþòü ñëiäîì, à ÷èñëî N(α) def= α · α′ = a2 − db2

íàçèâàþòü íîðìîþ ÷èñëà α. ×èñëî α = a + b
√

d ∈ Q(
√

d) íàçè-
âà¹òüñÿ öiëèì, ÿêùî éîãî ñëiä Tr(α) = 2a i éîãî íîðìà N(α) =
a2 − db2 ¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè.

Îñêiëüêè (X − α)(X − α′) = (X2 − Tr(α)X + N(α)), òî åêâi-
âàëåíòíiñòü äâîõ îçíà÷åíü öiëîãî åëåìåíòà ¹ î÷åâèäíîþ. Çðó÷-
íî çàïèñóâàòè ÷èñëà α ∈ Q(

√
d) ó âèãëÿäi α = u+v

√
d

2 (çàìiñòü
α = a + b

√
d) ç ðàöiîíàëüíèìè u i v.
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Òåîðåìà 5.3.3. ×èñëî α = u+v
√

d
2 ∈ Q(

√
d) ¹ öiëèì òîäi i

òiëêè òîäi, êîëè u i v ¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè i

u ≡ v ≡ 0 (mod 2) ïðè d ≡ 2 (mod 4) àáî d ≡ 3 (mod 4);
u ≡ v (mod 2) ïðè d ≡ 1 (mod 4).

(5.3.7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ¹ öiëèì. Òîäi Tr(α) = u öiëå ðàöiîíàëüíå i
N(α) = u2−dv2

4 öiëå ðàöiîíàëüíå, òîìó é u2−dv2 öiëå ðàöiîíàëüíå.
ßêáè v íå áóëî öiëèì ðàöiîíàëüíèì, òî çíàìåííèê v2 íå ìiã áè
ñêîðîòèòèñÿ ç d, îñêiëüêè d âiëüíå âiä êâàäðàòiâ. Îòæå, i v öiëå
ðàöiîíàëüíå. Äàëi

u2 − dv2 ≡ 0 (mod 4). (5.3.8)

Êâàäðàò öiëîãî ÷èñëà êîíãðóåíòíèé àáî ç 0 àáî ç 1 çà (mod 4).
Òîìó ïðè d ≡ 2, 3 (mod 4) êîíãðóåíöiÿ (5.3.8) ìîæëèâà ëèøå
ïðè u ≡ v ≡ 0 (mod 2), à ïðè d ≡ 1 (mod 4) êîíãðóåíöiÿ (5.3.8)
ìîæëèâà ëèøå ïðè u ≡ v (mod 2).

Íàâïàêè, íåõàé u i v � öiëi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà i âèêîíóþòüñÿ
êîíãðóåíöi¨ (5.3.7). Òîäi Tr(α) = u ¹ öiëèì ðàöiîíàëüíèì i N(α) =
= u2−dv2

4 , çãiäíî (5.3.7), ¹ öiëèì ðàöiîíàëüíèì. Çà îçíà÷åííÿì 5.3.2
α = u+v

√
d

2 ¹ öiëèì åëåìåíòîì ïîëÿ Q(
√

d).

Òåïåð âèäiëèìî åëåìåíò ω ïîëÿ Q(
√

d).
{

ω = 1+
√

d
2 , ÿêùî d ≡ 1 (mod 4),

ω =
√

d, ÿêùî d ≡ 2, 3 (mod 4).
(5.3.9)

Ðîëü åëåìåíòà ω ðîçêðèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3.4. Åëåìåíò α ∈ Q(
√

d) ¹ öiëèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíóþòü öiëi ÷èñëà a, b ∈ Z òàêi, ùî α = a + bω.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = u+v
√

d
2 � öiëèé åëåìåíò. ßêùî d ≡ 2, 3

(mod 4), òî çà òåîðåìîþ 5.3.3 u = 2a, v = 2b i α = a + b
√

d,
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a, b ∈ Z. ßêùî d ≡ 1 (mod 4), òî u − v = 2a çà òåîðåìîþ 5.3.3;
òîìó

α =
u + v

√
d

2
=

u− v + v + v
√

d

2
=

u− v

2
+ v

1 +
√

d

2
= a + vω,

äå a, v ∈ Z.
Íàâïàêè, ÿêùî α = a + bω, a, b ∈ Z, òî çà îçíà÷åííÿì 5.3.2

äîñèòü äîâåñòè, ùî N(α), i Tr(α) ¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñ-
ëàìè. Ïðîñòi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ÷èñëà

Tr(α) =

{
2a, ÿêùî d ≡ 2, 3 (mod 4),
2a + b, ÿêùî d ≡ 1 (mod 4),

N(α) =

{
a2 − db2, ÿêùî d ≡ 2, 3 (mod 4),
a2 + ab + b2 1−d2

4 , ÿêùî d ≡ 1 (mod 4)

¹ öiëèìè ðàöiîíàëüíèìè. Òåîðåìó 5.3.4 äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó öiëèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ Q(
√

d) ÷åðåç Od

àáî ïðîñòî ÷åðåç O, êîëè âiäîìî ïðî ÿêå d iäå ìîâà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî Od ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 5.3.5. Od = {a + bω | a, b ∈ Z} ¹ êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì ç 1 i áåç äiëüíèêiâ íóëÿ âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè ëèøå, ùî ìíîæèíà Od çàìêíåíà
âiäíîñíî ìíîæåííÿ, à âñå iíøå î÷åâèäíå. Çàìêíåíiñòü âiäíîñíî
ìíîæåííÿ çâîäèòüñÿ äî òâåðäæåííÿ, ùî ω2 ∈ Od. Ïåðåâiðèìî öå
òâåðäæåííÿ ïðîñòèì îá÷èñëåííÿì:

ω2 =

{
d, ÿêùîd ≡ 2, 3 (mod 4),
d−1
4 + ω, ÿêùîd ≡ 1 (mod 4).
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Êiëüöå Od ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé, ñõîæèõ íà âëàñòèâîñòi
êiëüöÿ çâè÷àéíèõ öiëèõ ÷èñåë Z, àëå íå âñi âëàñòèâîñòi êiëü-
öÿ Z çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ êiëåöü Od. Çîêðåìà, âçà-
ãàëi êàæó÷è, êiëüöÿ Od íå ¹ ôàêòîðiàëüíèìè. Òàê ó êiëüöi O10 =
{a + b

√
10 | a, b ∈ Z} 2, 5,

√
10 ¹ ïîïàðíî íåàñîöiéîâàíèìè ïðî-

ñòèìè åëåìåíòàìè i 10 = 2 · 5 = (
√

10)2. Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî, íàïðèêëàä, êiëüöÿ O−3,O5 ¹ ôàêòîðiàëüíèìè. Çà-
óâàæèìî, ùî êiëüöÿ Z[

√−3] òà Z[
√

5] íå ôàêòîðiàëüíi (äèâ. âïðà-
âè 15�18).

Äàëi íàì ïîòðiáíî áóäå âèêîðèñòàòè îäèí ÷àñòêîâèé âèïàäîê
ïîíÿòòÿ êiëüöÿ êëàñiâ ëèøêiâ äëÿ êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâO êâàä-
ðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(

√
d). Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Íàçâåìî

÷èñëà α1 = a1 + b1ω, α2 = a2 + b2ω êîíãðóåíòíèìè çà ìîäóëåì m,
i áóäåìî â öüîìó âèïàäêó ïèñàòè

α1 ≡ α2 (mod m), (5.3.10)

ÿêùî a1 ≡ a2 (mod m) i b1 ≡ b2 (mod m). Ëåãêî ïåðåâiðèòè (ïðî-
ïîíó¹ìî çðîáèòè öå â ÿêîñòi âïðàâè), ùî âiäíîøåííÿ (5.3.10) ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi O, òîìó ìîæíà ðîçãëÿ-
íóòè ôàêòîð-ìíîæèíó, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç O/mO:

O/mO = {a + bω | a, b ∈ Z},
äå a + bω � ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì a + bω.

Ðîçäiëèâøè a i b ç îñòà÷åþ íà m (a = md1 + r, b = md2 + s,
0 ≤ r, s < m), îäåðæèìî, ùî a + bω = r + sω. Êðiì òîãî, ÿêùî
r1 + s1ω = r2 + s2ω, 0 ≤ ri, si < m, òî r1 = r2 i s1 = s2. Öå
îçíà÷à¹, ùî ôàêòîð-ìíîæèíàO/mO ñêëàäà¹òüñÿ ç m2 åëåìåíòiâ.
Ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà O/mO ¹ êîìóòà-
òèâíèì êiëüöåì ç 1 âiäíîñíî íàñòóïíèõ îïåðàöié: α + β = α + β,
αβ = αβ.

5.3.4. Îäèíèöi ó êâàäðàòè÷íèõ ïîëÿõ
Îçíà÷åííÿ 5.3.3. Îäèíèöåþ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(

√
d) íà-

çèâàþòü îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ öüîãî ïîëÿ.



5.3. Çàñòîñóâàííÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ 249

Ìè çíà¹ìî, ùî îäèíèöi áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ ç 1 óòâîðþþòü ãðó-
ïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Îïèøåìî öþ ãðóïó ó âèïàäêó êiëüöÿ öi-
ëèõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ. Îáìåæèìîñÿ òóò âèïàäêîì äiéñíîãî
êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(

√
d), òîáòî âèïàäêîì, êîëè d > 0. Âè-

ïàäîê óÿâíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√

d) (òîáòî âèïàäîê d < 0)
çíà÷íî ïðîñòiøèé i ìè ïðîïîíó¹ìî ðîçãëÿíóòè öåé âèïàäîê ñàìî-
ñòiéíî (âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò i âêàçiâêà äî íüîãî ñôîðìóëüîâàíi
ó âïðàâi 14) Ïî÷íåìî ç ïðîñòî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.3.6. Åëåìåíò ε ∈ O ¹ îäèíèöåþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè N(ε) = εε′ = ±1.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî øòðèõ îçíà÷à¹ ñïðÿæåííÿ:
(a + b

√
d)′ = a − b

√
d. Íåõàé ε ∈ O, i iñíó¹ δ ∈ O, äëÿ ÿêîãî

εδ = 1. Òîäi N(εδ) = εδε′δ′ = N(ε)N(δ) = N(1) = 1. Îñêiëüêè
N(ε), N(δ) ∈ Z, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà òiëüêè òîäi, êîëè
N(ε) = ±1. Íàâïàêè, ÿêùî N(ε) = εε′ = ±1, òî ε′ àáî −ε′ ¹
îáåðíåíèì äî ε. (Çàóâàæèìî, ùî ç α = a + bω ∈ O âèïëèâà¹, ùî
α′ = a + bω′ ∈ O, îñêiëüêè ω′ = −ω àáî ω′ = 1− ω).

Íàçâåìî îäèíèöþ ε íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî ε 6= ±1.

Òåîðåìà 5.3.7. Ó êîæíîìó äiéñíîìó êâàäðàòè÷íîìó ïîëi
iñíó¹ íåòðèâiàëüíà îäèíèöÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàì ïîòðiáíà îäíà ëåìà.

Ëåìà 5.3.1. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ òàêèé
öiëèé åëåìåíò α ∈ O, ùî α < |α| < 1

n i |N(α)| ≤ 1 + 2
√

d.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî åëåìåíò−ω (äèâ. 5.3.9). Ðîçãëÿíåìî ïiä-
õiäíi äðîáè ðîçêëàäó −ω ó ëàíöþãîâèé äðiá. −ω � iððàöiîíàëüíå
÷èñëî, òîìó ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ Pk

Qk
¹ íåñêií÷åííîþ, à

ïîñëiäîâíiñòü ¨õ çíàìåííèêiâ

Q0 ≤ Q1 < Q2 < . . .
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¹ íåîáìåæåíî çðîñòàþ÷îþ. Äëÿ äàíîãî n âèáèðà¹ìî k òàê, ùîá
Qk ≤ n < Qk+1. Òîäi ìà¹ìî,

∣∣∣−ω − Pk

Qk

∣∣∣ <
∣∣∣ Pk+1

Qk+1
− Pk

Qk

∣∣∣ =
|Pk+1Qk −Qk+1Pk|

QkQk+1
≤ 1

QkQk+1
.

Ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà Qk îäåðæó¹ìî

|Qkω + Pk| < 1
Qk+1

<
1
n

.

Qkω+Pk ∈ O çà òåîðåìîþ 5.3.4. Îòæå, ìè çíàéøëè öiëèé åëåìåíò
α = qω + p, äëÿ ÿêîãî |α| < 1

n . Äàëi,

α′ = p+qω′ = p+qω+q(ω′−ω) =

{
α− q

√
d, ÿêùîd ≡ 1 (mod 4),

α− 2q
√

d, ÿêùîd ≡ 2, 3 (mod 4).
.

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî ìè âèáðàëè q òàê, ùîá q ≤ n, îäåð-
æó¹ìî

|α′| ≤ |α|+ 2n
√

d <
1
n

+ 2n
√

d,

i îñòàòî÷íî |N(α)| = |α||α′| < 1
n2 + 2

√
d ≤ 1 + 2

√
d.

Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.7, ÿêå ðîçiá'¹ìî íà ÷î-
òèðè êðîêè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.7. 1. Iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü öi-
ëèõ åëåìåíòiâ α ∈ O, äëÿ ÿêèõ |N(α)| < 1 + 2

√
d. Ñïðàâäi,

ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ õî÷à á îäèí òàêèé íåíóëüîâèé åëå-
ìåíò α1. Âiçüìåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî n1, äëÿ ÿêîãî 1

n1
< |α1|. Çà

ëåìîþ çíîâó iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò α2 ç N(α2) < 1 + 2
√

d,
|α2| < 1

n1
, òîìó α1 6= α2. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå çíàéøëè

åëåìåíòè α1, . . . , αk ∈ O, äëÿ ÿêèõ |α1| > |α2| > · · · > |αk| i
N(αi) < 1 + 2

√
d, 1 ≤ i ≤ k1. Âiçüìåìî nk, äëÿ ÿêîãî 1

nk
< |αk|, i

çàñòîñó¹ìî ëåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ αk+1.
2. Iñíóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî m, 1 ≤ m < 1+2

√
d, i íåñêií÷åí-

íà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ α ∈ O ç âëàñòèâiñòþ
∣∣N(α)

∣∣ < 1 + 2
√

d i
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òàêèõ, ùî |N(α)| = m. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî N(α)
¹ öiëèì ÷èñëîì, îòæå,

∣∣N(α)
∣∣ ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, i iñíó¹ ëè-

øå ñêií÷åííà êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìåíøèõ çà 1 + 2
√

d.
ßêáè äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî m iñíóâàëà á ëèøå ñêií÷åííà
êiëüêiñòü α ç âëàñòèâiñòþ

∣∣N(α)| = m, òî öå ñóïåðå÷èëî á êðî-
êó 1.

3. Iñíó¹ ñóìiæíèé êëàñ ó ôàêòîðêiëüöi O/mO, ÿêèé ìiñòèòü
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ α ∈ O ç âëàñòèâiñòþ

∣∣N(α)
∣∣ =

= m < 1 + 2
√

d. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî òàêèõ åëåìåíòiâ íåñêií-
÷åííî áàãàòî, à ðiçíèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ óñüîãî m2.Îòæå, õî÷ îäèí
êëàñ â O/mO ïîâèíåí ìiñòèòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
α ∈ O, äëÿ ÿêèõ

∣∣N(α)
∣∣ = m.

4. Òîìó iñíóþòü òàêi åëåìåíòè α, β ∈ O, α 6= ±β, ùî
∣∣N(α)

∣∣ =
∣∣N(β)

∣∣ = m,

α ≡ β (mod m).
(5.3.11)

Îñêiëüêè α − β = mγ äëÿ äåÿêîãî γ ∈ O, òî αβ′ − ββ′ = mγβ′,
òîáòî

αβ′ ≡ ββ′ = N(β) (mod m).

Çâiäñè ìà¹ìî αβ′ = mζ äëÿ äåÿêîãî ζ ∈ O, à òîìó, âðàõîâóþ-
÷è (5.3.11), oäåðæó¹ìî αβ′

ββ′ = ±ζ àáî α = ±βζ. Òàêèì ÷èíîì,
∣∣N(α)

∣∣ =
∣∣N(β)

∣∣ · ∣∣N(ζ)
∣∣.

Çíîâó, âðàõîâóþ÷è (5.3.11), ðîçäiëèìî öþ ðiâíiñòü íà m. Îäåð-
æó¹ìî

∣∣N(ζ)
∣∣ = 1, òîáòî N(ζ) = ±1, òîìó ζ ¹ îäèíèöåþ i öÿ

îäèíèöÿ íåòðèâiàëüíà çà íàøèì âèáîðîì α i β (α 6= ±β).

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ áóäîâó ãðóïè âñiõ îäèíèöü äiéñíîãî
êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 5.3.8. Iñíó¹ òàêà îäèíèöÿ ε äiéñíîãî êâàäðàòè÷íîãî
ïîëÿ, ùî êîæíà îäèíèöÿ δ öüîãî ïîëÿ ìà¹ âèãëÿä

δ = ±εn, n ∈ Z.
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Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ iñíó¹ õî÷à á îäíà íå-
òðèâiàëüíà îäèíèöÿ ε1. Íåõàé, ñïî÷àòêó, N(ε1) = 1. Òîäi ε′1 = ε−1

1

i âñi ÷îòèðè ÷èñëà ±ε1,±ε−1
1 ¹ îäèíèöÿìè. Äâi ç öèõ îäèíèöü äî-

äàòíi; íåõàé öå áóäóòü ε1, ε
−1
1 . Îäíå ç äâîõ ÷èñåë ε1, ε

−1
1 áiëüøå

âiä 1. Íåòðèâiàëüíó îäèíèöþ, áiëüøó âiä 1, íàçèâàþòü íîðìîâà-
íîþ. Çðîçóìiëî, ùî ÷åòâiðêà ÷èñåë ±ε1,±ε−1

1 ìîæå áóòè çàïèñà-
íà ó âèãëÿäi 1

2(±u ± v
√

d) ç u, v ∈ N, i íîðìîâàíà îäèíèöÿ òîäi
çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

u + v
√

d

2
, u, v ∈ N. (5.3.12)

ßêùî æ N(ε1) = −1, òî ε′1 = −ε−1
1 , i ÷åòâiðêà ÷èñåë ±ε1,±ε′1 òåæ

ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi 1
2(±u ± v

√
d) ç u, v ∈ N, à íîðìî-

âàíà îäèíèöÿ öi¹¨ ÷åòâiðêè òåæ ìà¹ âèãëÿä (5.3.12). Òåïåð ñåðåä
óñiõ íîðìîâàíèõ îäèíèöü âèáèðà¹ìî íàéìåíøó 1

2(u0+v0

√
d). Öåé

âèáið ìîæëèâèé. Ñïðàâäi, ìè âæå çíà¹ìî, ùî iñíó¹ õî÷ îäíà íîð-
ìîâàíà îäèíèöÿ: íåõàé öå 1

2(u+v
√

d). Iñíó¹ òàêîæ ëèøå ñêií÷åííà
êiëüêiñòü ïàð (u1, v1), u1, v1 ∈ N, u1 ≤ u, 0 ≤ u1, v1 ≤ 1

2(u + v
√

d).
Ñåðåä öèõ ïàð (u1, v1) âèáèðà¹ìî âñi ïàðè (u2, v2), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿç-
êàìè õî÷à á îäíîãî ç ðiâíÿíü

x2 − dy2

4
= ±1.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñêií÷åííó êiëüêiñòü íîðìîâàíèõ îäèíèöü
1
2(u2 + v2

√
d), ñåðåä ÿêèõ âèáèðà¹ìî íàéìåíøó. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷å-

ðåç ε. Òåïåð íåõàé γ � áóäü-ÿêà íîðìîâàíà îäèíèöÿ. Çíàéäåòü-
ñÿ ¹äèíå íàòóðàëüíå n, äëÿ ÿêîãî εn ≤ γ < εn+1. Ðîçäiëèâøè
öþ íåðiâíiñòü íà εn, îäåðæèìî 1 ≤ γ

εn < ε. Îñêiëüêè ε � íàé-
ìåíøà íîðìîâàíà îäèíèöÿ, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî γ

εn = 1, îòæå,
γ = εn. ßêùî òåïåð δ � áóäü-ÿêà îäèíèöÿ, òî îäíà ç ÷îòèðüîõ
îäèíèöü ±δ, ±δ−1 ¹ íîðìîâàíîþ îäèíèöåþ γ. Òîäi ±γ = ±εn,
±γ−1 = ±ε−n. Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíà îäèíèöÿ δ ìà¹ âèãëÿä
δ = ±εn, äå n ∈ Z.

Çàóâàæåííÿ 5.3.1. Äîâåäåíà òåîðåìà, îçíà÷à¹, ùî ãðóïà îäè-
íèöü äiéñíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì öèêëi÷íî¨
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ãðóïè ïîðÿäêó 2 i íåñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè. Âîíà ¹ ÷àñòêî-
âèì âèïàäêîì âàæëèâî¨ ó òåîði¨ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë òåîðåìè
Äiðiõëå ïðî îäèíèöi, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî ãðóïà îäèíèöü áóäü-
ÿêîãî ïîëÿ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë K ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ñêií÷åííî¨
öèêëi÷íî¨ ãðóïè i m åêçåìïëÿðiâ ãðóïè Z, äå m ≥ 0, m çàëåæèòü
âiä K. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Äiðiõëå ìîæíà çíàéòè ó [?].

5.3.5. Îá÷èñëåííÿ îñíîâíî¨ îäèíèöi
Ìè âæå çíà¹ìî, ùî â äiéñíîìó êâàäðàòè÷íîìó ïîëi Q(

√
d)

iñíó¹ òàêà îäèíèöÿ ε > 1 (¨¨ íàçèâàþòü îñíîâíîþ), ùî êîæíà ií-
øà îäèíèöÿ äîðiâíþ¹ ±εn äëÿ äåÿêîãî öiëîãî n. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî îñíîâíó îäèíèöþ ìîæíà îá÷èñëèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ëàíöþ-
ãîâi äðîáè. Áóäåìî øóêàòè îñíîâíó îäèíèöþ ó âèãëÿäi u + vω,
äå u i v íàòóðàëüíi ÷èñëà, à ω åëåìåíò ïîëÿ Q(

√
d), ùî âèçíà-

÷åíèé óìîâàìè (5.3.9). Âçàãàëi, ÿêùî δ � áóäü-ÿêà îäèíèöÿ, äëÿ
ÿêî¨ δ > 1 i δ = u + vω, òî u i v � äîäàòíi íàòóðàëüíi ÷èñëà
(êðiì âèïàäêó, êîëè d = 5, äå ìîæëèâèé âèïàäîê u = 0, v = 1).
Ñïðàâäi, ñïðÿæåíå äî δ ÷èñëî δ′ äîðiâíþ¹ àáî 1

δ àáî −1
δ , îñêiëüêè

N(δ) = δδ′ = ±1. Â îáîõ âèïàäêàõ δ− δ′ > 0, òîáòî v(ω−ω′) > 0,
çíà÷èòü, v > 0. Äàëi, îñêiëüêè |δ′| = |u + vω′| < 1 i ω′ < −1 (êðiì
âèïàäêó, êîëè d = 5), òî u > −1− vω′ > −1 + v ≥ 0, òîáòî u > 0.
Ó âèïàäêó d = 5, ÷èñëî ω = 1+

√
5

2 ¹ îñíîâíîþ îäèíèöåþ.

Òåîðåìà 5.3.9. Íåõàé Pn
Qn

� ïiäõiäíi äðîáè ðîçêëàäó ÷èñëà
−ω′ ó ëàíöþãîâèé äðiá, ω 6= 1+

√
5

2 . Òîäi iñíóþòü òàêi iíäåêñè
n ≥ 0, ùî åëåìåíòè Pn + ωQn ¹ îäèíèöÿìè ïîëÿ Q(

√
d), à ïðè

íàéìåíøîìó òàêîìó çíà÷åííi n îäåðæó¹ìî îñíîâíó îäèíèöþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ = p+qω � îäèíèöÿ, i δ > 1. Òîäi
∣∣N(δ)

∣∣ =
= |p + qω| |p + qω′| = 1. Çâiäñè ìà¹ìî

∣∣∣p
q

+ ω′
∣∣∣ =

1
q(p + qω)

. (5.3.13)

a) Íåõàé d ≡ 1 (mod 4), d > 5. Òîäi ω = 1
2(1 +

√
d) i (5.3.13)
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ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:
∣∣∣p
q
−
√

d− 1
2

∣∣∣ =
1

q2
(p

q +
√

d+1
2

) ,

ßêùî d > 5 i d ≡ 1 (mod 4), òî d ≥ 13, áî d � âiëüíå âiä êâàäðà-
òiâ. Òîìó

√
d+1
2 > 1. Çâiäñè i ç p

q > 0 îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
∣∣∣p
q
−
√

d− 1
2

∣∣∣ <
1

2q2
.

Çà íàñëiäêîì 5.2.2 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p
q � ïiäõiäíèé äðiá ÷èñëà

1
2(
√

d− 1).
á) Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê d ≡ 2, 3 (mod 4). Òîäi

−ω′ =
√

d = ω i (5.3.13) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:
∣∣∣∣
p

q
−
√

d

∣∣∣∣ =
1

q(p + q
√

d)
=

1
q2(p/q +

√
d)

. (5.3.14)

Íàãàäà¹ìî, ùî p2 − dq2 = N(δ) = ±1. Òîìó p2 − dq2 ≥ −1,
(p

q )2−d ≥ − 1
q2 > −1, îòæå, (p

q )2 > d−1 i p
q >

√
d−1 (ó íàñ p > 0,

q > 0). Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.3.14), ìà¹ìî îöiíêó
∣∣∣∣
p

q
−
√

d

∣∣∣∣ <
1

q2(
√

d− 1 +
√

d)
<

1
2q2

,

i, çà òèì æå íàñëiäêîì 5.2.2, p
q ¹ ïiäõiäíèì äðîáîì äëÿ

√
d. Î÷å-

âèäíî, ùî ïðè íàéìåíøîìó n, äëÿ ÿêîãî Pn + ωQn ¹ îäèíèöåþ
(Pn i Qn � ïiäõiäíi äðîáè äëÿ −ω′) ìè îäåðæèìî îñíîâíó îäè-
íèöþ.

Ïðèêëàä 5.3.3. 1.Çíàéäåìî îñíîâíó îäèíèöþ ïîëÿ Q(
√

7).
7 ≡ 3 (mod 4). Òîìó íàì ïîòðiáíî ðîçêëàñòè

√
7 ó ëàíöþãîâèé

äðiá i ïðîáóâàòè íà ðîëü îñíîâíî¨ îäèíèöi ÷èñëà Pn +
√

7Qn, äå
Pn, Qn � ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê ïiäõiäíîãî äðîáó Pn

Qn
âiäïîâiäíî.

Ìè âæå áà÷èëè ðàíiøå, ùî
√

7 = [2, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, . . . ]. Îá÷èñ-
ëåííÿ çðó÷íî ïðîâîäèòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òàáëèöi:
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an 2 1 1 1 4 1
Pn 1 2 3 5 8
Qn 0 1 1 2 3

P 2
n − 7Q2

n -3 2 -3 1
Îá÷èñëþ¹ìî äîòè, ïîêè íå îäåðæèìî â îñòàííüîìó ðÿäêó ±1.
Îòæå, 8 + 3

√
7 ¹ îñíîâíîþ îäèíèöåþ ïîëÿ Q(

√
7).

2. Çíàéäåìî îñíîâíó îäèíèöþ ïîëÿ Q(
√

17). ßêùî α = p +
+q

√
17+1
2 , òî N(α) = αα′ =

(
p + q 1+

√
17

2

)(
p + q 1−√17

2

)
= p2 + pq−

4q2. Ðîêëàäåìî −ω′ =
√

17−1
2 ó ëàíöþãîâèé äðiá.

√
17− 1

2
= 1 +

√
17− 3

2
;

2√
17− 3

=
√

17 + 3
4

= 1 +
√

17− 3
4

;

4√
17− 1

=
√

17 + 1
4

= 1 +
√

17− 3
4

;

4√
17− 3

=
√

17 + 3
2

= 3 +
√

17− 3
2

;

Îòæå,
√

17−1
2 = [1, 1, 1, 3]. Çàïîâíþ¹ìî òàáëèöþ:

an 1 1 1 3 1
Pn 1 1 2 3
Qn 0 1 1 2

P 2
n + PnQn − 4Q2

n -2 2 -1

Öÿ òàáëèöÿ ïîêàçó¹, ùî îñíîâíîþ îäèíèöåþ ïîëÿ Q(
√

17) ¹
3 + 21+

√
17

2 = 4 +
√

17.

Çàóâàæåííÿ 5.3.2. Ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ, ÷è íå ïðîñòi-
øå äëÿ îá÷èñëåííÿ îñíîâíèõ îäèíèöü íå âèêîðèñòîâóâàòè àïà-
ðàò ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, à ïðîñòî äiÿòè ìåòîäîì ïåðåáîðó, òîáòî,
çàïèñàâøè α ∈ O ó âèãëÿäi α = u + vω, ïîñëiäîâíî ïåðåáèðà-
òè íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ u i v ó ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ i ïåðåâi-
ðÿòè � ÷è íîðìà îäåðæàíîãî ÷èñëà äîðiâíþâàòèìå ±1. Îäíàê
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öåé ìåòîä ïåðåáîðó, õî÷ â ïðèíöèïi çàâæäè ïðèâåäå äî îñíîâíî¨
îäèíèöi, ñòà¹ áåçíàäiéíî äîâãèì âæå ïðè íå äóæå âåëèêèõ çíà-
÷åííÿõ d. Íàïðèêëàä, ïðè d = 46, îñíîâíà îäèíèöÿ ε ìà¹ âèãëÿä
ε = 24335+3588

√
46, à ïðè d = 94 ε = 2143295+221064

√
94. (äèâ.

òàáëèöi, íàïð., ó êíèçi [?]).

5.4. Âïðàâè
1) Äîâåñòè, ùî äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó [a0, a1, . . . , ak]

Qk

Qk−1
= [ak, ak−1, . . . , a1], k ≥ 1,

Pk

Pk−1
= [ak, ak−1, . . . , a1, a0], a0 > 0, k ≥ 1.

2) Òåîðåìà Äiðiõëå. Íåõàé α i Q � äiéñíi ÷èñëà, Q > 1. Òîäi
iñíó¹ öiëå ÷èñëî q, òàêå, ùî 1 ≤ q < Q i ‖αq‖ < 1

Q . (Âêàçiâêà.
Äèâ. [?], òåîðåìà 246, àáî [?], òåîðåìà 1 íà ñò.9.)

3) Íåõàé p
q � íåñêîðîòíèé äðiá, ùî ìiñòèòüñÿ â iíòåðâàëi, êií-

öÿìè ÿêîãî ¹ ïiäõiäíi äðîáè Pn−1

Qn−1
i Pn

Qn
, n ≥ 1. Äîâåñòè, ùî

q > Qn.

4) Íåõàé G =
{
A =

(
a b
c d

) ∈ M2(Z) | detA = ±1
}
.

à)Ïîêàçàòè, ùî G � ãðóïà âiäíîñíî ìíîæåííÿ ìàòðèöü.
á) ßêùî σ ∈ G i α ∈ R, α � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî îçíà-
÷èìî σα = aα+b

cα+d . Ïîêàçàòè, ùî σ(τα) = (στ)α i e(α) = α,
äå σ, τ ∈ G, e � íåéòðàëüíèé åëåìåíò ãðóïè G.
â) Íàçâåìî äâà iððàöiîíàëüíi ÷èñëà α i β åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî iñíó¹ σ ∈ G òàêå, ùî σα = β. Ïîêàçàòè, ùî öå ñïðàâäi
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
ã) Íåõàé α, β � iððàöiîíàëüíi ÷èñëà i σ =

(
a b
c d

) ∈ G,
α = σβ = aβ+b

cβ+d . Íåõàé, êðiì òîãî, β > 1, c > d > 0. Òî-
äi b

d i a
c � äâà ïîñëiäîâíi ïiäõiäíi äðîáè äî α.
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5) Íåõàé α � ðåäóêîâàíà êâàäðàòè÷íà iððàöiîíàëüíiñòü,
α = [a0, a1, . . . , ak−1]. Äîâåñòè, ùî − 1

α′ = [ak−1, . . . , a1, a0].
(Âêàçiâêà. Äèâ. [?], ñò.328.)

6) (Âàëåí (1895)) Íåõàé Pn−1

Qn−1
, Pn Qn � äâà ïîñëiäîâíi ïiäõiäíi

äðîáè äëÿ äiéñíîãî ÷èñëà α. Äîâåñòè, ùî õî÷ îäèí ç íèõ
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∣∣α− P
Q

∣∣ < 1
2Q2 .

7) (Å.Áîðåëü (1903)). Íåõàé Pn−2

Qn−2
, Pn−1

Qn−1
, Pn

Qn
� òðè ïîñëiäîâíi

ïiäõiäíi äðîáè äëÿ äiéñíîãî ÷èñëà α. Äîâåñòè, ùî õî÷ îäèí
ç íèõ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

∣∣α− P
Q

∣∣ < 1√
5Q2 .

Âêàçiâêà. Íåõàé αn+1 � çàëèøîê äëÿ α. Äîâåñòè, ùî
∣∣α− Pn

Qn

∣∣ =
1

Qn(αn+1Qn + Qn−1)
=

1
Q2

n(αn+1 + βn+1)
,

äå βn+1 = Qn−1

Qn
. Ïîêàçàòè, ùî íå iñíó¹ òðüîõ öiëèõ ÷è-

ñåë i = n − 1, n, n + 1, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
αi + βi <

√
5. Äëÿ öüîãî, ÿêùî αn−1 + βn−1 <

√
5, òî ïîêà-

çàòè, ùî α−1
n +β−1

n ≤ √
5. Âèâåñòè çâiäñè, ùî βn çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü β2
n −

√
5βn+1 ≤ 0, îòæå, βn > 1

2(
√

5− 1), çâiäñè

1 ≤ an =
Qn

Qn−1
−Qn−2

Qn−1
=

1
βn+1

−βn <
2√

5− 1
−
√

5− 1
2

= 1.

Ñóïåðå÷íiñòü.

8) Êàæóòü, ùî iððàöiîíàëüíå ÷èñëî α ïîãàíî íàáëèæà¹òüñÿ
ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà c = c(α) > 0
òàêà, ùî

∣∣α− p
q

∣∣ > c
q2 äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà p

q . Â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α äîáðå íàáëèæà¹òüñÿ
ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Äîâåñòè, ùî äiéñíå ÷èñëî α ïîãà-
íî íàáëèæà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè íåïîâíi ÷àñòêè an éîãî ðîçêëàäó â ëàíöþãîâèé äðiá
îáìåæåíi: |an| < K äëÿ âñiõ n ∈ N. Âêàçiâêà. Äîâåñòè íå-
ðiâíiñòü

1
Q2

n(an+1 + 2)
≤ ∣∣α− Pn

Qn

∣∣ ≤ 1
Q2

nan+1
.
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9) Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi äîáðå íàáëèæà-
þòüñÿ ðàöiîíàëüíèìè, ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóì i ìíîæè-
íà ÷èñåë, ÿêi ïîãàíî íàáëèæàþòüñÿ, òåæ ìà¹ ïîòóæíiñòü
êîíòèíóóì.

10) Òðàíñöåíäåíòíi ÷èñëà Ðîòà. Ó ï.5.2.4 ìè çãàäóâàëè òåîðå-
ìó Ðîòà. Âîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà
α ñòåïåíÿ n ≥ 2 i äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà c > 0
òàêà, ùî íåðiâíiñòü |α− p

q | < c
q2+ε

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â öiëèõ
÷èñëàõ p ∈ Z i q ∈ N.
à) Íåõàé äëÿ äiéñíîãî ÷èñëà α äëÿ êîæíîãî c > 0 iñíó¹
ðàöiîíàëüíå ÷èñëî p

q (p
q 6= α) òàêå, ùî

∣∣α− p

q

∣∣ <
c

q2 + ε
,

äå ε � äiéñíå ÷èñëî, ε > 0. Âèâåñòè ç òåîðåìè Ðîòà, ùî α
� òðàíñöåíäåíòíå ÷èñëî.
á) Âèêîðèñòîâóþ÷è à), äîâåñòè òðàíñöåíäåíòíiñòü ÷èñëà
α =

∑∞
n=1

(−1)n

23n .

11) Ðîçâ'ÿçàòè êîíãðóåíöi¨: à) 1710x ≡ 49 (mod 1)997; á) 262x ≡
100 (mod 1)998; â) 997x ≡ 1661 (mod 1)999.

12) Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü: à) 482x−577y =
1; á) 2103x− 1249y = 5; â) 3035x− 4010y = 77.

13) Ïîêàçàòè, ùî â óÿâíèõ êâàäðàòè÷íèõ ïîëÿõ Q(
√

d), d < 0,
ãðóïà îäèíèöü çáiãà¹òüñÿ ç ãðóïîþ Cn êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi, äå n ìà¹ çíà÷åííÿ

n = 6äëÿd = −3,

n = 4äëÿd = −1,

n = 2â iíøèõ âèïàäêàõ.

( Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè òåîðåìó 5.3.6. Îäèíèöi øóêàòè ó
âèãëÿäi u+v

√
d

2 .)
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14) Ïîêàçàòè, ùî êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ ó êâàäðàòè÷íèõ ïîëÿõ
Q(
√−6), Q(

√−5), Q(
√

10) íå ¹ ôàêòîðiàëüíèìè. Äëÿ öüîãî
ïåðåâiðèòè, ùî â ðiâíîñòÿõ

2 · 3 =
√−6 · (−√−6),

3 · 7 = (4 +
√−5)(4−√−5),

2 · 5 =
√

10 ·
√

10

êîæíèé ìíîæíèê ¹ ïðîñòèì åëåìåíòîì ó âiäïîâiäíîìó êiëü-
öi öiëèõ åëåìåíòiâ i, ùî ÷èñëà ç ïðàâèõ ÷àñòèí íå àñîöiéî-
âàíi ç ÷èñëàìè ç ëiâèõ ÷àñòèí öèõ ðiâíîñòåé.

15) ßêùî â êiëüöi öiëèõ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√

d) äëÿ êîæíî¨
ïàðè åëåìåíòiâ α 6= 0, β ç

∣∣N(β)
∣∣ ≥ ∣∣N(α)

∣∣ iñíó¹ åëåìåíò γ
òàêèé, ùî ∣∣N(β − γα)

∣∣ <
∣∣N(β)

∣∣.
òî öå êiëüöå ôàêòîðiàëüíå.

16) Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ öiëèõ åëåìåíòiâ êâàäðàòè÷íèõ ïîëiâ
Q(
√−1), Q(

√−2), Q(
√−3) ôàêòîðiàëüíi.

17) Ïîêàçàòè, ùî êiëüöå öiëèõ åëåìåíòiâ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ
Q(
√

5) ¹ ôàêòîðiàëüíèì, à êiëüöå Z[
√

5] íå ôàêòîðiàëüíå.

18) Îá÷èñëèòè îñíîâíó îäèíèöþ íàñòóïíèõ êâàäðàòè÷íèõ ïî-
ëiâ: à) Q(

√
11); á) Q(

√
23); â) Q(

√
41); ã) Q(

√
59).

19) Íåõàé α � ðåäóêîâàíå ÷èñëî ç Q(
√

d), ùî ìà¹ äèñêðèìi-
íàíò D, äå

D =

{
d, d ≡ 1 (mod 4),
4d, d ≡ 2, 3 (mod 4),

k � ïåðiîä ëàíöþãîâîãî äðîáó äëÿ α, v � íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ÷èñåë Qk−1, Pk−1 − Qk−2, Pk−2 i u = Pk−1 +
+Qk−2. Òîäi ε = u+v

√D
2 ¹ îäèíèöåþ, ε > 1, N(ε) = (−1)k. (
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Âêàçiâêà. α = [a0, a1, . . . , ak−1, α] = Pk−1α+Pk−2

Qk−1α+Qk−2
. Îòæå, α ¹

êîðåíåì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

Qk−1x
2 + (Qk−2 − Pk−1)x− Pk−2 = 0.

ßêùî Qk−1 = av, Qk−2−Pk−1 = bv, −Pk−2 = cv i u = Pk−1+
+Qk−2, òî âèðàçèâøè Pk−1, Pk−2, Qk−1, Qk−2 ÷åðåç u i v,
ç ðiâíîñòi Pk−1Qk−2 − Qk−1Pk−2 = (−1)k ìîæíà îäåðæàòè
u2 −Dv2 = (−1)k.)
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