
ÐÎÇÄIË 3. ËIÍIÉÍI ÃÐÓÏÈ ÍÀÄ ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÌ ÊIËÜÖÅÌ

�18. Ãðóïè GL(n,Z), SL(n,Z)

Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ 1, GL(n,K) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K i En � îäèíèöÿ öi¹¨ ãðóïè. Ãðóïà GL(n,K) ñó-
ìiùà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K, äåòåðìiíàíòè ÿêèõ
íàëåæàòü ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi K∗ êiëüöÿ K. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêi ïî-
çíà÷åííÿ ðîçäiëó 1:

eij (1 6 i, j 6 n)

� ìàòðè÷íi îäèíèöi,
tij(λ) = En + λeij (i 6= j)

� åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ç íåäiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì λ ∈ K. Íåõàé
SL(n,K) = 〈tij(λ)|i 6= j, λ ∈ K〉

� ïiäãðóïà â GL(n,K), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. Ãðóïà
SL(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K.

Íàãàäà¹ìî, äëÿ òîãî, ùîá ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A çëiâà (ñïðàâà) íà åëåìåíòàð-
íó ìàòðèöþ tij(λ) ïîòðiáíî äî i-ãî ðÿäêà (j-ãî ñòîâï÷èêà) äîäàòè j-èé ðÿäîê (i-èé
ñòîâï÷èê), äîìíîæåííèé íà λ. Öi ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè. Ïîìíî-
æèòè ìàòðèöþ A çëiâà íà ìàòðèöþ ç ãðóïè SL(n,K) � çíà÷èòü âèêîíàòè â ìàòðèöi
äåêiëüêà åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè.

Íåõàé K = Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. ßêùî A ∈ GL(n,Z), òî det A =
= ±1.

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé A ∈ GL(n,Z). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ìàòðèöÿ C â ãðóïi SL(n,Z)
òàêà, ùî A = C diag[1, . . . , 1,±1].

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà. Íåõàé n > 1. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè íàä ðÿäêàìè (âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè â êiíöi öüîãî ïàðàãðàôà) ç ìàòðèöi A
íåâàæêî îäåðæàòè ìàòðèöþ, â ÿêèé ïåðøèé ñòîâ÷èê áóäå ñêëàäàòèñü iç íóëiâ, îêðiì
ïåðøîãî åëåìåíòà, ðiâíîãî îäèíèöi. Çàñòîñóâàâøè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ îäåðæè-
ìî âåðõíüîòðèêóòíó ìàòðèöþ, â ÿêié íóëüîâèìè áóäóòü åëåìåíòè âèùå äiàãîíàëi, çà
âèêëþ÷åííÿì åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà. Äîäàâøè äî 1-ãî ðÿäêà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
iíøèõ ðÿäêiâ, îäåðæèìî äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ, âêàçàíó â òåîðåìi. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 18.1. Ãðóïà SL(n,Z) ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü, äåòåðìiíàíò ÿêèõ äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi.

Íàñëiäîê 18.2. Ãðóïà SL(n,Z) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z).
Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi [GL(n,Z) : SL(n,Z)] = 2.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî d = diag[±1, . . . , ±1], äå êiëüêiñòü (−1) ïàðíà, òî
d ∈ SL(n, K).

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî σ ∈ Sn i σ � ïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî ïiäñòàíîâî÷íà
ìàòðèöÿ σ̃ ìiñòèòüñÿ â SL(n,K). Äîáóòîê σ̃A îäåðæó¹òüñÿ, ÿêùî â ìàòðèöi A çðîáèòè
ïåðåñòàíîâêó ðÿäêiâ: σ(i)-èé ðÿäîê çàìiíèòè i-èì ðÿäêîì (i = 1, . . . , n).

Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî σ � íåïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî
diag[1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1] · σ̃ ∈ SL(n,K).

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî


−1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ∈ SL(3, K).
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Âïðàâà 5. Íåõàé α ∈ K∗. Ïîêàçàòè, ùî òîäi
(

α 0
0 α−1

)
∈ SL(2, K).

�19. Ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî

Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî áiëüøå 1. Ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì
µm : Z→ Zm

êiëüöÿ Z â êiëüöå Zm = Z/mZ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìî-
ìîðôiçìó

µm : GL(n,Z) → GL(n,Zm)

ãðóï. Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì Ìiíêîâñüêîãî. Ââåäåìî ïîçíà÷å-
ííÿ

C(n,Z,m) = Ker µm, S(n,Z,m) = SL(n,Z) ∩ C(n,Z,m).

Ãðóïà C(n,Z,m) íàçèâà¹òüñÿ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z), à ãðóïà S(n,Z,
m) � ñïåöiàëüíîþ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z). Âiäìiòèìî, ùî

C(n,Z, m) = S(n,Z,m), (m > 2),

[C(n,Z, 2) : S(n,Z, 2)] = 2.

(Ïðè m = 2 âñi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi íàëåæàòü 2-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi, àëå ìàòðèöÿ
d(−1) íå íàëåæèòü ñïåöiàëüíié 2-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi).

Íåõàé E(n,Z,m) � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi SL(n,Z), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè

tij(λ), äå λ ∈ mZ.

Êîíãðóåíö-ïiäãðóïè áóäóòü ðîçãëÿíóòi â ïàðàãðàôi 20.
Òåîðåìà 19.1 (Ìiíêîâñüêîãî). Íåõàé m > 2. Òîäi â m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi C(n,Z,

m) íåìà åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (îêðiì îäèíè÷íîãî).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê i â ãðóïi C(n,Z,m) iñíóþòü íåîäèíè÷íi åëåìåíòè
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Íåõàé ñåðåä òàêèõ åëåìåíòiâ a � åëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêó p :
ap = En. Ìàòðèöþ a ÿê åëåìåíò ãðóïè C(n,Z, m) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

a = En + m1b,

äå
1) m1 ≡ 0 (mod m),
2) ÍÑÄ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi b äîðiâíþ¹ 1.

Íåõàé p = 2. Òîäi
En = a2 = En + 2m1b + m2

1b
2,

çâiäêè
2b + m1b

2 = 0.

×èñëî 2 íå ìîæå äiëèòè m1, áî m1

2
(áiëüøå 1) íå äiëèòü b, òèì áiëüøå, m1 íå äiëèòü

b. Îòæå, âèïàäîê p = 2 íåìîæëèâèé.
Íåõàé p > 2. Çà áiíîìîì Íüþòîíà äëÿ êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü îòðèìà¹ìî

pm1b +
p(p− 1)

2
m2

1b
2 + · · ·+ pmp−1

1 bp−1 + mp
1b

p = 0,

çâiäêè, ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà m1, îäåðæèìî, ùî p äiëèòü m1. Òîäi âñi ÷ëåíè ñóìè çëiâà
äiëÿòüñÿ íà p2, îêðiì ïåðøîãî äîäàíêà, ÿêèé äiëèòüñÿ ëèøå íà p. Öå íåìîæëèâî.
Îäåðæàíi ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçóþòü, ùî â ãðóïi C(n,Z,m) íåìà åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 19.2. Áóäü-ÿêà ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííà.
Òåîðåìà 19.3. Áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) içîìîðôíà äåÿêié ïiä-

ãðóïi ñêií÷åííî¨ ãðóïè GL(n,Zm) (m > 2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà â GL(n,Z) i m > 2. Òîäi ïåðåòèí
H ∩ C(n,Z,m) áóäå îäèíè÷íîþ ãðóïîþ. Ìà¹ìî içîìîðôiçìè

µm(H) ∼= (H · C(n,Z,m))/C(n,Z,m) ∼= H/H ∩ C(n,Z,m) = H,

ùî äîâîäèòü îáèäâi òåîðåìè.

�20. Íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)

Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü ïîçíà÷åííÿìè �19 äëÿ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóï C(n,Z,m),
S(n,Z,m) i ïiäãðóïè E(n,Z,m) (m > 1) ãðóïè GL(n,Z). Äëÿ m = 1 ïîêëàäåìî

C(n,Z, 1) = GL(n,Z), S(n,Z, 1) = E(n,Z, 1) = SL(n,Z).

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü ðîçãëÿíóòi òàêi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 20.1 ([7]). Íåõàé n > 2, H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà

íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(n,Z). Òîäi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m ãðóïà H ìiñòèòü
ñïåöiàëüíó m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïó S(n,Z,m).

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ¹ íàñëiäêàìè òåîðåìè 20.1
Òåîðåìà 20.2. Íåõàé n > 2 i H � íåöåíòðàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè

GL(n,Z) àáî ãðóïè SL(n,Z). Òîäi H � ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñà.
Òåîðåìà 20.3. Íåõàé n > 2 i H � ïiäãðóïà ãðóïè SL(n,Z) ñêií÷åííîãî iíäå-

êñà. Òîäi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m ãðóïà H ìiñòèòü ñïåöiàëüíó m-êîíãðóåíö-
ïiäãðóïó S(n,Z,m).

Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì çàñíîâàíî íà ðÿäi ëåì, ÿêi âçÿòi ç [1] ç äåÿêèìè çìiíàìè.
Çîêðåìà áóäóòü âèêîðèñòàíi ëåìà Áàññà äëÿ öiëèõ ÷èñåë λ, µ (äèâ. ðîçäië 1) i òàêà
òåîðåìà Äåäåêiíäà ïðî àðèôìåòè÷íi ïðîãðåñi¨.

Òåîðåìà 20.4 (Òåîðåìà Äåäåêiíäà). Íåõàé a i d âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà. Òîäi
â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨

at = a + d(t− 1) (t = 1, 2, . . . , )

iñíó¹ ñêiëüêè çàâãîäíî ïðîñòèõ ÷èñåë.
Àâòîðè íàïîëåãëèâî ðåêîìåíäóþòü çàöiêàâëåíèì ÷èòà÷àì ñïî÷àòêó îçíàéîìèòèñü

ç âïðàâàìè 1�5.
Ëåìà 20.1. Íåõàé n > 2 i H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà íîðìàëi-

çó¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ãðóïîþ SL(n,Z). Òîäi ãðóïà H ìiñòèòü ãðóïó E(n,Z,m) äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè 1�5, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî â ãðóïi H ìi-
ñòèòüñÿ äåÿêà åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ

trs(α) (α ∈ Z, α 6= 0).

Ç ëåìè Áàñà âèïëèâà¹, ùî
tij(λα) ∈ H

äëÿ áóäü-ÿêèõ i 6= j i λ ∈ Z. ßêùî åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t1 = tij(α), t2 = tij(β) íàëå-
æàòü H, òî åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ tk1t

s
2 = tij(kα + sβ) (k, s ∈ Z) òàêîæ íàëåæèòü ãðóïi
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H. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî âñi öiëi ÷èñëà α òàêi, ùî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi
ç íåäiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì α, óòâîðþþòü äåÿêèé iäåàë mZ, ïîðîäæåíèé íàòóðàëü-
íèì ÷èñëîì m. Îòæå, ãðóïà H ìiñòèòü ïiäãðóïó E1(n,Z,m), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè, íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ äiëÿòüñÿ íà m. Òàê ÿê H
íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n,Z), òî ãðóïà H ìicòèòü ãðóïó E(n,Z,m). Ëåìà äîâåäåíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 20.1 äîñèòü äîâåñòè ðiâíiñòü

E(n,Z,m) = S(n,Z,m) (n > 2). (1)

Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî î÷åâèäíå: ìàòðèöÿ a ∈ GL(n,Z) íàëåæèòü ãðóïi S(n,Z,m)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
1) âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi a äiëÿòüñÿ íà m;
2) âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè â a ïîðiâíÿíi ç îäèíèöåþ çà ìîäóëåì m;
3) det a = 1.

Â ãðóïi S(n,Z,m) âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R, ââàæàþ÷è aRb, ÿêùî
ìàòðèöÿ b îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi a â ðåçóëüòàòi ðÿäó òàêèõ ïåðåòâîðåíü:
1) äîäàâàííÿ äî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) iíøîãî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà), äîìíîæåíîãî íà ÷èñëî

ç iäåàëà mZ;
2) ñïðÿæåíÿ ìàòðèöÿìè ç ãðóïè SL(n,Z) (äèâ. âïðàâà 1 ã)).

Ëåìà 20.2. Íåõàé n > 2. Äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi

a = (αij) ∈ S(n,Z,m)

iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ
b = diag[c, 1], c ∈ S(n− 1,Z,m),

ùî aRb.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíî ââàæàòè, ùî â ìàòðèöi a âñi åëåìåíòè ¨¨ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà,
ïî÷èíàþ÷è ç 3-ãî, ðiâíi íóëþ, åëåìåíòè α21, α11 âçà¹ìíî ïðîñòi i α23 6= 0. Áóäåìî
äîäàâàòè äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, äîìíîæåííèé íà tm (t = 1, 2, . . .). Òîäi â ïîçèöi¨
(2,1) áóäå

α′21 = α21 + tmα11 = (tα11 + α21m
−1)m,

äå â äóæêàõ ÷ëåíè àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç âçà¹ìíî ïðîñòèìè ðiçíèöåþ i ïåðøèì
÷ëåíîì. Â ñèëó òåîðåìè Äåäåêiíäà â öié ïðîãðåñi¨ iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå
ç α32. Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ÍÑÄ(α21, α32 = m) i íåõàé u, v � òàêi öiëi ÷èñëà,
ùî

uα21 + vα32 = m.

Ïðèïóñòèìî, ùî α22 = 1 + rm i íåõàé c = t12(ru)t23(−rv). Òîäi â ìàòðèöi c−1ac
áóäå 1 íà ïîçèöi¨ (2, 2). Âiäíiìåìî âiä âñiõ ðÿäêiâ 2-èé, äîìíîæåíèé íà âiäïîâiäíi
åëåìåíòè 2-ãî ñòîâ÷èêà. Â ðåçóëüòàòi â 2-ìó ñòîâï÷èêó âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè
áóäóòü íóëüîâèìè. Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ çðîáèìî ç ñòîâï÷èêàìè. Ïåðåñòàâèâøè
ðÿäêi i âiäïîâiäíi ñòîâï÷èêè, îäåðæèìî ìàòðèöþ b. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 20.1. Íåõàé n > 3. ßêùî S(n−1,Z,m) = E(n−1,Z,m), òî S(n,Z,m) =
= E(n,Z,m).

Ëåìà 20.3. Íåõàé

ν : SL(3,Z) → SL(3,Z)/E(3,Z,m)

� ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì. Òîäi ãðóïà ν(C(3,Z,m)) íàëåæèòü öåíòðó Z(Im ν) ãðóïè
Im ν.
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Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê

t12(1) = [t13(1), t32(1)], t21(1) = [t23(1), t31(1)],

òî ãðóïà SL(3,Z) ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè tij, äå i àáî j ðiâíî 3. ßêùî a, b ∈ SL(3,Z)
i aRb, òî ν(a) ∈ Z(Im ν) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ν(b) ∈ Z(Im ν). Íåõàé ìàòðèöÿ

a =




α β 0
γ δ 0
0 0 1


 (αδ − γβ = 1)

íàëåæèòü ãðóïi S(3,Z,m). Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî âñi êîìóòàòîðè

[a, tij], i = 3 àáî j = 3,

íàëåæàòü ãðóïi E(3,Z,m), ùî äîâîäèòü ëåìó.
Äëÿ ìàòðèöi a (äèâ. ëåìà 20.3) ââåäåìî ïîñëiäîâíiñòü

ak =




α βk 0
(−1)k+1γk δk 0

0 0 1


 (k = 1, 2, . . .),

äå δk îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè det ak = 1. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ak ∈ S(3,Z,m).

Ëåìà 20.4. ν(ak) = (ν(a))k.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 20.3 i âïðàâè 7.
Ëåìà 20.5. Íåõàé βk ≡ ε (mod α), äå ε = ±1 Òîäi

ak ∈ E(3,Z,m).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = (βk− ε)α−1 + ε. Òàê ÿê β äiëèòüñÿ íà m i ÍÑÄ(α, m) = 1,
òî λ äiëèòüñÿ íà m. Òîäi

a′ = akt12(−λ) =




α −ε(α− 1) 0
γ′ δ′ 0
0 0 1


 .

Ïîêëàäåìî

a′′ = t21(−ε)a′t21(ε) =




1 ε(α− 1) 0
γ′′ δ′′ 0
0 0 1


 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî a′′ = t21(γ
′′)t12(ε(α − 1)) ∈ E(3,Z,m). Çíà÷èòü ak ∈ E(3,Z,m). À

òàê ÿê ν(ak) = ν(ak), òî ak ∈ E(3,Z,m). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 20.6. S(3,Z,m) = E(3,Z,m).

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ëåìè 20.2 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ a (äèâ. ëåìó
20.3 i äàëi) ç ãðóïè S(3,Z,m) íàëåæèòü ãðóïi E(3,Z,m). Íåõàé äëÿ ns ∈ Z

bs = t−1
21 (ns)at21(ns) =




α + nsβ β 0
γ′ δ′ 0
0 0 1


 .

ßêùî αs = α + nsβ i ks � òàêå öiëå ÷èñëî, ùî βks ≡ ±1 (mod αs), òî çãiäíî ëåìè
20.5 bks

s ∈ E(3,Z,m). Àëå bks
s = t−1

21 (ns)a
kst21(ns). Îòæå, aks ∈ E(3,Z,m). Äîñèòü

äîâåñòè iñíóâàííÿ òàêèõ α1, α2, ùî âiäïîâiäíi k1, k2 áóäóòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Íåõàé
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3 < α1 = p � òàêå ïðîñòå ÷èñëî, ùî p ≡ −1 (mod 4) i p àáî −p íàëåæèòü ïðîãðåñi¨
α+nβ (n ∈ Z) (äèâ. âïðàâó 8). Íåõàé k � ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü β çà ìîäóëåì p.
Â ñèëó îáìåæåíü p−1 = 2qr1

1 · · · qru
u . Ïîêàçíèê k äiëèòü p−1. Ïîêëàäåìî k1 = k, ÿêùî

k � íåïàðíå i k1 = k
2
, ÿêùî k � ïàðíå. Òîäi βk1 ≡ ±1 (mod p). Íåõàé v = βq1 · · · qu

i q, q′ � òàêi ïðîñòi ÷èñëà, ùî q ≡ −1 (mod v), q′ ≡ −p (mod v) i k2 � ïîêàçíèê,
ÿêîìó íàëåæèòü β çà ìîäóëåì qq′. Òîäi k2 äiëèòü ÷èñëî (q−1)(q′−1). Æîäíå ç ïðîñòèõ
÷èñåë qj íå äiëèòü öå ÷èñëî. Îòæå, ïîêàçíèêè k1, k2 � âçà¹ìíî ïðîñòi i ïî îäíîìó iç
÷èñåë ±p òà ±qq′ ëåæàòü ó ïðîãðåñi¨ α + nβ (n ∈ Z). Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 20.1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 20.1, íàñëiäêó 20.1 i ëåìè 20.6. Òåîðåìà 20.2 âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåìè 20.1 i ñêií÷åííîñòi ãðóïè Gm = GL(n,Zm), (G1 = 1). Òåîðåìà 20.3
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 20.2 i âïðàâè 9.

Òåîðåìè 20.1�20.3 íåâiðíi äëÿ n = 2. Â ãðóïi GL(2,Z) iñíóþòü ïiäãðóïè ñêií-
÷åííîãî iíäåêñà, ÿêi íå ìiñòÿòü æîäíî¨ ñïåöiàëüíî¨ êîíãðóåíö-ïiäãðóïè. Íàâåäåìî
ðóçóëüòàò Ðàéíåðà, ùî öå ïiäòâåðäæó¹.

Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî i
Γ(p) = S(2,Z, p)

� ñïåöiàëüíà p-êîíãðóåíö-ïiäãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó 2, Γ′(p) � êîìóòàíò ãðóïè Γ(p).
Íåõàé s � âçà¹ìíî ïðîñòå ç p íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå çà îäèíèöþ i Ω(s, p) � ïiä-
ãðóïà â Γ(p), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ êîìóòàíòîì Γ′(p) i s-ñòåïåíÿìè Xs äëÿ âñiõ ìàòðèöü
X ∈ Γ(p).

Òåîðåìà 20.5 (Ðàéíåðà [12]). Ãðóïà Ω(s, p) ¹ òi¹þ íîðìàëüíîþ ñêií÷åííîãî ií-
äåêñà ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2,Z), ÿêà íå ìiñòèòü æîäíî¨ íåòðèâiàëüíî¨ ñïåöiàëüíî¨
êîíãðóåíö-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,Z).

Íåõàé â âïðàâàõ 1�5 H áóäå íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ
ãðóïîþ SL(n,Z) i n > 2. Âiäìiòèìî, ÿêùî t � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ i a ∈ H, òî
êîìóòàòîð [t, a] òàêîæ íàëåæèòü H.

Âïðàâà 1.
à) Íåõàé g ∈ GL(n,Z). Ãðóïà Hg = g−1Hg òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîé SL(n,Z);
á) Âiäîáðàæåííÿ h → (h−1)T (h ∈ H) ¹ içîìîðôiçì ãðóïè H íà ãðóïó HT òðàíñïî-

íîâàíèõ ìàòðèöü, ÿêà òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(n,Z). Â äåÿêèõ äîâåäåííÿõ
ãðóïó H ìîæíà çàìiíèòè íà Hg àáî HT .

â) ßêùî â ìàòðèöi h ∈ H ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ðÿäêè i i-èé òà j-èé ñòîâ-
ï÷èêè, òî îäåðæàíà ìàòðèöÿ GL(n,Z)-ñïðÿæåíà ç h, à ÿêùî äîäàòêîâî k-èé ðÿäîê
àáî ñòîâ÷èê äîìíîæèòè íà (−1), òî îäåðæèòüñÿ ìàòðèöÿ SL(n,Z)-ñïðÿæåíà ç h.

ã) Íåõàé t = tij(λ), h ∈ H. Ìàòðèöÿ t−1ht îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi h, ÿêùî âiä i-ãî
ðÿäêà âiäíÿòè, äîìíîæåíèé íà λ, j-èé ðÿäîê i ïîòiì äî j-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè i-èé,
äîìíîæåíèé íà λ.

Âïðàâà 2. Íåõàé ãðóïà H ìiñòèòü ìàòðèöþ

a =

(
Er b
0 En−r

)
,

äå b � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ. Òîäi H ìiñòèòü äåÿêó åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.
Âïðàâà 3. Íåõàé ãðóïà H ìiñòèòü òàêó ìàòðèöþ a = (αij), ùî

α31 = . . . = αn1 = 0, α12 6= 0.

Òîäi H ìiñòèòü åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.
Âïðàâà 4. Ãðóïà H íå áóäå ìîíîìiàëüíîþ.
Âïðàâà 5.Íåõàé b òàêà ìàòðèöÿ iç H, ùî íå âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ¨¨ ïåðøîãî

ñòîâï÷èêà ðiâíi íóëþ i íåõàé α � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ åëåìåíòiâ. Òîäi
ìàòðèöÿ b ñïðÿæåíà ç ìàòðèöåþ a (äèâ. âïðàâó 3).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé α ¹ ÍÑÄ(α21, α31) i x, y òàêi öiëi ÷èñëà, ùî xα21 + yα31 = 1.
Íåõàé

c =
(

x y
−α31

α
α21
α

)
.

Òîäi c íàëåæèòü SL(2,Z) i c(α21, α31)T = (α, 0). Äàëi ïðîâåñòè iíäóêöiþ çà n − 1 i
ðîçãëÿíóòè ñïðÿæåíÿ ç äîïîìîãîþ ìàòðèöi diag[1, cn−1].

Âïðàâà 6. Íåõàé p � ïðîñòå íåïàðíå ÷èñëî, n > 2. Ðîçãëÿíåìî p-êîíãðóåíö-
ïiäãðóïè â GL(n,Z). Íåõàé E1(n, p) � ïiäãðóïà â SL(n,Z), ÿêà ïîðäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè tij(λ), ç íåäiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè λ ∈ Zp. Íåõàé

a = t21(1)t12(p)(t21(1))−1 =




1− p p 0
−p 1 + p 0
0 0 En−2


 .

Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ a íå íàëåæèòü ãðóïi E1(n, p). Îòæå, ãðóïà E1(n, p) íå áóäå
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè SL(n,Z).

Âïðàâà 7. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìàòðèöi ak, ÿêi ââåäåíi ïiñëÿ ëåìè 20.3.
Ïîêàçàòè, ùî

ak+1 = c−1
2 t21(γ

′)t31(−β)t13(−γ)akc
−1
1 ac1t12(−βk)c2,

äå c2 = diag[−1, 1, 1](̃1 3), γ′ = (−1)kδ, c1 = (̃1 2 3).

Âïðàâà 8. Íåõàé α, β � âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà i α + nβ (n ∈ Z) � âiäïîâiäíà
àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ. Äîâåñòè iñíóâàííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë p ≡ −1 (mod 4) òàêèõ, ùî
p àáî −p íàëåæèòü öié ïðîãðåñi¨.

Âïðàâà 9. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñà ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó
òàêîæ ñêií÷åííîãî iíäåêñà.

Âêàçiâêà. Íåõàé A,B � ïiäãðóïè ñêií÷åííîãî iíäåêñà â ãðóïi G. Iíäåêñ (B : A∩B)
äîðiâíþ¹ ÷èñëó òèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäãðóïîþ A, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ïîäâiéíîìó
ñóìiæíîìó êëàñi AB. Íåõàé a1, . . . , as � ïîâíà ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ A. Ðîçãëÿíóòè ïiäãðóïó Aa1 ∩ · · · ∩Aas .

�21. Ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü äîâåäåíi òàêi òåîðåìè.
Òåîðåìà 21.1 ([8]). Ñèëîâüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) (n > 1) cïðÿæåíi â öié

ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) p > 2, n 6 p − 1 i, ÿêùî n = p − 1, òî êiëüöå Z[ε] (εp = 1, ε 6= 1) áóäå êiëüöåì

ãîëîâíèõ iäåàëiâ;
2) p = 2, n = 2.

Òåîðåìà 21.2 ([9]). Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) (n > 1) ïîïàðíî içî-
ìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) p > 2, n < 3 (p− 1);
2) p = 2, n 6 3.

Íàãàäà¹ìî îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Q) íàä ïîëåì ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë Q. Íåõàé ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi,

K = Z[ε], (K = Z ïðè p = 2).

Íåõàé
Pp(K) = 〈ε〉 (Pp = {1,−1} ïðè p = 2)
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� ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ K;

W0(P ) = P = Pp(K), Wj(P ) = Wj−1(P ) o Cp (j = 1, 2, . . .).

Ãðóïà Wj(P ) áóäå ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðó-
ïè GL(pj, F ), äå F = Q(ε) � ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ K. Îêðiì öüîãî, ãðóïà Wj(P )
íåçâiäíà íàä ïîëåì F i ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pj, K). Íåõàé

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s, (0 6 nj < p, ns 6= 0 ïðè s > 0)

� p-i÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Íåõàé

G(P, n) = W0(P )n0 ×W1(P )n1 × · · · ×Ws(P )ns .

Òîäi G(P, n) � ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,
F ). Ãðóïà G(P, n) ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, K).

Íåõàé ρ : F → M(p − 1,Q) � çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ F ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó
p − 1 íàä ïîëåì Q (ÿêùî α ∈ Q, òî ρ(α) = αEp−1, ρ(ε) = ε̃ i ò. ä.). Áóäåìî ââàæàòè,
ùî öå çîáðàæåííÿ ïðîäîâæåíî íà ìàòðèöi íàä ïîëåì F.

Ãðóïà
ρ(G(P, n)) = ρ(W0(P )m0)× ρ(W1(P )n1)× · · · × ρ(Ws(P )ns)

� ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL((p − 1)n,Q).
Ãðóïà ρ(G(P, n)) ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL((p− 1)n,Z.)

Íåõàé
m = m0 + (p− 1)n, 0 6 m0 < p− 1.

Òîäi ãðóïà
G = 〈1〉m0 × ρ(G(P, n))

¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,Q.) Ãðó-
ïà G ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,Z).

Âiäìiòèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä êiëüöåì Z. Ñêií÷åííà ïiäãðóïà
G â ãðóïi GL(n,Z) ¹ íåçâiäíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G ¹ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(n,Q). ßêùî G � ñêií÷åííà ïiäãðóïà â GL(n,Z), òî ãðóïà G ¹ öiëêîì çâiäíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Q), òîáòî ãðóïà G ñïðÿæåíà â ãðóïi GL(n,Q) ç ïiäïðÿìèì
äîáóòêîì äåÿêèõ íåçâiäíèõ ïiäãðóï Gj ⊂ GL(nj,Q), (n1+. . .+nt = n, t ≥ 1). Ãðóïè Gj

âèçíà÷àþòüñÿ ãðóïîþ G îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi íàä ïîëåì Q. Íàçâåìî
ãðóïè Gj íåçâiäíèìè êîìïîíåíòàìè ãðóïè G. Ç îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè
GL(n,Q) âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Ëåìà 21.1. Íåõàé H ¹ íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d,Z). Òîäi ñïëå-
òiííÿ W (H) = H o Cp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp,Z).

Â ðîçäiëi 2 ¹ ïîäiáíà ëåìà 12.4, äîâåäåííÿ ëåìè 21.1 àíàëîãi÷íå.
Ëåìà 21.2. Â óìîâàõ ëåìè 21.1 ãðóïà Hr (1 6 r < p) áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ

ãðóïè GL(dr,Z).

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê H � íåçâiäíà p-ãðóïà, òî öåíòð Z(H) öi¹¨ ãðóïè öèêëi÷íèé,
à öåíòð Z(Hr) ïðÿìîãî äîáóòêó Hr áóäå ïðÿìèì äîáóòêîì Z(H)r. Íèæíié øàð7 N
ãðóïè Z(H)r áóäå åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó pr. Íåõàé a � åëåìåíò
ïîðÿäêó p â Z(H) i dj = diag[Ed, . . . , a, . . . , Ed] (j = 1, . . . , r) � áàçèñ ãðóïè N , äå Ed �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó d. Ïðèïóñòèìî, ùî â ãðóïi GL(dr,Z) iñíó¹ p-åëåìåíò A,
ùî íîðìàëiçó¹ ãðóïó Hr. Òîäi A−1NA = N. Âñi ìàòðèöi dj ìàþòü îäíàêîâèé ñïåêòð8,

7Íèæíié øàð àáåëåâî¨ p-ãðóïè � ïiäãðóïà ¨¨ åëåìåíòiâ g, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó gp = e.
8Ñïåêòð êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi � ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi âõî-

äæåííÿ ¨¨ åëåìåíòiâ.
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ùî âiäìiííèé âiä ñïåêòðiâ iíøèõ ìàòðèöü ç ãðóïè N. Öå çíà÷èòü, ùî äiÿ A iíäóêó¹
ïiäñòàíîâêó íà ìàòðèöÿõ dj, à òàê ÿê A � p-åëåìåíò, òî öÿ ïiäñòàíîâêà òðèâiàëüíà,
òîáòî ìàòðèöÿ A êîìóòó¹ ç ìàòðèöÿìè dj. Öå ìîæëèâî ëèøå êîëè A ∈ (GL(d,Z))r,
à òàê ÿê H � ñèëîâñüêà ãðóïà, òî A ∈ Hr. Îòæå p-íîðìàëiçàòîð9 ãðóïè Hr â ãðóïi
GL(dr,Z) ñóìiùà¹òüñÿ ç Hr. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 21.3. Íåõàé G i H áóäóòü ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ãðóï GL(n,Z) i
GL(m,Z) âiäïîâiäíî. ßêùî æîäíà íåçâiäíà êîìïîíåíòà ãðóïè G íå ñïðÿæåíà ç
íåçâiäíîþ êîìïîíåíòîþ ãðóïè H, òî ïðÿìèé äîáóòîê G × H áóäå ñèëîâñüêîþ p-
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n + m,Z).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêi äâà Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè G×H :

Γ(diag[g, h]) = g; ∆(diag[g, h]) = h,

äå diag[g, h] ∈ G×H (g ∈ G, h ∈ H). Î÷åâèäíî, ùî Im Γ = G, Im ∆ = H. Äàëi, íåõàé
äåÿêèé p-åëåìåíò

C =

(
A X
Y B

)
∈ GL(n + m,Z)

íîðìàëiçó¹ ãðóïó G×H (A,B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n, m âiäïîâiäíî). Íåõàé
ϕ � àâòîìîðôiçì ãðóïè G×H òàêèé, ùî

C−1UC = ϕ(U) (U ∈ G×H).

Òîäi
Γ(U)X = X(∆ϕ)(U).

Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäè Q-çîáðàæåíü Γ, ∆ϕ â ñóìè íåçâiäíèõ çîáðàæåíü. Ç óìîâè ëåìè
ñëiäó¹, ùî æîäíå iç íåçâiäíèõ çîáðàæåíü â ðîçêëàäi Γ íååêâiâàëåíòíî ÿêîìóñü íåçâi-
äíîìó çîáðàæåííþ â ðîçêëàäi ∆ϕ. Ç ëåìè Øóðà âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ X ¹ íóëüîâà.
Àíàëîãi÷íî, ìàòðèöÿ Y ¹ òàêîæ íóëüîâîþ. Òîäi C ∈ G×H. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 21.1 i n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s � p-i÷íèé ðîçêëàä

íàòóðàëüðîãî ÷èñëà n. Ïîêëàäåìî

W0(H) = H, Wj(H) = Wj−1(H) o Cp (j = 1, . . .),

G(H,n) =
s∏

j=0

(Wj(H))n0 .

Òâåðäæåííÿ 21.1. Ãðóïà Wj(H) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(dpj,Z). Ãðóïà G(H,n) áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dn,Z). Íåõàé 0 <
< d0 < d i H0 � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d0,Z). Òîäi ãðóïà H0 ×G(H,n) áóäå
ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(d0 + dn,Z).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåì 21.1�21.3.
Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

dp =





p, ÿêùî p > 3;
9, ÿêùî p = 3;
8, ÿêùî p = 2;

Vp =





W1(Pp(K)) = Pp(K) o Cp, ÿêùî p > 3;
W2(P3(K)) = (P3(K) o C3) o C3, ÿêùî p = 3;
W3(P2) = ((P2 o C2) o C2) o C2, ÿêùî p = 2.

9p-íîðìàëiçàòîð p-ïiäãðóïè H â ãðóïi G � ìàêñèìàëüíà p-ïiäãðóïà ãðóïè NG(H), ùî ìiñòèòü
H.
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Ãðóïà Vp ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ â ãðóïàõ GL(dp, F ) i GL(dp, K).
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ïiäãðóïó ãðóïè Vp :

Up =

{
Vp ∩ SL(dp, K), ÿêùî p > 3;
ïiäãðóïà iíäåêñà 2 â V2, ÿêùî p = 2

i, ïðè öüîìó, V2 = 〈U2, diag[−1, 1, . . . , 1]〉 .
Î÷åâèäíî, |Vp| = p|Up|.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïà Vp äi¹ ó âiëüíîìó ðàíãó dp K-ìîäóëi L i âñi ìàòðèöi ç

ãðóïè Vp áóäóòü ìàòðèöÿìè âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ â áàçèñi

e1, . . . , en (n = dp)

öüîãî ìîäóëÿ.
Íåõàé M � K-ïiäìîäóëü â L ç áàçèñîì:

f1 = ω2e1, f2 = ω(e2 − e1), . . . , fn−1 = ω(en−1 − en−2),
fn = e1 + e2 + · · ·+ en,

äå
ω = ε− 1

� íåîáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ K = Z[ε]. Âiäìiòèìî, ùî

ωp−1p−1 ∈ K∗,
εs − 1 ≡ sω (mod ω2) (m ∈ Z)

â êiëüöi K.

Ëåìà 21.4. K-ìîäóëü M ¹ Up-ìîäóëü, àëå íå áóäå Vp-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, âiäìiòèìî, ùî ω2L ⊂ M , àëå ωL íå ìiñòèòüñÿ â M.
Íåõàé

L0 =

{∑
j

αjej|(αj ∈ K),
∑

j

αj ≡ 0 (mod ω)

}
.

Òîäi M = ωL0 + Kfn. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî K-ìîäóëü L0 ¹ Vp-ïðîñòîðîì. ßêùî b �
ïiäñòàíîâî÷íà ìàòðèöÿ ç Vp, òî bfn = fn. Íåõàé

a = diag[εt1 , . . . , εtn ] (tj ∈ Z).

Òîäi
afn = εt1e1 + · · ·+ εtnen ≡ fn + ω(t1 + · · ·+ tn)e1 (mod L0)

i afn ∈ M òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñóìà t1 + · · ·+ tn öiëèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà ω, òîáòî
êîëè öÿ ñóìà äiëèòüñÿ íà p, iíàêøå êàæó÷è, êîëè a ∈ Up. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 21.1. Íåõàé T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä K-áàçèñà {ej} ìîäóëÿ L äî
K-áàçèñà {fj} ìîäóëÿ M i

Ûp = T−1UpT.

Òîäi Ûp ∈ GL(dp, K), àëå ãðóïà T−1VpT íå ìiñòèòüñÿ â GL(dp, K).

Ëåìà 21.5. Ãðóïà Ûp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp, K).

Ãðóïà ρ(Ûp) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL((p− 1)dp,Z).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ∈ GL(dp, K) òàêà ìàòðèöÿ, ùî

Xp ∈ Ûp, X−1ÛpX = Ûp.

Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî X ∈ Ûp. Íåõàé Y = TXT−1. Òîäi

Y p ∈ Up, Y −1UpY = Up, Y −1Z2(Up)Y = Z2(Up).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè 1�4 ïàðàãðàôà 20, íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî ìàòðè-
öÿ Y ïîâèííà íàëåæàòè ãðóïi Vp. ßêùî öå òàê, òî ìàòðèöÿ X íàëåæèòü ãðóïi
(T−1VpT ) ∩ GL(dp, K) = Ûp (äèâ. íàñëiäîê 21.1). Îòæå, Ûp � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(dp, K). Íåõàé G � òà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â GL((p− 1)dp,Z), ÿêà ìiñòèòü
ãðóïó ρ(Ûp). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî Z(G) = Z(ρ(Ûp)). Çâiäñè ñëiäó¹, ùî G = ρ(H), äå
H äåÿêà p-ïiäãðóïà â GL(dp, K), ÿêà ìiñòèòü Ûp, ùî ìîæëèâî ëèøå ïðè H = Ûp.

Îòæå, G = ρ(Ûp), òîáòî, ρ(Ûp) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL((p− 1)dp,Z). Ëåìà
äîâåäåíà.

Òâåðäæåííÿ 21.2. Ïîêëàäåìî â òâåðäæåííi 21.1 âiäïîâiäíî

d = (p− 1)dp, H = ρ(Vp) àáî H = ρ(Ûp), 0 6 d0 < d.

Òîäi ãðóïè
H0 ×G(dn, ρ(Vp)) i H0 ×G(dn, ρ(Ûp)

áóäóòü ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ðiçíèõ ïîðÿäêiâ â ãðóïi GL(d0 +dn,Z) (ÿêùî d0 =
= 0, òî ìíîæíèê H0 âiäñóòíié).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî içîìîðôiçì ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â GL(n,Z) çâîäèòüñÿ
äî âèïàäêiâ: 1) n < (p− 1)p, p > 3; 2) p = 3, n < 18; 3) p = 2, n < 8.

Ëåìà 21.6. Íåõàé p > 3, n = n0 + (p − 1)t i 2 < t < p. Òîäi â ãðóïi GL(n,Z)
iñíóþòü ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè, ÿêi ¹ åëåìåíòàðíèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè ïîðÿäêiâ p2

i pt âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà, ÿêà ¹ åëåìåíòàðíîþ
àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó pt. Ïîáóäó¹ìî â ãðóïi GL(n,Z) ñèëîâñüêó p-ïiäãðóïó, ÿêà
áóäå åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó p2. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ãðóïà
Pp(K)t ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóï GL(t, F ), GL(t,K). Íåõàé i1, . . . , it � ïîïàðíî
ðiçíi çà ìîäóëåì p öiëi ÷èñëà i Λs � p-ïiäãðóïà â GL(s,K), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðè-
öÿìè

As = diag[ε, . . . , ε], Bs =




εi1 1 0

εi2 . . .
. . . 1

0 εis


 .

Iíäóêöi¹þ çà s ïîêàæåìî, ùî ãðóïà Λs ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(s,K). Íåõàé
Cs � òàêèé åëåìåíò ïîðÿäêó p â GL(t,K), ùî CsBs = BsCs. Î÷åâèäíî, C2 ∈ Λ2.
Íåõàé 2 6 s < t i Cs ∈ Λs. Òîäi iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà k i r, ùî

Cs+1A
k
s+1B

r
s+1 =

(
Es X
0 εj

)
,

äå XT = (x1, . . . , xs) (xi ∈ K). Ç óìîâè Cs+1Bs+1 = Bs+1Cs+1 îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ xi:

(εir − εis+1)xr + xr+1 = 0 (r = 1, . . . , s− 1), (εis − εis+1)xs = 1− εj.
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ßêùî j íå äîðiâíþ¹ íóëþ çà ìîäóëåì p, òî xs � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ K. Àëå
òîäi xs−1 íå íàëåæèòü êiëüöþ K. Îòæå, Cs+1 ∈ Λs+1. Öå çíà÷èòü, ùî Λs � ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà â GL(s,K). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ρ(Λt) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ïîðÿäêó p2

â ãðóïi GL((p− 1)t,Z). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 21.7. Íåõàé p > 2 i n = n0+2(p−1), 0 6 n0 < p−1. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà

p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ àáåëåâà ãðóïà òèïó (p, p).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà i Γ íå öiëêîì çâiäíå Z-
çîáðàæåííÿ öi¹¨ ãðóïè, ñòåïiíü ÿêîãî ðiâíà 2(p− 1). ßê âiäîìî [11], ìîäóëü M öüîãî
çîáðàæåííÿ ¹ ïðÿìà ñóìà M = I⊕V Z-ìîäóëiâ, äå I � äåÿêèé iäåàë â êiëüöi K = Z[ε]
i V � âiëüíèé Z-ìîäóëü ç áàçèñîì v1, . . . , vp−1. Îïåðàòîð a äi¹ â M çà ïðàâèëîì:

a(α) = εα (α ∈ I); a(vj) = vj + ω (j = 1, . . . , p− 1),

äå ω äåÿêèé åëåìåíò iäåàëà I. Âèçíà÷èìî íîâèé îïåðàòîð b â M :

b(α) = α (α ∈ I); b(vj) = vj+1 (j = 1, . . . , p− 2),

b(vp−1) = −v1 − · · · − vp−1 + p(ε− 1)−1ω.

Âiäìiòèìî, ùî p(ε−1)−1 ∈ K. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî bp = 1 i ab = ba. Öå çíà÷èòü,
ùî â ãðóïi GL(2(p− 1,Z)) íåìà öèêëi÷íèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 21.8. Íåõàé H � òàêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z), ùî ker µ2|H =
= {En,−En} (µ2 � ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî). Òîäi ãðóïà W = H o C2 áóäå ñèëîâ-
ñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2n,Z). Íåõàé n > 1, 1 6 m < n i H1 � ñèëîâñüêà
2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,Z). Òîäi ãðóïà V = H × H1 áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(n + m,Z).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî,

A = ker µ2|W = 〈d1 = diag[−En, En], d2 = diag[En,−En]〉 .

Íåõàé C � ìàòðèöÿ ç 2-íîðìàëiçàòîðà ãðóïè W â ãðóïi GL(2n,Z). Òîäi C−1AC = A,
C−1d1C = d1 àáî d2. Íåõàé b � ìàòðèöÿ öèêëà (1 2), ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãðóïi W. Ìàòðèöÿ
C àáî bC êîìóòó¹ ç d1. Ìîæíà ââàæàòè, ùî d1 = d1C. Òîäi C = diag[C1, C2], äå Cj �
ìàòðèöÿ ç 2-íîðìàëiçàòîðà ãðóïè H â ãðóïi GL(n,Z, ) ÿêèé ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ
H (íàãàäà¹ìî, ùî H � ñèëîâñüêà). Öå çíà÷èòü, ùî C ∈ W. Îòæå, W � ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà.

Íåõàé B = ker µ2|V. Òîäi

B = {diag[±En, h]|h ∈ ker µ2|H1} i a = diag[−En, Em] ∈ B.

Íåõàé X íàëåæèòü 2-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè V â ãðóïi GL(n + m,Z) i X−1aX = a′ =
= diag[±En, h], äå h ∈ ker µ2|H1. Òîäi

−n + m = ±n + tr h.

Òàê ÿê n > m, òî tr h = m i òîäi h = e, a′ = a, çâiäêè ñëiäó¹, ùî X ∈ V. Öå çàêií÷ó¹
äîâåäåííÿ ëåìè.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä 2-ïiäãðóïó â GL(3,Z):

Γ3 =

〈

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 ,



−1 0 1
0 −1 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 0 1
0 1 0




〉
.
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Ãðóïà Γ3 ñïðÿæåíà â GL(3,Q) ç ãðóïîþ P2 × (P2 o C2) � ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(3,Q).

Ïîêëàäåìî â ëåìi 21.8 H = Γ3. Îäåðæèìî:
1) Γ4 = P2 × Γ3 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(4,Z);
2) Γ5 = W (P2)× Γ3 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(5,Z);
3) Γ6 = W (Γ3) = Γ3 o C2 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(6,Z).

Îêðiì öüîãî, ãðóïà Γ7 = P2×Γ6 áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(7,Z). Äié-
ñíî, â ãðóïi Γ7 iñíó¹ òiëüêè îäíà ìàòðèöÿ a, òàêà, ùî tr a = 5. Öå a = diag[−1, E]. Òîäi
áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ C, íîðìàëiçóþ÷à ãðóïó Γ7, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ a. Çâiäñè íåâàæêî
îäåðæàòè, ùî ãðóïà Γ7 ñóìiùà¹òüñÿ ç ñâî¨ì 2-íîðìàëiçàòîðîì â ãðóïi GL(7,Z).

Ëåìà 21.9. Íåõàé 4 6 n 6 7. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ïàðà H1(n), H2(n) ñèëîâñüêèõ
2-ïiäãðóï ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Öi ïàðè íàâåäåíi â òàáëèöi.

GL(n,Z) H1(n) H2(n) |H1(n)| |H2(n)|
GL(4,Z) Γ4 W2(P2) = (P2 o C2) o C2 25 27

GL(5,Z) Γ5 P2 ×W2(P2) 27 28

GL(6,Z) Γ6 W (P2)×W2(P2) 29 210

GL(7,Z) Γ7 P2 ×W (P2)×W2(P2) 210 211

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü âiäìiòèòè, ùî ãðóïà H2(n) ¹ ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n,Q).

Ãðóïà P̃p = ρ(Pp(K)) ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ρ(ε) = ε̃, εp = 1, ε 6= 1.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ãðóïó

∆p =

〈
a =

(
ε̃ 0
0 ε̃

)
, b =

(
ε̃ Ep−1

0 Ep−1

)〉
.

Ãðóïà ∆p � íåðîçêëàäíà p-ïiäãðóïà â GL(2(p−1),Z) i ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðó-
ïîþ (P̃p)

2 óòâîðþþòü ïàðó íåñïðÿæåíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(2(p− 1),Z).
Ëåìà 21.10.

1) Ãðóïà ∆3 ×∆3 ¹ ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà ãðóïè GL(8,Z);
2) Ãðóïà ∆3 ×∆3 × P̃3 áóäå ñèëîâñüêîþ 3-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(10,Z);
3) Ãðóïà ∆3 × P̃3 ¹ ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà ãðóïè GL(6,Z).

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé
a1 = diag[a,E4], a2 = diag[E4, a], a3 = diag[b, E4], a4 = [E4, b].

Ãðóïè
A1 = 〈a1, a2〉 , A2 = 〈a1a3, a2〉 , A3 = 〈a1, a2a2a4〉 , A4 = 〈a1a3, a2a4〉

óòâîðþþòü ïîâíèé ñïèñîê ìàêñèìàëüíèõ öiëêîì çâiäíèõ ïiäãðóï â ãðóïi G = ∆3×∆3.
Íåõàé X ∈ N(G) � 3-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè G â ãðóïi GL(8,Z) i τ(g) = X−1gXg ∈ G.
Òîäi

τ({A1, A2, A3, A4}) = {A1, A2, A3, A4}.
Òàê ÿê τ � 3-åëåìåíò, òî iñíó¹ ãðóïà A ∈ {A1, A2, A3, A4} òàêà, ùî τ(A) = A. Îêðiì
öüîãî, τ çáåðiãà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöü. Öå âñå ìîæëèâî òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè τ � îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì ãðóïè A. Ïðè öié óìîâi íåâàæêî âïåâíèòèñü â
òîìó, ùî X = diag[X1, X2], äå Xj íàëåæèòü 3-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè ∆3, òîáòî X ∈ G.

2) Ìàòðèöÿ C = diag[E8, ε̃] ïîðîäæó¹ â G× P̃3 ¹äèíó öiëêîì çâiäíó ïiäãðóïó, ùî
ìà¹ òiëüêè îäíó íåòðèâiàëüíó íåçâiäíó êîìïîíåíòó P̃3. Âèêîðèñòàâøè öþ âëàñòèâiñòü
íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ãðóïà G × P̃3 ñóìiùà¹òüñÿ çi ñâî¨ì 3-íîðìàëiçàòîðîì â ãðóïi
GL(10,Z).

Äîâåäåííÿ 3) àíàëîãi÷íî 2). Ñëiä ëèøå ðîçãëÿíóòè ìàòðèöþ C1 = diag[E4, ε̃].
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Ëåìà 21.11. Íåõàé 6 6 n < 18. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ïàðà G1(n), G(n) ñèëîâ-
ñüêèõ 3-ïiäãðóï ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Öi ïàðè íàâåäåíi â òàáëèöi.

GL(n,Z) G1(n) G2(n) |G1(n)| |G2(n)|
GL(6,Z) ∆3 × P̃3 W (P̃3) 33 34

GL(8,Z) ∆3 ×∆3 P̃3 ×W (P̃3) 34 35

GL(10,Z) ∆3 ×∆3 × P̃3 (P̃3)
2 ×W (P̃3) 35 36

GL(k + 1,Z) G1(k)× 〈1〉 G2 × 〈1〉
(k = 6, 8, 10)

GL(k + 6,Z) G1(k)× P̃3 G2(k)× P̃3

(6 6 k 6 11)

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 21.11, ëåìè 21.3 òà îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ 3-ïiäãðóï â
ãðóïi GL(Q). Âiäìiòèìî, ùî ãðóïè G2(n) áóäóòü ñèëîâñüêèìè íàä ïîëåì Q.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.2 âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 21.2, ëåì 21.6, 21.7, 21.9, 21.11.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.1. Â ñèëó òåîðåìè 21.2, äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó

ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(n,Z) (n > 1) â íàñòóïíèõ 4-õ âèïàäêàõ:
1) p > 2, 2(p− 1) 6 n < 3(p− 1);
2) p > 2, p− 1 < n < 2(p− 1);
3) p > 2, n = p− 1;
4) p = 2, n = 2 àáî n = 3.

Âiäìiòèìî, ùî â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p i íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi.

1) ßê óæå âiäìi÷àëîñü, ãðóïà ∆p ¹ çâiäíîþ, àëå íåðîçêëàäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(2(p−1),Z). Ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ P̃p

2
= P̃p×P̃p ãðóïà ∆p ñêëàäàþòü ïàðó

ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(2(p−1),Z), ÿêi íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi. Äîìíîæóþ÷è
öi ïiäãðóïè íà 〈1〉k (1 6 k < p− 1), îäåðæèìî ïàðó ∆p × 〈1〉k i P̃p

2 × 〈1〉k ñèëîâñüêèõ
ïiäãðóï â ãðóïi GL(k + 2(p− 1),Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi.

2) Íåõàé
a =

(
ε̃ A
0 1

)
, AT = (1, 0, . . . , 0).

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ãðóïà 〈a〉 ¹ çâiäíîþ i íåðîçêëàäíîþ ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó p â
ãðóïi GL(p,Z). Ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ P̃p × 〈1〉 ãðóïà 〈a〉 ñêëàäàþòü ïàðó
ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(p,Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi. Äîìíîæóþ÷è öi
ïiäãðóïè íà 〈1〉k (1 6 k < p−1), îäåðæèìî ïàðó ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(k+
+ p,Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi.

3) Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(p−
− 1,Z) içîìîðôíà ãðóïi H. Êiëüöå K i áóäü-ÿêèé iäåàë U öüîãî êiëüöÿ áóäå ZH-
ìîäóëåì, ÿêùî äiþ îïåðàòîðà a âèçíà÷èòè òàê:

a(α) = εα (α ∈ K).

Íåõàé ΓU � Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ìîäóëü ÿêîãî ¹ iäåàë U. Òîäi áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà
â GL(p−1,Z) áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ 〈ΓU(a)〉 äëÿ äåÿêîãî iäåàëà U ⊆ K. Çîáðàæåííÿ
ΓU , ΓV (V � iäåàë) åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iäåàëè U, V ëåæàòü â îäíîìó
êëàñi iäåàëiâ (òîáòî V = Uω äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà ω ∈ K.) Îòæå, ÿêùî K � êiëüöå
ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî âñi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p− 1,Z) ñïðÿæåíi â öié ãðóïi.

Íåõàé êiëüöå K ìiñòèòü íåãîëîâíèé iäåàë U , àëå ãðóïè 〈ΓK(a)〉 i 〈ΓU(a)〉 ñïðÿæåíi
â ãðóïi GL(p− 1,Z), òîáòî

C−1ΓU(a)C = ΓK(σ(a))
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äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(p− 1,Z) i äåÿêîãî àâòîìîðôiçìà σ ãðóïè H. Çîáðàæåííÿ
ΓK i ΓKσ åêâiâàëåíòíi íàä êiëüöåì Z (äèâ. âïðàâó 6). Òîäi iäåàëè U òà K ëåæàòü
â îäíîìó êëàñi: U = Kω, ùî ïðîòèði÷èòü âèáîðó iäåàëà U. Îòæå, ãðóïè 〈ΓK(a)〉 i
〈ΓU(a)〉 íå ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(p− 1,Z).

4) Íåõàé p = 2. Âèïàäîê n = 2 ðîçãëÿòóòî â âïðàâi 5. Íåõàé n = 3. Òîäi íåðîçêëà-
äíà ãðóïà Γ3 ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ W (P2)×P2 óòâîðþþòü ïàðó ñèëîâñüêèõ
2-ïiäãðóï ãðóïè GL(3,Z, ) íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi. Òåîðåìà 21.1 äîâåäåíà.

Äàìî àâòîðñüêå äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.1 (öÿ òåðåìà äîâåäåíà çíà÷íî ðàíiøå òå-
îðåìè 21.2), çàñíîâàíå íà òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï. Âiäìiòè-
ìî, ùî áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííà i ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n,Z) áóäå íåçâiäíà â GL(n,Z) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ïiäãðóïà ¹ íåçâiäíà â
ãðóïi GL(n,Q). Íåõàé ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà G â ãðóïi GL(n,Z) áóäå ñèëîâñüêîþ i
â ãðóïi GL(n,Q). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê çâiäíî¨ ãðóïè G. Â öüîìó âèïàäêó
ãðóïà G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì

G = G1 ×G2 ×G3,

äå G1, G2 � íåçâiäíi ãðóïè i õî÷à áè îäíà ç íèõ íåîäèíè÷íà, G3 � ïðÿìèé äîáóòîê
íåçâiäíèõ ãðóï àáî ãðóïà G3 âiäñóòíÿ. Íåõàé

g = diag[g1, g2, g3] (gj ∈ Gj)

äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè G. Ðîçãëÿíåìî äâà âiäîáðàæåííÿ ∆j (j = 1, 2) òàêi, ùî

∆j(g) = gj (g ∈ G).

Òîäi ∆j (j = 1, 2) äâà íåçâiäíèõ Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, íååêâiâàëåíòíèõ íàä ïîëåì
Q. Ç òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ çîáðàæåíü âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Z-çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G,
ÿêå ìà¹ âèãëÿä

∆ : g = diag[g1, g2, g3] →
(

∆(g) ∗
0 ∆2(g)

)
(g ∈ G)

i ÿêå ¹ íåðîçêëàäíèì íàâiòü íàä êiëüöåì öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Òîäi ïiäãðóïà G =
= ∆(G)×G3 ãðóïè GL(n,Z)) íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê íåçâiäíèõ ïiäãðóï
öi¹¨ ãðóïè, àëå â ãðóïi GL(n,Q) öÿ ïiäãðóïà ñïðÿæåíà ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ G.
Îòæå, ãðóïè G i G áóäóòü íåñïðÿæåíèìè ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n,Z).

Íåõàé òåïåð G � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z). Òîäi n = (p−1)pr.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè r > 0 (p > 2) i r > 1 (p = 2). Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìàìè 15.2
(äëÿ p > 2) i 17.3 (äëÿ p = 2). Òîäi

G = Wr(ρ(Pp)) = ρ(Wr(Pp)),

äå Pp � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â K∗ (K = Q(ε)), εp = 1). Íåõàé äàëi H � ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà ìiñòèòü â ñâî¹ìó öåíòði ìàòðèöþ a = ρ(diag[ε, . . . , ε]).
Òîäi H = %(H1), äå H1 � p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(pr, K). ßêùî ãðóïè G i H ñïðÿæåíi
íàä êiëüöåì Z, òî ãðóïè Wr(Pp) i H1 áóäóòü ñïðÿæåíi íàä êiëüöåì K. Ðîçãëÿíåìî
ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî

µ : GL(n, K) → GL(n, K/Kω), ω = ε− 1.

Òîäi ãðóïà Wr = µ(Wr(PP )) cêëàäà¹òüñÿ iç ìàòðèöü ïiäñòàíîâîê, êîæíà ç ÿêèõ ¹
äîáóòêîì öèêëiâ äîâæèíè ps (0 6 s 6 r). Íîðìàëüíi ôîðìè òàêèõ ìàòðèöü ¹ ñóìè
êëiòîê Æîðäàíà Jps(1). Íåõàé p > 2 i

a =

(
ε 1
0 1

)
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àáî p = 2 i

b =




0 −1 1
1 0 0
0 0 1


 .

Î÷åâèäíî, µ(a) = J2(1), à ìàòðèöÿ µ(b)ïîäiáíà J3(1). Îòæå, ìàòðèöÿ diag[a, 1, . . . , 1]
(àáî diag[b, 1, . . . , 1]) íå ïîäiáíà æîäíié ìàòðèöi â ãðóïi Wr, òîáòî ãðóïè Wr i µ(H1)
íå áóäóòü ñïðÿæåíèìè íàä ïîëåì K/Kω. Òàêèì ÷èíîì, â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó
ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â GL(n,Z) íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi. Iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ
òàê ÿê â ïåðøîìó äîâåäåííi. Ï. Ì. Ãóäèâîê i Î. À. Êèðèëþê [13�14] äîñëiäæóâàëè
ïèòàííÿ ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä äèñêðåòíî
íîðìîâàíèìè êiëüöÿìè.

Íåõàé R � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ õàðàêòåðèñòèêè íóëü i ïðîñòå ÷èñëî p íåî-
áîðîòíå â R. Ï. Ì. Ãóäèâîê, Â. Ï. Ðóäüêî i Í. Â. Þð÷åíêî [15] çíàéøëè êðèòåði¨
içîìîðôiçìó i ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,R). Âiäìiòèìî, ùî áóäü-
ÿêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(n,R) ¹ ñêií÷åííà.

Êðiì òîãî, áóâ îäåðæàíèé òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 21.3 ([16]). Íåõàé S � êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Òîäi â ãðóïi

GL(n, S) (n > 1) äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íåiçîìîðôíèõ
ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï.

Íåõàé Z(G) � öåíòð ãðóïè G (ïåðøèé öåíòð). Äðóãèé öåíòð Z2(G) � öå òàêà
ïiäãðóïà â G, ùî

Z2(G)/Z(G) = Z(G/Z(G)).

Âïðàâà 1. Íåõàé

P2 = {1,−1}, C2 = 〈(12)〉 , W1(P2) = P2 o C2,

W2(P2) = W1(P2) o C2 i H = SL(4,Z) ∩W2(P2).

Ïîêàçàèòè, ùî Z2(H) � åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 8.
Âïðàâà 2. Íåõàé

W3(P2) = W2(P2) o C2 i U = SL(8,Z) ∩W3(P2).

Ïîêàçàòè, ùî
Z2(U) = 〈−E8, diag[−E4, E4]〉 .

Âïðàâà 3. Íåõàé

K = Z[ε], ε3 = 1, ε 6= 1, P3 = 〈ε〉 , C3 = 〈(123)〉 , W1(P3) = P3 o C3.

a) Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî H = SL(3, K) ∩W1(P3), òî H ∼= UT (3, 3) i Z2(H) = H.
á) Ïîêàçàòè, ùî íåçâiäíi ñèëîâñüêi 3-ïiäãðóïè ãðóïè GL(3, K) ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿ-

æåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ òðüîìà ãðóïàìè

T−1
j W1(P3)Tj(j = 0, 1, 2),

äå T0 = E3,

T1 =




ω −1 0
0 1 −1
0 0 1


 , T2 =




ω 0 1
0 ω 1
0 0 1


 (ω = ε− 1).

â) Íåõàé
W2(P3) = W1(P3) o C3 i H = SL(9, K) ∩W3(P3).
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Ïîêàçàòè, ùî
Z2(H) =

〈
εE9, diag[E3, εE3, ε

2E3]
〉
.

Âïðàâà 4. Íåõàé
p > 3, Pp = {ε}, εp = 1, ε 6= 1,

W (Pp) = Pp o Cp, Cp = 〈 (12 . . . p)〉 i H = SL(p,K) ∩W (Pp).

Ïîêàçàòè, ùî
Z2(H) =

〈
εEp, diag[1, ε, . . . , εp−1]

〉
.

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,Z) ñïðÿæåíà
â öié ãðóïi ç ãðóïîþ P2 o C2 (äiåäðà ïîðÿäêó 8).

Âïðàâà 6. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n, ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü
ñòåïåíÿ n iç îäèíèöi i K = Z[ξ]. Êiëüöå K áóäå ZH-ìîäóëåì ç òàêîþ äi¹þ :

a(α) = ξα (α ∈ K).

Íåõàé Γ Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ìîäóëü ÿêîãî ¹ êiëüöå K. Äîâåñòè, ùî ÿêùî σ �
àâòîìîðôiçì ãðóïè H, òî çîáðàæåííÿ Γ i Γσ åêâiâàëåíòíi íàä êiëüöåì Z.

�22. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä
êîìóòàòèâíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè ps

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âëàñòèâîñòi óíiòðèêóòíî¨ ïiäãðóïè UT (n,K) ïîâíî¨ ëiíiéíî¨
ãðóïè GL(n,K) íàä äîâiëüíèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì K ç îäèíèöåþ õàðàêòåðèñòèêè
ps (s ∈ N), òîáòî ïiäãðóïà âñiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi. Áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ◦B ïðè¹äíàíèé äîáóòîê A + B + AB êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B
îäíàêîâèõ ïîðÿäêiâ, T0(n,K) � ìíîæèíó âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä
êiëüöåì K ç íóëÿìè íà äiàãîíàëi.

Ëåìà 22.1. Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n > 1 íàä êiëüöåì K.
ßêùî det(A ◦B) = 0 äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi B iç T0(n,K), òî det(A+B) = 0 äëÿ âñÿêî¨
ìàòðèöi B iç T0(n,K).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç T0(n,K). Òîäi En − B ∈ UT (n,K).
Îòæå, ìàòðèöÿ En − B îáîðîòíà i (En − B)−1 ∈ UT (n,K). Çâiäñè îäåðæèìî, ùî
B′ = (En −B)−1 − En ∈ T0(n,K). Îñêiëüêè det(A ◦B′) = 0, òî

det(A + B) = det (A + En − (En −B)) =

= det
((

A(En −B)−1 + (En −B)−1 − En

)
(En −B)

)
=

= det ((A(En + B′) + B′) (En −B)) =

= det ((A + B′ + AB′)(En −B)) = det(A ◦B′) det(En −B) = 0.

Ëåìà äîâåäåíà.
Íåâàæêî äîâåñòè òàêi äâi ëåìè.
Ëåìà 22.2. Íåõàé A = (aij) � äåÿêà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n > 1 íàä êiëüöåì K.

ßêùî det(A ◦B) = 0 äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi B iç T0(n, K), òî an1 = 0.
Ëåìà 22.3. Íåõàé P � äåÿêà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) (n ∈ N, n > 1). ßêùî ó

âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P åëåìåíò ó äåÿêié ôiêñîâàíié ïîçèöi¨ (i, j) (i 6= j) ðiâíèé
íóëþ, òî ðiâíèé íóëþ i åëåìåíò ìàòðèöi Ar ó ïîçèöi¨ (i, j) äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà r i êîæíî¨ ìàòðèöi A ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K òàêî¨, ùî En+A ∈ P .
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Äàëi ÷åðåç K∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ K, rad K � ïåð-
âiñíèé ðàäèêàë êiëüöÿ K, ÿêèé ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íiëüïî-
òåíòèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K.

Òåîðåìà 22.1 ([10]). Íåõàé K ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè p,
rad K = {0}, n ∈ N. Ãðóïà UT (n,K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî UT (n, K) ¹ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Ïðèïó-
ñòèìî, P � äåÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, K), ùî ìiñòèòü ãðóïó UT (n,K) i ïîêàæåìî,
ùî P = UT (n,K). Íåõàé n > 1. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P
åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (n, 1) ðiâíèé íóëþ. Äiéñíî, íåõàé A′ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç ãðóïè P ,
A = A′−En, B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(n,K). Òîäi En + A ∈ P , En + B ∈ UT (n, K).
Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ En + (A ◦B) = En + A + B + AB = (En + A)(En + B) ∈ P ¹
p-åëåìåíòîì ãðóïè GL(n,K). Òîäi ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà i det(A ◦B) ∈ rad K.
Òîìó det(A ◦B) = 0. Çà ëåìîþ 22.2 åëåìåíò ìàòðèöi A, à, îòæå, i A′ = En + A ó
ïîçèöi¨ (n, 1) ðiâíèé íóëþ.

Íåõàé k � íàòóðàëüíå ÷èñëî (1 < k < n) i ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P åëåìåíò ó
ïîçèöi¨ (i, 1) ðiâíèé íóëþ (i = k + 1, . . . , n). Ïîêàæåìî, ùî ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè
P åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (k, 1) òàêîæ ðiâíèé íóëþ. Äiéñíî, íåõàé çíîâó A′ � äîâiëüíà
ìàòðèöÿ ç ãðóïè P , A = A′−En, B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(n,K). Òîäi En + A ∈ P ,
En+B ∈ UT (n,K). Çâiäñè îäåðæèìî, ùî En+A ◦B ∈ P , ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà.
Çà ëåìîþ 22.3 åëåìåíò ìàòðèöi (B ◦A)r ó ïîçèöi¨ (i, 1) ðiâíèé íóëþ (i = k + 1, . . . , n;
r ∈ N).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(C) ìàòðèöþ, óòâîðåíó ç êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi C ïîðÿäêó n
íàä êiëüöåì K âiäêèäàííÿì îñòàííiõ n− k ðÿäêiâ i îñòàííiõ n− k ñòîâïöiâ. Î÷åâè-
äíî, ó ìàòðèöü M ((A ◦B)m) i (M(A ◦B))m îäíàêîâi ïåðøi ñòîâïöi ïðè áóäü-ÿêîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà, òî äëÿ äîñèòü âåëèêîãî m ïåðøèé ñòîâïåöü
ìàòðèöi (M(A ◦B))m, ðiâíèé íóëþ. Çâiäñè (det M(A ◦B))m = det (M(A ◦B))m = 0.
Òîìó det(M(A ◦B)) ∈ rad K. Îòæå, det M(A ◦B) = 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî M(A + B +
+AB) = M(A)+M(B)+M(AB). Òàê ÿê B ∈ T0(n,K), òî M(AB) = M(A)M(B). Îò-
æå, det(M(A) ◦M(B)) = det(M(A) + M(B) + M(A)M(B)) = det M(A + B + AB) =
= det M(A ◦B) = 0.

Íåõàé B′ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(k, K). Î÷åâèäíî, çíàéäåòüñÿ òàêà ìàòðèöÿ
B1 ∈ T0(n,K), ùî B′ = M(B1). Òîäi det (M(A) ◦B′) = det (M(A) ◦M(B1)) = 0. Çà
ëåìîþ 22.2 åëåìåíò ìàòðèöi M(A) ó ïîçèöi¨ (k, 1) ðiâíèé íóëþ, òîìó ðiâíèé íóëþ i
åëåìåíò ìàòðèöi A i A′ = En + A ó ïîçèöi¨ (k, 1). Îòæå, ó áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè
P åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (k, 1) ðiâíèé íóëþ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k (1 < k ≤ n).
Åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (1, 1) áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè P áóäå, â òàêîìó ðàçi, p-åëåìåíòîì
êiëüöÿ K i ÷åðåç öå âií ðiâíèé 1.

Íåñêëàäíîþ iíäóêöi¹þ ïî n ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi ìàòðèöi ç P ìiñòÿòüñÿ â
UT (n,K). Òîìó UT (n,K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Òåîðåìà äîâå-
äåíà.

Äàëi ÷åðåç z̃ = z + rad K áóäåìî ïîçíà÷àòè åëåìåíò ôàêòîð�êiëüöÿ K/ rad K

êiëüöÿ K, äå z ∈ K, T̃ = ‖tij + rad K‖ � ìàòðèöþ íàä ôàêòîð�êiëüöåì K/ rad K
êiëüöÿ K, äå T = ‖tij‖ � äåÿêà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì K. Íåâàæêî âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê
ìiæ p-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n,K) òà � ãðóïè GL(n,K/ rad K)

Òåîðåìà 22.2 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.
ϕ: X → X̃ ¹ ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè GL(n,K) íà ãðóïó GL(n,K/ rad K).
Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííi ïîâíèé ïðîîáðàç áóäü-ÿêî¨ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè ãðóïè
GL(n,K/ rad K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K) i, íàâïàêè, áóäü-ÿêà ñè-
ëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) ¹ ïîâíèì ïðîîáðàçîì äåÿêî¨ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè
ãðóïè GL(n,K/ rad K). Äâi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ñïðÿæåíi òîäi i
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òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè ïðè ãîìîìîðôiçìi ϕ ¹ ñïðÿæåíèìè ñèëîâñüêèìè p-
ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n, K/ rad K).

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 22.1. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.

Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K/ rad K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi.

Òåîðåìà 22.3 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.
Ìíîæèíà

H = {X ∈ GL(n,K)|X̃ ∈ UT (n,K/ rad K)}
¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 22.1 i 22.2.
Îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ íàçèâàòèìåìî êiëüöåì Áåçó, ÿêùî êîæåí ¨¨ ñêií-

÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì.
Òåîðåìà 22.4 ([10]). Íåõàé K � îáëàñòü Áåçó õàðàêòåðèñòèêè p. Áóäü-ÿêà ñè-

ëîâñüêà p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ñïðÿæåíà â GL(n,K) ç UT (n,K).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ K, P � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n,K). Î÷åâèäíî, P ¹ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Ç òåîðåìè 7.2 âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(n,K) C−1PC ⊂ UT (n,K). Îòæå, ïåðøèé ñòîâïåöü
ìàòðèöi C−1AC ÿê i AC ðiâíèé íóëþ, äå En + A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç ãðóïè P .
Íåõàé

X =




x1

x2
...

xn




� ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi C (xi ∈ F , i = 1, . . . , n). Íåõàé xi = αx
(0)
i , äå α ∈ F

(x′i ∈ K, i = 1, . . . , n). Òîäi X = αX(0), äå

X(0) =




x
(0)
1

x
(0)
2...

x
(0)
n


 .

Î÷åâèäíî, X(0) 6= 0, α 6= 0 i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi En + A ∈ P AX(0) = 0.
Ïðèïóñòèìî,

X(k) =




x
(k)
1

x
(k)
2...

x
(k)
n




ìiñòèòü õî÷à á k íóëiâ (0 6 k < n − 1). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi D ∈
∈ GL(n,K) DX(k) ìiñòèòü õî÷à á k + 1 íóëiâ. ßêùî X(k) íå ìiñòèòü k + 1 íóëiâ, òî
õî÷à á äâi éîãî êîìïîíåíòè âiäìiííi âiä íóëÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî
ââàæàòè, ùî x

(k)
1 6= 0, x

(k)
2 6= 0. Íåõàé x

(k)
1 K + x

(k)
2 K = xK (x ∈ K). Íåõàé äàëi α, β,

γ, δ � åëåìåíòè êiëüöÿ K, òàêi, ùî αx
(k)
1 + βx

(k)
2 = x, x

(k)
1 = γx, x

(k)
2 = δx. Î÷åâèäíî,

x(αγ + βδ) = x, x(γx
(k)
2 − δx

(k)
1 ) = 0. Çâiäñè αγ + βδ = 1, γx

(k)
2 − δx

(k)
1 = 0. Òîäi

M =

(
α β
−δ γ

)
∈ GL(2, K),
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M

(
x

(k)
1

x
(k)
2

)
=

(
α β
−δ γ

) (
x

(k)
1

x
(k)
2

)
=

(
x
0

)
.

Òîäi

X(k+1) =




M 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1


 X(k)

ìiñòèòü õî÷à á k + 1 íóëiâ.
Ïðîâåäåíà iíäóêöiÿ ïîêàçó¹, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi D′ ∈ GL(n,K)

D′X(0) =




α
0
...
0




(α ∈ K). Î÷åâèäíî, α 6= 0 i X(0) = αY , äå Y � ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi S = D′−1.
Òîäi AY = 0 i ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöü AS ÿê i S−1AS ðiâíèé íóëþ äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìàòðèöi En +A ∈ P , äå A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K. Îòæå, âñi
ìàòðèöi iç ãðóïè S−1PS ìàþòü âèãëÿä




1 α12 . . . α1n

0 α22 . . . α2n
... ... . . . ...
0 αn2 . . . αnn




(αij ∈ K, i = 1, , . . . n, j = 2, , . . . n).
Íåñêëàäíîþ iíäóêöi¹þ ïî n ìîæíà ïîêàçàòè, ùî P ñïðÿæåíà iç UT (n,K). Òåîðåìà

äîâåäåíà.
Äëÿ ëîêàëüíèõ êiëåöü áóëî äîâåäåíî òåîðåìó.
Òåîðåìà 22.5 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè

ps (s ∈ N), n ∈ N i n > 1. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè K/ rad K � êiëüöå Áåçó.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 22.6 ([10]). Íåõàé n ∈ N, K � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðà-

êòåðèñòèêè ps (s ∈ N). ßêùî K/ rad K � êiëüöå Áåçó, òî âñi, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿ-
æåíîñòi, ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïîþ H = {X ∈
∈ GL(n,K)|X̃ ∈ UT (n,K/ rad K)}.
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