
ÐÎÇÄIË 2. ÑÈËÎÂÑÜÊI ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ
ÍÀÄ ÏÎËÅÌ

�10. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Ââåäåìî êîíñòðóêöiþ ñïëåòiííÿ ãðóïè ïiäñòàíîâîê ç ùå îäíi¹þ ãðóïîþ ïiäñòàíî-
âîê. Íåõàé A � ïiäãðóïà ãðóïè Sn ïiäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ {1, 2, . . . , n} i Cp =
= 〈σ = (1, 2, . . . , p)〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ p, ïîðîäæåíà
öèêëîì σ. Âèçíà÷èìî ñïëåòiííÿ A oCp ãðóïè A ç ãðóïîþ Cp. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî,
ùî öå ¹ ïiäãðóïà ãðóïè Spn ïiäñòàíîâîê íà pn ñèìâîëàõ. Íåõàé

Ui = {(i− 1)n + j|j = 1, 2, . . . , n} (i = 1, . . . , p),

U = U1 ∪ · · · ∪ Up = {1, 2, . . . , np}
i ïðÿìèé äîáóòîê Ap = A× · · · ×A äi¹ â ìíîæèíi U, ïåðåñòàâëÿþ÷è ñèìâîëè ëèøå â
ïiäìíîæèíàõ Ui (i = 1, . . . , p), à ñàìå, ÿêùî

a = (a1, . . . , ap), ai ∈ A, u = (i− 1)n + j ∈ Ui, (1)

òî
a(u) = (i− 1)n + ai(j) (i = 1, . . . , p; j = 1, 2, . . . , n). (2)

Òîäi Ap áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè ïiäñòàíîâîê Spn íà ìíîæèíi U iç pn åëåìåíòiâ. Öèêë
σ âèçíà÷à¹ ïiäñòàíîâêó σ̃ íà U, ÿêà ïåðåñòàâëÿ¹ ïiäìíîæèíè U1, . . . , Up :

σ̃((i− 1)n + j) = (σ(i)− 1)n + j (i = 1, . . . , p; j = 1, 2, . . . , n).

Òîäi ñïëåòiííÿ
A o Cp = 〈Ap, σ̃〉

öå ïiäãðóïà â Spn, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ Ap i ïiäñòàíîâêîþ σ̃. Ïîêàæåìî, ùî Ap

� íîðìàëüíà ïiäãðóïà â A o Cp. Äiéñíî, íåõàé a′ = (a2, . . . , ap, a1) (äèâ. (1)). ßêùî
i < p, òî

aσ̃((i− 1)n + j) = a(σ(i)− 1)n + j) = a(in + j) = in + ai+1(j),

σ̃a′((i− 1)n + j) = σ̃((i− 1)n + ai+1(j)) = (σ(i)− 1)n + ai+1(j) = in + ai+1(j).

Êðiì òîãî,
aσ̃((p− 1)n + j) = a(σ(p)− 1)n + j) = a(j) = a1(j),

σ̃a′((p− 1)n + j) = σ̃((p− 1)n + a1(j)) = (σ(p)− 1)n + a1(j) = a1(j).

Îòæå, aσ̃ = σ̃a′ i σ̃−1aσ̃ = a′. Òîäi Ap � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi A oCp. Âiäìiòèìî,
ùî |A o Cp| = |A|pp i ãðóïà A o Cp ¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ïiäãðóïè 〈σ̃〉 i íîðìàëüíî¨
ïiäãðóïè Ap.

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p âèçíà÷èìî ôóíêöiþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó

M(n) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · · ,

äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

M(ps) = 1 + p + · · ·+ ps−1 =
ps − 1

p− 1
.

Ëåìà 10.1. Íåõàé 0 6 r < p, ps > n. Òîäi

M(n + rps) = M(n) + rM(ps).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè n + rps < ps + rps = (r + 1)ps 6 ps+1, òî
[
n + rps

pj

]
=

[
n

pj

]
= 0 ïðè j > s.

Êðiì òîãî, [
n + rps

pj

]
=

[
n

pj

]
+ rps−j ïðè j 6 s.

Ëåìà 10.2. Ïîðÿäîê ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè P ãðóïè Sn äîðiâíþ¹ pM(n).

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî êiëüêiñòü t ìíîæíèêiâ p â ïîðÿäêó n! ãðóïè Sn. Òîäi |P | =
= pt. ßêùî x � êðàòíèé p ìíîæíèê â n!, òî x = pa, äå a 6 [n

p
]. Âèáåðåìî ç êîæíîãî

ìíîæíèêà x ïî îäíîìó p. Â ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî [n
p
] ìíîæíèêiâ p i ÷èñëî [n

p
] óâiéäå

äîäàíêîì â t. Ñåðåä ÷èñåë n
p
ìîæóòü áóòè ÷èñëà êðàòíi p � öå ÷èñëà äëÿ x = p2a,

äå a 6 [ n
p2 ]. Âiäáåðåìî ç êîæíîãî òàêîãî x

p
ïî îäíîìå ìíîæíèêó p. Â ðåçóëüòàòi ìè

îäåðæàëè ùå n
p2 ìíîæíèêiâ p i ÷èñëî n

p2 óâiéäå íàñòóïíèì äîäàíêîì â t. Ñåðåä ÷èñåë
x
p2 øóêà¹ìî ÷èñëà êðàòíi p i ò. ä. Íàðåøòi îäåðæèìî t = M(n).

Ëåìà 10.3. Íåõàé

P0 = C1, P1 = Cp, Pj = Pj−1 o Cp (j > 1).

Ãðóïà Pj áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè Spj (j = 0, 1, . . .).

Äîâåäåííÿ. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè Sp áóäå öèêëi÷íîþ ãðóïîþ Cp ïîðÿäêó
p. Äàëi

|Pj−1 o Cp| = p|Pj−1|p = p(p|Pj−2|p)p = p
p2−1
p−1 |Pj−2|p2

= . . . = pM(pj) = |Pj|.

Çâiäñè, à òàêîæ â ñèëó òîãî, ùî Pj−1 oCp � ïiäãðóïà â Spj , âèïëèâà¹, ùî Pj = Pj−1 oCp.
Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s

� p-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (0 6 nj < p, ns 6= 0). Íåõàé P � ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn íà n ñèìâîëàõ. Òîäi

P = P n0
0 × P n1

1 × · · · × P ns
s . (3)

Äîâåäåííÿ. (Âiäìiòèìî, ùî Ar öå ïðÿìèé äîáóòîê r åêçåìïëÿðiâ ãðóïè A). Ïðåä-
ñòàâèìî ìíîæèíó U iç n ñèìâîëiâ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ íåïåðåòèíàþ÷èõ ïiäìíîæèí
iç n0 ñèìâîëiâ, n1 ìíîæèí ïî p ñèìâîëiâ i ò. ä., ns ìíîæèí ïî ps ñèìâîëiâ. Òîäi ïðÿìèé
äîáóòîê Sn0

1 ×Sn1
p ×· · ·×Sns

ps ãðóï ïiäñòàíîâîê íà öèõ ïiäìíîæèíàõ áóäå ïiäãðóïîþ â
ãðóïi Sn. Ïðàâà ÷àñòèíà â (3) ¹ p-ïiäãðóïà â öüîìó äîáóòêó. Iç ëåì 10.1�10.3 âèïëè-
âà¹, ùî ïîðÿäêè ãðóï â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (3) ¹ îäíàêîâi. Öå çàêií÷ó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 10.1. ßêùî ãðóïà Sn ìiñòèòü òðàíçèòèâíó p-ïiäãðóïó, òî n = ps.
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�11. Âiäîìîñòi ç òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï

Íåõàé T � ïîëå, T � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ T, G � ñêií÷åííà ãðóïà, H �
ïiäãðóïà ãðóïè G i {g1, . . . , gn} � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Ëiíiéíèì õàðàêòåðîì ãðóïè H íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçì
χ : H → T

∗ ãðóïè H â ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó T
∗ ïîëÿ T . Ëiíiéíèé õàðàêòåð � öå

çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ îäèí. Íåõàé Γ = χG � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî iíäóêó¹òüñÿ
ëiíiéíèì õàðàêòåðîì χ ïiäãðóïè H. Òîäi

Γ(g) = (χ̇(g−1
j ggi)) (g ∈ G)),

äå χ̇ : G → T òàêà ôóíêöiÿ, ùî

χ̇(g) =

{
0, g /∈ H,

χ(g), g ∈ H.

Íåõàé M = Te � TH-ìîäóëü çîáðàæåííÿ χ:

he = χ(h)e (h ∈ H).

Òîäi iíäóêîâàíèé TG-ìîäóëü L = MG çîáðàæåííÿ Γ ìà¹ T -áàçèñ

e1 = g1 ⊗ e, . . . , en = gn ⊗ e

i äëÿ äîâiëüíîãî g ç ãðóïè G
gei = χ(g−1

j ggi)ej,

äå äëÿ êîæíîãî i (1 6 i 6 n) iíäåêñ j (1 6 j 6 n) ¹ ¹äèíèì òàêèì, ùî g−1
j ggi ∈ H.

Òåîðåìà 11.1 (Õóïïåðòà, Áåðìàíà). Íåõàé ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè
G íå äiëèòüñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ T i â ãðóïi G iñíó¹ òàêà íîðìàëüíà ïiäãðóïà
G0, ùî ôàêòîð-ãðóïà G/G0 ¹ íàäðîçâ'ÿçíà i âñi ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ãðóïè G0 ¹ àáåëåâi.
ßêùî Γ � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T , òî iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà H
ãðóïè G i òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð χ : H → T

∗, ùî çîáðàæåííÿ Γ åêâiâàëåíòíî
iíäóêîâàíîìó çîáðàæåííþ χG.

Îïèøåìî àëãîðèòì Áåðìàíà çíàõîäæåííÿ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü ãðóïè G íàä ïî-
ëåì T äëÿ ãðóïè G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 11.1. Öèì àëãîðèòìîì îïèñó-
þòüñÿ ïàðè (χ,H), äå H � òàêà ïiäãðóïà â G i χ � òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð öi¹¨
ïiäãðóïè, ùî iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ χG ãðóïè G ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì T . Ââåäå-
ìî ïîïåðåäíüî ïîíÿòòÿ íîðìàëiçàòîðà â ãðóïi G ëiíiéíîãî õàðàêòåðà χ äîâiëüíî¨
ïiäãðóïè H:

NG(χ) = {g ∈ G | g−1Hg = H, χ(g−1hg) = χ(h) (h ∈ H)}.

Íåõàé
1 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gj ⊂ . . . ⊂ Gs = G

� ãîëîâíèé ðÿä ãðóïè G, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïiäãðóïó G0. Íà ïåðøîìó êðîöi àë-
ãîðèòìó çíàõîäèìî ìíîæèíó M1 âñiõ ïàð (χ,H), äå H = G1, χ ïðîáiãà¹ âñi ëiíiéíi
õàðàêòåðè àáåëåâî¨ ãðóïè G1 (â öüîìó âèïàäêó íîðìàëiçàòîð NG1(χ) = G1 äëÿ ëiíié-
íîãî õàðàêòåðó χ äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè H ⊂ G1). Íåõàé íà j-ìó êðîöi çíàéäåíà ìíîæèíà
Mj âñiõ ïàð (χ,H) òàêèõ, ùî H � ïiäãðóïà â ãðóïi Gj, χ � òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð
ïiäãðóïè H, ùî NGj

(χ) = H. Îïèøåìî (j+1)-èé êðîê. Íåõàé (χ,H) ∈ Mj. Çíàõîäèìî
íîðìàëiçàòîð N = NGj+1(χ) õàðàêòåðà χ â ÷ëåíi Gj+1 ãîëîâíîãî ðÿäó ãðóïè G. ßêùî
N = H, òî ïàðó (χ,H) âiäïðàâëÿ¹ìî â ìíîæèíó Mj+1. Íåõàé (N : H) = m > 1. Òîäi
õàðàêòåð χ ãðóïè H ìà¹ m ðiçíèõ ïðîäîâæåíü χ1, . . . , χm : N → T

∗ äî ëiíiéíèõ
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õàðàêòåðiâ ãðóïè N . Âñi ïàðè (χj, N) (j = 1, . . . , m) âiäïðàâëÿ¹ìî â ìíîæèíó Mj+1.
Ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíî¨ ïàðè (χ,H) ∈ Mj i ò. ä. Íà îñòàíüîìó êðîöi îäåðæèìî
ìíîæèíó Ms âñiõ ïîòðiáíèõ ïàð.

Íåõàé äàëi G � äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T ðiâíà íóëþ i Γ �
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T . Ðîçøèðåííÿ T ′ ïîëÿ T íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì
ðîçêëàäó âiäíîñíî T çîáðàæåííÿ Γ, ÿêùî öå çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíî çîáðàæåííþ
ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì T ′. Çãiäíî òåîðåìè Áðàóåðà [11], ïîëå T (ε) (ε � ïåðâiñíèé
êîðiíü ñòåïåíÿ |G| iç îäèíèöi) ¹ ïîëåì ðîçêëàäó áóäü-ÿêîãî íåçâiäíîãî T -çîáðàæåííÿ
ãðóïè G i ìîæíà äàëi îáìåæèòèñü ïîëÿìè ðîçêëàäó, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T (ε). Ïîëå
T (ε) ¹ íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ T ç àáåëåâîþ ãðóïîþ Ãàëóà i áóäü-ÿêå ïiäïîëå
â öüîìó ïîëi áóäå òàêîæ íîðìàëüíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ T. Ïîëå T ′ ìiñòèòü ïîëå
T1 = T (χ) õàðàêòåðà χ çîáðàæåííÿ Γ. Íåõàé K � òàêå ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ Γ,
ùî ñòåïiíü (K : T ) ¹ íàéìåíøà. Íåõàé â ïîëi K âèáðàíî ÿêèé-íåáóäü T -áàçèñ i íåõàé

%K/T : K → M(s, T ) (s = (K : T ))

� çîáðàæåííÿ ïîëÿ K, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó α ïîëÿ K
ìàòðèöþ %K/T (α) îïåðàòîðà

α̂ : K → K α̂(x) = αx (x ∈ K)

ìíîæåííÿ íà α ó âèáðàíîìó T -áàçèñi ïîëÿ K. Áóäåìî äàëi ââàæàòè, ùî Γ óæå ¹
çîáðàæåííÿì íàä ïîëåì K. Íåõàé ∆ = %K/T (Γ) � çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T ,
ùî îòðèìó¹òüñÿ iç K-çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ êîæíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà α ∈ K íà
ìàòðèöþ %K/T (α). Íåõàé σ1, . . . , σk � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
ãðóïè Ãàëóà G(K,T ) ïîëÿ K íàä ïîëåì T çà ¨¨ ïiäãðóïîþ G(K,T1). Âiäìiòèìî, ùî
k = (T1 : T ). Íåõàé σ = σj. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γσçîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì K,
ùî îòðèìó¹òüñÿ iç çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ âñiõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ α íà σ(α).

Òâåðäæåííÿ 11.1. Çîáðàæåííÿ Γσ1 , . . . , Γσk ãðóïè G ¹ íåçâiäíi i ïîïàðíî íåå-
êâiâàëåíòíi íàä ïîëåì K.

Äîâåäåííÿ. Àâòîìîðôiçìè σ1, . . . , σk âèçíà÷àþòü âñi ïîïàðíî ðiçíi àâòîìîðôi-
çìè ïîëÿ T1 íàä ïîëåì T. Òîäi õàðàêòåðè âêàçàíèõ çîáðàæåíü áóäóòü ïîïàðíî ðiçíi
(ÿêùî σ(χ) = χ, òî σ ∈ G(K, T1)). Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 11.2. Çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G ¹ íåçâiäíå íàä ïîëåì T . Ìà¹ ìiñöå
ðîçêëàä

∆ = (K : T1)(Γ
σ1 + · · ·+ Γσk)

T -çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G â ñóìó íåçâiäíèõ çîáðàæåíü öi¹¨ ãðóïè G íàä ïîëåì K.

T ⊂ T1 ⊂ K.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííü îïèðà¹òüñÿ íà äåêiëüêà ëåì. Ââåäåìî â ðîçãëÿä àë-
ãåáðè � ëiíiéíi îáîëîíêè K-çîáðàæåííÿ Γ íàä ïîëÿìè T, T1, K âiäïîâiäíî:

A = [Γ]T = [Γ(G)]T , A1 = [Γ]T1 , A2 = [Γ]K .

Âñi òðè àëãåáðè áóäóòü ïðîñòèìè àëãåáðàìè, à àëãåáðà A2 áóäå içîìîðôíà àëãåáði
M(n,K) (n � ñòåïiíü çîáðàæåííÿ Γ).

Ëåìà 11.1. Öåíòð Z(A) àëãåáðè A ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T ïîðîäæó¹-
òüñÿ ìàòðèöÿìè

diag[χ(g), . . . , χ(g)] (g ∈ G).

Îêðiì öüîãî, Z(A) ∼= T1. Àëãåáðà A1 ¹ öåíòðàëüíîþ àëãåáðîþ2 íàä îñíîâíèì ïîëåì
T1. ßêùî îòîòîæíèòè Z(A) = T1, òî êiëüöÿ A i A1 ñóìiñòÿòüñÿ.

2Öåíòðàëüíà àëãåáðà íàä ïîëåì T � àëãåáðà ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì T , öåíòð ÿêî¨ ñóìiùà¹òüñÿ
ç îñíîâíèì ïîëåì T .
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Äîâåäåííÿ. Öåíòðè îáîõ àëãåáð ïîðîäæóþòüñÿ âñiìà ìàòðèöÿìè âèãëÿäó Γ(c),
äå c ñóìà åëåìåíòiâ êëàñà C ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G. Íåõàé ìàòðèöÿ S íàëå-
æèòü öåíòðó àëãåáðè A àáî àëãåáðè A1. Òîäi

SΓ(g) = Γ(g)S (g ∈ G).

Òàê ÿê Γ � àáñîëþòíî íåçâiäíå çîáðàæåííÿ, òî ìàòðèöÿ S áóäå ñêàëÿðíîþ ìàòðèöåþ.
Îòæå, Γ(c) = diag[λ, . . . , λ]. Âçÿâøè ñëiäè ìàòðèöü, îäåðæèìî

λ =
hχ(a)

n
(h = |C|, a ∈ C).

Çâiäñè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ ëåìè.
Ëåìà 11.2. Íåõàé Γ1 áóäå òå T1-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ìîäóëü ÿêîãî ñóìiùà¹òüñÿ

ç ìiíiìàëüíèì ëiâèì iäåàëîì U àëãåáðè A1. Òîäi

Γ1 = (K : T1)Γ,

òîáòî íàä ïîëåì K çîáðàæåííÿ Γ1 ¹ ñóìà (K : T1) çîáðàæåíü Γ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé D � öåíòðàëüíå òiëî íàä ïîëåì T1 òàêå, ùî

A1 = M(t,D), (D : T1) = r2.

Òîäi ñòåïiíü çîáðàæåííÿ Γ1 äîðiâíþ¹ r2t. Òåíçîðíèé äîáóòîê K ⊗T1 A1 ìîæíà îòîòî-
æíèòè ç àëãåáðîþ A2. Òîäi n2 = r2t2 i ïîëå K ðîçùåïëþ¹ òiëî D. Òîäi, â ñèëó âèáîðó
ïîëÿ K, öå ïîëå áóäå ìàêñèìàëüíèì ïiäïîëåì â òiëi D. Îòæå, r = (K : T1). Òîäi ñòå-
ïiíü çîáðàæåííÿ Γ1 ðiâèé (K : T1)n. Òàê ÿê KG-ìîäóëü K ⊗T1 U ¹ ñóìà ìiíiìàëüíèõ
iäåàëiâ àëãåáðè A2 i ðîçìiðíîñòi íàä K öèõ iäåàëiâ ðiâíi n, òî Γ1 = (K : T1)Γ. Ëåìà
äîâåäåíà.

Íåõàé V � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ìîäóëü ÿêîãî ñóìiùà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíèì ëiâèì
iäåàëîì àëãåáðè A. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

V = %T1/T (Γ1).

Âñi ìàòðèöi %T1/T (α) (α ∈ T1) îäíî÷àñíî ïîäiáíi íàä ïîëåì T1 äiàãîíàëüíèì ìàòðèöÿì

diag[σ1(α), . . . , σk(α)].

Òîäi íàä ïîëåì T1 çîáðàæåííÿ V áóäå ìàòè âèãëÿä

V = Γσ1
1 + · · ·+ Γσk

1 .

Iç ëåìè 10.2 âèïëèâà¹, ùî

V = (K : T1)(Γ
σ1 + · · ·+ Γσk).

Íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ V i T -çîáðàæåííÿ %K/T (Γ) ìàþòü îäíàêîâi ñòåïåíi i ìiñòÿòü Γ
â ðîçêëàäàõ íàä ïîëåì K. Öå çíà÷èòü, ùî öi çîáðàæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíi, ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ 11.2. Äî ðå÷i, íàä ïîëåì K

%K/T (Γ) =
⊕

σ∈G(K,T )

Γσ.
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�12. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ). Çàãàëüíi
âëàñòèâîñòi

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü ðîçãëÿíóòi äåÿêi âëàñòèâîñòi ñèëîâñüêiõ p-ïiäãðóï ãðó-
ïè GL(n, T ) íàä äîâiëüíèì ïîëåì T.

ßêùî char T = p, òî âñi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) ñïðÿæåíi ç óíiòðè-
êóòíîþ ãðóïîþ UT (n, T ) íàä ïîëåì T (òåîðåìà 7.2).

Äàëi â öüîìó ïàðàãðàôi áóäåìî ââàæàòè, ùî char T 6= p.

Ëåìà 12.1. Íåõàé G � p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi
1) G � ëîêàëüíî ñêií÷åííà i ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ãðóïà;
2) G � öiëêîì çâiäíà ãðóïà;
3) G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.

Äîâåäåííÿ. 1) âèïëèâà¹ iç òåîðåìè Øóðà, 2) � iç òåîðåìè Ïëàòîíîâà, 3) âèïëè-
âà¹ ç òåîðåìè Öàññåíõàóçà.

Ëåìà 12.2. Íåõàé G � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi àáî
ãðóïà G ïðèìiòèâíà, àáî n = dpr(r > 0) i â ãðóïi GL(d, T ) iñíó¹ òàêà ïðèìiòèâíà
ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà H, ùî ãðóïà G áóäå ñïðÿæåíà çi ñïëåòiííÿì H oPr ìàòðè÷íî¨
ãðóïè H i ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè Pr ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Spr .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � iìïðèìiòèâíà ãðóïà. Òîäi âîíà ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ
äåÿêîãî ñïëåòiííÿ H o A ìàòðè÷íî¨ ãðóïè H ⊂ GL(d, T ), äå d äiëèòü n ç äåÿêîþ
ãðóïîþ A ïiäñòàíîâîê íà n

d
ñèìâîëàõ. Òàê ÿê G � p-ãðóïà, òî H i A � p-ãðóïè. Òàê

ÿê G � íåçâiäíà ãðóïà, òî A � òðàíçèòèâíà ãðóïà i òîäi n
d

= pr (äèâ. íàñëiäîê 10.1).
Íàðåøòi, ãðóïè H i A � ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â ñâî¨õ ãðóïàõ (iíàêøå G íå ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà). Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 12.3. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi ìàþòü ìi-
ñöå òàêi âëàñòèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ðÿäîì Ñóïðóíåíêà3 ãðóïè G :
1) ãðóïà F ¹ p-ïiäãðóïîþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗ ïîëÿ K;
2) ïîëå K îäåðæó¹òüñÿ ïðè¹äíàííÿì äî ïîëÿ T êîðåíÿ ñòåïåíÿ ps iç îäèíèöi äëÿ

äåÿêîãî s ≥ 0;
3) V = F ;
4) ãðóïà G/F äi¹ â ïîëi K àâòîìîðôiçìàìè ïîëÿ K íàä ïîëåì F.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V 6= F . Çà òåîðåìîþ Ñóïðóíåíêà ãðóïà V/F ñêií÷åííà. Òîäi
ñêií÷åííà p-ãðóïà V/F ìà¹ íåîäèíè÷íèé öåíòð Z = Z(V/F ) i íåîäèíè÷íèé íèæíié
øàð N = N(Z) (öå ïiäãðóïà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè ïîðÿäêó p) öüîãî öåíòðó. Ãðóïè
Z, N � çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî àâòîìîðôiçìà ãðóïè G/F , çîêðåìà,
Z, N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G/F . Êðiì òîãî, ãðóïà G/F äi¹ ñïðÿæåíÿì â
åëåìåíòàðíié àáåëåâié ãðóïi4 N, ÿêó, â ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà ðîçãëÿäóâàòè ÿê ñêií÷åííî
âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì Zp iç p åëåìåíòiâ. Òîäi â ïðîñòîði N iñíó¹
íåíóëüîâèé âåêòîð cF (c � äåÿêèé åëåìåíò iç G) òàêèé, ùî

g−1(cF )g = cF (g ∈ G).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà 〈F, c〉 ¹ àáåëåâîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G i öÿ
ïiäãðóïà ñòðîãî ìiñòèòü F, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ãðóïè F. Îòæå, V = F. Âëàñòèâîñòi
1)�4) òåïåð ñëiäóþòü iç ðåçóëüòàòiâ ïðî ïðèìiòèâíi ðîç'ÿçíi ãðóïè.

3Ðÿä Ñóïðóíåíêà ïðèìiòèâíî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè G : F ⊂ A ⊂ V ⊂ G (F � ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà
àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè G, V = ZG(F ) � öåíòðàëiçàòîð ïiäãðóïè F â ãðóïi G, A � òàêà ìàêñèìàëüíà
íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi G, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãðóïi V i ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.)

4Åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà � àáåëåâà ãðóïà, âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü îäèí i òîé
æå ïðîñòèé ïîðÿäîê.
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Ëåìà 12.4. Íåõàé H � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i A = 〈σ〉
� ãðóïà ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíà öèêëîì σ = (1, 2, . . . , p). Òîäi ñïëåòiííÿ W (H) =
= H o A ìàéæå çàâæäè áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pn, T ).
Âèêëþ÷åííÿ ñêëàäà¹ ëèøå âèïàäîê, êîëè îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) p = 2,
2) n = 1,
3) |H| = 2,
4) ïîëå T ìiñòèòü

√
2 àáî

√−2.

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà W = W (H) ïîðîäæó¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ A = Hp =
= H × · · · ×H i ìàòðèöåþ b = σ̃ ïiäñòàíîâêè σ (íàä êiëüöåì M(n, T )). Âiäîáðàæåííÿ
∆ : A → GL(n, T ), òàêå, ùî

∆(diag[a1, a2, . . . , ap]) = a1 (ai ∈ H)

¹ çîáðàæåííÿì ãðóïè A íàä ïîëåì T. Òàê ÿê H = ∆(A) � íåçâiäíà ãðóïà, òî çîáðà-
æåííÿ ∆ òàêîæ íåçâiäíå. Âèçíà÷èìî

∆i(a) = ∆(b−iabi) (a ∈ A; i = 0, 1, . . . , p− 1).

Òîäi ∆0 = ∆, ∆1, . . . , ∆p−1 � íåçâiäíi T -çîáðàæåííÿ ãðóïè A, âîíè ïîïàðíî íååêâiâi-
ëåíòíi (â íèõ ðiçíi ÿäðà), àëå ïîïàðíî ñïðÿæåíi âiäíîñíî ãðóïè W, ÿêà òðàíçèòèâíî
¨õ ïåðåñòàâëÿ¹. Iç öèõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹, ùî iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ ∆W ãðóïè
W áóäå íåçâiäíèì, à òàê ÿê W = ∆W (W ), òî W � íåçâiäíà ãðóïà.

Ïîêàæåìî, ùî W áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(np, T ). Íåõàé â öié ãðóïi
iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

X = (xij) (xij ∈ M(n, T )),

ùî
Xp ∈ W, X−1WX = W.

Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî X ∈ W .
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïåðøi äâà ÷ëåíè Z1(W ), Z2(W ) âåðõíüîãî öåíòðàëüíîãî

ðÿäó ãðóïè W (Z1(W ) = Z(W ), Z2(W )/Z1(W ) = Z(W/Z1(W ))). Î÷åâèäíî, ùî

Z1(W ) = {diag[α, . . . , α]|α ∈ Z(H)}.
Ïîêàæåìî, ùî

Z2(W ) =
〈
Z1(W ), diag[1, α, . . . , αp−1]|(α ∈ Z(H), αp = 1)

〉
.

ßêùî α ∈ Z(H) i αp = 1, òî

diag[1, α, . . . , αp−1] ∈ Z2(W ).

Íåõàé
a = diag[α1, α2, . . . , αp] (αi ∈ H)

� åëåìåíò iç Z2(W ). Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ W çíàéäåòüñÿ z ∈ Z1(W ) òàê, ùî x−1ax =
= az. Íåõàé

x = diag[x1, x2, . . . , xp] (xi ∈ H).

Òîäi
x−1

i αixi = αiγ (γ ∈ Z(H)).

Íåõàé äåÿêå αj íå ìiñòèòüñÿ â Z(H) i xj òàêèé åëåìåíò iç H, ùî xjαj 6= αjxj. Âiçüìåìî
xi = 1(i 6= j). Îäåðæèìî γ = 1 i íåìîæëèâå xjαj = αjxj. Îòæå, αi ∈ Z(H) (i = 1, . . . ,
p). Òåïåð iç óìîâè [a, b] ∈ Z1(W ) ëåãêî îäåðæàòè

αi = γi−1α1 (γ ∈ Z(H), γp = 1).
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Ìè âñòàíîâèëè, ÿêi åëåìåíòè ãðóïè A íàëåæàòü ãðóïi Z2(W ). Ïîêàæåìî, ùî iíøèõ
åëåìåíòiâ â Z2(W ) íåìà. Íåõàé öå íå òàê i

diag[β1, β2, . . . , βp]b ∈ Z2(W ) (βi ∈ H).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ xi ∈ H (i = 1, . . . , p) çíàéäåòüñÿ åëåìåíò δ ∈ Z(H)
òàêèé, ùî

diag[x−1
1 β1, . . . , x−1

p βp] diag[xp, x1, . . . , xp−1] = diag[β1δ, . . . , βpδ].

ßêùî H � íåàáåëåâà ãðóïà, òî, âçÿâøè x1 = 1, xp ∈ H \Z(H), îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ
ç ðiâíiñòþ

x−1
1 β1xp = β1δ.

Íåõàé H � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi

xi = xpδ
p−i (i = 1, . . . , p− 1)

i δp = 1. ßêùî p > 2, òî îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ, âçÿâøè xp = xp−1 = 1 i xp−2 6= 1.
Íåõàé p = 2, àëå |H| > 2. Òîäi â ãðóïi H iñíó¹ åëåìåíò γ, ïîðÿäîê ÿêîãî áiëüøèé íiæ
2. ßêùî âçÿòè x2 = 1, x1 = γ, òî îäåðæèòüñÿ ïðîòèði÷÷ÿ ç ðiâíiñòþ x1 = x2δ. Îòæå,
ó âñiõ âèïàäêàõ (çà âèêëþ÷åííÿì: p = 2, |H| = 2) ãðóïà Z2(W ) ìiñòèòüñÿ â A. ßêùî
p = 2 i |H| = 2, òî W � ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó 8 i Z2(W ) = W.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ìàòðèöi X. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî

X−1Zi(W )X = Zi(W ) (i ≥ 1).

Íåõàé α ∈ Z(H) i αp = 1. Òàê ÿê Z(H) � öèêëi÷íà ãðóïà, òî â íié iñíó¹ òiëüêè îäíà
ïiäãðóïà ïîðÿäêó p, öå ãðóïà 〈α〉 . Òîäi â Z1(W ) òàêîæ îäíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó p,
öå ãðóïà 〈αE〉 . Òîäi â ãðóïi Z2(W ) iñíó¹ ëèøå îäíà àáåëåâà òèïó (p, p) ïiäãðóïà, öå
ãðóïà 〈

αE, diag[1, α, . . . , αp−1]
〉
.

Òàê ÿê X � p-åëåìåíò i ãðóïà 〈α〉 íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó ïîðÿäêó p, òî (αE)X = X(αE)
i, îòæå, αxij = xijα. Iñíó¹ β ∈ Z(H), ùî

diag[1, α, . . . , αp−1]X = X diag[β, αtβ, . . . , αt(p−1)β]

äëÿ äåÿêîãî 1 6 t < p. Çâiäñè

αi−1xij = xijα
t(j−1)β (1 6 i, j 6 p).

Äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i (i = 1, . . . , p) iñíó¹ òiëüêè îäèí iíäåêñ j = j′ (1 6 j′ 6 p),
òàêèé, ùî

αi−1 = αt(j′−1)δ

(öå ñëiäó¹ iç òîãî, ùî α, β � åëåìåíòè ïîðÿäêó p â Z(H)). Äëÿ âñiõ iíøèõ j (j = 1,
. . . , p; j 6= j′) áóäåìî ìàòè xij = 0. Îòæå, iñíó¹ ïiäñòàíîâêà ρ íà p ñèìâîëàõ òàêà, ùî

X = diag[x1ρ(1), . . . , xpρ(p)]ρ̃.

Ðîçãëÿíåìî p-ãðóïó W1 = 〈W,X〉 . Öå ìîíîìiàëüíà ãðóïà íàä êiëüöåì M(n, T ). Êî-
æíèé åëåìåíò ãðóïè W1 ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi íà
ìàòðèöþ ïiäñòàíîâêè. Ïîñòàâèâøè ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòàì ãðóïè W1 öi ïiäñòà-
íîâêè, îäåðæèìî äåÿêèé ãîìîìîðôiçì f : W1 → Sp. p-ïiäãðóïà f(W1) ⊂ Sp ìiñòèòü
ïiäñòàíîâêè σ, ρ, ïðè÷îìó σ � åëåìåíò ïîðÿäêó p. Àëå â ãðóïi Sp iñíó¹ ëèøå îäíà
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p-ïiäãðóïà, ùî ìiñòèòü ïiäñòàíîâêó σ. Îòæå, f(W1) = 〈σ〉 i òîäi ρ = σr äëÿ äåÿêîãî
r. Òàêèì ÷èíîì, ρ̃ ∈ W i ãðóïà W ìiñòèòü

Xρ̃−1 = diag[x1, . . . , xp](xi = xiρ(i)).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî xi � p-åëåìåíò â ãðóïi GL(n, T ) i 〈H, xi〉 � p-ïiäãðóïà â öié ãðóïi.
Àëå H � ñèëîâñüêà ïiäãðóïà â GL(n, T ). Öå çíà÷èòü, ùî xi ∈ H i òîäi X ∈ W, ùî é
òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Äîâåäåííÿ îá ðóíòîâóâàëîñÿ íà áóäîâi ãðóïè Z2(W ). Âèïàäîê
p = 2, |H| = 2 ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè îêðåìî. Â öüîìó âèïàäêó H = {1,−1}, n = 1 i

W =

〈(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
.

Íåõàé ïîëå T ìiñòèòü åëåìåíò γ =
√±2. Òîäi ìàòðèöÿ

V = γ−1

(
1 1
1 −1

)

áóäå 2-åëåìåíòîì â ãðóïi GL(2, T ) i ãðóïà 〈W,V 〉 áóäå 2-ïiäãðóïîþ â GL(2, T ). Ëåìà
äîâåäåíà.

�13. Äåÿêi ëåìè

Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, T � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî âiäìiííà âiä p.
Ëåìà 13.1. Íåõàé G � ñêií÷åííà p-ãðóïà, ùî ìiñòèòü öèêëi÷íó íîðìàëüíó ïiä-

ãðóïó H = 〈a〉 ïîðÿäêó pn, ÿêà ñóìiùà¹òüñÿ çi ñâî¨ì öåíòðàëiçàòîðîì â öié ãðóïi.
Òîäi G îäíà iç ãðóï:

G = H;

Gp =
〈
a, b | apn

= bpk

= 1, b−1ab = a1+pn−k
〉

(p 6= 2, 0 < k < n);

G21 =
〈
a, b | a2n

= b2k

= 1, b−1ab = a1+2n−k
〉

(n > 2, 0 < k < n− 1);

G22 =
〈
a, b | a2n

= b2k

= 1, b−1ab = a−1+2n−k
〉

(n > 2, 1 < k < n− 1);

G23 =
〈
a, b, c | a2n

= b2k

= 1, c2 = aj2n−1

, b−1ab = a1+2n−k

, c−1ac = a−1, bc = cb
〉

(n > 2, j = 0, 1, k < n− 1);

D2n =
〈
a, b | a2n

= b2 = 1, b−1ab = a−1
〉
;

Q2n+1 =
〈
a, b | a2n

= 1, b2 = a2n−1

, b−1ab = a−1
〉

;

QD2n =
〈
a, b | a2n

= b2 = 1, b−1ab = a−1+2n−1
〉

.

Â óñiõ âèïàäêàõ ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ ïiäãðóïè H ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ p-ïiäãðóïè
ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè H.

Áóäåìî äàëi âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ξn äëÿ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi
ïðè p 6= 2 i äëÿ êîðåíÿ ñòåïåíÿ 2n iç ìiíóñ îäèíèöi ïðè p = 2. Öi êîðåíi áóäåìî
âèáèðàòè òàê, ùîá ξp

s+1 = ξs (s ≥ 1).

Ëåìà 13.2 (Ëåìà Áåðìàíà). Àáî äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
T (ξi) = T (ξ1), àáî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n, ùî T (ξn) = T (ξ1) i (T (ξr) : T (ξ1)) = pr−n,
ÿêùî r > n.

47



Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = T (ξn)(n ≥ 1) i ξn+1 íå ìiñòèòüñÿ â K. Ïîêàæåìî, ùî òîäi
ξn+2 íå ìiñòèòüñÿ â K(ξn+1). Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê i ξn+2 ∈ K(ξn+1). Íåõàé ϕ �
òàêèé àâòîìîðôiçì ïîëÿ K(ξn+1) íàä ïîëåì K, ùî

ϕ(ξn+1) = εξn+1, (εp = 1, ε 6= 1).

Î÷åâèäíî, ϕp = 1. Òàê ÿê ξn+1 � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà xp2 − ξn íàä ïîëåì K, òî

ϕ(ξn+2) = ζξn+2,

ζ � êîðiíü ñòåïåíÿ p2 iç îäèíèöi. Íåõàé ϕ(ζ) = ζ. Òîäi

εξn+1 = ϕ(ξp
n+2) = ζpξn+1,

ξn+2 = ϕp(ξn+2) = ζpξn+2,

ùî äà¹ ïðîòèði÷÷ÿ. Íåõàé
ϕ(ζ) = εsζ.

Òîäi p 6= 2 i n = 1. Ìà¹ìî

ϕp(ξ3) = εstζpξ3, t =
p− 1

2
p,

òîáòî i â öüîìó âèïàäêó îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ. Ìè ïîêàçàëè, ùî ξn+2 íå ìiñòèòüñÿ â
T (ξn+1), ÿêùî ξn+1 íå ìiñòèòüñÿ â T (ξn). Çâiäñè ëåãêî îäåðæàòè äîâåäåííÿ ëåìè.

Íàñëiäîê 13.1. Íåõàé (T (ξn) : T (ξ1)) = ps. Òîäi T (ξ1) = T (ξps

n ).

�14. Ïðèìiòèâíi çîáðàæåííÿ äåÿêèõ p-ãðóï

Íåõàé G � p-ãðóïà, T � ïîëå, char T 6= p i ïðè p = 2 char T = 0. Áóäåìî íàçèâà-
òè äâà òî÷íèõ T -çîáðàæåííÿ Γ1, Γ2 ãðóïè G ñïðÿæåíèìè, ÿêùî ãðóïè Γ1(G), Γ2(G)
ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(m,T ) (m � ñòåïiíü öèõ çîáðàæåíü). Íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ
Γ ãðóïè G íàçâåìî ïðèìiòèâíèì (iìïðèìiòèâíèì), ÿêùî ìàòðè÷íà ãðóïà Γ(G) ¹
ïðèìiòèâíà (iìïðèìiòèâíà). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ïà-
ðàãðàôà.

Ëåìà 14.1.
1) Ãðóïè Gp, G21, G22, G23 íå ìàþòü òî÷íîãî ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì

T.
2) Íåõàé öèêëi÷íà ãðóïà H ìà¹ òî÷íå ïðèìiòèâíå çîáðàæåííÿ ∆ íàä ïîëåì T. Òîäi

T (ξ) = T (ξ1), äå ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi, ξ1 = ξpn−1 ïðè p 6= 2
i ξ1 = i =

√−1 ïðè p = 2. Îêðiì öüîãî, ÿêùî p = 2 i n = 2, òî i ∈ T. Ïîëå T (ξ1)
¹ ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ∆.

Äîâåäåííÿ. 1) Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåçóëüòàòàìè i ïîçíà÷åííÿìè §11. Ðîçãëÿíåìî ñïî-
÷àòêó âèïàäîê G 6= G23. Íåõàé K = T (ξ) i ∆0 � òî÷íå íåçâiäíå K-çîáðàæåííÿ ãðóïè
G. Çîáðàæåííÿ ∆0 ñïðÿæåíî iç çîáðàæåííÿì χG, ùî iíäóêó¹òüñÿ ëiíiéíèì õàðàêòå-
ðîì

χ : H = 〈a〉 → K, χ(a) = ξ,

ïiäãðóïè H ãðóïè G. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ∆0 = χG. Âiäìiòèìî, ùî ∆0 � àáñîëþòíî
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì K. Íåõàé δ � õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ∆0. Òîäi

δ(g) =





0, g ∈ G \
〈
apk

〉
;

pkχ(g), g ∈
〈
apk

〉
.
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Äîâåäåìî öå. ßêùî t ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}, òî âñi çíà÷åííÿ (1 + pn−k)t ïîïàðíî ðiçíi çà
mod pn. ßêùî ïðè öüîìó α(t) � òàêà ôóíêöiÿ, ùî (1 + pn−k)t = 1 + α(t)pn−k, òî öÿ
ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ ïîïàðíî ðiçíi çíà÷åííÿ çà mod pk. Íåõàé

Φ(x) = xpk−1 + · · ·+ x + 1.

Òîäi äëÿ g ∈ 〈a〉

δ(g) =

pk−1∑
t=0

χ(g)(1+pn−k)t

= χ(g)Φ(χ(g)pn−k

),

çâiäêè ñëiäóþòü ôîðìóëè äëÿ õàðàêòåðà δ. Íåõàé η = ξpk
, T1 = T (η), L = T1[x] �

ñòåïåíåâà àëãåáðà íàä ïîëåì T1 òàêà, ùî xpk
= η. Öÿ àëãåáðà áóäå T1G-ìîäóëåì:

a(v) = xv (v ∈ L), b−1(1) = 1,

b−1(xj) = b−1(aj(1)) = b−1ajb(b−1(1) = xjµ (µ = 1 + pn−k).

Íåõàé Γ � T1-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî ìà¹ ìîäóëü L. Ëåãêî áà÷èòè, ùî çîáðàæå-
ííÿ Γ � iìïðèìiòèâíå. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî õàðàêòåð çîáðàæåííÿ Γ òàêèé æå, ÿê
õàðàêòåð δ. Çâiäñè i iç ðiâíîñòi ñòåïåíiâ âèïëèâà¹, ùî çîáðàæåííÿ ∆0 i çîáðàæåííÿ
Γ ¹ åêâiâàëåíòíi íàä ïîëåì K. Òàêèì ÷èíîì, Γ ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì
ãðóïè G íàä ïîëåì T1, ùî ¹ ïîëåì õàðàêòåðà öüîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì T . Òàêèì
÷èíîì, T1 � ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ ∆0. Íåõàé ρ : T1 → M(d, T ) � çîáðàæåííÿ
ïîëÿ T1 ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d = (T1 : T ) íàä ïîëåì T i TΓ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G,
ÿêå îòðèìó¹òüñÿ iç çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ êîæíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà α ∈ T1 íà
ìàòðèöþ ρ(α). Òîäi TΓ � òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T i áóäü-
ÿêå òî÷íå íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi îäåðæó¹òüñÿ îïèñàíèì
ñïîñîáîì. Òàê ÿê çîáðàæåííÿ Γ ¹ iìïðèìiòèâíå, òî çîáðàæåííÿ ρΓ òàêîæ iìïðèìi-
òèâíå. Îòæå, ãðóïà G (G 6= G23) íå ìà¹ òî÷íîãî ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåíÿ íàä ïîëåì
T . Íåõàé òåïåð G = G23. ßê i â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó, òî÷íå àáñîëþòíî íåçâiäíå K-
çîáðàæåííÿ ∆0 iíäóêó¹òüñÿ õàðàêòåðîì χ ïiäãðóïè H. Íåõàé H1 = 〈H, c〉 i δ1 = χH1 .
Òîäi ∆0 = δG

1 i ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ δ1 áóäå ïîëåì ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ ∆0.
Òîäi ρ(∆0) = (ρ(δ1))

G � òî÷íå íåçâiäíå, àëå iìïðèìiòèâíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G23.
1) äîâåäåíî.

2) Íåõàé ∆ � òî÷íå ïðèìiòèâíå çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè H íàä ïîëåì T ,
àëå r = (T (ξ) : T (ξ1)) > 1. Òîäi r = ps, s > 0 i íåõàé T1 òàêå ïiäïîëå â T (ξ), ùî
(T (ξ) : T1) = p. Òîäi ξp ∈ T1. Ïîëå T (ξ) áóäå ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ∆ : a(v) = ξv
(v ∈ T (ξ)). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî {T1, ξT1, . . . , ξp−1T1} � ñèñòåìà iìïðèìiòèâíîñòi TG-
ìîäóëÿ T (ξ). Öå ñóïåðå÷èòü ïðèìiòèâíîñòi çîáðàæåííÿ ∆. Îòæå, T (ξ) = T (ξ1). ßêùî
p = 2 i s = 2, àëå (T (i) : T ) = 2, òî

∆(a) =

(
0 −1
1 0

)
,

ùî òàêîæ ñóïåðå÷èòü ïðèìiòèâíîñòi ∆. Îòæå, i ∈ T . Ëåìà äîâåäåíà.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä òàêi 2-ãðóïè:

C2n+1 =
〈
an | a2n+1

n = 1
〉

� öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2n+1;

C2∞ =
〈
an (n = 0, 1, . . .) | a2

n = an−1, a2
0 = 1

〉

� ãðóïà òèïó 2∞;
D2n+1 =

〈
C2n+1 , b | b2 = 1, b−1anb = a−1

n

〉
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� ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó 2n+2;

D2∞ =
〈
C2∞ , b | b2 = 1, b−1ab = a−1 (a ∈ C2∞)

〉
;

Q2n+2 =
〈
C2n+1 , b | b2 = a2n

n , b−1anb = a−1
n

〉

� ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 2n+2 (n ≥ 2);

Q2∞ =
〈
C2∞ , b | b2 = a0, b−1ab = a−1 (a ∈ C2∞)

〉
;

QD2n+1 =
〈
C2n+1 , b | b2 = 1, b−1anb = a−1+2n

n

〉

� êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà ïîðÿäêó 2n+2 (n ≥ 2).
Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, T ′ � éîãî àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ, ξn �

ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n+1 iç îäèíèöi, ξ2
n = ξn−1, ξ1 =

√−1,

αn = ξn + ξ−1
n , βn = ξn − ξ−1

n .

Íåõàé ïîëå T íå ìiñòèòü i =
√−1 (òîáòî β1 = 2i íå ìiñòèòüñÿ â öüîìó ïîëi). Âiä-

ìiòèìî, ùî òîäi ïðè n > 1 ïîëå T íå ìîæå îäíî÷àñíî ìiñòèòè αn i βn. Âèâ÷èìî
T -çîáðàæåííÿ âêàçàíèõ 2-ãðóï.

Ëåìà 14.2.
1) Íåõàé íàòóðàëüíå n íàéáiëüøå òàêå, ùî αn ∈ T . Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆D2n+1 : a → An = 1/2

(
αn iβn

−iβn αn

)
, b →

(
1 0
0 −1

)

áóäå ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi àáñîëþòíî íåçâiäíèì òî÷íèì çîáðà-
æåííÿì ãðóïè D2n+1 íàä ïîëåì T . Çîáðàæåííÿ ∆D2n+1 ¹ iìïðèìiòèâíèì ëèøå
ó âèïàäêó n = 1.
Äàëi íåõàé â ïîëi T iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (γ, δ) ðiâíÿííÿ

x2 + y2 = −1

(ç íåâiäîìèìè x, y). Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆Q2n+2 : a → An = 1/2

(
αn iβn

−iβn αn

)
, b →

(
γ δ
δ −γ

)

áóäå ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi àáñîëþòíî íåçâiäíèì òî÷íèì i ïðèìi-
òèâíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè Q2n+2 íàä ïîëåì T . Íåõàé â ïîëi T íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1. Òîäi òî÷íå íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè Q2n+2 ç òî÷íi-
ñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

∆̃Q2n+2 : a →
(

An 0
0 A−1

n

)
, b →

(
0 −E
E 0

)
.

Öå çîáðàæåííÿ, î÷åâèäíî, ¹ iìïðèìiòèâíå.
2) Íåõàé αn ∈ T (n = 1, 2, . . . ). Òîäi ðîçãëÿíóòi â 1) T -çîáðàæåííÿ ∆D2n+1 ,

∆Q2n+2 (∆̃Q2n+2) ãðóï D2n+1 , Q2n+2 îäíîçíà÷íî ïðîäîâæóþòüñÿ äî T -çîáðàæåíü
∆D2∞ , ∆Q2∞ (∆̃Q2∞) ãðóï D2∞ , Q2∞ âiäïîâiäíî. Çîáðàæåííÿ ∆D2∞ , ∆Q2∞ ïðè-
ìiòèâíi, çîáðàæåííÿ ∆̃Q2∞ ¹ iìïðèìiòèâíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = T (i). Òîäi ξn ∈ K. Ïîëå K ìà¹ ¹äèíèé íåîäèíè÷íèé
àâòîìîðôiçì Σ íàä ïîëåì T : Σ(i) = −i, Σ(ξn) = ξ−1

n . Î÷åâèäíî, Σ(iβn) = iβn ∈ T i

ξn = 1/2(αn + i(−iβn))
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¹ ðîçêëàäîì åëåìåíòà ξn çà áàçèñîì 1, i ïîëÿ K íàä ïîëåì T . Îòæå, îïåðàòîð ìíîæå-
ííÿ íà ξn â öüîìó áàçèñi áóäå ìàòè ìàòðèöþ An. Îäåðæàíî T -çîáðàæåííÿ an → An

ãðóïè Cn, ìîäóëåì ÿêîãî ¹ ïîëå K. Ïðîäîâæèìî öå çîáðàæåííÿ íà äiåäðàëüíó i êâà-
òåðíiîííó ãðóïè. Äëÿ öüîãî â ïîëi K âèçíà÷èìî äiþ îïåðàòîðà b. Íåõàé

b(1) = α + iβ,

äå α, β äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ T . Òîäi

b(i) = b(a1(1)) = ba1b
−1(b(1)) = a−1

1 (b(1)) = −ib(1).

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
b(v) = Σ(v)b(1) (v ∈ K).

Åëåìåíò ω = b(1) íå ìîæå áóòè äîâiëüíèì. Òàê ÿê b2 = 1 â äiåäðàëüíié ãðóïi i b2 = a2n

n

â êâàòåðíiîííié ãðóïi, òî
ωΣ(ω) = ±1,

äå ïëþñ áåðåòüñÿ äëÿ ãðóïè D2n+1 , à ìiíóñ äëÿ ãðóïè Q2n+2 (äðóãèé âèïàäîê ìî-
æëèâèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîîðäèíàòè åëåìåíòà ω = γ + iδ áóäóòü ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1). Íåõàé äëÿ ω = b(1) âêàçàíà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Kω îäåðæàíèé ïðè öüîìó TG-ìîäóëü (G = 〈C2n , b〉). Ïîêàæåìî, ùî âñi òàêi
ìîäóëi ¹ ïîïàðíî içîìîðôíi. Íåõàé Kω1 , Kω2 � äâà TG-ìîäóëi. Òîäi N(ω1ω

−1
2 ) = 1 (N

� ôóíêöiÿ íîðìè: N(α + iβ) = α2 + β2). ßê âiäîìî, N(v) = 1 (v ∈ K) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè v = uΣ(u−1) (u ∈ K). Îòæå, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà ρ ∈ K

ρω1 = ω2Σ(ρ).

Òîäi âiäîáðàæåííÿ ε : Kω2 → Kω1 òàêå, ùî ε(v) = ρv (v ∈ K) áóäå içîìîðôiçìîì TG-
ìîäóëiâ. Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi iñíó¹ òiëüêè îäíå ïðîäîâæåííÿ
çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè C2n äî çîáðàæåííÿ ó âèïàäêó äiåäðàëüíî¨ ãðóïè i íå áiëüøå
îäíîãî ïðîäîâæåííÿ äëÿ âèïàäêó êâàòåðíiîííî¨ ãðóïè. Â ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà
âçÿòè b(1) = 1 i òîäi ∆(b) = diag[1,−1], à â äðóãîìó � b(1) = γ + iδ, γ2 + δ2 = −1,
(γ, δ ∈ T ) i òîäi

∆(b) =

(
γ δ
δ −γ

)
.

Â ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî òi çîáðàæåííÿ, ùî âêàçàíi â ëåìi.
Íåõàé Γ � òî÷íå íåçâiäíå T ′-çîáðàæåííÿ ãðóïè G. Òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé õàðàêòåð

χ : C2n → T ′ òàêèé, ùî Γ = χG, òîáòî öå çîáðàæåííÿ iíäóêó¹òüñÿ öèì õàðàêòåðîì.
Î÷åâèäíî, χ(an) = ξ � îäèí iç êîðåíiâ ñòåïåíÿ 2n iç −1. Çîáðàæåííÿ, ùî çäîáóâà¹òüñÿ
äëÿ iíøîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðà áóäå ñïðÿæåíî iç çîáðàæåííÿì Γ. Íåõàé χ(an) = ξn.
Òîäi õàðàêòåð çîáðàæåííÿ Γ áóäå òàêèì æå, ÿê õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ∆, ÿêå âêàçàíå
â ëåìi. Îòæå, öi çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíi i ëåìà äîâåäåíà äëÿ ãðóï äiåäðà i äîâåäåíà
äëÿ ãðóï êâàòåðíiîíiâ ó âèïàäêó ðîçâ'ÿçíîñòi ïåâíîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
êîëè öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Öåé âèïàäîê ñòîñó¹òüñÿ ãðóïè Q2n+2 . �¨ çîáðàæåííÿ
Γ ìà¹ âèãëÿä:

an → diag[ξn, ξ−1
n ], b →

(
0 −1
1 0

)
.

Öå çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíî çîáðàæåííþ

an → An, b → i diag[1,−1]

íàä ïîëåì K, à ñóìà äâîõ öèõ çîáðàæåíü áóäå åêâiâàëåíòíà (íàä K) òîìó T -çîáðàæåí-
íþ (ãðóïè Q2n+2), ÿêå íàâåäåíå â ëåìi. (Âiäìiòèìî, ùî ïîëå K ¹ òå íàéìåíøå ðîçøè-
ðåííÿ ïîëÿ T õàðàêòåðà çîáðàæåííÿ Γ, íàä ÿêèì öå çîáðàæåííÿ ìîæíà ðåàëiçóâàòè,
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iíàêøå êàæó÷è, iíäåêñ Øóðà çîáðàæåííÿ Γ âiäíîñíî ïîëÿ T äîðiâíþ¹ (K : T ) = 2).
Ìè îïèñàëè òîé øëÿõ, ç äîïîìîãîþ ÿêîãî çäîáóâàþòüñÿ òî÷íi íåçâiäíi T -çîáðàæåííÿ
ãðóïè Q2n+2 . Ïåðøà ÷àñòèíà ëåìè äîâåäåíà. Äðóãà ÷àñòèíà ¹ íàñëiäêîì ïåðøî¨.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ïîëå T ìiñòèòü åëåìåíòè âèãëÿäó βn (n > 1).
Âiäìiòèìî, ùî ïîëå T íå ìîæå ìiñòèòè äâà òàêèõ ðiçíèõ åëåìåíòè (iíàêøå i ∈ T ).

Ëåìà 14.3. Íåõàé βn ∈ T äëÿ äåÿêîãî n ≥ 2. Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆Q2n+2 : a → A′
n = 1/2

(
βn iαn

−iαn βn

)
, b →

(
1 0
0 −1

)

áóäå ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ¹äèíèì òî÷íèì àáñîëþòíî íåçâiäíèì i ïðèìi-
òèâíèì T -çîáðàæåííÿì ãðóïè Q2n+2.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè àíàëîãi÷íå âèïàäêó ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Âiäìiííiñòü òiëüêè â
iíøié äi¨ àâòîìîðôiçìó Σ : Σ(ξn) = −ξ−1

n . Îêðiì öüîãî, Σ(βn) = βn, Σ(iαn) = iαn i

ξn = 1/2(βn + i(−iαn)).

Íåõàé ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi 1) ëåìè 14.2 àáî óìîâàì ëåìè 14.3, T0 � òàêå
ïiäïîëå â T , ùî T = T0(αn) àáî, âiäïîâiäíî, T = T0(βn), G îäíà iç ãðóï D2n+1 , Q2n+2

àáî, âiäïîâiäíî, G = Q2n i ∆ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî îïèñàíå â ëåìàõ 14.2,
14.3. Íåõàé d = (T : T0) i ρ : T → M(d, T0) � ìàòðè÷íå íàä ïîëåì T0 çîáðàæåííÿ
ñòåïåíÿ d ïîëÿ T , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äîâiëüíîìó åëåìåíòó ω ∈ T ìàòðèöþ
ρ(ω) îïåðàòîðà ω̂ ìíîæåííÿ íà öåé åëåìåíò (ω̂(x) = ωx) (x ∈ T ) â ïåâíîìó áàçèñi
ïîëÿ T íàä T0. ßêùî A = (αij) � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s íàä ïîëåì T , òî ÷åðåç ρ(A)
ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ ïîðÿäêó ds íàä ïîëåì T0, ùî îäåðæó¹òüñÿ çàìiíîþ ìàòðè÷íèõ
åëåìåíòiâ αij íà âiäïîâiäíi ìàòðèöi ρ(αij).

Ëåìà 14.4. Âiäïîâiäíiñòü

ρ(∆) : g → ρ(∆(g)) (g ∈ G)

áóäå íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè G íàä ïîëåì T0. Áóäü-ÿêå òî÷íå íåçâiäíå T0-
çîáðàæåííÿ ãðóïè G ñïðÿæåíî ç çîáðàæåííÿì ρ(∆). Íåõàé d > 1. Çîáðàæåííÿ
ρ(∆) áóäå ïðèìiòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

T = T0(αn), G = Q2n+2

i ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó â ïîëi T0(αn−1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Σ1, . . . , Σd � âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ T íàä ïîëåì T0 i

∆j : g → Σj(∆(g)) (g ∈ G)

� T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ñïðÿæåíå àâòîìîðôiçìîì Σj äî çîáðàæåííÿ ∆. Çîáðàæå-
ííÿ ∆1, . . . , ∆d ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíi íàä ïîëåì T , à ¨õ ñóìà ∆1 + . . . + ∆d åêâi-
âàëåíòíà íàä ïîëåì T íåçâiäíîìó çîáðàæåííþ ãðóïè G ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì T0.
Õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ρ(∆) ðiâíèé õàðàêòåðó ñóìè ∆1 + . . . + ∆d i, îòæå, ç òî÷íiñòþ
äî åêâiâàëåíòíîñòi (íàä ïîëåì T )

ρ(∆) = ∆1 + . . . + ∆d.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåçâiäíiñòü T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G. Òàê ÿê âñi òî÷íi íåçâiäíi
T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G ïîïàðíî ñïðÿæåíi, òî ïîïàðíî ñïðÿæåíèìè áóäóòü âñi òî÷íi
íåçâiäíi ãðóïè G íàä ïîëåì T0.
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Íåõàé d > 1. Äîñëiäèìî íà ïðèìiòèâíiñòü çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G íàä ïîëåì
T0. Ìîäóëåì öüîãî çîáðàæåííÿ ¹ ïîëå K = T (i) = T0(γn, i), äå γn = αn, àáî γn = βn.
Ãðóïà G äi¹ â öüîìó ìîäóëi òàê, ÿê âêàçàíî ïðè äîâåäåíi ëåì 14.2, 14.3. Òàê ÿê

α2
n = αn−1 + 2, β2

n = αn−1 − 2,

òî αn−1 ∈ T , ïîëå T1 = T0(αn−1) ìiñòèòüñÿ â ïîëi T i (T : T1) = 2. Íåõàé K1 = T1(i).
Òîäi (K : K1) = 2,

K = K1 + K1ξn, ξ2
n ∈ K1.

Íåõàé G � äiåäðàëüíà àáî êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà. Òîäi

an(K1) = K1ξn, an(K1ξn) = K1ξ2
n = K1,

b(K1) = Σ(K1) = K1, b(K1ξn) = K1ξ−1
n = (K1ξ−2

n )ξn = K1ξn.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî T0-ïiäïðîñòîðè K1, K1ξn óòâîðþþòü ñèñòåìó iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè
G, òîáòî çîáðàæåííÿ ρ(∆) áóäå iìïðèìiòèâíèì.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ãðóïè G = Q2n+2 i íåõàé ïðè öüîìó

Kω = K, b(x) = Σ(x)ω (x ∈ K)

� áóäå ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ρ(∆). Íåõàé â ïîëi T1 ðiâíÿííÿ x2+y2 = −1 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
(γ1, δ1). ßê ïîêàçàíî ïðè äîâåäåíi ëåìè 14.2, TG-ìîäóëi

Kω, Kω1 (ω1 = γ1 + iδ1 ∈ T1)

áóäóòü içîìîðôíi. Îòæå ìîæíà ââàæàòè, ùî T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) ïîáóäîâàíî äëÿ
ìîäóëÿ K = Kω1 . Òàê ÿê, ïðè öüîìó, b(K1) = K1, òî {K1, K1ξn} � ñèñòåìà iìïðè-
ìiòèâíîñòi ãðóïè G, òîáòî T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) áóäå iìïðèìiòèâíèì. Íàâïàêè, íåõàé
çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G = Q2n+2 ¹ iìïðèìiòèâíèì i Kω (ω ∈ T ) ¹ ìîäóëåì öüîãî
çîáðàæåííÿ. Òàê ÿê öåé ìîäóëü iìïðèìiòèâíèé, òî

Kω = L1 ⊕ L2

� ïðÿìà ñóìà T0-ïiäïðîñòîðiâ òàêèõ, ùî

an(L1) = L2, an(L2) = L1, b(Lj) = Lj.

Öå ìîæëèâî òiëüêè ó âèïàäêó êîëè L1 = K1, L2 = K1ξn. Öå çíà÷èòü, ùî K1 ¹ ìîäóëåì
äëÿ ãðóïè Q2n+1 . Òîäi b(1) ∈ K1, òîáòî

b(1) = γ1 + iδ1 (γ1, δ1 ∈ T1, γ2
1 + δ2

1 = −1).

Ëåìà äîâåäåíà.

�15. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (p > 2 àáî
p = 2 i

√−1 ∈ T )

ßê i ðàíiøå, T � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî âiäìiííà âiä p. Òàê ñàìî áóäåìî
âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ξn äëÿ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi ïðè p 6= 2 i äëÿ
êîðåíÿ ñòåïåíÿ 2n iç −1. Íåõàé d = (T (ξ1) : T ) i ρ : T (ξ1) → M(d, T ) � çîáðàæåííÿ
ïîëÿ T (ξ1) ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d íàä ïîëåì T . ×åðåç Pq(K) (q � ïðîñòå) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñèëîâñüêó q-ïiäãðóïó â ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi ïîëÿ K.

Òåîðåìà 15.1. Íåõàé p > 2 àáî ïðè p = 2 ïîëå T ìiñòèòü êîðiíü
√−1. Â ãðóïi

GL(n, T ) òîäi i òiëüêè òîäi iñíó¹ íåîäèíè÷íà ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïè,
êîëè n = d = (T (ξ1) : T ). ßêùî U � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi
GL(d, T ), òî ãðóïà U ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ρ(Pp(T (ξ1)).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Âèêîðèñòà¹ìî
ëåìó 12.3, çãiäíî ÿêî¨ ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ äåÿêî¨ p-ïiäãðóïè F â ìóëüòèïëiêàòèâíié
ãðóïi K∗ ïîëÿ K = T (ξ) (ξps

= 1) ç äîïîìîãîþ p-ïiäãðóïè G/F ãðóïè Ãàëóà ïîëÿ K
íàä ïîëåì T .

Íåõàé G � íåñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi F ∼= Cp∞ = 〈an (n = 0, 1, . . .) | ap
n = an−1,

ap
0 = 1〉 � ãðóïà òèïó p∞,

T (ξ1) = T (ξm) (m = 1, 2, . . .), K = T (ξ1)

(äèâ. ëåìó 13.2). Ïðè p > 2 ãðóïà òèïó p∞ íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó ïîðÿäêó p, òîáòî
G = F i n = (T (ξ1) : T ). Ïðè p = 2 ãðóïà òèïó 2∞ ìà¹ àâòîìîðôiçì ïîðÿäêó 2, ÿêèé
êîæíèé åëåìåíò x öi¹¨ ãðóïè ïåðåâîäèòü â îáåðíåíèé x−1. Íåõàé äëÿ öüîãî àâòîìîð-
ôiçìà iñíó¹ àâòîìîðôiçì σ ïîëÿ K íàä ïîëåì T . Òîäi σ(ξ) = ξ−1, àëå íåìîæëèâî
σ(i) = −i (ïîëå T ìiñòèòü i =

√−1). Îòæå, ïîëå K òàêîãî àâòîìîðôiçìó íå ìà¹.
Òàêèì ÷èíîì, i ïðè p = 2 ìà¹ìî G = F i òîäi n = 1 = (T (ξ) : T ). Îòæå, â îáîõ
âèïàäêàõ G = F = ρ(Pp(T (ξ1))) i n = (T (ξ) : T ) = (T (ξ1) : T ).

Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà. Âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 13.1. Ïðè p > 2 ìà¹ìî G = Gp,
à ïðè p = 2 ãðóïà G ìîæå áóòè ëèøå ãðóïîþ G21 (ëèøå äëÿ öi¹¨ ãðóïè âiäïîâiäíi
àâòîìîðôiçìè ïîëÿ K çáåðiãàþòü åëåìåíò i ∈ T ). Ç ëåìè 14.1 âèïëèâà¹, ùî G �
öèêëi÷íà ãðóïà i ïîëå K ¹ TG-ìîäóëåì. Îòæå, G = ρ(Pp(T (ξ1)), n = d = (T (ξ1) : T ).
Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî ïîëå T (ξ1) ¹ ìîäóëåì T -çîáðàæåííÿ äëÿ äåÿêî¨ p-ãðóïè G, òî
â ñèëó îáìåæåííÿ 0 6 d < p, öåé ìîäóëü íå ìîæå áóòè iìïðèìiòèâíèì. Îòæå, ãðóïà
ρ(Pp(T (ξ1)) � ïðèìiòèâíà. Öå äîâîäèòü òåîðåìó.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 15.1, U = ρ(Pp(T (ξ1)) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(d, T ) (d = (T (ξ1) : T ), ξp

1 = 1 (p 6= 2), χ2 = −1 (p = 2)). Ââåäåìî äåÿêi
ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Cp � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíà öèêëîì
σ = (12 . . . p),

W0 = U, W1 = W0 o Cp, . . . , Wj = Wj−1 o Cp

� ñïëåòiííÿ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè Wj−1 i ãðóïè ïiäñòàíîâîê Cp (j = 1, 2, . . .). Ç ëåìè 12.4
âèïëèâà¹, ùî ãðóïà Wj áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dpj, T ).
Íåõàé m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,

m = m0 + dn (0 6 m0 < d),

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s (0 6 ni < p, ns 6= 0)

� p-i÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Íåõàé
Um = 〈1〉m0 ×W n1

1 × · · · ×W ns
s

� ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï, âçÿòèé ïî âñiõ òèõ j, äëÿ ÿêèõ nj 6= 0 (〈1〉m0 � îäèíè÷íà
ãðóïà äëÿ âèïàäêó m0 6= 0).

Òåîðåìà 15.2. Ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ãðóïà Wj ¹ ¹äèíîþ íåçâiäíîþ ñèëîâ-
ñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dpj, T ), à ãðóïà Um � ¹äèíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
â ãðóïi GL(m,T ).

Íàñëiäîê 15.1. Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T âiäìiííà âiä p i ïðè p = 2 öå
ïîëå ìiñòèòü

√−1. Òîäi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,T ) ïîïàðíî ñïðÿæåíi â
öié ãðóïi.

Íàñëiäîê 15.2. Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T âiäìiíà âiä p. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà
H ãðóïè GL(n, T ) ¹ ãðóïîþ ×åðíiêîâà5, çîêðåìà, öÿ ïiäãðóïà çàäîâîëüíÿ¹ íîðìàëiçà-
òîðíié óìîâi6.

5p-ãðóïà ×åðíiêîâà � ðîçøèðåííÿ ïðÿìîãî äîáóòêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà ãðóï òèïó p∞ çà äîïîìî-
ãîþ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè.

6Ãðóïà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íîðìàëiçàòîðíié óìîâi � ãðóïà H âñÿêà âëàñíà ïiäãðóïà ÿêî¨ âiäìiííà
âiä ñâîãî íîðìàëiçàòîðà â ãðóïi H.
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�16. Ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (char T = q > 2)

Íåõàé ξs � êîðiíü ñòåïåíÿ 2s iç ìiíóñ îäèíèöi i ξ2
s = ξs−1, s ≥ 1, ξ0 = −1. ×åðåç

P2(K) áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèëîâñüêó 2-ïiäãðóïó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗ ïîëÿ K.
Áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ:

αs = ξs + ξ−1
s , βs = ξs − ξ−1

s (s ≥ 1).

Âiäìiòèìî, ùî
α1 = 0, β1 = 2ξ1, α2 =

√
2, β2 =

√−2.

Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè q > 2 i Zq � ïðîñòå ïiäïîëå iç q åëåìåíòiâ.
Ëåìà 16.1. Íåõàé q ≡ 1 (mod 4) àáî ïîëå T ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîëå ïàðíîãî

ñòåïåíÿ íàä ïîëåì Zq. ßêùî H � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ),
òî n = 1 i H = P2(T ).

Äîâåäåííÿ. ξ1 =
√−1 ∈ T i ëåìà âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòiâ §14.

Íåõàé q ≡ −1 (mod 4) i áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ïiäïîëå â T ìà¹ íåïàðíó ñòåïiíü íàä
ïîëåì Zq. Òîäi P2(T ) = {1,−1}. Òàê ÿê ïîëå T ìiñòèòü

√
2 àáî

√−2, òî ñïëåòiííÿ
W2(P2(T )) = P2(T ) o S2 íå áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2, T ).

Ëåìà 16.2. Íåõàé q ≡ −1 (mod 4). Â ãðóïi GL(m,T ) (m > 1) òîäi i òiëüêè òîäi
ìiñòèòüñÿ ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà, êîëè m = 2. Íåõàé s � íàéáiëüøèé
ïîêàçíèê òàêèé, ùî 2s äiëèòü q + 1. Òîäi s ≥ 2, βs ∈ T i êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà
(ïîðÿäêó 2s+2)

QD2s+1 =

〈
a =

1

2

(
βs iαs

−iαs βs

)
, b =

(
1 0
0 −1

)〉
(a2s+1

= b2 = 1, b−1ab = −a−1)

áóäå ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(2, T ) (äèâ. òàêîæ ëåìó 14.3).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) i F �
ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà â G. Òîäi F ∼= P2(T (ξ)), äå ξ2n

= 1 äëÿ
äåÿêîãî n, à ãðóïà G/F içîìîðôíà ñèëîâñüêié 2-ïiäãðóïi ãðóïè Ãàëóà G(K,T ) ïîëÿ
K = T (ξ) íàä ïîëåì T . Öÿ ãðóïà ïîðîäæó¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì Ôðîáåíióñà: σ(v) = vq

(v ∈ K), ïîðÿäîê ÿêîãî äîðiâíþ¹ (K : T ) = 2k äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k. Òàê ÿê
ãðóïà òèïó 2∞ íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó òèïó σ, òî ãðóïà F áóäå ñêií÷åííîþ i òîäi ãðóïà
G ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ G22 àáî ç ãðóïîþ QD2n ç ëåìè 13.1. Ãðóïà G22 íå ìà¹ òî÷íîãî
ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì T , à â ñèëó ëåì 14.3�14.4, ñòåïiíü ïðèìiòèâíîãî
çîáðàæåííÿ ãðóïè QD2n ðiâíà 2. Îòæå, m = 2. Ãðóïà GL(2, T ) ìiñòèòü öèêëi÷íó
2-ïiäãðóïó íàéâèùîãî ïîðÿäêó 2s+1. Îòæå, n = s + 1, ξ = ξs, ξq = −ξ−1, σ(βs) = βs

i βs ∈ T . Òîäi ãðóïà QD2s+1 ìiñòèòüñÿ â ãðóïi GL(2, T ) i ¹ ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ
2-ïiäãðóïîþ â öié ãðóïi. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé
n = n0 + n12 + · · ·+ nt2

t (0 6 nj < 2, nt 6= 0)

� 2-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Òåîðåìà 16.1. Íåõàé q ≡ 1 (mod 4) àáî ïîëå T ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîëå

ïàðíîãî ñòåïåíÿ íàä ïðîñòèì ïiäïîëåì. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ

(W0)
n0 × (W1)

n1 × · · · × (Wt)
nt

(W0 = P2(T ), Wj = Wj−1 o C2 (j = 1, 2, . . .)).
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Òåîðåìà 16.2. Íåõàé q ≡ −1 (mod 4) i áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ïiäïîëå ïîëÿ T ìà¹
íåïàðíó ðîçìiðíiñòü íàä ïðîñòèì ïiäïîëåì. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðó-
ïè GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ

(〈−1〉)n0 × (W0)
n1 × · · · × (Wt−1)

nt

(Wj = Wj−1 o C2 (j = 1, 2, . . .), W0 = QD2s+1 � ãðóïà, ùî âêàçàíà â ëåìi 16.2).

�17. Ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (char T = 0)

Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü i i =
√−1 íå ìiñòèòüñÿ â öüîìó ïîëi. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïðî ïðèìiòèâíi çîáðàæåííÿ 2-ãðóï (äèâ. §14) äàìî îïèñàííÿ
ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè GL(m,T ) (m > 1). Íàãàäà¹ìî ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé ξs �
ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2s+1 iç 1,

αs = ξs + ξ−1
s , βs = ξs − ξ−1

s (s = 1, 2, . . .).

Íàïðèêëàä, α1 = 0, β1 = 2
√−1, α2 =

√
2, β2 =

√−2 i ò. ä. ßêùî ïîëå T ìiñòèòü αs

àáî βs, òî ëþáîìó âèïàäêó αs−1 ∈ T (s > 1). Ïîëå T íå ìîæå ìiñòèòè îäíî÷àñíî αs,
βs (s > 1) i íå ìîæå ìiñòèòè îäíî÷àñíî äâîõ ðiçíèõ βs, βk. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

ξs =
1

2
(αs − i(iβs)) =

1

2
(βs − i(iαs)),

ùî äà¹ ðîçêëàä çà áàçèñîì 1, i. Îêðiì öüîãî, ξs ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíiâ

x2 − αsx + 1, x2 − βsx− 1.

Íåõàé K = T (i), P2 = P2(T ) i P2(K) � ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè â T ∗ i K∗ âiäïîâiäíî.
Î÷åâèäíî, P2 = 〈−1〉 = {1, −1}, i ∈ P2(K).

Ââåäåìî â ðîçãëÿä íîðìåíå âiäîáðàæåííÿ N : K → T, ïîêëàâøè

N(a + bi) = a2 + b2 (a, b ∈ T ).

ßêùî a ∈ T, òî N(a) = a2. ßêùî w ∈ T (i), w 6∈ T, òî íîðìà N(w) ðiâíà âiëüíîìó
÷ëåíó êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà íàä T , êîðåíåì ÿêîãî ¹ w.

Íåõàé σ � àâòîìîðôiçì ïîëÿ T (i) òàêèé, ùî σ(i) = −i. Òîäi σ(ξs) = ξ−1
s . ßêùî

αs ∈ T, òî iβs ∈ T i ÿêùî βs ∈ T, òî iαs ∈ T. Äàëi

N(w) = wσ(w), w ∈ T (i).

ßêùî ω ∈ P2(K), òî N(ω) = ±1. Îòæå, ìîæëèâi äâà âèïàäêè:
1) N(P2(K)) = {1};
2) N(P2(K)) = {1,−1}.

Â çàëåæíîñòi âiä öèõ âèïàäêiâ ïðîâåäåìî îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè
GL(m,T ). Íåõàé âñþäè äàëi

m = m0 + m12 + · · ·+ ms2
s

� 2-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(d, T ). ×åðåç
W (H) = H oC2 áóäåìî ïîçíà÷àòè ñïëåòiííÿ ãðóïè H i öèêëi÷íî¨ ãðóïè C2 ïiäñòàíîâîê
ñòåïåíÿ 2. Íåõàé

W0(H) = H, Wj(H) = Wj−1(H) o C2 (j = 1, 2, . . .).

Ãðóïà Wj(H) � ïiäãðóïà â ãðóïi GL(2jd, T ).
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê íåñêií÷åííèõ ìàòðè÷íèõ 2-ãðóï.
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Òåîðåìà 17.1. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) âñi åëåìåíòè αs (s = 1, 2, . . .) íàëåæàòü ïîëþ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ íàä ïîëåì T .

Òîäi ãðóïà

D∞ =

〈
b =

(
1 0
0 −1

)
, as =

1

2

(
αs iβs

−iβs αs

)
(s = 1, 2, . . .)

〉

áóäå ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2, T ). Íåõàé W0(D∞) =
= D∞,WJ(D∞) = Wj−1(D∞)oC2. Òîäi ãðóïà Wj(D∞) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-
ïiäãðóðîþ ãðóïè GL(2j+1, T ). Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) ñïðÿ-
æåíà â öié ãðóïi ç ïðÿìèì äîáóòêîì

Pm0
2 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = D∞.

Òåîðåìà 17.2. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) âñi åëåìåíòè αs (s = 1, 2, . . .) íàëåæàòü ïîëþ T ;
2) â ïîëi T iñíóþòü òàêi åëåìåíòè γ, δ, ùî γ2 + δ2 = −1.

Òîäi ãðóïà D∞ i ãðóïà

Q∞ =

〈
c =

(
γ δ
δ −γ

)
, as (s = 1, 2, · · · )

〉

áóäóòü íåiçîìîðôíèìè ïðèìiòèâíèìè ñèëîâñüêèìè 2-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(2, T ),
à ãðóïè Wj(D∞) i Wj(Q∞) áóäóòü íåiçîìîðôíèìè íåçâiäíèìè ñèëîâñüêèìè 2-
ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(2j+1, T ).
Íåõàé m−m0 = 2(u + v) i

u = u0 + u12 + · · ·+ uk2
k, v = v0 + v12 + · · ·+ vr2

r

� 2-i÷íi ðîçêëàäè. Òîäi ïðÿìèé äîáóòîê

Pm0
2 × (W0(D∞))u0 × · · · × (Wk−1(D∞))uk × (W0(Q∞))v0 × · · · × (Wr−1(Q∞))vr

áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,T ). Ðiçíi ïàðè (u, v) âèçíà÷àþòü íåi-
çîìîðôíi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïì ãðóïè GL(m,T ). Ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi (i
içîìîðôiçìó) â ãðóïi GL(m,T ) iñíó¹ [m

2
] + 1 ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäêè ñêií÷åííèõ ìàòðè÷íèõ 2-ãðóï.
Òåîðåìà 17.3. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

1) íå âñi αs ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T i íåõàé n íàéáiëüøå òàêå, ùî αn ∈ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó íàä ïîëåì T (α1, α2, . . .).

Òîäi äiåäðàëüíà ãðóïà
D2n+1 = 〈an, b = diag[1,−1]〉

ïîðÿäêó 2n+2 áóäå íåçâiäíîþ i ïðèìiòèâíîþ ïðè n > 1 ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(2, T ). Ãðóïà Wj(D2n+1) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(2j+1, T ). Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) áóäå ñïðÿæåíà ç ïðÿ-
ìèì äîáóòêîì

Pm0
2 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = D2n+1 ïðè n > 1 i H = P2 o C2 ïðè n = 1.
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Òåîðåìà 17.4. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) íå âñi αs ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T i íåõàé n íàéáiëüøå òàêå ùî αn ∈ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè íàä äåÿêèìè ïîëÿìè T (αs) i íåõàé r (r ≥ n)

íàéìåíøå òàêå, ùî âêàçàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (γ, δ) íàä ïîëåì T (αr).
Òîäi êâàòåðíiîííà ãðóïà

Q2r+2 =

〈
ãr =

(
ρ(αr) ρ(iβr)
−ρ(iβr) ρ(αr)

)
, b̃ =

(
ρ(γ) ρ(δ)
ρ(δ) −ρ(γ)

)〉

ïîðÿäêó 2r+2 áóäå ïðìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2d, T ) (òóò ρ
� çîáðàæåííÿ ïîëÿ T (αr) ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d = (T (αr) : T ).) Ãðóïà Wj(Q2r+2)
áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2j+1d, T ). Îêðiì öüîãî, â ãðóïi
GL(2j+1d, T ) ¹ ùå îäíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà � Wj+l(D2n+1) (l = log2 d), ùî íå-
içîìîðôíà ãðóïi Wj(Q2r+2). Íåõàé m = d0 + 2dm′, äå 0 6 d0 < 2d i, ÿêùî m ≥ 2d,
òî

m′ = 2d(u + v), u = u0 + u12 + · · ·+ ut2
t, v = v0 + v12 + · · ·+ vk2

k

� 2-i÷íi ðîçêëàäè. Òîäi ïðÿìèé äîáóòîê

H0 × (W0(H1))
u0 × · · · × (Wt−1(H1))

ut × (W0(H2))
v0 × · · · × (Wk−1(H2))

vk ,

äå H0 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d0, T ) (âîíà îïèñó¹òüñÿ ïîïåðåäíüîþ
òåîðåìîþ), H1 = Wl(D2n+1), H2 = Q2r+2 . ×èñëî âñiõ ïîïàðíî íåñïðÿæåíèõ ñè-
ëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè GL(m,T ) äîðiâíþ¹ [ m

2d
] + 1.

Òåîðåìà 17.5. Íåõàé N(P2(K)) = {1,−1}. Òîäi iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò βn ∈
∈ T (n ≥ 2). �äèíîþ (âiäìiííîþ âiä ãðóïè 〈−1〉) ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiä-
ãðóïîþ ìàòðèöü íàä ïîëåì T ¹ êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó 2:

Q2n+2 =

〈
a′n =

(
βn iαn

iαn βn

)
, b = diag[1,−1]

〉

ïîðÿäêó 2n+2.
Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) áóäå ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ïðÿ-

ìèì äîáóòêîì
(〈−1〉)m0 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = Q2n+2 .

Òåîðåìà 17.6. Ïðè áóäü-ÿêîìó m ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,T ) ñïðÿæåíi
â öié ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) N(P2(K)) = 〈−1〉 (K = T (i));
2) N(P2(K)) = 1 i ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íåðîçâ'ÿçíå íàä ïîëÿìè T (αs), s = 1, 2, . . .

Äîâåäåííÿ òåîðåì 17.1�17.6 âèïëèâà¹ ç îïèñàííÿ ïðèìiòèâíèõ çîáðàæåíü 2-ãðóï
íàä ïîëåì T (äèâ. §14) i çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòðè÷íèõ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï (äèâ.
§12).

ßê ïiäñóìîê îäåðæó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï â
ìàòðè÷íèõ ãðóïàõ.

Íàñëiäîê 17.1. Íåõàé F � ïîëå. Äëÿ âñiõ m ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,F )
ñïðÿæåíi â öié ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ:
1) p > 2 àáî p = 2 i

√−1 ∈ F ;
2) char F > 0;
3) p = 2, char F = 0,

√−1 6∈ F, N(P2(F (i))) = 〈−1〉 àáî N(P2(F (i))) = 1 i ðiâíÿííÿ
x2 + y2 = −1 íåðîçâ'ÿçíå íàä ïîëÿìè F (αs), s = 1, 2, . . .
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