
ÐÎÇÄIË 1. ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ

�1. Ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà

Íåõàé K � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, M(n,K) � êiëüöå âñiõ êâàäðàòíèõ
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K,

GL(n,K) = (M(n,K))∗

� ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ M(n,K). Ãðóïà GL(n,K) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îáî-
ðîòíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K i íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ
ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K. Êiëüöå M(n, K) ¹ ëiâèì ìîäóëåì íàä êiëüöåì K.
Íàãàäà¹ìî, ÿêùî A = (αij), B = (βij) � ìàòðèöi ç êiëüöÿ M(n,K), òî

A + B = (αij + βij), AB = (γij) (γij =
n∑

k=1

αikβkj).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç eij � ìàòðèöþ iç êiëüöÿ M(n,K), âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ðiâíi íóëþ,
çà âèíÿòêîì åëåìåíòà i-îãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà, ùî ðiâíèé îäèíèöi. Ìàòðèöi eij

(1 6 i, j 6 n) íàçèâàþòüñÿ ìàòðè÷íèìè îäèíèöÿìè. Ìà¹ ìiñöå çàêîí ìíîæåííÿ:

eij · ers =

{
0, j 6= r;
eis, j = r.

Íåõàé A = (αij). Òîäi
A =

∑
i,j

αijeij =
∑
i,j

eijαij.

Íåõàé i 6= j i λ ∈ K. Ìàòðèöi
tij(λ) = E + λeij

(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ) íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. Âiäìiòèìî, ùî

tij(α)tij(β) = tij(α + β).

Ìàòðèöi
di(λ) = diag[1, . . . , 1, λ, 1, . . . , 1]

(i-òîâå ìiñöå äiàãîíàëi çàéíÿòå åëåìåíòîì λ êiëüöÿ K) íàçèâàþòüñÿ d-ìàòðèöÿìè.
Ëåìà 1.1. Äîáóòîê tjk(λ) · A ¹ ìàòðèöÿ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî

äî j-ãî ðÿäêà äîäàòè k-èé, äîìíîæåíèé çëiâà íà λ. Äîáóòîê A · tjk(λ) ¹ ìàòðèöÿ,
ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî äî k-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè j-èé, äîìíîæåíèé
ñïðàâà íà λ. Äîáóòîê di(λ)·A ¹ ìàòðèöÿ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì
çëiâà i-ãî ðÿäêà íà λ. Àíàëîãi÷íî, A ·di(λ) îäåðæó¹òüñÿ ìíîæåííÿì ñïðàâà íà λ i-ãî
ñòîâï÷èêà â A.

Ïåðøi äâi äi¨ íàä ìàòðèöÿìè, ùî âêàçàíi â ëåìi, íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè
ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöü. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi � öå
ìíîæåííÿ ¨¨ çëiâà àáî ñïðàâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

Òàê ÿê tjk(λ)tjk(−λ) = E, òî

tjk(λ) ∈ GL(n,K) i tjk(λ)−1 = tjk(−λ).

×åðåç [a, b] ïîçíà÷à¹òüñÿ êîìóòàòîð åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G :

[a, b] = a−1b−1ab.
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Ëåìà 1.2 (Ëåìà Áàññà; [2]). Íåõàé n > 2 òà i, j, k � òðè ðiçíèõ iíäåêñè. Òîäi
[tik(λ), tkj(µ)] = tij(λµ).

Äîâåäåííÿ.
[tik(λ), tkj(µ)] = (E − λeik)(E − µekj)(E + λeik)(E + µekj) = E + λµeij.

Âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi tjk(λ) ïîðîäæóþòü ïiäãðóïó SL(n, K) ⊂ GL(n,K), ùî
íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K.

Ëåìà 1.3. Íåõàé α, β � íåíóëüîâi åëåìåíòè òiëà T. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè íàä ðÿäêàìè ìàòðèöþ (

α 0
0 β

)

ìîæíà çâåñòè äî êîæíîãî ç âèãëÿäiâ:(
1 0
0 αβ

)
,

(
1 0
0 βα

)
.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè îäåðæèìî:
(

α 0
0 β

)
→

(
α 0
1 β

)
→

(
0 −αβ
1 β

)
→

(
0 −αβ
1 αβ

)
→

→
(

1 0
1 αβ

)
→

(
1 0
0 αβ

)
;

(
α 0
0 β

)
→

(
α 1
0 β

)
→

(
α 1
−βα 0

)
→

(
1 1

−βα 0

)
→

→
(

1 1
0 βα

)
→

(
1 0
0 βα

)
.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé K = T � òiëî. Òîäi êîæíèé åëåìåíò ãðóïè GL(n, T ) ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó s · d(λ), äå s ∈ SL(n, T ), d(λ) = dn(λ), λ �
íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà T .

Äîâåäåííÿ. Â çâ'ÿçêó ç ëåìîþ 1.1, ðÿäêè ìàòðèöü ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ÿê åëå-
ìåíòè ëiâîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä òiëîì T , à ñòîâïöi � ÿê åëåìåíòè ïðàâîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó íàä öèì òiëîì. Ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä òiëîì T íàëåæèòü ãðóïi
GL(n, T ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà ðÿäêiâ (ñèñòåìà ñòîâï÷èêiâ) öi¹¨ ìàòðè-
öi áóäå ëiíiéíî íåçàëåæíîþ íàä òiëîì T (iíàêøå êàæó÷è, öÿ ñèñòåìà áóäå áàçèñîì
âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó). Íåõàé A ∈ GL(n, T ) i íåõàé íåíóëüîâèé åëåìåíò α ïåðøîãî
ñòîâï÷èêà çíàõîäèòüñÿ â i-ìó ðÿäêó. Ïîìíîæèâøè i-é ðÿäîê íà xα−1 i ïîñëiäîâíî
äîäàþ÷è äî iíøèõ ðÿäêiâ, îäåðæèìî ìàòðèöþ A1, â ÿêié, îêðiì α, âñi åëåìåíòè 1-ãî
ñòîâï÷èêà áóäóòü íóëüîâèìè. Î÷åâèäíî A1 = SA, äå S ∈ SL(n, T ). ßêùî i 6= 1, òî â
ìàòðèöi A1 äî ïåðøîãî ðÿäêà äîäàìî i-é ðÿäîê, à ïîòiì ðåçóëüòàò âiäíiìåìî âiä i-ãî
ðÿäêà. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A2 =

(
α ∗
0 B

)
,

äå B ∈ GL(n− 1, T ). Ïðè i = 1 ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç A2 ìàòðèöþ A1, ÿêà âæå ìà¹ âêàçà-
íèé âèãëÿä. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè iíäóêöiþ çà n. Íåõàé ìàòðèöÿ B åëåìåíòàð-
íèìè ïåðåòâîðåííÿìè íàä ðÿäêàìè ïðèâîäèòüñÿ äî ìàòðèöi dn−1(β). Òîäi ïîñëiäîâíi
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ

A2 →
(

α ∗
0 dn−1(β)

)
→

(
α 0
0 dn−1(β)

)
→ dn(αβ)

ïðèâåäóòü äî d-ìàòðèöi.
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Íàñëiäîê 1.1. Ãðóïà SL(n, T ) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(n, T ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i, j < n; α, λ ∈ T, λ 6= 0. Òîäi d−1(λ)tij(α)d(λ) = tij(α). Êðiì
öüîãî, d−1(λ)tnj(α)d(λ) = tnj(λ

−1α); d−1(λ)tin(α)d(λ) = tin(αλ), ùî äîâîäèòü íàñëiäîê.
Íåõàé T ∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà òiëà T, (T ∗)′ � êîìóòàíò ãðóïè T ∗, T =

= T ∗/(T ∗)′ � ôàêòîð-ãðóïà ãðóïè T ∗ çà ¨¨ êîìóòàíòîì (T ∗)′. Îáðàç åëåìåíòà λ ãðóïè
T ∗ â ãðóïi T áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç λ.

Òåîðåìà 1.2 (Òåîðåìà Ä'¹äîííå; [2]). Iñíó¹ ôóíêöiÿ det : GL(n, T ) → T ∗, det :
A → |A| òàêà, ùî
1) |AB| = |A| · |B| (A, B ∈ GL(n, T ));
2) |C| = 1 (C ∈ SL(n, T ));
3) |d(α)| = α (α ∈ T ∗, d(α) = diag[1, . . . , 1, α]).

Çíà÷åííÿ |A| ôóíêöi¨ det íàçâàíî äåòåðìiíàíòîì Ä'¹äîííå ìàòðèöi A íàä òiëîì
T . ßêùî T � ïîëå, òî äåòåðìiíàíò Ä'¹äîííå òàêèé æå, ÿê i çâè÷àéíèé äåòåðìiíàíò.

ßêùî A ∈ GL(n, T ), i A = C · d(α) (C ∈ SL(n, T ), α ∈ T ∗), òî

|A| = |d(α)| = α.

Âiäîáðàæåííÿ äåòåðìiíàíò ¹ ãîìîìîðôiçì ãðóïè GL(n, T ) â ãðóïó T , ÿäðî ÿêîãî
ìiñòèòü ñïåöiàëüíó ãðóïó SL(n, T ) i âñi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi d(λ), λ ∈ (T ∗)′. Iç ëåìè
1.3 âèïëèâà¹, ùî | diag[α1, . . . , αn]| = 1, ÿêùî α1 · · ·αn ∈ (T ∗)′.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé T � òiëî i n ≥ 2 Òîäi

SL(n, T ) = {A ∈ GL(n, T ) | |A| = 1}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A ∈ GL(n, T ), A = S · d(λ) (S ∈ SL(n, T ), λ ∈ T ∗)

i |A| = 1. Òîäi λ íàëåæèòü êîìóòàíòó T ∗′ ãðóïè T ∗. Äîñèòü îáìåæèòèñü âèïàäêîì, êî-
ëè λ = [α, β] � êîìóòàòîð. Ç ëåìè 1.3 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ ìàòðèöi C ∈ SL(n, T ),
ùî Cd(β−1α−1) = C diag[1, . . . , 1, β−1α−1] = diag[1, . . . , 1, α−1β−1] = d(α−1β−1). Òîäi
d(λ) = d(α−1β−1αβ) = d(α−1β−1)d(αβ) = Cd(β−1α−1)d(αβ) = Cd(β−1α−1αβ) = C ∈
∈ SL(n, T ) i òîäi A ∈ SL(n, T ), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàñëiäîê 1.2. Âiäîáðàæåííÿ det : GL(n, T ) → T áóäå ãîìîìîðôiçìîì ãðóï i
ker det = SL(n, T ).

Íàñëiäîê 1.3. Íåõàé T � ïîëå. Òîäi

SL(n, T ) = {A ∈ GL(n, T )| |A| = 1}.
Íàñëiäîê 1.4. Íåõàé n ≥ 2 i T � òiëî. Òîäi SL(n, T ) � íîðìàëüíà ïiäãðóïà

ãðóïè GL(n, T ), ôàêòîð-ãðóïà çà ÿêîþ ¹ içîìîðôíà àáåëåâié ãðóïi T = T ∗/(T ∗)′.

Íàñëiäîê 1.5. Íåõàé T � òiëî i n ≥ 2. Âñÿêà ïiäãðóïà â GL(n, T ), ùî ìiñòèòü
SL(n, T ), áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.

Ëåìà 1.4. Íåõàé òiëî T ìiñòèòü áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ. Òîäi êîæíà åëåìåí-
òàðíà ìàòðèöÿ â ãðóïi GL(2, T ) áóäå êîìóòàòîðîì â öié ãðóïi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ T, α 6= 0, α 6= 1. Òîäi
(

α 0
0 1

)−1 (
1 β
0 1

)−1 (
α 0
0 1

)(
1 β
0 1

)
=

(
1 (1− α−1)β
0 1

)
= t12(γ),

äå γ = (1− α−1)β ìîæå áóòè äîâiëüíèì åëåìåíòîì ç T. Çâiäñè ñëiäó¹ äîâåäåííÿ.
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Òåîðåìà 1.4. Íåõàé n > 2. Òîäi êîìóòàíò ãðóïè SL(n, T ) i êîìóòàíò ãðóïè
GL(n, T ) ñïiâïàäàþòü ç ãðóïîþ SL(n, T ). ßêùî òiëî T íå áóäå ïîëåì ç äâîõ åëåìåí-
òiâ, òî ãðóïà SL(2, T ) òàêîæ áóäå êîìóòàíòîì ãðóïè GL(2, T ).

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 1.4 âèïëèâà¹, ùî êîìóòàíò ãðóïè GL(n, T ) ìiñòèòüñÿ â
ãðóïi SL(n, T ). Òîäi äëÿ n > 2 òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.2 Áàññà. Iíøèé âèïàäîê
ñëiäó¹ ç ëåìè 1.4.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî, ÿêùî n = 2 i |T | > 3, òî êîìóòàíòè ãðóï GL(2, T ), SL(2, T )
ñïiâïàäàþòü ç SL(2, T ).

Êîíòðïðèêëàä. Íåõàé Z2 � ïîëå iç äâîõ åëåìåíòiâ. Òîäi GL(n,Z2) = SL(n,Z2)
i ìàòðèöi

a =

(
0 1
1 1

)
, b =

(
0 1
1 0

)

ïîðîäæóþòü ãðóïó GL(2,Z2). Êîìóòàíò öi¹¨ ãðóïè ñóìiùà¹òüñÿ ç 〈a〉 6= SL(2,Z2).

Êîíòðïðèêëàä. Íåõàé T = Z3 � ïîëå ç òðüîõ åëåìåíòiâ. Ãðóïà GL(2,Z3) ïî-
ðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè:

a =

( −1 1
1 1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
0 −1
1 −1

)
, d =

( −1 0
0 1

)

(−a2 = −b2 = c3 = d2 = E, b−1ab = a−1, c−1ac = b−1,

c−1bc = (ba)−1, d−1ad = (ba)−1, d−1bd = b−1, d−1cd = (bac)−1).

Ìàòðèöi a, b, c ïîðîäæóþòü ãðóïó SL(2, T ), ÿêà ¹ êîìóòàíòîì ãðóïè GL(2, T ). Àëå
êîìóòàíò ãðóïè SL(2, T ) ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ 〈a, b〉 6= SL(2, T ).

Íåõàé, äàëi, q = pt � ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, P � ïîëå iç q åëåìåíòiâ i GLn(q) �
ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i |GLn(q)| � ïîðÿäîê ãðóïè
GLn(q).

Òåîðåìà 1.5. |GLn(q)| =
n−1∏
i=0

(qn − qi).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i a1, a2, . . . ,
an � ñèñòåìà ðÿäêiâ ìàòðèöi A. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A íàëåæàëà ãðóïi GLn(q)
íåîáõiäíî, ùîá ïåðøèé ðÿäîê a1 áóâ îäíèì iç (qn−1) íåíóëüîâèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ
íàä ïîëåì P . ßêùî ïåðøèé ðÿäîê a1 óæå âèáðàíèé, òî äðóãèé ðÿäîê a2 ìîæå áóòè
áóäü-ÿêèì, îêðiì λa1 (òîáòî íå ïðîïîðöiéíèé ïåðøîìó). Òàêèõ ðÿäêiâ ¹ (qn−q). Òàêèì
÷èíîì, iñíó¹ (qn − 1) · (qn − q) ìîæëèâîñòåé äëÿ ïàðè (a1, a2) ðÿäêiâ íåâèðîäæåíî¨
ìàòðèöi A. ßêùî ïàðà (a1, a2) ïåðøèõ äâîõ ðÿäêiâ óæå âèáðàíà, òî 3-ié ðÿäîê a3

ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì, îêðiì âåêòîðà

λ1a1 + λ2a2 (λ1, λ2 ∈ P ),

òîáòî 3-ié ðÿäîê ìîæå áóòè îäíèì iç (qn − q2) âåêòîðiâ (ïðè âèáðàíèõ ïåðøèõ äâîõ
ðÿäêàõ). Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ ïðèéäåìî äî ôîðìóëè äëÿ ïîðÿäêó ãðóïè GLn(q).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1.6. |SL(n, P )| = 1
q−1

n−1∏
j=0

(qn − qj).
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�2. Íîðìàëüíà áóäîâà ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè

×åðåç Z(G) áóäåìî ïîçíà÷àòè öåíòð ãðóïè G :

Z(G) = {z ∈ G | zx = xz, x ∈ G}.
Ëåìà 2.1. Íåõàé T � òiëî. Òîäi

Z(GL(n, T )) = {λE|λ ∈ Z(T ∗)}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (αij) ∈ Z(GL(n, T )) (αij ∈ T ). Òàê ÿê tij(1)A = Atij(1),
òî eijA = Aeij i αji = 0 (j 6= i), αjj = αii = λ. Òîäi A = λE. Òàê ÿê αEA = AαE
(α ∈ T ∗), òî λ ∈ Z(T ∗). Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé T � òiëî. Òîäi

Z(SL(n, T )) = SL(n, T ) ∩ Z(GL(n, T )).

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ íàñëiäêó î÷åâèäíå. Íåõàé n > 1. Çðîçóìiëî,
ùî SL(n, T ) ∩ Z(GL(n, T )) ⊂ Z(SL(n, T )). Íåõàé A ∈ Z(SL(n, T )). Ç äîâåäåííÿ ëåìè
2.1 îäåðæèìî A = λE (λ ∈ T ∗). Òàê ÿê diag[α1, . . . , αn]A = A diag[α1, . . . , αn]
(αi ∈ T ∗, α1 . . . αn = 1), òî λαi = αiλ. ßêùî α1, . . . , αn−1 � äîâiëüíi åëåìåíòè iç T ∗,
òî äëÿ αn = α−1

n−1, . . . , α−1
1 α1 . . . αn−1αn = 1 i, îòæå, λ ∈ Z(T ∗). Òîìó A ∈ Z(GL(n, T )).

Íàñëiäîê äîâåäåíî.
Ïiäãðóïó ãðóïè GL(n, T ), ÿêà ìiñòèòüñÿ â öåíòði öi¹¨ ãðóïè, áóäåìî íàçèâàòè

öåíòðàëüíîþ ïiäãðóïîþ. Î÷åâèäíî, öåíòðàëüíà ïiäãðóïà ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.
Ðîçãëÿíåìî íîðìàëüíi íåöåíòðàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ).

Ëåìà 2.2. Íåõàé n > 2 i ïiäãðóïà H ãðóïè GL(n, T ) íîðìàëiçó¹òüñÿ ñïåöiàëü-
íîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ SL(n, T ). ßêùî ïiäãðóïà H ìiñòèòü õî÷à á îäíó åëåìåíòàðíó
ìàòðèöþ, òî öÿ ïiäãðóïà ìiñòèòü âñþ ãðóïó SL(n, T ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî h ∈ H, g ∈ SL(n, T ), òî îáèäâà êîìóòàòîðè [h, g] = h−1g−1hg,
[g, h] íàëåæàòü ïiäãðóïi H. Íåõàé äåÿêà åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ tij(α) íàëåæèòü íîð-
ìàëüíié ïiäãðóïi H ãðóïè GL(n, T ) (n > 2). Ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ Áàññà. Ìà¹ìî

[tij(α), tjk(β)] = tik(αβ) ∈ H,

[tri(γ), tik(αβ)] = trk(γαβ) ∈ H.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Òîäi H ìiñòèòü âñþ
ñïåöiàëüíó ëiíiéíó ãðóïó. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2.3. Íåõàé òiëî T íå áóäå ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 àáî T � òiëî õàðà-
êòåðèñòèêè 2, ùî íå ìiñòèòü òðàíñöåíäåíòíèõ âiäíîñíî ñâîãî ïðîñòîãî ïiäïîëÿ
åëåìåíòiâ. Íåõàé S(T ) � ïiäãðóïà àäèòèâíî¨ ãðóïè òiëà T, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ äî-
áóòêàìè êâàäðàòiâ åëåìåíòiâ iç T. Òîäi T = S(T ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T � íåêîìóòàòèâíå òiëî. Òîäi T1 = T \ Z(T ) � íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà i íåõàé α � äîâiëüíèé åëåìåíò öi¹¨ ìíîæèíè. Çíàéäåòüñÿ åëåìåíò β ∈ T
òàêèé, ùî

γ = αβ + βα 6= 0

(ÿêùî γ = 0 äëÿ âñiõ β ∈ T, òî 2α2 = 0, char T = 2, αβ = βα i α ∈ Z(T )).
Òàê ÿê γ = (α + β)2 − α2 − β2, òî γ ∈ S(T ). Âiäìiòèìî, ùî àäèòèâíà ãðóïà S(T )

çàìêíóòà âiäíîñíî äi¨ ìíîæåííÿ â T. Òîäi γ−1 = γγ−2 ∈ S(T ). Äàëi,

γα = αβα + βαα = α(βα) + (βα)α ∈ S(T ).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî α ∈ S(T ) i, îòæå, T1 ⊂ S(T ). ßêùî δ ∈ Z(T ), òî

γδ = αβδ + βαδ = αβδ + βδα = α(βδ) + (βδ)α ∈ S(T ).

Òîäi δ ∈ S(T ) i, îòæå, Z(T ) ⊂ S(T ), T ⊆ S(T ). Íåõàé T � ïîëå. ßêùî char T 6= 2 i
α ∈ T, òî

α =

(
α + 1

2

)2

−
(

α− 1

2

)2

∈ S(T ),

òîáòî T = S(T ). Íåõàé òåïåð T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, ÿêå àëãåáðà¨÷íå íàä ñâî¨ì
ïðîñòèì ïiäïîëåì Z2 = {0, 1}, i α � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ T. Òîäi α íàëåæèòü
ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi F ∗ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ Z2. Òàê ÿê ïî-
ðÿäîê n = |F ∗| � íåïàðíå ÷èñëî, òî

α = αn+1 =
(
α

n+1
2

)2

∈ S(T )

i, îòæå, T = S(T ). Ëåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. ßêùî T = Z2(x) � ïîëå äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä íåâiäî-

ìî¨ x íàä ïîëåì Z2, òî S(T ) = Z2(x
2) 6= T.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé n > 1, T � òiëî i H � òàêà íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ), ùî H íîðìàëiçó¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ãðóïîþ SL(n, T ). Òîäi ïiäãðóïà H ìi-
ñòèòü ãðóïó SL(n, T ). Âèêëþ÷åííÿ ñêëàäàþòü ëèøå âèïàäêè, êîëè n = 2, à òiëî T
¹ ïîëåì iç 2-õ àáî 3-õ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî H íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n, T ), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ GL(n, T )
ãðóïà H1 = g−1Hg òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n, T ). ßêùî H1 ìiñòèòü ãðóïó SL(n, T ),
òî H òàêîæ ìiñòèòü öþ ãðóïó. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü çàìiíÿòè ïiäãðóïó H íà ñïðÿæå-
íó ç íåþ ïiäãðóïó H1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðóïó GL(n, T ) ÿê ãðóïó ëiâèõ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ ïðàâîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L íàä òiëîì T. Òàê ÿê H �
íåöåíòðàëüíà, òî H ìiñòèòü íåñêàëÿðíó ìàòðèöþ A. Òîäi â ïðîñòîði L iñíó¹ òàêèé
âåêòîð u1, ùî âåêòîðè u1, u2 = Au1 íåïðîïîðöiéíi i òîäi ¨õ ìîæíà âêëþ÷èòè â íîâèé
T -áàçèñ ïðîñòîðó L. Â íîâîìó áàçèñi ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi îïåðàòîðà A áóäå
ìàòè âèãëÿä (0 1 0 . . . 0). Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñàìà ìàòðèöÿ A ìà¹ òàêèé ïåðøèé
ñòîâï÷èê.

Ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà äâà âèïàäêè.
1-é âèïàäîê : n > 2. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü äîâåñòè iñíóâàííÿ â H äåÿêî¨

åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi tij (i 6= j) (äèâ. ëåìó 2.2). Ðîçãëÿíåìî êîìóòàòîð

B = [t12(1), A−1] = (E − e12)A(E + e12)A
−1 = (E − e12)(E + Ae12A

−1).

Î÷åâèäíî B ∈ H. Âðàõîâóþ÷è, ùî Ae12 = e22, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

B = E − e12 + (E − e12)e22A
−1 = E − e12 + (e22 − e12)A

−1 = E − e12 +
∑

j

(e2j − e1j)β2j,

äå βij � åëåìåíòè ìàòðèöi A−1. Âiäìiòèìî, ùî β22 = 0. Íåõàé C = [t13(1), B−1].
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

C = (E − e13)(E + Be13B
−1) = (E − e13)(E + (e13 − e13β21 + e23β21)B

−1) =

= (E − e13)(E + e13 − e13β21 + e23β21) = E + β21(e23 − e13).

ßêùî β21 6= 0, òî t23(β21) = t12(1)Ct12(−1) ∈ H. Íåõàé β21 = 0. Òîäi [t23(1), B−1] = (E−
−e23)(E+Be23B

−1) = (E−e23)(E+(−e13+e23)B
−1) = (E−e23)(E−e13+e23) = t13(−1),
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îòæå, t13(−1) ∈ H. Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó n > 2 ãðóïà H ìiñòèòü åëåìåíòàðíó
ìàòðèöþ, ùî äîâîäèòü òåîðåìó äëÿ öüîãî âèïàäêó.

2-é âèïàäîê : n = 2, |T | > 3. Íåõàé H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(2, T ),
ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(2, T ). Ïîêàæåìî, ùî SL(2, T ) ⊆ H. Äëÿ öüîãî äîñèòü
äîâåñòè, ùî H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ â H
îäíi¹¨ åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi. Íåõàé

A =

(
0 α
1 β

)
∈ H.

Òîäi
A−1 =

(
βα−1 1
−α−1 0

)

i
B = [t12(1), A−1] = (E − e12)(E + Ae12A

−1) = (E − e12)(E + e22A
−1) =

=

(
1 −1
0 1

)(
1 0

α−1 1

)
=

(
1− α−1 −1

α−1 1

)
∈ H.

Âñi åëåìåíòè ìàòðèöi B íàëåæàòü ïîëþ F (α), äå F � öåíòð òiëà T. Íàä öèì ïîëåì
ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi

B1 = t12(−2 + α−1)t21(1)

(
1− α−1 −1

α−1 1

)
t21(−1)t12(2− α−1) =

= t12(−2 + α−1)

(
2− α−1 −1

1 0

)
t12(2− α−1) =

(
0 −1
1 β1

)
,

äå β1 = 2 − α−1 ∈ F (α). Çðîçóìiëî, ùî B1 ∈ H. Íåõàé γ � íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà
T, ÿêèé êîìóòó¹ ç α, d = diag[γ, γ−1] i

B2 = [d,B1] = diag[γ−1, γ]

(
β1 1
−1 0

)
diag[γ, γ−1]

(
0 −1
1 β1

)
=

(
γ−2 (γ−2 − 1)β1

0 γ2

)
.

Òàê ÿê d ∈ SL(2, T ), òî B2 ∈ H. Êîìóòàòîð

[t12(1), B2] = (E−e12)(E +B−1
2 e12B2) = (E−e12)(E +γ2e12B2) = (E−e12)(E +γ4e12) =

=

(
1 −1
0 1

)(
1 γ4

0 1

)
=

(
1 γ4 − 1
0 1

)

áóäå åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî γ4 6= 1.
Äîñëiäèìî iñíóâàííÿ òàêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà γ â T, ÿêèé êîìóòó¹ ç α i γ4 6= 1.
Íåõàé |F | > 5. Òîäi â ïîëi F êðiì íóëÿ òà äî 4-õ êîðåíiâ 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi

iñíóþòü iíøi åëåìåíòè. Çâiäñè ñòà¹ çðîçóìiëèì iñíóâàííÿ åëåìåíòà γ.
Íåõàé |F | 6 5, F (α) 6= F. Çðîçóìiëî, ùî |F (α)| ≥ 4. Äëÿ |F (α)| = 4, |F (α)∗| = 3 i

α 6= 0, α3 = 1, α4 = α 6= 1. Òîäi γ = α � øóêàíèé åëåìåíò. Äëÿ |F (α)| = 5, F (α) ∼= Z5

i F (α) = F , ùî íåìîæëèâî. Âèïàäîê |F (α)| > 5 àíàëîãi÷íèé äî âèïàäêó |F | > 5.
Íåõàé |F | 6 5, F (α) = F 6= T. Î÷åâèäíî, iñíó¹ åëåìåíò θ ∈ T \ F . Òîäi äîâiëüíèé

åëåìåíò ç T (θ) êîìóòó¹ ç α. Çðîçóìiëî, ùî F (θ) 6= F i F (θ) àíàëîãi÷íî ÿê i F (α) â
ðîçãëÿíóòîìó ðàíiøå âèïàäêó ìiñòèòü åëåìåíòà γ.

Íåõàé 3 < |F | 6 5, F (α) = F = T. Âèïàäîê |F | = 4 àíàëîãi÷íèé äî âèïàäêó
|F (α)| = 4. Âèïàäîê |F | = 5 îçíà÷à¹, ùî T ∼= Z5 � ïîëå ç 5-òè åëåìåíòiâ i ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ÿê ïðèêëàä. Îòæå, ìè ïîêàçàëè iñíóâàííÿ â H åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi t12(δ),
(δ ∈ T, δ 6= 0.) Çàìiíèìî ïiäãðóïó H íà ñïðÿæåíó ïiäãðóïó

H1 = diag[δ, 1]−1H(diag[δ, 1]).
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ßêùî H1 ìiñòèòü SL(2, T ), òî H òàêîæ ìiñòèòü SL(2, T ). Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî

t12(1) = diag[δ, 1]−1t12(δ)(diag[δ, 1]) ∈ H.

Íåõàé λ � áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà T. Òàê ÿê σ(λ) = diag[λ−1, λ] ∈
∈ SL(2, T ), òî t12(λ

2) = σ(λ)−1t21(1)σ(λ) ∈ H. Íåâàæêî òåïåð áà÷èòè, ùî âñi ìàòðèöi
âèãëÿäó

t12(µ) (µ ∈ S(T ))

íàëåæàòü ãðóïi H. Íåõàé òiëî T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 2.3. Òîäi S(T ) = T i, îòæå,
ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t21(λ). Íåõàé òåïåð T � ïîëå õàðàêòåðè-
ñòèêè 2, ùî ìiñòèòü òðàíñöåíäåíòíèé íàä Z2 åëåìåíò %. Íåõàé

D =

(
0 1
1 0

)
, R =

(
0 %

%−1 0

)
.

Î÷åâèäíî, R ∈ SL(2, T ) i ìàòðèöÿ t12(1) = t21(1)Dt21(1) ïîäiáíà ìàòðèöi D. Íåâàæêî
áà÷èòè, ùî [D,R] = diag[%2, %−2],

[t12(λ), [D, R]] = (E+λe12)(E+λ diag[%2, %−2]e12 diag[%−2, %2]) = (E+λe12)(E+λ%4e12) =

=

(
1 λ
0 1

)(
1 λ%4

0 1

)
=

(
1 λ(1 + %4)
0 1

)
= t12(λ(1 + %4)).

Òàê ÿê 1 + %4 6= 0, òî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t12(λ). Íàðåøòi âiä-
ìiòèìî, ùî ìàòðèöÿ t12(λ) ñïðÿæåíà â SL(2, T ) ç ìàòðèöåþ t21(−λ). Öå çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Êîíòðïðèêëàä (äèâ. êîíòðïðèêëàä � 1). Ïiäãðóïà H = 〈a, b〉 â ãðóïi GL(2,Z3)
áóäå íîðìàëüíîþ â öié ãðóïi, àëå âîíà íå ìiñòèòü ãðóïó SL(2,Z3) = 〈a, b, c〉 .

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé n > 1 i ïðè n = 2 òiëî T ìiñòèòü áiëüøå íiæ òðè
åëåìåíòè. ßêùî H � íåöåíòðàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi SL(n, T ), òî H =
= SL(n, T ).

Ôàêòîð-ãðóïó PGL(n, T ) = GL(n, T )/Z(GL(n, T )) ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïà çà ¨¨ öåí-
òðîì íàçèâàþòü ïîâíîþ ïðîåêòèâíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T , à ôàêòîð-ãðóïó
PSL(n, T ) = SL(n, T )/Z(SL(n, T )) ñïåöiàëüíî¨ � ñïåöiàëüíîþ ïðîåêòèâíîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T .

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé n > 1 i ïðè n = 2 òiëî T ìiñòèòü áiëüøå íiæ òðè
åëåìåíòè. Òîäi ãðóïà PSL(n, T ) ¹ ïðîñòîþ ãðóïîþ.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ãðóïè GL(2,Z5). Íåõàé H � íåöåíòðàëüíà ïiä-
ãðóïà ãðóïè GL(2,Z5), ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(2,Z5). Çðîçóìiëî, ùî äåÿêà
ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A =

(
0 α
1 β

)
∈ H,

äå α = ±1,±2. Ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê α = −1. Òîáòî

B(β) =

(
0 −1
1 β

)
∈ H,

äå β = 0,±1,±2. Ïîêàæåìî, ùî ïiäãðóïà H àáî ñïðÿæåíà ç íåþ ïiäãðóïà ìiñòèòü
åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

1. β = 0. Ìàòðèöÿ B(0) ïîäiáíà ìàòðèöi D = diag[2,−2]. Ìîæíà ââàæàòè, ùî
D ∈ H. Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî

[t12(1), D] = (E − e12)(E + diag[−2, 2]e12 diag[2,−2]) = (E − e12)
2 = t12(−1)2 = t12(−2).
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2. β = ±1. Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî

[B(1), D] =

=

(
1 1
−1 0

)( −2 0
0 2

)(
0 −1
1 1

)(
2 0
0 −2

)
=

( −2 2
2 0

)(
0 2
2 −2

)
=

( −1 2
0 −1

)
,

[B(−1), D] =

=

( −1 1
−1 0

)( −2 0
0 2

)(
0 −1
1 −1

)(
2 0
0 −2

)
=

(
2 2
2 0

)(
0 2
2 2

)
=

( −1 −2
0 −1

)
.

Òîìó ìàòðèöi [B(1), D]2 i [B(−1), D]2 ïîäiáíi êëiòöi Æîðäàíà J2(1) = t12(1).
3. β = ±2.

t12(1)B(2)t12(−1) = t12(1)

(
0 −1
1 2

)
t12(−1) =

(
1 0
1 1

)
,

t12(−1)B(−2)t12(1) = t12(−1)

(
0 −1
1 −2

)
t12(1) =

( −1 0
1 −1

)
.

Òîìó ìàòðèöi B(2) i B(−2)2 ïîäiáíi êëiòöi Æîðäàíà J2(1) = t12(1).
Â óñiõ âèïàäêàõ ãðóïà H (àáî ñïðÿæåíà ç íåþ) ìiñòèòü åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

�3. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i äi¨ íàä ìàòðè÷íèìè ãðóïàìè

Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì T , E(V ) = EndT (V ) � êiëüöå
âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V , GL(V ) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ E(V ).
Öÿ ãðóïà òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ (ïðîñòîðó V ). Íåõàé

u = (u1, . . . , un) (ui ∈ V ) (1)

� áàçèñ ïðîñòîðó V . Êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðîâi ϕ ∈ E(V ) ïîñòàâèìî ó âiäïî-
âiäíiñòü éîãî ìàòðèöþ Aϕ â áàçèñi u(1) (ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi áóäóòü êîîðäèíàòíèìè
ñòîâïöÿìè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ). Îäåðæàíå âiäîáðàæåííÿ

τu : E(V ) → M(n, T )

áóäå içîìîðôiçìîì êiëåöü, à éîãî îáìåæåííÿ íà ãðóïó GL(V ) áóäå içîìîðôiçìîì öi¹¨
ãðóïè íà ïîâíó ëiíiéíó ãðóïó GL(n, T ).

Íåõàé νu = τ−1
u . ßêùî

g = (αij) ∈ M(n, T ) (αij ∈ T ),

òî νu(g) ∈ E(V ) i, ÿê ñëiäó¹ iç îçíà÷åíü

νu(g)(uj) =
∑

i

αijui (j = 1, . . . , n). (2)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ g ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñi u (1). Ôîð-
ìóëà (2) äîçâîëÿ¹ áóäü-ÿêó ìàòðè÷íó ïiäãðóïó G ãðóïè GL(n, T ) ïåðåòâîðèòè â ãðóïó
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V , òîáòî ïåðåòâîðèòè ïðîñòið V â ìîäóëü (ëiâèé) íàä
ãðóïîâîþ àëãåáðîþ TG. Äîâiëüíà ãðóïà G, î÷åâèäíî, äi¹ (çëiâà) ó áóäü-ÿêîìó TG-
ìîäóëi, à áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T , â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G, ¹ TG-ìîäóëåì.
TG-ìîäóëü áóäåìî íàçèâàòè ùå G-ïðîñòîðîì íàä ïîëåì T , à éîãî TG-ïiäìîäóëi � G-
ïiäïðîñòîðàìè. Äàëi òåðìií ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) äi¹ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì
T áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè äëÿ n-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì
T ç äi¹þ âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (2).
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Ãîìîìîðôiçìè νu, τu çàëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñó u ïðîñòîðó V . Íåõàé â ïðîñòîði
V âèáðàíî ùå îäèí áàçèñ

v = (v1, . . . , vn) (vi ∈ V ). (3)

Íåõàé S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó u (1) äî áàçèñó v (3) i φ � àâòîìîðôiçì
ïðîñòîðó V òàêèé, ùî φ(u) = v, òîáòî φ(ui) = vi (i = 1, . . . , n).

Ëåìà 3.1. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(V ). Òîäi

τv(H) = S−1τu(H)S. (4)

Íåõàé G � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi

νv(G) = φνu(G)φ−1. (5)

Äîâåäåííÿ. (4) ñëiäó¹ iç çâ'ÿçêó ìàòðèöi îäíîãî i òîãî æ ëiíiéíîãî îïåðàòoðà â
ðiçíèõ áàçèñàõ. Íåõàé g ∈ G. Òîäi çãiäíî (2)

φνu(g)φ−1(vj) = φνu(g)(uj) = φ

(∑
j

αijui

)
=

∑
j

αijφ(ui) =
∑

j

αijvi = νv(g)(vj),

çâiäêè ñëiäó¹ (5). Ëåìà äîâåäåíà.
Íàãàäà¹ìî, ïiäãðóïè H1, H2 ãðóïè G íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæåíèìè, ÿêùî iñíó¹ åëå-

ìåíò c ∈ G òàêèé, ùî c−1H1c = H2. Â ðîçãëÿíóòié âiäïîâiäíîñòi ìiæ ìàòðè÷íèìè
ãðóïàìè iç GL(n, T ) i ãðóïàìè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V äâi ãðóïè ìàòðèöü,
ùî âiäïîâiäàþòü îäíié ãðóïi îïåðàòîðiâ, áóäóòü ñïðÿæåíèìè â ãðóïi GL(n, T ), à äâi
ãðóïè îïåðàòîðiâ iç GL(V ), ùî âiäïîâiäàþòü îäíié ìàòðè÷íié ãðóïi, áóäóòü ñïðÿæå-
íèìè â ãðóïi GL(V ).

Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ çâiäíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ
ìàòðèöü âèãëÿäó (

g1 ∗
0 g2

)
, (6)

äå gj ∈ Gj ⊆ GL(nj, T )(Gj � ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ), n1 + n2 = n).
Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ), ÿêà íå áóäå çâiäíîþ, íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíîþ ãðóïîþ.
Íåõàé ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) áóäå çâiäíîþ i ñïðÿæåíîþ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi

C ∈ GL(n, T ) ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó (6), äå Gj(1 6 j 6 2) òàêà ãðóïà, ùî äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà gj ∈ Gj çíàéäåòüñÿ ìàòðèöÿ g ∈ G, ùî ñïðÿæåíà çà äîïîìîãîþ
òi¹¨ æ ìàòðèöi C ç ìàòðèöåþ (6). Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ òàêèé áàçèñ

u1, . . . , un1 , v1 = un1+1, . . . , vn2 = un, (7)

â ÿêîìó êîæíèé îïåðàòîð g ∈ G ìà¹ ìàòðèöþ (6). Íåõàé

U = Tu1 + · · ·+ Tun1 , V = V/U = Tv1 + · · ·+ Tvn2 (vi = vi + U)

� ïiäïðîñòið â ïðîñòîðîâi V i âiäïîâiäíèé ôàêòîð-ïðîñòið. Òàê ÿê

g(ui) = g1(ui) ∈ U (i 6 n1),

g(vj) = g2(vj) + xj(g) (xj(g) ∈ U),

òî U � G-ïiäïðîñòið. I, îêðiì öüîãî, ôàêòîð-ïðîñòið V ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â G-ïðîñòið

g(v + U) = g2(v) + U. (8)
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G-ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiä-
ïðîñòið U . G-ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì, ÿêùî â íüîìó íåìà G-ïiäïðîñòîðiâ,
îêðiì íóëüîâîãî ïiäïðîñòîðó i âñüîãî ïðîñòîðó V . Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið V â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G ¹ çâiäíèì i U � G-ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V (U 6= 0, U 6= V ). Íåõàé (7)
áàçèñ â V , ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç áàçèñ ïiäïðîñòîðó U . Òîäi ìàòðèöi âñiõ îïåðàòîðiâ
iç ãðóïè G â öüîìó áàçèñi áóäóòü ìàòè âèãëÿä (6). Îòæå, ãðóïà G áóäå çâiäíîþ
ãðóïîþ. Ïiäñóìó¹ìî ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3.2. Ãðóïà G ⊆ GL(n, T ) áóäå çâiäíîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
áóäå çâiäíèì ïðîñòið V â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G íàä ïîëåì T .

Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G i

0 = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Ut = V (9)

� êîìïîçèöiéíèé ðÿä TG-ìîäóëÿ V , äå Uj � G-ïiäïðîñòîðè â V i ôàêòîðè Uj/Uj−1 �
íåçâiäíi TG-ìîäóëi (òàêèé ðÿä iñíó¹). Ïðîâåäåìî áàçèñ ïðîñòîðó V ÷åðåç áàçèñè
ïiäïðîñòîðiâ â (9), äîïîâíþþ÷è áàçèñ Uj äî áàçèñó Uj+1. Â òàê âèáðàíîìó áàçèñi
ìàòðèöÿ êîæíîãî îïåðàòîðà áóäå ìàòè âèãëÿä




g1 ∗ . . . ∗
0 g2 . . . ∗
... ... . . . ...
0 0 . . . gt


 , (10)

äå gj � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà g â íåçâiäíîìó G-ìîäóëi Uj/Uj−1 (äèâ. (8)) ïðîáiãà¹ äåÿêó
íåçâiäíó ìàòðè÷íó ãðóïó Gj. Îòæå, âñòàíîâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íî¨ ãðóïè). Áóäü-ÿêà ïiä-
ãðóïà G â ãðóïi GL(n, T ) ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó (10), ÿêó
íàçèâàþòü ¨¨ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì, äå gj ïðîáiãà¹ äåÿêó íåçâiäíó ïiäãðóïó Gj ãðóïè
GL(nj, T ) (j = 1, . . . , t), nj ≥ 1, n1 + · · ·+ nt = n.

Íåõàé
γj : G → GL(nj, T ) (γj(g) = gj ∈ Gj)

� âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó g ãðóïè G j-èé äià-
ãîíàëüíèé áëîê gj ìàòðèöi (10) â êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi ãðóïè G (j = 1, . . . , t). Òîäi
γj � çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T i γj(G) = Gj.

Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿæåíà ç ãðó-
ïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

diag[g1, g2] =

(
g1 0
0 g2

)
(gj ∈ GL(nj, T ), n1 + n2 = n). (11)

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) ¹ ðîçêëàäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ëiíiéíèé ïðîñòið V â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó

V = U1 ⊕ U2

íåíóëüîâèõ G-ïiäïðîñòîðiâ U1, U2.
Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì çâiäíîþ, ÿêùî âîíà íåçâiäíà àáî ñïðÿ-

æåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

diag[g1, g2, . . . , gt] =




g1 0 . . . 0
0 g2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . gt


 ,
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äå gj ïðîáiãà¹ íåçâiäíó ïiäãðóïó Gj ãðóïè GL(nj, T ) (n1 + · · · + nt = n). Ãðóïà G ⊂
⊂ GL(n, T ) áóäå öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið V â ÿêîìó äi¹ ãðóïà
G ¹ öiëêîì çâiäíèé, òîáòî ¹ íåçâiäíèì àáî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Ut

íåçâiäíèõ íåíóëüîâèõ G-ïiäïðîñòîðiâ U1, . . . , Ut (t > 1).
Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, 2). Ïðÿìèì äîáóòêîì G1×G2 íàçèâà-

¹òüñÿ ãðóïà diag[G1, G2] óñiõ ìàòðèöü âèãëÿäó diag[g1, g2] (äèâ. (11)).
Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, . . . , t > 2). Çà îçíà÷åííÿì

G1 × · · · ×Gt = (G1 × · · · ×Gt−1)×Gt

íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï Gj(j = 1, . . . , t). Íåõàé γj � ïðîåêöiÿ ïðÿìîãî
äîáóòêó G1 × · · · ×Gt íà j-òó êîìïîíåíòó Gj.

Ïiäãðóïà G ïðÿìîãî äîáóòêó G1×· · ·×Gt íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï
Gj(j = 1, . . . , t), ÿêùî γj(G) = Gj (j = 1, . . . , t).

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) ¹ öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íåçâiäíà àáî
ñïðÿæåíà ç ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä ïîëåì T .

Íåõàé A = (αij), B = (βij) � ìàòðèöi íàä ïîëåì T ïîðÿäêiâ n i m âiäïîâiäíî.
Ìàòðèöÿ

A⊗B =




α11B . . . α1nB
... . . . ...

αn1B . . . αnnB




ïîðÿäêó nm íàçèâà¹òüñÿ êðîíåêåðîâèì äîáóòêîì ìàòðèöü A òà B. Íåâàæêî áà÷èòè,
ùî

det(A⊗B) = (det A)m · (det B)n.

Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, 2). Ãðóïà

G1 ⊗G2 = { A1 ⊗ A2 | Aj ∈ Gj }
íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðíèì äîáóòêîì ãðóï G1, G2. Î÷åâèäíî, G1⊗G2 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(nm, T ). ßêùî G1, G2 � ñêií÷åííi ãðóïè, òî |G1 ⊗G2| = |G1||G2|.

Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ìàòðèöÿ A ∈ M(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíîþ,
ÿêùî êîæíèé ðÿäîê i êîæíèé ¨¨ ñòîâï÷èê ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà, âiäìií-
íîãî âiä íóëÿ. Ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿ-
æåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, K) âñi ìàòðèöi ÿêî¨ ìîíîìiàëüíi. Íåõàé σ � ïiäñòà-
íîâêà ñòåïåíÿ n. Ïiäñòàíîâî÷íîþ ìàòðèöåþ σ̃ ∈ GL(n,K), âiäïîâiäíîþ ïiäñòàíîâöi
σ íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíà ìàòðèöÿ, ÿêà â j-ñòîâï÷èêó ìiñòèòü îäèíèöþ íà σ(j)-ìó
ìiñöi (j = 1, . . . , n). Êîæíó ìîíîìiàëüíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
äîáóòêó äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi íà ïiäñòàíîâî÷íó ìàòðèöþ. Ìàòðèöÿ B ⊗ A ïîäiáíà
ìàòðèöi A⊗B, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ ïîäiáíîñòi ¹ ïiäñòàíîâî÷íà ìàòðèöÿ.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ), A � ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè St. Ñïëå-
òiííÿì H o A öèõ ãðóï íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà ãðóïè GL(nt, T ), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ
ãðóïîþ H t = H × · · · × H i óñiìà ïiäñòàíîâî÷íèìè ìàòðèöÿìè σ̃ íàä êiëüöåì K =
= M(n, T ), âiäïîâiäíèì ïiäñòàíîâêàì σ ∈ A. ßêùî H � ñêií÷åííà ãðóïà, òî |H oA| =
= |H|t|A|.

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ iìïðèìiòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî
äiëüíèêà d > 1 ÷èñëà n ãðóïà G ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ G1 ìîíîìiàëüíèõ ìàòðèöü íàä
êiëüöåì K = M(s, T ), äå s = n/d. Íåõàé ïðè öüîìó C òàêà ìàòðèöÿ iç ãðóïè GL(n, T ),
ùî C−1GC = G1. ßêùî g ∈ G, òî

C−1gC = diag[a1(g), . . . , ad(g)]σ̃(g), (12)
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äå a1(g), . . . , ad(g) ∈ GL(s, T ), σ̃(g) � ìàòðèöÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ(g) íà d ñèìâîëàõ.
Âiäîáðàæåííÿ σ : G → Sd, ïðè ÿêîìó åëåìåíò g ∈ G ïåðåõîäèòü ó ïiäñòàíîâêó
σ(g) ∈ Sd, áóäå çîáðàæåííÿì iìïðèìiòèâíî¨ ãðóïè G ïiäñòàíîâêàìè (äèâ. (12)). Íåõàé
H � òà ïiäãðóïà ãðóïè GL(s, T ), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà ìàòðèöÿìè aj(g)(j = 1,
. . . , d; g ∈ G (äèâ. (12)). Òîäi ãðóïà G1 áóäå ïiäãðóïîþ ñïëåòiííÿ H o σ(G). Îòæå,
iìïðèìiòèâíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T � öå ãðóïà, ùî ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ
ñïëåòiííÿ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè i ãðóïè ïiäñòàíîâîê íà d > 1 ñèìâîëàõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäãðóïà A ãðóïè Sd íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ ñèìâîëiâ i òà j (1 6 i, j 6 d) â ïiäãðóïi A çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò a, ùî
a(i) = j.

Ëåìà 3.3. Iìïðèìiòèâíà ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T áóäå íåçâiäíîþ òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè íåçâiäíîþ áóäå ïiäãðóïà H â ãðóïi GL(s, T ) i çîáðàæåííÿ
σ ïiäñòàíîâêàìè áóäå òðàíçèòèâíèì (òîáòî, êîëè ãðóïà ïiäñòàíîâîê σ(G) áóäå
òðàíçèòèâíîþ).

Ëåìà 3.4. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G. Ãðóïà G áóäå iì-
ïðèìiòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið L ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ïðÿìî¨ ñóìè

L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ld (d > 1)

òàêèõ ïiäïðîñòîðiâ Lj, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ G i êîæíîãî íîìåðà j iñíó¹ íîìåð t
òàêèé, ùî g(Lj) = Lt.

Íåçâiäíà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíîþ ãðóïîþ, ÿêùî âîíà íå áóäå iìïðèìi-
òèâíîþ. Áóäü-ÿêà íåçâiäíà ãðóïà áóäå ïðèìiòèâíîþ àáî iìïðèìiòèâíîþ.

�4. Öiëêîì çâiäíi ãðóïè

Ëåìà 4.1. Íåõàé V � G-ïðîñòið íàä ïîëåì T . Ïîäàíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíi:
1) êîæíèé âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiäïðîñòið U â V ìà¹ ïðÿìå G-äîïîâíåííÿ U ′,

òîáòî V = U ⊕ U ′, äå U ′ � H-ïiäïðîñòið â V ;
2) ïðîñòið V ¹ ñóìîþ íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ;
3) ïðîñòið V ¹ ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà Äiêñîíà; [2]). Íåõàé G � òàêà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó
n íàä ïîëåì T , ùî ìiñòèòü ïiäãðóïó H ñêií÷åííîãî iíäåêñà s = [G : H], ÿêèé íå
äiëèòüñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó char T ïîëÿ T . Ãðóïà G ¹ öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè öiëêîì çâiäíà ïiäãðóïà H.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � öiëêîì çâiäíà ãðóïà. Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà G òàêîæ öië-
êîì çâiäíà. Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
ïðîñòið V ¹ ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî ùî êîæíèé
âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiäïðîñòið â V ìà¹ ïðÿìå G-äîïîâíåííÿ i ñêîðèñòà¹ìîñü ëå-
ìîþ 4.1. Íåõàé U � G-ïiäïðîñòið â ïðîñòîði V i U 6= 0, U 6= V . Òàê ÿê H � öiëêîì
çâiäíà ãðóïà, òî H-ïiäïðîñòið U ìà¹ ïðÿìå H-äîïîâíåííÿ. Íåõàé p : V → V ,

p(u + u′) = u (u ∈ U, u′ ∈ U ′)

ïðîåêòîð ïðîñòîðó V íà ïðÿìèé äîäàíîê U . Òîäi

p(V ) = U, p2 = p, h−1ph = p (h ∈ H). (1)

Íåõàé g1, . . . , gs � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ óñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ
H. Ïîêëàäåìî

θ : V → V, θ = s−1

s∑
j=1

g−1
j pgj.
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Òîäi θ(V ) = U . ßêùî u ∈ U, òî gj(u) ∈ U i

θ(u) = s−1
∑

j

g−1
j (p(gj(u))) = s−1

∑
j

g−1
j gj(u) = s−1

∑
j

u = s−1

s∑
j=1

u = u,

òîáòî
θ2 = θ. (2)

Íåõàé g ∈ G. Iñíó¹ ïiäñòàíîâêà ρ íà s ñèìâîëàõ i òàêi åëåìåíòè h1, . . . , hs ãðóïè H,
ùî

gjg = higi, i = ρ(j) (j = 1, . . . , s).

Òàê ÿê g−1
j = gg−1

i h−1
i , òî âðàõóâàâøè (1), áóäåìî ìàòè

θg = s−1
∑

j

g−1
j pgjg = s−1

∑

i=ρ(j)

gg−1
i h−1

i phigi = gθ (3)

äëÿ âñiõ g ∈ G. Iç (2) i (3) ñëiäó¹, ùî (I − θ)(V ) (I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð) áóäå
G-ïiäïðîñòîðîì â ïðîñòîði V i

θ(V )
⋂

(I − θ)(V ) = 0. (4)

Òàê ÿê V ¹ ñóìîþ θ(V )+ (I− θ)(V ), òî â ñèëó (4), öÿ ñóìà ¹ ïðÿìà. Îòæå, ïiäïðîñòið
U ìà¹ G-äîïîâíåííÿ (I − θ)(V ), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàâåäåìî ìàòðè÷íèé âàðiàíò äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé G � çâiäíà ãðóïà. Îòæå,
ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ ãðóïà ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

g =

(
Γ(g) A(g)

0 ∆(g)

)
,

äå Γ, ∆ äåÿêi T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G ñòåïåíiâ n1, n2 (n1 + n2 = n) i A : G → Tn1×n2 �
çâ'ÿçóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ öèõ çîáðàæåíü. Òàê ÿê H � öiëêîì çâiäíà ãðóïà, òî ìîæíà
ââàæàòè, ùî A(h) = 0 äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ h ∈ H. Íåõàé g1, g2, . . . , gs � ñèñòåìà
ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè
iíäåêñiâ i, j(1 6 i, j 6 s) iñíó¹ ¹äèíèé iíäåêñ k(1 6 k 6 s), òàêèé, ùî

gigjg
−1
k ∈ H.

Âiäìiòèìî, ùî êîëè ïðè äàíîìó iíäåêñó j iíäåêñ i ïðîáiãà¹ âñi çíà÷åííÿ âiä 1 äî s, òî
iíäåêñ k òàêîæ ïðîáiãà¹ âñi öi çíà÷åííÿ àëå, ìîæëèâî, â iíøîìó ïîðÿäêó. Iç ðiâíîñòi

A(gigjg
−1
k ) = 0,

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè A(xy) = Γ(x)A(y)+A(x)∆(y) (x, y ∈ G), A(g−1
k ) = −Γ(g−1

k )×
×A(gk)∆(g−1

k ), ìà¹ìî

Γ(gigj)A(g−1
k ) + A(gigj)∆(g−1

k ) = 0,

−Γ(gi)Γ(gj)Γ(g−1
k )A(gk)∆(g−1

k ) + Γ(gi)A(gj)∆(g−1
k ) + A(gi)∆(gj)∆(g−1

k ) = 0,

Γ(gi)
(−Γ(gj)Γ(g−1

k )A(gk) + A(gj) + Γ(g−1
i )A(gi)∆(gj)

)
∆(g−1

k ) = 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

−Γ(gj)Γ(g−1
k )A(gk) + A(gj) + Γ(g−1

i )A(gi)∆(gj) = 0.
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Ïðè äàíîìó j ïðîñóìó¹ìî îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ çà i âiä 1 äî s (ïðè öüîìó k áóäå
òàêîæ çìiíþâàòèñü â ìåæàõ âiä 1 äî s) i âèêîðèñòà¹ìî òó îáñòàâèíó, ùî s−1 ∈ T.
Îäåðæèìî

A(gj) = Γ(gj)B −B∆(gj), (5)
äå

B = s−1

s∑
i=1

Γ(g−1
i )A(gi).

Íåõàé h ∈ H. Äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ ¹äèíèé j (1 6 i, j 6 s) i òàêèé åëåìåíò h′ ∈ H,
ùî gih = h′gj. Âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó, ùî A(h) = A(h′) = 0, îòðèìà¹ìî A(gi)∆(h) =
= Γ(h′)A(gj). Òîäi, âèêîðèñòàâøè öþ ðiâíiñòü i ðiâíiñòü g−1

s h′ = hg−1
j , îòðèìà¹ìî

B∆(h) = s−1
s∑

i=1

Γ(g−1
i )A(gi)∆(h) = s−1

s∑
i=1

Γ(h)Γ(h−1g−1
i )Γ(h′)A(gj) =

= Γ(h)s−1
s∑

i=1

Γ(h−1g−1
i h′)A(gj) = Γ(h)s−1

s∑
j=1

Γ(g−1
j )A(gj) = Γ(h)B.

(6)

Íåõàé
C =

(
En1 B
0 En2

)

(En1 , En2 � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n1 òà n2 âiäïîâiäíî). Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), (6)
íåâàæêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî

C−1GC =

{(
Γ(g) 0

0 ∆(g)

)∣∣∣∣ g ∈ G

}
,

òîáòî G � ðîçêëàäíà ãðóïà. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 4.2 (Òåîðåìà Ïëàòîíîâà; [2]). Íåõàé ìàòðè÷íà ãðóïà G íàä ïîëåì T

ìà¹ òàêó íîðìàëüíó ïiäãðóïó H, ùî ôàêòîð-ãðóïà G/H ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííà i ïî-
ðÿäêè ¨¨ åëåìåíòiâ íå äiëÿòüñÿ íà char T . ßêùî ãðóïà H ¹ öiëêîì çâiäíà, òî i ãðóïà
G òàêîæ öiëêîì çâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âðàõó¹ìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ: ìàòðè÷íà ãðóïà ¹ öië-
êîì çâiäíîþ, êîëè öiëêîì çâiäíà ñèñòåìà òâiðíèõ öi¹¨ ãðóïè. Â êiëüöi M(n, T ) áóäü-
ÿêà ëiíiéíî íåçàëåæíà íàä ïîëåì T ìíîæèíà ìàòðèöü ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ n2

ìàòðèöü. Íåõàé
g1, . . . , gt (7)

� ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà íàä T ñèñòåìà ìàòðèöü iç ãðóïè G i G1 � ïiäãðóïà
â G, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ g1, . . . , gt i ãðóïîþ H. Iç óìîâè òåîðåìè ñëiäó¹, ãðóïà G1/H
¹ ñêií÷åííîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G/H, òîáòî H ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ â ãðóïi G1 i
öåé iíäåêñ íå äiëèòüñÿ íà char T . Iç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî G1 � öiëêîì çâiäíà
ãðóïà. Òîäi öiëêîì çâiäíèìè áóäóòü ìíîæèíà (7) i ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ íàä ïîëåì
T êîìáiíàöié ñèñòåìè (7), ñåðåä ÿêèõ ìiñòèòüñÿ ãðóïà G. Îòæå, ãðóïà G ¹ öiëêîì
çâiäíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.1. ßêùî G � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i ïîðÿäêè
¨¨ åëåìåíòiâ íå äiëÿòüñÿ íà char T , òî ãðóïà G � öiëêîì çâiäíà.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ),

[H]T =

{∑

h∈H

λhh|λh ∈ T

}

� ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åíèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié íàä ïîëåì T åëåìåíòiâ ãðóïè H. Öÿ
ìíîæèíà [H]T ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T . Öÿ àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ îáîëîí-
êîþ ãðóïè H íàä ïîëåì T . Ëåãêî áà÷èòè, ùî àëãåáðà [H]T ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì
ãðóïîâî¨ àëãåáðè TH.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé H � íåçâiäíà ãðóïà íàä ïîëåì T . Òîäi ãðóïîâà àëãåáðà [H]T ¹
ïðîñòîþ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà H. Òîäi V � ïðîñòèé
A-ìîäóëü (A = [H]T ). ßêùî x ∈ A, xV = 0, òî x = 0. Îòæå, V � òî÷íèé A-ìîäóëü.
Òîäi Rad A = 0 i, îòæå, A � íàïiâïðîñòå àðòiíîâå êiëüöå. Íåõàé J � äâîñòîðîííié
iäåàë â A. Òîäi J = Ae, äå e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò i

V = eV + (E − e)V

ïðÿìà ñóìà A-ïiäìîäóëiâ â íåçâiäíîìó A-ìîäóëi V . Òîäi e = 0 àáî E − e = 0, òîáòî
A � ïðîñòå êiëüöå. Ëåìà äîâåäåíà.

Öåíòðàëiçàòîðîì ãðóïè H ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

ZT (H) = {x ∈ M(n, T )|xh = hx(h ∈ H)}
âñiõ ìàòðèöü x, ùî êîìóòóþòü ç êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè H.

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 4.2. Òîäi ZT (H) � ñêií÷åííî
âèìiðíå òiëî íàä ïîëåì T , à àëãåáðà [H]T içîìîðôíà ïîâíîìó ìàòðè÷íîìó êiëüöþ
íàä òiëîì D, àíòèiçîìîðôíèì òiëó ZT (H). ßêùî [H]T ∼= M(s,D), òî n = s·(D : T ).

Íàñëiäîê 4.3. Íåõàé G � öiëêîì çâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T . Òîäi ¨¨
ëiíiéíà îáîëîíêà [G]T áóäå íàïiâïðîñòîþ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ãðóïà G ¹ ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ íàä ïîëåì T ìàòðè-
÷íèõ ãðóï G1, . . . , Gs. Íåõàé γj : G → Gj � ïðîåêöiÿ ãðóïè G íà ãðóïó Gj (j = 1, . . . ,
s). Ãîìîìîðôiçì ãðóï γj ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìó àëãåáðè [G]T íà íàïiâïðî-
ñòó íàä ïîëåì T àëãåáðó [Gj]T . ßêùî x ∈ [G]T , òî x = diag[γ1(x), . . . , γs(x)]. ßêùî
x ∈ Rad[G]T , òî γj(x) = 0 (j = 1, . . . , s). Îòæå, Rad[G]T = 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íåõàé T ′ � àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ T. Áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì T áóäå
ìàòðèöåþ íàä ðîçøèðåííÿì T ′. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿêùî G � íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ), òî ÷è áóäå ãðóïà G íåçâiäíîþ â ãðóïi GL(n, T ′)? Âçàãàëi êàæó÷è, âiäïîâiäü
íåãàòèâíà. Íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà G íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî íåçâi-
äíîþ, ÿêùî âîíà çàëèøà¹òüñÿ íåçâiäíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçøèðåíi T ′ ïîëÿ T . ßêùî
ïîëå T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå, òî áóäü-ÿêà íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä öèì ïîëåì
áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ.

Òåîðåìà 4.3. Íåçâiäíà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç åêâiâàëåíòíèõ óìîâ:
1) C(G) = {λE|λ ∈ T} ∼= T ;
2) [G]T = M(n, T );
3) â ãðóïi G iñíó¹ n2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íàä ïîëåì T ìàòðèöü.

Ïîëå T íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé íåçâiäíèé íàä öèì ïîëåì T
ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìî¨ x íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ (â àëãåáðà¨÷íîìó çàìèêàííi ïîëÿ
T ).

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé ïîëå T � ñåïàðàáåëüíå (çîêðåìà char T = 0). ßêùî G �
íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T , òî ãðóïà G áóäå öiëêîì çâiäíîþ íàä ïîëåì
T ′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A = [G]T , A′ = [G]T ′ = T ′ ⊗T A

i K = T (θ) ∼= T [x]/ 〈f(x)〉 � öåíòð àëãåáðè A, äå θ � êîðiíü íåçâiäíîãî íàä ïîëåì T
ìíîãî÷ëåíà f(x). Òàê ÿê öåé ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ, òî öåíòð àëãåáðè A′
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áóäå îðòîãîíàëüíîþ ñóìîþ äåÿêèõ ñêií÷åííèõ ðîçøèðåíü ïîëÿ T ′. Òîäi àëãåáðà A′

ðîçêëàäåòüñÿ â îðòîãîíàëüíó ñóìó s ïîâíèõ ìàòðè÷íèõ êiëåöü íàä äåÿêèìè òiëàìè,
ùî ¹ ñêií÷åííî âèìiðíèìè íàä ïîëåì T ′. Ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì ðîçêëàäîì ãðóïà G
áóäå ñïðÿæåíà íàä ïîëåì T ′ ç ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä
ïîëåì, òîáòî G � öiëêîì çâiäíà íàä ïîëåì T ′ ãðóïà. Íåõàé G � àáñîëþòíî íåçâiäíà
ãðóïà. Òîäi G � íåçâiäíà ãðóïà íàä ïîëåì T ′. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

ZT ′(G) = T ′ ⊗T ZT (G)

ïîëå äëÿ ëþáîãî ïîëÿ T ′ ⊃ T . Öå ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè ZT (H) = T . Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Íåõàé P = Zp(t) � ïîëå äðîáîâî ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä çìiííî¨
t íàä ïîëåì iç p åëåìåíòiâ Zp, G � öèêëi÷íà ãðóïà, ùî ïîðîäæåíà òàêîþ ìàòðèöåþ
ïîðÿäêó p

f̃(x) =




0 . . . 0 t
1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . 1 0


 (8)

� ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(x) = xp − t. Ãðóïà
G � íåçâiäíà ïiäãðóïà â GL(p, P ). Íåõàé P ′ = P (θ), äå θ � êîðiíü öüîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x). Òîäi íàä ïîëåì P ′ ìàòðèöÿ (8) ïîäiáíà êëiòöi Æîðäàíà

Jp(θ) =




θ 1 . . . 0 0
0 θ . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . θ 1
0 0 . . . 0 θ




.

Îòæå ãðóïà G íå áóäå öiëêîì çâiäíîþ íàä ïîëåì P ′. Âiäìiòèìî, ùî

A ∼= P ′, Rad A′ 6= 0, A′/ Rad A′ ∼= P ′

(äèâ. ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 4.4).
Ïðèêëàä. Íåõàé

K4 =
〈
a, b|a4 = 1, a2 = b2, ab = ba3

〉

� ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 8,

G =

〈
ã =

(
ĩ 0
0 ĩ

)
, b̃ =

(
0 −E
E 0

)〉 (
ĩ =

(
0 −1
1 0

)
, E =

(
1 0
0 1

))

� íåçâiäíà ïiäãðóïà â GL(4,Q), içîìîðôíà ãðóïi K4. Íàä ïîëåì Q′ = Q(i)(i2 = −1)
ãðóïà G áóäå çâiäíîþ i ñïðÿæåíîþ ç ãðóïîþ

〈(
i∆ 0
0 i∆

)
,

(
ĩ 0

0 ĩ

)〉 (
∆ =

(
1 0
0 −1

))
.

Îêðiì òîãî, ZQ(G) i [G]Q � òiëà êâàòåðíiîíiâ.
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�5. Òåîðåìè ïðî ñêií÷åííiñòü

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà; [2]). Íåõàé G � àáñîëþòíî íåçâiäíà ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, T ) (T � ïîëå) òàêà, ùî ìíîæèíà tr(G) ñëiäiâ âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G
¹ ñêií÷åíîþ. Òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà i |G| 6 | tr(G)|n2.

Äîâåäåííÿ. Â ãðóïi G ìiñòèòüñÿ n2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ìàòðèöü

A1, . . . , Aj = (α
(j)
ik ), . . . , An2 (1 6 j 6 n2; αik ∈ T ). (1)

Íåõàé X = (xik) � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n2 i

tr(AjX) = βj. (2)

ßêùî X ∈ G, òî βj ∈ tr(G). Ðîçïèñóþ÷è (2), îäåðæèìî
∑

i

∑

k

α
(j)
ik xki = βj (j = 1, . . . , n2). (3)

Íà (3) ìîæíà äèâèòèñü ÿê íà ñèñòåìó n2 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè xki. Êîåôiöi-
¹íòè j-ãî ðiâíÿííÿ � öå âñi ðÿäêè ìàòðèöi Aj i βj ∈ tr(G). Òàê ÿê ìàòðèöi (1) ëiíiéíî
íåçàëåæíi, òî ðÿäêè ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îòæå,
ïðè âèáðàíîìó íàáîði βj (j = 1, . . . , n2) ñèñòåìà (3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñèñòåì
(3) iñíó¹ | tr(G)|n2 . Ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ ñèñòåì (3) áóäóòü ìàòðèöi iç ãðóïè G. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.1. ßêùî ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ïåðiîäè÷íî¨ àáñîëþòíî íåçâiäíî¨ ïiä-
ãðóïè G ãðóïè GL(n, T ) îáìåæåíi ÷èñëîì m, òî G � ñêií÷åííà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨
íå ïåðåâèùó¹ äåÿêîãî ÷èñëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n i m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ G i Ar = E. Òîäi ñëiä tr A ìàòðèöi A ¹ ñóìîþ n êîðå-
íiâ ñòåïåíÿ r iç îäèíèöi. Òàê ÿê r 6 m, òî ÷èñëî | tr(G)| áóäå ñêií÷åííå i íàñëiäîê
âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 5.1.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé char T = p i G � àáñîëþòíî íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ). Òîäi n = 1 i G � îäèíè÷íà ãðóïà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ∈ G, òî tr A = n. Îòæå, | tr(G)| = 1 i òîäi äi¹ òåîðåìà 5.1.
Òåîðåìà 5.2 (Êðèòåðié Áåðíñàéäà; [2]). Íåõàé G � ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè

GL(n, T ) (T � äîâiëüíå ïîëå), ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ÿêî¨ íå äiëÿòüñÿ íà char T i îáìå-
æåíi äåÿêèì ÷èñëîì m. Òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ îáìåæåíèé ÷èñëîì,
ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n i m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T ′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ T . Íàä ïîëåì T ′ ãðóïà G
áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

g →




g1 ∗ . . . ∗
0 g2 . . . ∗
... ... . . . ...
0 0 . . . gs


 (g ∈ G), (4)

äå gj ïðîáiãà¹ àáñîëþòíî íåçâiäíó ãðóïó Gj íàä ïîëåì T ′(j = 1, . . . , s). Çãiäíî
íàñëiäêó 5.1. Gj � ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé

γ : G → G1 × · · · ×Gs
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ãîìîìîðôiçì òàêèé, ùî γ(g) = diag[g1, . . . , gs] (äèâ. (4)). Òîäi γ(G) � ñêií÷åííà
ãðóïà. ßäðî ãîìîìîðôiçìó γ ñêëàäà¹òüñÿ iç óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü. ßêùî char T = 0,
òî íåîäèíè÷íà óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì T ¹ åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, â öüîìó âèïàäêó Ker γ � îäèíè÷íà ãðóïà i òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé
char T = p > 0. Òîäi Ker γ � p-ãðóïà. Àëå â ãðóïi G íåìà åëåìåíòiâ ïîðÿäêiâ p. Îòæå,
i â öüîìó âèïàäêó Ker γ � îäèíè÷íà ãðóïà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 5.1. Àáñîëþòíî íåçâiäíà ïåðiîäè÷íà ìàòðè÷íà ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä
ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ñêií÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòiâ ãðóïè G i G1 � ãðóïà ïî-
ðîäæåíà ìíîæèíîþ M . Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî G1 � ñêií÷åííà ãðóïà. Ìîæíà ââàæàòè,
ùî M � àáñîëþòíî íåçâiäíà ìíîæèíà (ïðè íåîáõiäíîñòi ìîæíà ïðè¹äíàòè åëåìåíòè
äî M). Íåõàé P � ïðîñòå ïiäïîëå â T i P ′ � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P ç äîïîìîãîþ âñiõ
ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ âñiõ ìàòðèöü iç ìíîæèíè M . Ïîëå P ′ � ñêií÷åííî ïîðîäæåíå
ðîçøèðåííÿ ïðîñòîãî ïîëÿ P i ãðóïà G1 ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(n, P ′). Íåõàé P ′′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ P â ïîëi P ′. Òîäi P ′′ � ñêií÷åííå
ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P . Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ α áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi A iç ãðóïè G1 ¹,
ïî-ïåðøå, êîðåíåì iç îäèíèöi à, ïî-äðóãå, ¹ êîðåíåì ñòåïåíÿ n íàä P ′ õàðàêòåðèñ-
òè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A. Ñòåïiíü àëãåáðà¨÷íîñòi åëåìåíòà α íàä ïîëåì P ′′ íå
ïåðåâèùó¹ n. Òîäi ñòåïiíü àëãåáðà¨÷íîñòi öüîãî åëåìåíòà íàä ïîëåì P íå ïåðåâèùó¹
nm, äå m = (P ′′ : P ). Iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî òàêèõ êîðåíiâ α iç îäèíèöi. Îòæå,
ìíîæèíà tr(G1) ¹ ñêií÷åííîþ i ãðóïà G1 òàêîæ ñêií÷åííà. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5.3 (Òåîðåìà Øóðà; [2]). Ïåðiîäè÷íà ìàòðè÷íà ãðóïà G ⊂ GL(n, T )
íàä ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîëå T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå. Íåõàé γ �
ãîìîìîðôiçì, ðîçãëÿíóòèé ïðè äîâåäåíi òåîðåìè 5.2. Iç ëåìè 5.1 ñëiäó¹, ùî γ(G) �
ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé char T = 0. Òîäi Ker γ = {E} i γ(G) ∼= G � ëîêàëü-
íî ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé char T = p. Òîäi Ker γ � ïiäãðóïà ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨
óíiòðèêóòíî¨ ãðóïè UT (n, T ) i, îòæå, Ker γ � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi ãðóïà
G ¹ ðîçøèðåííÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ãðóïè ç äîïîìîãîþ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ãðóïè
γ(G). Öå çíà÷èòü, ùî ãðóïà G òàêîæ ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.3. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Íàñëiäîê 5.4. Íåõàé char T 6= p. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì
T áóäå öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç íàñëiäêó 5.3 i îçíàêè Ïëàòîíîâà öiëêîì çâiäíîñòi ãðóï.
Ïðîáëåìè Áåðíñàéäà.
1. ×è áóäå ñêií÷åííîþ ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïåðiîäè÷íà ãðóïà (íåîáìåæåíà ïðî-

áëåìà Áåðíñàéäà)?
2. Íåõàé äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà n > 1 i k > 1. ×è áóäå ñêií÷åííîþ ãðóïà åêñïî-

íåíòè n i ç ÷èñëîì òâiðíèõ íå áiëüøå íiæ k (îáìåæåíà ïðîáëåìà Áåðíñàéäà)?
3. Íåõàé B(k, n) = Fk/(Fk)

n � ôàêòîð-ãðóïà âiëüíî¨ ãðóïè Fk ç k òâiðíèìè çà
ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ n-ìè ñòåïåíÿìè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè Fk. Ïèòàííÿ 2 åêâiâà-
ëåíòíî ïèòàííþ ïðî ñêií÷åííiñòü ãðóïè B(k, n).

Äåÿêi âiäïîâiäi. Ñêií÷åííèìè ¹ ãðóïè:

B(k, 2), B(k, 3), B(k, 4), B(k, 6).

Ï. Ñ. Íîâiêîâ àíîíñóâàâ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà îáìåæåíó ïðîáëåìó, à �. Ñ. Ãîëîä
äîâiâ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà íåîáìåæåíó ïðîáëåìó Áåðíñàéäà.
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Ç ðîáiò Ï. Ñ. Íîâiêîâà, Ñ. I. Àäÿíà, Î. I. Êîñòðèêiíà âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äëÿ
äîñèòü âåëèêèõ ïðîñòèõ p ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïðîñòî¨ p-ãðóïè ïîêà-
çíèêà1 p.

Î. I. Êîñòðèêií äîâiâ iñíóâàííÿ òàêî¨ êîíñòàíòè r(k, p), ùî ïîðÿäîê ëþáî¨ ñêií-
÷åííî¨ p-ãðóïè ïîêàçíèêà p i ç k òâiðíèìè íå ïåðåâèùó¹ öþ êîíñòàíòó.

�6. Òåîðåìà Êëiôôîðäà

Íåõàé G � ãðóïà, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i

∆ : H → GV (d, T )

çîáðàæåííÿ ãðóïè H íàä ïîëåì T . Íåõàé g ∈ G. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

∆g : H → GV (d, T ), ∆g(h) = ∆(g−1hg) (h ∈ H) (1)

áóäå òàêîæ çîáðàæåííÿì ãðóïè H íàä ïîëåì T . Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ∆
çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà g. Íåõàé äàëi G � íåçâiäíà ãðóïà, V � ëiíiéíèé ïðîñòið â
ÿêîìó äi¹ ãðóïà G.

Ëåìà 6.1. Íåõàé M � íåíóëüîâèé íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó V . Òîäi äëÿ êîæíîãî g ∈ G ïiäïðîñòið g(M) ïðîñòîðó V áóäå íåçâiäíèì H-
ïiäïðîñòîðîì i V =

∑
g∈G

g(M) ¹ öiëêîì çâiäíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h ∈ H. Òîäi

h(g(M)) = hg(M) = g(g−1hg)M = g(M),

òàê ÿê h′ = g−1hg ∈ H i h′(M) = M . Îòæå, g(M) � H-ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V .
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öå íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið. Íåõàé V1 =

∑
g∈G

(g(M)). Òîäi

g(V1) = g

(∑
x∈G

(x(M))

)
=

∑
x∈G

(gx(M)) =
∑
y∈G

(y(M)) = V1,

òîáòî V1 � G-ïiäïðîñòið íåçâiäíîãî G-ïðîñòîðó V . Îòæå, V1 = V i H-ïðîñòið V áóäå
öiëêîì çâiäíèìè ÿê ñóìà íåçâiäíèõ H-ïiäïðîñòîðiâ g(M) (g ∈ G). Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà Êëiôôîðäà; [2]). Íîðìàëüíà ïiäãðóïà H íåçâiäíî¨ ìàòðè-
÷íî¨ ãðóïè G ⊂ GV (n, T ) íàä ïîëåì T ¹ öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç ëåìè 6.1.
Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 6.1. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíó St(M) âñiõ åëå-

ìåíòiâ g ãðóïè G òàêèõ, ùî H-ïiäïðîñòið g(M) ¹ içîìîðôíèé H-ïiäïðîñòîðîâi M .
Ìíîæèíà St(M) íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëiçàòîðîì H-ïiäïðîñòîðó M â ãðóïi G. Òàê ÿê
h(M) = M (h ∈ H), òî H ⊆ St(M).

Ëåìà 6.2. Ñòàáiëiçàòîð St(M) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g1, g2 ∈ St(M) i

ϕ1 : M → g1(M), ϕ2 : M → g2(M)

içîìîðôiçìè H-ïðîñòîðiâ. Òîäi ϕ = g1ϕ2g
−1
1 ϕ1 áóäå âiäîáðàæåííÿì M → g1g2(M).

Íåõàé h ∈ H. Òîäi h−1ϕh = h−1g1ϕ2g
−1
1 hϕ1 = h−1g1ϕ2h1g

−1
1 ϕ1 = g1h

−1
1 ϕ2h1g

−1
1 ϕ1 = ϕ.

1Ïîêàçíèê ïåðiîäè÷íî¨ ãðóïè � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîðÿäêiâ ¨¨ åëåìåíòiâ.
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Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ϕ � içîìîðôiçì H-ïðîñòîðó M íà H-ïðîñòið g1g2(M). Îòæå, g1g2 ∈
∈ St(M). Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî ïðîñòið
L =

∑

x∈St(M)

x(M).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî L � St(M)-ïðîñòið i L � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið, ïðè÷îìó

L ∼= M+̇ · · · +̇M.

Íåõàé G/ St � ìíîæèíà âñiõ ïðåäñòàâíèêiâ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ St(M) (áóäåìî ââàæàòè, ùî îäèíèöÿ âõîäèòü â öþ ìíîæèíó) i g ∈ G/ St. Òîäi
g(L) � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið i

g(L) ∼= g(M)+̇ · · · +̇g(M).

Âiäìiòèìî, ùî M ∼= g(M) (ÿê H-ïðîñòîðè) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g ∈ St(M). Iç
ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî êîëè g1, g2 ðiçíi åëåìåíòè iç G/ St, òî ñóìà g1(L)+ g2(L) áóäå
ïðÿìîþ ñóìîþ H-ïðîñòîðiâ. Íåõàé

V2 =
∑

x∈G/St

x(L).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî V2 � G�ïiäïðîñòið â V . Îòæå, V2 = V . Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî
t ¹ íàéáiëüøå òàêå, ùî iñíóþòü åëåìåíòè g1, . . . , gt (g1 = 1) ìíîæèíè G/ St, äëÿ ÿêèõ
ñóìà

V3 = g1(L) + · · ·+ gt(L)

áóäå ïðÿìîþ ñóìîþ H-ïiäïðîñòîðiâ. ßêùî iñíó¹ g ∈ G/ St (g 6= g1, . . . , g 6= gt), òî
íåçâiäíi ïðÿìi äîäàíêè â H-ïiäïðîñòîði g(L) (âîíè içîìîðôíi) íå áóäóòü içîìîðôíi
íåçâiäíèì ïðÿìèì äîäàíêàìè â H-ïiäïðîñòîði V3. Òîäi ñóìà V3 + g(L) áóäå ïðÿìîþ
ñóìîþ H-ïiäïðîñòîðiâ. Öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà t. Îòæå, V3 = V , òîáòî

V = g1(L)⊕ · · · ⊕ gt(L) (2)

� ïðÿìà ñóìà H-ïiäïðîñòîðiâ i, îêðiì öüîãî, G/ St = {g1, . . . , gt} òà t = [G : St(M)].
Íåõàé g ∈ G. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà i ∈ {1, . . . , t} iñíó¹ ¹äèíèé íîìåð j ∈ {1, . . . ,

t} òàêèé, ùî
g−1

j ggi ∈ St(M). (3)
Òîäi

g(giL) = gjL. (4)
Íåõàé LG = TG⊗St(M)L � iíäóêîâàíèé TG-ìîäóëü. Iç (2)�(4) âèïëèâà¹ içîìîðôiçì

G-ïðîñòîðiâ V ∼= LG.
Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, îäåðæó¹ìî äåòàëiçàöiþ òåîðåìè 6.1.
Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Êëiôôîðäà; [2]). Íåõàé G � íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè

GV (n, T ) íàä ïîëåì T , H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, V � ëiíiéíèé ïðîñòið
íàä ïîëåì T , â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G, M � íåíóëüîâèé íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið â ïðî-
ñòîði V , St(M) � ñòàáiëiçàòîð H-ïiäïðîñòîðó M â ãðóïi G i L =

∑
x∈St(M)

x(M). Òîäi
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) V � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið;
2) H-ïðîñòið L ¹ îäíîðiäíî öiëêîì çâiäíèé, òî÷íiøå L ∼= M+̇ · · · +̇M ;
3) t = [G : St(M)] < ∞;
4) V ∼= LG;
5) n = (dim M)st, äå s = (dim L)/(dim M) � ÷èñëî ïðÿìèõ äîäàíêiâ M â H-ïðîñòîði

L.
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Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé ∆ � íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ùî âiäïîâiäà¹ ïðî-
ñòîðîâi M , Γ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè St(M), ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîðîâi L. Òîäi

Γ = ∆ + · · ·+ ∆︸ ︷︷ ︸
s

.

Ãðóïà G ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ΓG(G), äå ΓG � iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G.
Ïðè öüîìó ãðóïà H ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü

{diag[Γg1(h), . . . , Γgt(h)]|h ∈ H}.
Íàñëiäîê 6.2. ßêùî t > 1, òî ãðóïà G � iìïðèìiòèâíà.

�7. Òðèêóòíà i óíiòðèêóòíà ãðóïè

Íåõàé F � ïîëå, T (n, F ) � ïiäãðóïà â GL(n, F ) âñiõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì T, UT (n, F ) � ïiäãðóïà â T (n, F ) âñiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü
(òîáòî òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi). Ãðóïè

T (n, T ), UT (n, F )

íàçèâàþòüñÿòðèêóòíîþ i âiäïîâiäíî óíiòðèêóòíîþ ãðóïàìè ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F .
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ òðèêóòíî¨
ãðóïè T (n, F ) i

T (n, F ) = UT (n, F )D(n, F ),

äå D(n, F ) ïiäãðóïà âñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F . Âiäìiòè-
ìî, ùî óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) ïîðîäæó¹òüñÿ òèìè åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè
tij(λ)(λ ∈ F ), äëÿ ÿêèõ j > i.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ. Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà, A, B � ïiäãðóïè ãðóïè G.
×åðåç [A,B] ïîçíà÷à¹òüñÿ ïiäãðóïà â G, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà êîìóòàòîðàìè [a, b]
(a ∈ A, b ∈ B). Ðÿä

G ⊃ G′ ⊃ · · · ⊃ G(k) (G′ = [G,G], Gk = [G(k−1), G(k−1)], k > 1)

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì êîìóòàíòiâ ãðóïè G, G′ íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàíòîì ãðóïè G. Ãðó-
ïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G(k) � îäèíè÷íà ïiäãðóïà äëÿ
äåÿêîãî k. ßêùî G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà, òî íàéìåíøå k = k(G) ç G(k) = 1 íàçèâà¹-
òüñÿ äîâæèíîþ ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè G. ßêùî G � íåòðèâiàëüíà àáåëåâà ãðóïà, òî
k(G) = 1.

Ðÿä
1 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zk−1 ⊂ Zk ⊂ . . . ,

äå Z1 = Z(G), Zk � òàêà ïiäãðóïà â G, ùî

Zk/Zk−1 = Z(G/Zk−1) (k > 1),

íàçèâà¹òüñÿ âåðõíiì öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G. Ãðóïà G áóäå íiëüïîòåíòíîþ ãðó-
ïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ âåðõíié öåíòðàëüíèé ðÿä äîõîäèòü äî ãðóïè G, òîáòî
Zk = G äëÿ äåÿêîãî k, ïðè öüîìó, íàéìåíøå k íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì íiëüïîòåíòíî-
ñòi ãðóïè G. Íiëüïîòåíòíà ãðóïà ñòåïåíÿ k = 1 áóäå àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Ðÿä
G ⊃ Γ1 ⊃ . . . ⊃ Γk−1 ⊃ Γk ⊃ . . . ,

äå
Γ1 = [G,G], Γk = [G, Γk−1] (k > 1),

íàçèâà¹òüñÿ íèæíiì öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G. Ãðóïà G ¹ íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ k òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Γk � îäèíè÷íà ãðóïà i ïðè öüîìó k � íàéìåíøå.
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Òåîðåìà 7.1. Óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) (n > 1) ¹ íiëüïîòåíòíà ãðóïà ñòå-
ïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi n− 1. Äîâæèíà ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè UT (n, F ) ðiâíà d =
= [log2(n − 1)] + 1. Òðèêóòíà ãðóïà T (n, F ) ¹ ðîçâ'ÿçíà ãðóïà ç äîâæèíîþ ðÿäà
êîìóòàíòiâ d + 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bj � j-âó ái÷íó äiàãîíàëü, ïàðàëåëüíó ãîëîâíié
äiàãîíàëi ìàòðèöü iç ãðóïè UT (n, F ) (j = 1, . . . , n− 1). ßêùî A = (αij), òî

b1(A) = (α12, . . . , αn−1n),

bj(A) = (α1j+1, . . . , αn−jn),

bn−1 = (α1n).

Çíàéäåìî âåðõíié öåíòðàëüíèé ðÿä ãðóïè UT (n, F ). Ïðè öüîìó ñêîðèñòà¹ìîñü
òàêîþ âëàñòèâiñòþ: ìàòðèöÿ

t−1
ij (1)Atij(1) = tij(−1)Atij(1)

îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî äî j-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè i-èé òà âiä i-ãî ðÿäêà âiä-
íÿòè j-èé ðÿäîê. Ïîñòóïîâî óïåâíþ¹ìîñü â òîìó, ùî ó âåðõíüîìó öåíòðàëüíîìó ðÿäi
ãðóïè UT (n, F ) ïåðøèé ÷ëåí Z1 ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ âñi ái÷íi äiàãîíà-
ëi bj ¹ íóëüîâi, îêðiì äiàãîíàëi bn−1; äðóãèé ÷ëåí Z2 ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü, ó ÿêèõ
íóëüîâèìè ¹ âñi ái÷íi äiàãîíàëi, îêðiì äiàãîíàëåé bn−2, bn−1; i ò. ä. (n−2)-èé ÷ëåí Zn−2

ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøà äiàãîíàëü b1 ¹ íóëüîâà; Zn−1 = UT (n, F ).
Çîêðåìà, êîìóòàíò G′ ãðóïè G = UT (n, F ) ñóìiùà¹òüñÿ ç Zn−2 i íèæíié öåíòðàëü-

íèé ðÿä öi¹¨ ãðóïè ñóìiùà¹òüñÿ ç âåðõíiì, çàïèñàíîìó ó çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó. Òàêèì
÷èíîì, ãðóïà UT (n, F ) ¹ íiëüïîòåíòíà ñòåïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi n − 1. Äðóãèé êîìó-
òàíò G′′ ãðóïè UT (n, F ) ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøi 1+2 ái÷íi äiàãîíàëi
¹ íóëüîâi; ãðóïà G′′′ ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøi 1+2+4 ái÷íi äiàãîíàëi
¹ íóëüîâi i ò. ä. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 7.1. Íåõàé U = [UT (n, F )]F � ëiíiéíà îáîëîíêà ãðóïè UT (n, F ) i R =
= {A− E|A ∈ UT (n, T )}. Òîäi

R = Rad U, Rn = 0, U/R ∼= F.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà R ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè U íàä ïîëåì F . Ìàòðè-
÷íi îäèíèöi eij(j > i) óòâîðþþòü áàçèñ öüîãî iäåàëà íàä ïîëåì F . Äîáóòîê eij · · · ets

óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè r öèõ îäèíèöü òiëüêè òîäi ìîæå áóòè âiäìiííèé âiä íóëÿ,
êîëè s− i ≥ r. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî äîáóòîê n áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ iç R ¹ íóëüîâèé. Öå
äîâîäèòü ëåìó.

Íàñëiäîê 7.1. Íåõàé T = [T (n, F )]F � ëiíiéíà îáîëîíêà òðèêóòíî¨ ãðóïè T (n, F ).
Òîäi

Rad T = R, T/R ∼= T ⊕ · · · ⊕ T︸ ︷︷ ︸
n

.

Âiäìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ A ∈ UT (n, F ) áóäå ïîäiáíà íîðìàëüíié ôîðìi
Æîðäàíà:

J(A) = diag[Js(1), . . . , Jt(1)], (1)
äå Jr(1) � êëiòêà Æîðäàíà ïîðÿäêó r ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi.

Ëåìà 7.2.
1) Íåõàé char F = p > 0. Òîäi óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) áóäå p-ãðóïîþ. Íåõàé

A ∈ UT (n, F ), r � íàéáiëüøèé iç ðîçìiðiâ êëiòîê Æîðäàíà â J(A) (äèâ. (1)). Òîäi
ïîðÿäîê åëåìåíòà A äîðiâíþ¹ pk, äå ïîêàçíèê k íàéìåíøèé òàêèé, ùî pk ≥ r.

2) Íåõàé char F = 0. Òîäi ãðóïà UT (n, F ) áóäå ãðóïîþ áåç êðó÷åííÿ.
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Äîâåäåííÿ. 1) (A − E)r = 0, Apk − E = (A − E)pk
= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

pk ≥ r. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 1). Ó âèïàäêó 2) êëiòêàÆîðäàíà Jr(1) � åëåìåíò
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â ãðóïi UT (n, F ). Çâiäñè âèïëèâà¹ 2). Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðiâíà p > 0. Ðîçãëÿíåìî p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨
ãðóïè GL(n, F ).

Ëåìà 7.3. Íåõàé char F = p > 0. ßêùî H � àáñîëþòíî íåçâiäíà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, F ), òî n = 1, H = 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A � p-åëåìåíò ãðóïè, òî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ðiâíi
îäèíèöi. Òîäi tr A = n i, îòæå, | tr(H)| = 1. Iç òåîðåìè 5.1 Áåðíñàéäà ñëiäó¹, ùî H �
îäèíè÷íà ãðóïà i òîäi, â ñèëó íåçâiäíîñòi H, áóäå n = 1. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé char F = p > 0. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ) ñïðÿ-
æåíà ç äåÿêîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè UT (n, F ). Ãðóïà UT (n, F ) ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GT (n, F ). Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, F ) áóäóòü ñïðÿæåíi ìiæ ñîáîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F ′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ F . Íåõàé G � p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, F ). Iç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íèõ ãðóï i ëåìè 7.3 ñëiäó¹,
ùî ãðóïà G ñïðÿæåíà â ãðóïi GT (n, F ′) ç äåÿêîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè UT (n, F ′). Íåõàé
A = [G]F , B = 〈g − E|g ∈ G〉 � ïiäàëãåáðà â A ç âêàçàíèìè òâiðíèìè åëåìåíòàìè.
Òîäi B ñïðÿæåíà ç ïiäàëãåáðîþ íiëüïîòåíòíî¨ àëãåáðè [UT (n, F ′]F ′ (äèâ. ëåìó 7.1)
i, îòæå, B � íiëüïîòåíòíà àëãåáðà. Îêðiì òîãî, B � äâîñòîðîííié iäåàë â àëãåáði
A i A/B ∼= F . Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið, â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G i s � íàéìåíøå
íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî Bs = 0. Ðîçãëÿíåìî ðÿä ïiäïðîñòîðiâ

V ⊃ BV ⊃ · · · ⊃ Bs−1V ⊃ BsV = 0

i ïðîâåäåìî áàçèñ ïðîñòîðó V ÷åðåç áàçèñè öèõ ïiäïðîñòîðiâ. Òàê ÿê

(g − 1)V ⊆ BV, (g − 1)BjV ⊆ Bj+1V (j ≥ 1),

òî ó âèáðàíîìó áàçèñi âñi îïåðàòîðè iç ãðóïè G áóäóòü ìàòè óíiòðèêóòíi ìàòðèöi.
Îòæå, áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà G (â òîìó ÷èñëi i ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà) â ãðóïi GL(n, F )
ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ïiäãðóïîþ â óíiòðèêóòíié ãðóïi UT (n, F ). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèâåäåìî iíøèé âàðiàíò äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.2, çàñíîâàíèé íà òàêîìó ðåçóëüòàòi
â òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿìè: ñêií÷åííà p-ãðóïà ìà¹ òiëüêè îäíå
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p � öå îäèíè÷íå çîáðàæåííÿ.

Íåõàé G � áóäü-ÿêà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(n, T ), äå F � ïîëå õàðà-
êòåðèñòèêè p. Iñíó¹ ñêií÷åííà íåçâiäíà ñèñòåìà ìàòðèöü iç ãðóïè G òàêà, ùî êîæíà
ìàòðèöÿ iç ãðóïè G áóäå ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ íàä ïîëåì F öi¹¨ ñèñòåìè. Òàê ÿê G �
ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà, òî ïiäãðóïà H, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âèáðàíîþ ñèñòåìîþ ìà-
òðèöü áóäå ñêií÷åííîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, T ). Iç âêàçàíîãî ðåçóëüòàòó
òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï âèïëèâà¹, ùî ãðóïà H � ¹ îäèíè÷íà. Òîäi n = 1 i G � îäèíè-
÷íà ãðóïà. Òåïåð òåîðåìà 7.2 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íî¨
ãðóïè.
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�8. Ïðèìiòèâíi ðîçâ'ÿçíi ãðóïè

Ëåìà 8.1. Íåõàé ãðóïà A áóäå ðîçøèðåííÿì ñâîãî öåíòðà F = Z(A) çà äîïîìîãîþ
ñêií÷åííî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè i êîìóòàíò A′ = [A,A] ãðóïè A ¹ öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó
m. Òîäi â ãðóïi A iñíóþòü òàêi ïàðè (a1, b1), . . . , (at, , bt) åëåìåíòiâ, ùî âèêîíóþòüñÿ
óìîâè:
1) åëåìåíòè ðiçíèõ ïàð ïåðåñòàíîâî÷íi;
2) ÿêùî mi � ïîðÿäîê êîìóòàòîðà [ai, bi], òî m1 = m, mi+1 äiëèòü mi (i = 1, . . . ,

t− 1), ïðè t > 1;
3) A/F = a1 × b1 × · · · × at × bt, äå a ïîçíà÷à¹ ñóìiæíèé êëàñ aF (a ∈ A);
4) ïîðÿäîê åëåìåíòà ai äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó bi i äîðiâíþ¹ mi (i = 1, . . . , t).

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b, c ∈ A, òî âðàõîâóþ÷è, ùî A/F àáåëåâà [a, c] = [a, c] = 1.
Îòæå, [a, c] ∈ F = Z(A) i [a, c]b = [a, c]. Òîìó

[ab, c] = [a, c]b[b, c] = [a, c][b, c], àíàëîãi÷íî [a, bc] = [a, b][a, c]. (1)

Êîëè b ∈ F , òî [b, c] = [a, b] = 1 i

[ab, c] = [a, bc] = [a, c].

Íåõàé a ∈ A i ϕa : A → A′ òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî

ϕa(x) = [a, x] x ∈ A.

Òîäi iç (1) ñëiäó¹, ùî ϕa � ãîìîìîðôiçì ãðóïè A â êîìóòàíò A′.
Íåõàé a òàêèé åëåìåíò ãðóïè A, ùî a ¹ åëåìåíòîì íàéâèùîãî ïîðÿäêó m1 â ãðóïi

A/F . Âiäìiòèìî, ùî m1 � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîðÿäêiâ âñiõ åëåìåíòiâ ñêií÷åí-
íî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè A/F . Iç (1) âèïëèâà¹, ùî [a,A] � ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè A′.
Íåõàé b òàêèé åëåìåíò â A, ùî ε = [a, b] ¹ òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè [a,A]. Òàê ÿê

1 = [am1 , b] = εm1 ,

òî ïîðÿäîê r åëåìåíòà ε äiëèòü m1. Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî x ∈ A, òî [ar, x] = [a, x]r =
= (εt)r = 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ar ∈ F i òîäi m1 äiëèòü r. Îòæå, r = m1. Äàëi,
ïîðÿäîê s åëåìåíòà b â ãðóïi A/F äiëèòü m1. À òàê ÿê 1 = [a, bs] = εs, òî m1 äiëèòü s.
Îòæå, âñi òðè åëåìåíòè a, b, [a, b] ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê m1. Íåõàé x, y � äîâiëüíi
åëåìåíòè ãðóïè A. Òàê ÿê xm1 ∈ F , òî 1 = [x, y]m1 , òîáòî ïîðÿäîê êîìóòàòîðà [x, y]
äiëèòü ïîðÿäîê ïiäãðóïè [a,A] öèêëi÷íî¨ ãðóïè A′. Öå çíà÷èòü, ùî [x, y] ∈ [a,A].
Îòæå, A′ ⊂ [a,A], òîáòî A′ = [a,A] i çíà÷èòü m1 = m. Çà ïåðøó ïàðó (a1, b1) ìîæíà
âçÿòè ïàðó (a, b).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ϕa, ϕb � åïiìîðôiçìè i

A = 〈b, Ker ϕb〉 = 〈a, Ker ϕa〉 = 〈a, b, A1〉 ,

äå A1 = Ker ϕa

⋂
Ker ϕb.

ßêùî äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë r, s âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ar = b
s, òî 1 =

= [bs, b] = [arf, b] = [ar, b] = εr, äå f ∈ F , ùî ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè r äiëèòüñÿ íà
m1. Îòæå, ar = b

s
= 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê 〈a〉 〈b〉 ¹ ïðÿìèé.

Öåíòð Z(A1) ãðóïè A1 ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F . ßêùî A1 6= F , òî êîìóòàíò (A1)
′

ãðóïè A1 áóäå öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, ïîðÿäîê m2 ÿêî¨ äiëèòü m i â öüîìó âèïàäêó ãðóïà
A1 çàäîâîëüíÿ¹ òèì æå óìîâàì, ùî é ãðóïà A. Íåõàé A1 6= F i A1 = A1/F . ßêùî
asb

r ∈ A1, òî asbr ∈ Ker ϕa i òîäi 1 = [a, asbr] = [a, b]r, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî r äiëèòüñÿ
íà m1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî s òàêîæ äiëèòüñÿ íà m1. Òàêèì ÷èíîì, äîáóòîê
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(〈a〉 × 〈
b
〉)

A1 ¹ ïðÿìèé i ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ A. Îêðiì öüîãî, äî ãðóïè A1 ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Öå äîâîäèòü ëåìó.

Íàãàäà¹ìî, ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, êîëè ¨¨ ðÿä

G ⊃ G′ = [G,G] ⊃ · · · ⊃ G(i) ⊃ G(i+1) = [G(i), G(i)] ⊃ · · ·
ïîñëiäîâíèõ êîìóòàíòiâ äîõîäèòü äî îäèíè÷íî¨ ïiäãðóïè ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî ÷ëå-
íiâ ðÿäó. Ãðóïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÿêùî iñíó¹ íîðìàëüíèé ðÿä

1 = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gi−1 ⊂ Gi ⊂ . . . ⊂ Gs = G,

âñi ôàêòîðè Gi/Gi−1 (i = 1, 2, . . . , s) ÿêîãî ¹ àáåëåâi ãðóïè. k-îþ êîìóòàòîðíîþ
äóæêîþ íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

Dk(x1, . . . , xs, y1, . . . , ys)

âiä 2s = 2k åëåìåíòiâ ãðóïè G:

D1(x, y) = [x, y];

D2(x1, x2, y1, y2) = D1(D1(x1, x2), D
1(y1, y2));

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Dk(x1, . . . , xs, y1, . . . , ys) = D1(Dk−1(x1, . . . , xs), D

k−1(y1, . . . , ys)).

Ãðóïà G áóäå ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
äîâiëüíà êîìóòàòîðíà äóæêà Dk òîòîæíî ðiâíà îäèíèöi ãðóïè G.

Íåõàé äàëi G � ðîçâ'ÿçíà ïðèìiòèâíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì T ; F �
ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè G; V = ZG(F ) � öåíòðàëiçàòîð
ïiäãðóïè F â ãðóïi G (öå ñóêóïíiñòü âñiõ òèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, ÿêi êîìóòóþòü ç
êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè F ); A � òàêà ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi G,
ùî A ìiñòèòüñÿ â ãðóïi V i ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Âiäìiòèìî, ùî ãðóïà V ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Öi 4 ãðóïè óòâîðþþòü
ðÿä

F ⊂ A ⊂ V ⊂ G,

íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G. Öåé ðÿä áóäåìî íàçèâàòè ðÿäîì Ñóïðóíåíêî.
Ëåìà 8.2. Àáî V = F , àáî äëÿ ãðóïè G i ¨¨ ïiäãðóïè F iñíó¹ ðÿä Ñóïðóíåíêà, â

ÿêîìó ãðóïà A íå ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V/F � íåîäèíè÷íà ãðóïà i A1 � òàêà ïiäãðóïà â ãðóïi V , ùî
F ⊂ A1 i ãðóïà A1/F � îñòàíié íåîäèíè÷íèé ÷ëåí ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè V/F . Òîäi
A1/F � àáåëåâà ïiäãðóïà â ãðóïi V/F , ÿêà çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî
àâòîìîðôiçìà ãðóïè V/F , çîêðåìà, A1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Äàëi ãðóïó A
âèáèðà¹ìî òàê, ùîá A1 ⊆ A. Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî ùå äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé ïîëå K � ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ d = (K : T )
ïîëÿ T i {e1, . . . , ed} � äåÿêèé T -áàçèñ ïîëÿ K. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α̃ � ìàòðèöþ
îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà α ∈ K ó âêàçàíîìó áàçèñi (j-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi α̃ öå
êîîðäèíàòíèé ñòîâï÷èê åëåìåíòà αej ïîëÿ K). ×åðåç K̃ áóäåìî äàëi ïîçíà÷àòè ïîëå
{α̃|α ∈ K}. Î÷åâèäíî, ùî K ∼= K̃, çîêðåìà, T ∼= T̃ = {aEd|a ∈ T}.

Âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi ðÿäó Ñóïðóíåíêà, â ÿêîìó A 6= F .
Ëåìà 8.3. Iñíó¹ òàêå òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ∆ : F → GL(d, T ) ãðóïè F ,

ñòåïiíü d ÿêîãî äiëèòü n, ùî
1) ãðóïà F ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü

diag[∆(a), . . . , ∆(a)] (a ∈ F );
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2) ëiíiéíà îáîëîíêà [∆(F )]T ¹ ïîëåì K̃, äå ïîëå K � äåÿêå ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ d
ïîëÿ T ;

3) ãðóïà V ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(r, K̃), äå r = n/d;
4) ãðóïà G/V içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ãðóïè Ãàëóà G(K, T ) ïîëÿ K íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî F ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ íåçâiäí¨ ãðóïè G. Iç òåî-
ðåì Êëiôôîðäà âèïëèâà¹, ùî ãðóïà F ¹ îäíîðiäíî öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ, òî÷íiøå,
iñíó¹ òàêå òî÷íå íåçâiäíå T � çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè F , ùî ãðóïà F ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ
ìàòðèöü 



∆(a) 0 . . . 0
0 ∆(a) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . ∆(a)


 (a ∈ F ),

çâiäêè, çîêðåìà, ñëiäó¹, ùî ñòåïiíü d çîáðàæåííÿ ∆ äiëèòü n. Çà íàñëiäêîì 4.2 ëiíiéíà
îáîëîíêà [∆(F )]T ∼= M(s,K), äå K � d/s-âèìiðíå òiëî íàä ïîëåì T . Îñêiëüêè F
àáåëåâà ãðóïà, òî [∆(F )]T áóäå êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ, à, îòæå, s = 1, K � ïîëå,
ùî ¹ d-âèìiðíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ T . Îñêiëüêè [∆(F )]T ∼= K, òî [∆(F )]T = K̃. Ãðóïà
V áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü íàä öåíòðàëiçàòîðîì ïîëÿ K̃ â êiëüöi M(d, T ).
Çãiäíî òåîðåì Ñêîëåìà-Íüîòåð, öåé öåíòðàëiçàòîð ñóìiùà¹òüñÿ ç ñàìèì ïîëåì K̃.
Îòæå, ãðóïà V ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n/d, K̃). Âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì
Ig−1 : x → gxg−1 ãðóïè G iíäóêó¹ äåÿêèé àâòîìîðôiçì σg ïîëÿ K̃ íàä ïîëåì T .
Âiäïîâiäíiñòü g → σg (g ∈ G) áóäå ãîìîìîðôiçìîì σ : G → G(K̃, T ) ãðóïè G â
ãðóïó Ãàëóà ïîëÿ K̃ íàä ïîëåì T . ßäðî ãîìîìîðôiçìó σ ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ V .
Öå äîâîäèòü ëåìó.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïè F, A, V ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(r, K̃).
Ëåìà 8.4. Öåíòð Z(A) ãðóïè A ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F . Êîìóòàíò A′ ãðóïè

A ¹ öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü ÷èñëî r = n/d. Öåíòðàëiçàòîð ZV (A) ãðóïè
A â ãðóïi V ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F .

Äîâåäåííÿ. F ⊆ Z(A). Ãðóïà Z(A) çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî
àâòîìîðôiçìà ãðóïè A. Òîìó Z(A) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G. Ïðèïóùå-
ííÿ F 6= Z(A) âåäå äî ïðîòèði÷÷ÿ ç âèáîðîì ãðóïè F . Îòæå, F = Z(A). Íåõàé [a, b] �
êîìóòàòîð äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè A. Òîäi [a, b] ∈ F i, ÿêùî α = ∆([a, b]), òî
[a, b] = αEr. Ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi

ab = αErba

äî äåòåðìiíàíòiâ íàä ïîëåì K̃, îäåðæèìî αr = 1 â ïîëi K̃. Òàê ÿê A′ ¹ àáåëåâà ãðóïà
(A′ ⊂ F ), òî êîæíèé åëåìåíò ãðóïè A′ ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ xr = 1 íàä ïîëåì K.
Îòæå, ãðóïà A′ ¹ ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó r. Î÷åâèäíî, F ⊆ C = ZV (A)
i C íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Íåõàé F 6= C i C1 � òàêà ïiäãðóïà â ãðóïi V ,
ùî àáåëåâà ãðóïà C1/F ¹ ïåðøèì íåîäèíè÷íèì ÷ëåíîì ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè C/F
(òîáòî C1 6= F ). Òîäi C1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i ãðóïà AC1 ¹ òàêîþ íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G, ùî AC1 ⊂ V i (AC1)/F � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi C1 ⊂ A,
â ñèëó âèáîðó ãðóïè A, òîáòî, C1 ⊂ ZV (A)

⋂
A = Z(A) = F , iíàêøå êàæó÷è, C1 = F .

Ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, C = F . Ëåìà äîâåäåíà.
Äàëi äîöiëüíî ââàæàòè, ùî ãðóïè F, A, V ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(r,K) (äîñèòü

çàìiíèòè åëåìåíòè ïîëÿ K̃ íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïîëÿ K). ßêùî f ∈ F, a ∈ A, òî
f = αEr äëÿ äåÿêîãî α ∈ K i fa = αa. Äëÿ a, b ∈ A [b, a] ∈ F i äëÿ äåÿêîãî β ∈ K
ab = b−1ab = a[b, a] = aβ = βa.

Ëåìà 8.5. Ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ i ¨¨ ïîðÿäîê [A : F ] äîðiâíþ¹
ðîçìiðíîñòi dimK [A]K ëiíiéíî¨ îáîëîíêè [A]K ãðóïè A íàä ïîëåì K.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé t = dimK [A]K i

a1, . . . , at (2)

� áàçèñ îáîëîíêè [A]K íàä ïîëåì K, âèáðàíèé iç åëåìåíòiâ ãðóïè A. Òîäi ñóìiæíi
êëàñè ãðóïè A çà ïiäãðóïîþ F

a1F, . . . , atF (3)
¹ ïîïàðíî ðiçíi (ÿêùî aiF = ajF , òî ai = αaj(α ∈ K)). Ïðèïóñòèìî, ùî (3) íå
âè÷åðïó¹ âñi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè A çà ïiäãðóïîþ F . Òîäi iñíó¹ ñóìiæíèé êëàñ B = bF
(b ∈ A) òàêèé, ùî

b = β1a1 + · · ·+ βtat (βi ∈ K). (4)
Íåõàé â (4), íàïðèêëàä, β1 6= 0. Òàê ÿê b−1a1 íå íàëåæèòü F = Z(A), òî iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A, ÿêèé íå ïåðåñòàíîâî÷íèé ç b−1a1. Íåõàé

a−1ba = γb, a−1aja = γjaj (γ, γj ∈ K). (5)

Òîäi â (5) γ 6= γ1 i iç (4) âèïëèâà¹, ùî

b = γ−1(β1γ1a1 + · · ·+ βtγtat). (6)

Iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäiâ çà áàçèñîì âèïëèâà¹, ùî

β1 = γ−1β1γ1,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi γ 6= γ1. Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñóìiæíîãî êëàñó B,
ÿêèé íå âõîäèâ áè â ñèñòåìó ñóìiæíèõ êëàñiâ (3), íåâiðíå. Ëåìà äîâåäåíà.

Iç ëåì 8.1, 8.4, 8.5 âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8.1. Â ãðóïi A iñíó¹ òàêà ñèñòåìà ïàð

(a1, b1), . . . , (at, bt) (t > 1)

åëåìåíòiâ äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) A/F = a1 × b1 × . . .× at × bt;
2) ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ai, bi, [ai, bi] ðiâíi;
3) åëåìåíòè ðiçíèõ ïàð ïåðåñòàíîâî÷íi;
4) m1 äiëèòü r, mi+1 äiëèòü mi (mi � ïîðÿäîê ai).

Ëåìà 8.6. Öåíòðàëiçàòîð ZV/F (A/F ) ãðóïè A/F â ãðóïi V/F ñóìiùà¹òüñÿ ç
ãðóïîþ A/F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c òàêèé åëåìåíò ãðóïè V , ùî cF êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì
ãðóïè A/F . Òîäi [c, a] ∈ F (a ∈ A). Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî c ∈ A. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî
òàêi åëåìåíòè c0, . . . , ct ∈ cA, ùî åëåìåíò cj êîìóòó¹ ç åëåìåíòàìè ïàð (ai, bi) äëÿ
âñiõ i 6 j (i = 0, . . . , t; (a0, b0) = (1, 1)). Î÷åâèäíî, c0 = c. Íåõàé i > 1 i äëÿ j < i
åëåìåíò cj óæå âèáðàíî. Çíàéäåìî ci. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî

[ci−1, ai]
mi = [bi, ci−1]

mi = 1,

çâiäêè ñëiäó¹, ùî
[ci−1, ai] = [bi, ai]

s, [bi, ci−1] = [bi, ai]
r

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ s, r. Òîäi åëåìåíò a−r
i ci−1b

−s
i áóäå çàäîâîëüíÿòè âèìîãàì äëÿ

åëåìåíòà ci. Îñòàííié åëåìåíò ct êîìóòó¹ ç åëåìåíòàìè âñiõ ïàð (ai, bi) (i = 1, . . . , t),
òîáòî íàëåæèòü ZV (A) = F . Îòæå, c ∈ A i ëåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 8.2 (Òåîðåìà Ñóïðóíåíêà; [2]). Â êîæíié ïðèìiòèâíié ðîçâ'ÿçíié ïiä-
ãðóïi ãðóïè GL(n, T ) (T � ïîëå) iñíó¹ àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå
ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè c(n) 6 n · (n2)!.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Ðîçãëÿ-
íåìî ðÿä Ñóïðóíåíêà öi¹¨ ãðóïè. Íåõàé v ∈ V i ϕv : A/F → A/F òàêå âiäîáðàæåííÿ,
ùî

ϕv(aF ) = v(aF )v−1 (a ∈ A).

Òîäi ϕv � àâòîìîðôiçì ãðóïè A/F , à âiäïîâiäíiñòü v → ϕv (v ∈ V ) � áóäå ãîìîìîð-
ôiçìîì ϕ ãðóïè V â ãðóïó Aut(A/F ) àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè A/F . ßäðî ãîìîìîðôiçìó
ϕ ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ A (äèâ. ëåìó 8.6). Òîäi ïîðÿäîê |G : A| íå ïåðåâèùó¹ ïîðÿä-
êó |Aut(A/F )|, ùî â ñâîþ ÷åðãó íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà âñiõ òèõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A/F íà ñåáå, ùî çáåðiãàþòü îäèíè÷íèé êëàñ F . Âðàõîâóþ÷è,
ùî [G : V ] 6 n (äèâ. ëåìó 8.3) i [A : F ] 6 n2 (äèâ. ëåìó 8.5), îòðèìó¹ìî

[G : F ] = [G : V ] · [V : A] · [A : F ] 6 n · (n2 − 1)! · n2 6 n · (n2)!,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.
Òåîðåìà 8.3. Â êîæíié íåçâiäíié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ) iñíó¹ àáåëå-

âà íîðìàëüíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè c1(n), çàëåæíî¨
òiëüêè âiä n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � iìïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Äëÿ äå-
ÿêîãî äiëüíèêà r ÷èñëà n iñíó¹ òàêà ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà H ãðóïè GL(r, T )
i òàêà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà S ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè St (t = n/r), ùî ãðóïà G áóäå ïiäãðó-
ïîþ ñïëåòiííÿ W = H o S. Íåõàé F0 � òàêà àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi H,
ùî [H : F0] 6 c(r). Òîäi F t

0 � àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi W , iíäåêñ ÿêî¨ íå
ïåðåâèùó¹ (c(r))t · t!. Íåõàé F = G

⋂
F t

0. Òîäi F � àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
G i

[G : F ] = [G · F t
0 : F t

0] 6 [W : F t
0].

Îñêiëüêè c(r) 6 c(n), r 6 n, òî

[G : F ] 6 (c(n))n · n!,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.
Òåîðåìà 8.4 (Òåîðåìà Öàññåíõàóçà; [2]). Ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T )

¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i l(G) � äîâæèíà
ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè G. Âiäìiòèìî, ùî l(G) � ìiíiìóì äîâæèí ðîçâ'ÿçíèõ ðÿäiâ
(íîðìàëüíèõ ðÿäiâ ç àáåëåâèìè ôàêòîðàìè) ãðóïè G. Iç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âè-
ãëÿä ìàòðè÷íî¨ ãðóïè ñëiäó¹, ùî ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ äåÿêî¨ ïiäãðóïè U â UT (n, T )
ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ïiäãðóïè H â ïðÿìîìîìó äîáóòêó G1× . . .×Gt äåÿêèõ íåçâiäíèõ
ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï

Gi ⊂ GL(ni, T ) (i = 1, . . . , t; n1 + · · ·+ nt = n).

Òîäi
l(G) 6 l(U) + l(H) 6 l(UT (n, T )) + l(G1) · · · l(Gt) 6

6 (c1(n1) + 1) · · · (c1(nt) + 1) 6 l(UT (n, T )) + (c1(n) + 1)n = c2(n).

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî c2(n) = r-îâà êîìóòàòîðíà äóæêà Dr ðiâíà òîòîæíî îäèíèöi íà
áóäü-ÿêié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ). Òàê ÿê áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà
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åëåìåíòiâ ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè M ïîðîäæó¹ ðîçâ'ÿçíó ãðóïó, òî êîìóòàòîðíà
äóæêà Dr ðiâíà îäèíèöi íà áóäü-ÿêîìó íàáîði 2r åëåìåíòiâ ãðóïè M ⊂ GL(n, T ).
Îòæå, áóäü-ÿêà ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà M ãðóïè G(n, T ) ¹ ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïiäãðóïó H ãðóïè GL(n, T ) íàçâåìî òðèàíãóëüîâàíîþ, ÿêùî öÿ ïiäãðóïà ñïðÿ-
æåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè T (n, T ) òðèêóòíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 8.5 (Òåîðåìà Êîë÷èíà, Ìàëüöåâà; [2]). Íåõàé T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå
ïîëå. Â áóäü-ÿêié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ) iñíó¹ íîðìàëüíà òðèàíãóëüî-
âàíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè, çàëåæíî¨ òiëüêè âiä
÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(s, T ), òî ìà-
êñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà F ãðóïè G ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü
(äèâ. ëåìà 8.3). ßêùî G � íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà, òî â G iñíó¹ íîðìàëüíà ïiä-
ãðóïà F äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü òàêà, ùî (G : F ) 6 c1(s) 6 c2(n) (äèâ. òåîðåìó 8.3
i ¨¨ äîâåäåííÿ). Íåõàé G � äîâiëüíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Ñêîðèñòà¹-
ìîñü òåîðåìîþ ïðî êàíîíi÷íèé âèä. Iñíó¹ ãîìîìîðôiçì γ ãðóïè G â ïðÿìèé äîáóòîê
G1 × · · · ×Gt íåçâiäíèõ ïiäãðóï Gi ⊂ GL(ni, T ) iç ker γ ⊂ UT (n, T ). Íåõàé Fi � íîð-
ìàëüíà ïiäãðóïà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü â ãðóïi Gi i iíäåêñ öi¹¨ ïiäãðóïè âiäïîâiäíî
îáìåæåíèé. Òîäi ãðóïà N = G

⋂
γ−1(F1 × · · · × Ft) ìà¹ îáìåæåíèé iíäåêñ â G i áóäå

òðiàíãóëüîâàíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íà çàêií÷åííÿ öüîãî ïàðàãðàôà íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8.6. Íåõàé T = R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë i n � íåïàðíå ÷èñëî. Áóäü-ÿêà

íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n,R) ¹ ìîíîìiàëüíà.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè n > 1 â ãðóïi GL(n, R) íå iñíóþòü ïðè-
ìiòèâíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè. Íåõàé öå íå òàê i G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà â
GL(n,R), n > 1. Ðîçãëÿíåìî ðÿä Ñóïðóíåíêà ãðóïè G. ßêùî K 6= T , òî (K : T ) = 2,
ùî íåìîæëèâî â ñèëó íåïàðíîñòi ÷èñëà n i óìîâè: (K : T ) äiëèòü n. Îòæå K = T i
G = V . ßêùî V 6= F , òî ãðóïà A/F � ñêií÷åííà íåîäèíè÷íà, ïîðÿäêè åëåìåíòiâ öi¹¨
ãðóïè äiëÿòü n i äiëÿòü ïîðÿäîê êîìóòàíòà A′ � ïiäãðóïè ïîðÿäêó 2 â ãðóïi R∗, ùî
íåìîæëèâî â ñèëó íåïàðíîñòi n. Îòæå, V = F, n = 1 i òåîðåìà äîâåäåíà.

�9. Âïðàâè

Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ íàä êiëüöåì Z ìîæíà ââàæàòè ìàòðèöåþ íàä äîâiëüíèì ïîëåì
F . ßêùî char F = p > 0, òî ïîëå F ìiñòèòü Zp = Z/pZ � ïîëå êëàñiâ ëèøêiâ çà
ïðîñòèì ìîäóëåì p. Òîäi öiëi ÷èñëà � öå ïðåäñòàâíèêè ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ìîäóëåì p,
ïðè÷îìó, ðiçíi öiëi a òà b ìîæóòü ïðåäñòàâëÿòè îäèí êëàñ i òîäi ñëiä ââàæàòè, ùî a =
b. Â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó a = b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ b (mod p). Çîêðåìà,
ÿêùî a íå äiëèòüñÿ íà p, òî iñíó¹ òiëüêè îäèí ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì b,
òàêèé, ùî ab ≡ 1 (mod p), òîáòî a−1 = b â ïîëi F .

Âïðàâà 1. Íåõàé T � ïîëå, GL(n, T ) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì
T , SL(n, T ) � âiäïîâiäíà ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì T .

à) Ïîêàçàòè, ùî òàêi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n

d(λ) = diag[1, . . . , 1, λ] (λ ∈ T ∗)

(T ∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ T ) áóäóòü ïðåäñòàâíèêàìè âñiõ ÿê ëiâèõ òàê i
ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè GK(n, T ) çà ïiäãðóïîþ SL(n, T ).

á) Íåõàé A ∈ GL(n, T ) i α = det A. Ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü òiëüêè ïî îäíié ìàòðèöi
C1, C2 ç ãðóïè SL(n, T ) òàêi, ùî

A = C1d(α) = d(α)C2.
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Çíàéòè öi ìàòðèöi.
â) Íåõàé

A =




1 2 0
2 −1 1
3 1 −1


 .

Ïîêàçàòè, ùî A ∈ GL(3,Q). Çíàéòè ìàòðèöi C1, C2 äëÿ ìàòðèöi A (äèâ. á)). Çíàéòè
õàðàêòåðèñòèêè âñiõ ïîëiâ T , òàêèõ, ùî A ∈ GL(3, T ). Ïîêàçàòè, ùî A ∈ GL(3, 7) =
= GL(3,Z7) i çíàéòè ìàòðèöi C1, C2 äëÿ A.

Âïðàâà 2. Íåõàé T � ïîëå iç q åëåìåíòiâ. Çíàéòè ïîðÿäêè ãðóï

GL(n, q) = GL(n, T ), SL(n, q), PGL(n, q), PSL(n, q).

Âïðàâà 3. Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå,

E− =

(
0 1
1 0

)
i O−(2, F ) = {A ∈ M(2, F )|AT E−A = E−}.

Ïîêàçàòè
à) ùî O−(2, F ) áóäå ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ ñòå-

ïåíÿ 2 òèïó ìiíóñ íàä ïîëåì F ;
á) ÿêùî char F = 2, òî O−(2, F ) = GL(2, F );
â) ÿêùî char F 6= 2, òî

O−(2, F ) =

〈(
α 0
0 α−1

)
(α ∈ F ∗),

(
0 1
1 0

)〉
,

çîêðåìà, ÿêùî F = Zp, òî ãðóïà O−(2,Zp) içîìîðôíà ãðóïi äiåäðà Dp−1 ïîðÿäêó
2(p− 1). Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ãðóïè O−(2,Zp) âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ O−(2, p).

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî òàêà ìíîæèíà ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì F :

{A|AT A = E}

áóäå ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n òèïó ïëþñ
íàä ïîëåì F i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O+(n, F ) àáî O+(n, q) ó âèïàäêó |F | = q.

Ïîêàçàòè
à)

O+(2, 2) =

〈(
0 1
1 0

)〉
∼= C2;

á)
O+(2, 3) =

〈(
0 1
−1 0

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D4;

â)
O+(2, 5) =

〈(
0 1
−1 0

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D4;

ã)
O+(2, 7) =

〈
2

(
1 1
−1 1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D8;

ä)
O+(2, 11) =

〈(
3 5
−5 3

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D12;
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å)
O+(2, 13) =

〈(
2 6
−6 2

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D12;

¹)

O+(2, 4) =

〈(
θ 1 + θ

1 + θ θ

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= C2 × C2 (θ2 = θ + 1);

æ)
O+(2, 9) =

〈(
i i
−i i

)
(i2 = −1),

(
0 1
1 0

)〉
∼= D8.

Âïðàâà 5. ×è iñíóþòü ïîëÿ ç 64, 100, 169, 625 åëåìåíòiâ? ßêi â íèõ õàðàêòåðè-
ñòèêè?

Âïðàâà 6. Â ãðóïi GL(2, 7) ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ
(

2 3
4 1

)
X =

(
3 1
1 1

)
.

Âïðàâà 7. Â GL(2, 7) çíàéòè ïîðÿäîê êëàñó ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ, ÿêîìó íàëå-
æèòü ìàòðèöÿ

a =

(
0 −4
1 2

)
.

Âïðàâà 8. Çíàéòè êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ â GL(2, 5).

Âêàçiâêà: ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ Nq(n) = 1
n

∑
d|n

µ(d)q
n
d äëÿ ÷èñëà Nq(n) ïðèìi-

òèâíèõ íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì iç q åëåìåíòiâ. (µ � ôóíêöiÿ
Ìüîáióñà, µ(n) = 0, ÿêùî n äiëèòüñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, µ(n) = (−1)s, ÿêùî
n � äîáóòîê s ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë i µ(1) = 1).

Âïðàâà 9. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ìàòðè÷íà ãðóïà G ∈ GL(n, T ) íàä ïîëåì T
õàðàêòåðèñòèêè íóëü ¹ íåçâiäíà, ÿêùî ¨¨ öåíòðàëiçàòîð ZT (G) ¹ òiëî (ïîëå).

Âïðàâà 10. Íåõàé Cn = 〈σ̃〉� ãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïiäñòàíîâî÷íîþ ìàòðèöåþ
öèêëà σ = (12 . . . n). Çíàéòè öåíòðàëiçàòîð öi¹¨ ãðóïè íàä ëþáèì ïîëåì.

Âïðàâà 11. Íåõàé G � ãðóïà ïiäñòàíîâî÷íèõ ìàòðèöü. Äîâåñòè, ùî G � çâiäíà
ãðóïà.

Âïðàâà 12. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G � íåçâiäíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,C), òî
n = 1.

Âïðàâà 13. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G � íåçâiäíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,R), òî
n 6 2.

Âïðàâà 14. Íåõàé T � ïîëå. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñêií÷åííà àáåëåâà ïiäãðóïà G
ãðóïè GL(n, T ) ¹ íåçâiäíà, òî ãðóïà G áóäå öèêëi÷íà.

Çàóâàæåííÿ: ÿêùî ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà íåöèêëi÷íà, òî ¨¨ ïîðÿäîê ñòðîãî áiëü-
øèé íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî ïîðÿäêiâ âñiõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ãðóïè.

Âïðàâà 15. Äîâåñòè, ùî â ãðóïi GL(n,Q) iñíóþòü íåçâiäíi öèêëi÷íi ïiäãðóïè.
Âïðàâà 16. Íåõàé

G =

〈(
0 −1
1 −1

)〉
.

Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ íåçâiäíà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë i çâiäíà íàä ïîëåì êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë.
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Âïðàâà 17. Äîâåñòè, ùî ãðóïà

G =

〈
a =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , b =




0 0 1
1 0 0
0 1 0




〉
⊂ GL(3,Q)

¹ àáñîëþòíî íåçâiäíà.
Âïðàâà 18. Çíàéòè ïîðÿäêè ãðóï

GL(2, p), SL(2, p), PGL(2, p), PSL(2, p)

äëÿ p = 2, 3, 5, 7.

Âïðàâà 19. Ïîêàçàòè, ùî

GL(2, 3) =

〈
a =

(
1 1
1 −1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
1 1
0 1

)
, d =

( −1 0
0 1

)〉
;

SL(2, 3) = 〈a, b, c〉 ;
ãðóïà H = 〈a, b〉 áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïàõ SL(2, 3) i GL(2, 3).

Âïðàâà 20. Íåõàé i � óÿâíà îäèíèöÿ: i2 = −1 i P = 〈i〉. Çíàéòè ñïëåòiííÿ
G = P oC3. ßêi ïîðÿäêè ãðóï P , G? Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà G áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(3,C).

Âïðàâà 21. Íåõàé

G =

〈
a =

(
0 −1
1 −1

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉
⊂ GL(2, T )

(T � ïîëå). Çíàéòè áàçèñ àëãåáðè [G]T .

Âïðàâà 22. Äîâåñòè, ùî ñïðÿæåíi ìàòðè÷íi ãðóïè G1 i G2 íàä ïîëåì T içîìîðôíi.
Âïðàâà 23. Íåõàé

G1 =

〈
a =

(
0 −1
1 0

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉
, G2 =

〈
a =

(
i 0
0 −i

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉

� äâi ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,C). Ïîêàçàòè, ùî âîíè ñïðÿæåíi.
Âïðàâà 24. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà

G =

〈
a =

( −1 −1
1 0

)
, b =

( −1 0
1 1

)〉
⊂ GL(2,R)

ïðèìiòèâíà ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,R), àëå iìïðèìiòèâíà ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,C).

Âïðàâà 25. Çíàéòè ïîðÿäêè åëåìåíòiâ

à)
(

0 −1
2 0

)
∈ GL(2, 7); á)




2 1 0
0 2 1
0 0 2


 ∈ GL(2, 5).

Âïðàâà 26. Ïîêàçàòè ñïðÿæåíiñòü åëåìåíòiâ

à) a =

(
2 −1
3 −1

)
i b =

(
0 −1
1 1

)
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â ãðóïi GL(2,Q);

á) a =

(
1 2
3 1

)
i b =

(
0 −2
1 2

)

â ãðóïi GL(2, 7).

Âïðàâà 27. Íåõàé f(t) � ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì T :

f(t) = tn − αn−1t
n−1 − · · · − α1t− α0 (αj ∈ T ).

Ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ f̃ ìíîãî÷ëåíà f(t) öå ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n âèãëÿäó:

f̃ =




0 0 . . . 0 α0

1 0 . . . 0 α1

0 1 . . . 0 α2
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 αn−1




.

Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà öèêëi÷íà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ〈
f̃
〉

, äå f(t) � ìíîãî÷ëåí, âiëüíèé ÷ëåí α0 ÿêîãî âiäìiííèé âiä íóëÿ. Äîâåñòè, ùî
ãðóïà G ¹ íåçâiäíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíî÷ëåí f(t) ¹ íåçâiäíèé íàä ïîëåì T.

Âïðàâà 28. Íåõàé

G1 =

〈
a =




0 0 1
1 0 0
0 1 1




〉
, G2 =

〈
b =




0 0 1
1 0 1
0 1 0




〉

� äâi öèêëi÷íi ïiäãðóïè ãðóïè GL(3, 2). Ïîêàçàòè, ùî âîíè íåçâiäíi i ñïðÿæåíi.
Âïðàâà 29. Ìíîãî÷ëåí

Φn(x) =
∏

d|n
(xd − 1)µ(n

d
)

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìîì ïîäiëó êðóãà íà n ÷àñòèí. Ñòåïiíü öüîãî ìíîãî÷ëåíà ðiâíà
ϕ(n), äå ϕ � ôóíêöiÿ Åéëåðà. Ìíîãî÷ëåí Φn(x) íåçâiäíèé íàä ïîëåì Q. Êîðåíÿìè
ìíîãî÷ëåíà Φn(x) ¹ ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n iç îäèíèöi.

à) Çíàéòè

Φpk(x) (p � ïðîñòå ÷èñëî); Φ10(x); Φ15(x); Φ20(x).

á) Çíàéòè âñi ñêií÷åííi íåçâiäíi öèêëi÷íi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Q) äëÿ âñiõ n 6 10.

Âïðàâà 30. Íåõàé G � ñêií÷åííà íåçâiäíà àáåëåâà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Q).
Äîâåñòè, ùî ãðóïà G áóäå ïðèìiòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |G| = p i n = p− 1.
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